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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. La Teoria de
Hiperespacios es una rama importante de la topologia, tuvo sus inicios a princi-
pios del Siglo XX y desde entonces la investigacién en esta drea ha experimen-
tado un interés creciente. La teoria de hiperespacios se encarga de estudiar fami-
lias particulares de subconjuntos de los espacios topoldgicos. Esta teoria ha mos-
trado ser muy util para determinar el comportamiento topoldgico de los espacios
originales con respecto a las propiedades que presentan los hiperespacios y vice-
versa, este estudio se ve reflejado en la amplia bibliografia que existe al respec-
to. Algunos de los hiperespacios mas conocidos para un espacio métrico X son:
2¥ ={AC X : A#0,A= A} conocido como el hiperespacio de todos los subcon-
juntos cerrados no vacfos de X, Fi(X) = {A € 2¥ : A tiene a lo mds un punto},
C(X)={A € 2% : A es conexo}, F,(X) = {A € 2% : A tiene a lo mds n puntos}
y Co(X) = {A € 2% : A tiene a lo mds n componentes}. De los cuales 2% y C(X)
han sido de los mas comunes. En las tltimas décadas del Siglo XX hubo avances
significantes en el estudio de los hiperespacios, F,(X) (conocido como el n-ésimo
producto simétrico de X) y C,(X) (conocido como n-ésimo hiperespacio de X). Re-
cientemente, un nuevo hiperespacio ha atraido la atencion de los especialistas, a éste
se le llama hiperespacio de no estorbadores de los singulares de un con-
tinuo. Este tipo de hiperespacios tienen un comportamiento distinto al del resto,
porque no siempre es conexo, no siempre es compacto, pero aun asi se ha buscado
a través de él caracterizar a los continuos. Una pregunta natural que surgi6 en [4]
apartir de que la circunferencia S! satisface que su hiperespacio de no estorbadores
de los singulares es exactamente F(S1), es la siguiente: existe un continuo distinto
a S! cuyo hiperespacio de no estorbadores es exactamente a F;(X). Una respuesta
parcial se encuentra en la misma referencia para los continuos localmente conexos.
Posteriormente, en [8] se amplia la clase de continuos donde la respuesta también es
afirmativa. Finalmente, en [2] se demuestra que el tinico continuo cuyo hiperespacio
de no estorbadores de sus singulares que coincide con F;(X) es exactamente la curva
cerrada simple. La meta principal de este trabajo es proporcionar una introduccién
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sencilla a los resultados presentados en [2].



Capitulo 1

Conceptos y resultados basicos

A continuacion se definen conceptos esenciales que seran utilizados constante-
mente en los capitulos sucesivos, en especial nos interesa recordar algunas nociones
y resultados bésicos de la topologia general, y de la teoria de los continuos y sus
hiperespacios. En la primera seccién presentamos, entre otros, algunos teoremas re-
lacionados con componentes de subconjuntos en espacios de Hausdorff, compactos y
conexos, conocidos como Teoremas de Golpes en la Frontera los cuales juegan un rol
importante dentro del presente trabajo. En la segunda seccién presentamos la teoria
bésica de continuos.

1.1. Espacios topoldgicos

Una familia 7 de subconjuntos de X es llamada una topologia en X, si satisface
las siguientes propiedades:

s 0. X erT
s SiU,V er,entonces UNV €1

» Si{U,:a€l} C 7, entonces |J U, €T
acl
A la pareja (X, 7), donde X es un conjunto y 7 es una topologia en X, es llamada
espacio topoldgico. Los elementos de 7 son llamados subconjuntos abiertos
del espacio topoldgico (X, 7). Si (X, 7) es espacio topoldgico y A C X, entonces el
conjunto 74 = {UN A : U € 7} es una topologia para A llamada la topologia
relativa a A respecto a (X, 7). Si A C X, diremos que (A, 74) es un subespacio
de (X, 7). Sea V un conjunto en un espacio topoldgico (X, 7). Se dice que V es
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vecindad de un punto z € X si y sélo si existe U € 7 tal que x € U C V. A la
coleccién de vecindades de x en X se le llama sistema de vecindades del punto
x (en (X, 7)) y se denota por V().

Sean (X, 7) un espacio topolégico y E un subconjunto de X. Se dice que E es un
subconjunto cerrado de (X, 7) si X — E es abierto. Un punto € X es un punto
de acumulacién de F si cada vecindad de V' de z en (X, 7) contiene algin punto
de E diferente de x. El conjunto derivado de E, que se denota por der(FE), es el
conjunto de todos los puntos de acumulacion de F.

1.2. Cerradura, Interior y Frontera

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Definimos la cerradura o adherencia de A C X
como la interseccion de todos los miembros de la familia de conjuntos cerrados en X
que contienen a A; y se denota por Clx(A), esto es,

Clx(A) = ﬂ{B C X :Bescerradoen X y AC B}.

Dado A un subconjunto de un espacio topolédgico (X, 7), se define el interior de A en
X, el cual se denotara con Intx(A), como la unién de todos los abiertos contenidos
en A, esto es,

Intx(A) = U{C C X :C esabiertoen X y C C A}.

A los puntos que pertenecen a Intx(A) les llamaremos puntos interiores de A.
La siguiente proposicién relaciona los conceptos de interior y cerradura de un
conjunto.

Proposicién 1.1. Sea E un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Entonces
Intx(X — F)=X - Clx(FE).

Demostracion. Sea K = {K € 7: K C E}. Entonces,

X —Inty(E) =X- U K
= N (X - K)

KeK

Sea K = {K' C X : (X — E) C K'y K’ es cerrado en X}. Observemos que

Clx(X — E)= () K'. Como K es un subconjunto abierto en X, X — K es sub-
K€K’
conjunto cerrado de X. Ademas, X — F C X — K. Entonces K € K si y sélo si



X —-KeK. Asique, X — Intx(FE)= ()| K =Clx(X — FE). Luego,
K'ek!
Intx(E) =X — (X — Intx(E))
=X - (Clx(X - E))

De aqui que, Intx(X —FE) = X — [Clx(X — (X — E))]. Por lo tanto, Intx (X — F) =
X - Clx(E). O

La siguiente Proposicién es consecuencia de la anterior.

Proposicién 1.2. Para cualquier subconjunto E en un espacio topoldgico (X, T) se
tiene que
Intx(E) =X —Clx(X — E).

Sean S un espacioy H C S. La frontera de H (en S), denotada como Bdg(H),
es definida como Bdg(H) = Cls(H)NCls(S — H).

Proposicién 1.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Se
tiene que Bdx(A) = Bdx(X — A).

Demostracion.

Bdy(X — A) = Clx(X — A) N Cly(X — (X — A)))
— Clx(X — A)NClx(A)
Bdx(A)

Por lo tanto, Bdx(A) = Bdx(X — A). O

1.3. Conexidad

Un espacio topoldgico (X,7) es conexo si y sélo si, no existe ningin par de
conjuntos abiertos no vacios Ay B en X talesque X = AUBy ANB =(.Si X no
es conexo entonces diremos que X es disconexo.

Sean (X,7) es un espacio topolégico y A, B subconjuntos no vacios de X. Se

dice que A y B son conjuntos mutuamente separados si Clx(A)NB =0y
Clx(B)NA=0.

Proposicién 1.4. Sean (X, T) un espacio topolégico. SiU y 'V son abiertos no vacios
de X tales que UNV =0, entonces U y V' son conjuntos mutuamente separados.



Demostracién. Sea v € V. Supongamos que v € Clx(U) = ({F C X : F =
Clx(F),U C F}. Como V es un abierto, X —V es un cerrado de X tal quev € X —V.
Esto tltimo no puede ocurrir. Por lo tanto, V N Clx(U) = (). De manera similar,
UNClx(V) =0. O

Proposicién 1.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces, X es disconezo si y
solo si X es la union de dos conjuntos mutuamente separados.

Demostracion. Supongamos que X es disconexo. Existen abiertos no vacios U y V
de X talesque UNV =0y X = UUV. Por la Proposicién 1.4, U y V son conjuntos
mutuamente separados. Por lo tanto, X es la unién de dos conjuntos mutuamente
separados.

Supongamos que X = AU B donde A y B son conjuntos no vacios de X tales que
Clx(A)N B =0y Clx(B)N A = (). Esto implica que AN B = (). Observemos que
X—-B=Clx(A)y X —A=Clx(B). Se tiene que X — By X — A son subconjuntos
cerrados en X. En consecuencia, A y B son subconjuntos abiertos ajenos no vacios
en X tales que X = AU B. Por lo tanto, X es disconexo. O

Teorema 1.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Si A es conexo, entonces
Clx(A) es un subconjunto conexo de X.

Demostracion. Supongamos que Clx(A) es un subconjunto disconexo de X. Por la
Proposicién 1.5, Clx(A) = E'U F donde E y F son subconjuntos no vaciés de X
tales que Clx(E)NF =0y Clx(F) N E = §. Mostraremos que £ = 6 F = 0.
Observemos que AN E y AN F son conjuntos mutuamente separados. Como A es
conexo y A = (AN E)U (AN F) se tiene por la Proposicién 1.5 que ANE =0 6
ANF = (). Supongamos que ANFE = (). Asi, A C F. De aqui que, Clx(A) C Clx(F).
Del hecho de E N Clx(F) = se tiene que

E=FEN(EUF)=ENCIx(A) CENCIx(F)=0.

Esto implica que E = (). Esto es una contradiccén. Por lo tanto, Clx(A) es un
subconjunto conexo de X. O]

Proposicién 1.7. Sean (X, 7) espacio topolégico, C' un subconjunto conexo de X y
U,V subconjuntos mutuamente separados no vacios de X tales que UNV = (). Si

CCUUV, entoncesC CU o6 CCV.

Demostracién. Supongamos que CN (X —U) # 0y CN(X — V) # 0, es decir,
CNU#DyCNV #0. De aqui que, C NU y C NV son abiertos ajenos no vacios
en C. Se tiene que (CNU)U (CNV) = C. Esto contradice el hecho de que C sea
conexo. Por lo tanto, C CU 6 C C V. O



Proposicién 1.8. Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces X es conezxo si y sélo
si los inicos subconjuntos cerrados y abiertos en X son () y X.

Demostracion. Supongamos que X es conexo. Sea A un subconjunto de X tal que es
abierto y cerrado. Se tiene que Ay X — A son abiertos en X tales que AN(X —A) =)
y X = AU (X — A). Puesto que X es conexo, se tiene que A =0 6 X — A = (. Por
lo tanto, A=06 A= X.

Para la otra implicacién, supongamos que X es disconexo. Entonces existen sub-
conjuntos abiertos propios U y V no vacios de X talesque UNV =0y X =UUYV.
Esto implica que U = X — V es cerrado en X. Pero esto es una contradiccion pues
los tinicos subconjuntos cerrados y abiertos de X son () y X. Por lo tanto, X es
conexo. O

La demostracion de los siguientes dos teoremas se pueden consultar en [10, Teo-
rema 26.7 y 26.8, p. 193]

Teorema 1.9. Sea {A; : j € J} una familia de subconjuntos conexos de un espacio
topoldgico (X, 7). Si () A; # 0, entonces |J A; es conexo.

JjET JjET
Teorema 1.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Si A C B C Clx(A) y
A es conexo, entonces B es conexo.

Proposicién 1.11. Sea (X, 1) espacio topoldgico. Si {A, : « € I} es una familia
de subconjuntos conexos de X y existe un subconjunto conexo A tal que AN Ay # ()
para cada o € I, entonces AU|J A, es conexo.

Demostracion. Para cada o € I, sea B, = AUA,,. Consideremos la familia {B, : a €
I'} de subconjuntos conexos de X. Observemos que (| B, # 0. Por el Teorema 1.9,

a€cl
J B. es conexo. Pero |J B, = |J(AUA,) =AU |J A,. Por lo tanto, AU |J A,
aecl aecl acl aecl acl
€s Conexo. O

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subconjunto A de X es una componente
de X si A es conexo y para cualquier subconjunto conexo de B de X tal que A C B
se tiene que B = A.

Proposicién 1.12. Sea (X, 1) es un espacio topoldgico. Si C es una componente de
X, entonces C' es cerrado en X.

Demostracion. Sea C' una componente de z € X. Observemos que C' C Clx(C'). Por
el Teorema 1.6, Clx(C) es un subconjunto conexo de X. Por ser C' una componente
de X se tiene que Clx(C') = C. Por lo tanto, C' es cerrado. O
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1.4. Compacidad

Sea (X, T) es un espacio topolégico. Una familia ¢ de subconjuntos de X es una
cubierta de X si X CJU. Sild’ CU y U’ también es una cubierta de X, entonces
se dice que U’ es una subcubierta de U. Si todos los elementos de una cubierta U
de X son abiertos de X entonces U es una cubierta abierta de X.

Un espacio topolégico (X, 7) es compacto si toda cubierta abierta de X contiene
una subcubierta finita. Un subconjunto A de X es compacto si como subespacio es
compacto.

1.5. Continuidad y Homeomorfismos

Sean X y Y espacios topolégicos. Una funcién f : X — Y es continua si para
cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~!(V) es un subconjunto abierto de
X.

La demostracién del siguiente teorema se puede encontrar en [10, Teorema 7.2,
p. 45]

Teorema 1.13. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topologicos. Entonces,
las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) [ es continua

b) Para cualquier cerrado F deY, f~Y(F) es cerrado en X.

¢) Para todo A C X, f(A) C f(A).

Sean (X, 7x) vy (Y, 7y) espacios topoldgicos. Una funcién f: X — Y es llamada
un homeomorfismo si y sélo si f es biyectiva y continua y, ademds, f~! también es
continua. En tal caso se dice que X y Y son homeomorfos y se denota por X =Y.

Una funciéon f: X — Y continua y suprayectiva entre continuos es:

» abierta si f(U) es un subconjunto abierto en Y para todo para todo subcon-
junto abierto U de X.

» cerradasi f(V) es un subconjunto cerrado en Y para todo subconjunto cerrado
V de X.

» mondtona si f~}({y}) es conexo para todo y € Y.

Proposicién 1.14. Sea f: X — Y wuna funcion continua. Si C' es un subconjunto
conexo de X, entonces f(C) es un subconjunto conexo de Y.
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Demostracion. Sea C' un subconjunto conexo de X. Supongamos que f(C') es dis-
conexo. Existen abiertos no vacios relativos U y V a f(C) tales que UNV =0y
f(C) = UUV. Del hecho de que U y V son abiertos relativos a f(C) se tiene que
U=Nnf(C)yV =Mn f(C)donde N y M son abiertos no vacios de Y. Como
f es una funcién continua, f~Y(N)y f~'(M) son abiertos no vacios en X tales que
[IV) = FUM)NC y [ U) = FH(N) N C. De aqui que, f~(U) N f71(V) = 0.
Sean G = f~Y(U)y H = f~(V). Observemos que G y H son abiertos no vacios
relativos a C tales que GN H = (). Luego, C = GUH y C es disconexo. Esto es una
contradiccién. Por lo tanto, f(C') es un subconjunto conexo de Y. ]

1.6. Axiomas de separacion

Un espacio X es de Fréchet 6 T; si para cada par de puntos distintos z,y €
X existen vecindades V' 'y W de x e y respectivamente tales que VN {y} = 0y
W n{z}=0.

Un espacio X es de Hausdorff 6 T si y s6lo si para dos puntos diferentes z,y € X
existen abiertos U y V ajenos talesque x e Uy y € V.

La demostracion del siguiente teorema se puede encontrar en [10, Teorema 17.5,
p. 119].

Teorema 1.15. a) Un subconjunto compacto en un espacio de Hausdorff es ce-
rrado.

b) Todo subconjunto cerrado en un espacio compacto es compacto.

Un espacio X es normal 6 T} si y s6lo si es T} y para cualesquiera subconjuntos
cerrados ajenos A y B de X, existen abiertos ajenos U y V en X talesque AC U y
BCV.

De acuerdo a las definiciones anteriores, se tienen las siguientes implicaciones
Normal = Hausdorff = Fréchet.

Un espacio X es perfectamente normal si para cada par de subconjuntos cerrados
ajenos Ay B en X, existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que A = f~({0})
y B=f"({1}).

Sea A un subconjunto de un espacio topolédgico (X, 7). Se dice que A es un

conjunto Gs si A = [ U, donde U, es un subconjunto no vacio abierto de X.
neN
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Proposicién 1.16. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre espacios topologicos
y A un subconjunto no vacio de'Y. Si A es un conjunto Gy, entonces f~1(A) es un
subconjunto Gs de X.

Demostracién. Sea A = () U, donde cada U, es abiertoen Y y V,, = f~(U,,). Como
f es una funcion contimfaiNVn es abierto en X. Afirmamos que (| V,, = f~'(A). Si
x € () Va, entonces x € V,, para cada n € N. Esto implica que ;(E:S) € U, para todo
n e 7f\?wLuego, f(x) € A. Por lo tanto, z € f~1(A)y (| V. C f7'(A). Para la otra

neN
contencion, si & € f~1(A), entonces f(z) € U, para todo n € N. En consecuencia,

x € V,, para todo n € N. Por lo tanto, z € (| Vo, vy (| Vi = f1(A). O

neN neN

El siguiente Lema se puede encontrar en [10, Lema 15.6, p. 102]

Lema 1.17 (Lema de Urysohn). Un espacio X es normal si y sélo si para cuales-
quiera subconjuntos cerrados ajenos en X, existe una funcion continua f : X — [0, 1]

tal que f(A) ={0} y f(B) ={1}.

Teorema 1.18. Un espacio X es perfectamente normal si y solo si X es un espacio
normal y cada subconjunto cerrado A en X es un conjunto Gy.

Demostracion. Sean C'y D subconjuntos cerrados ajenos de X. Por ser X un espacio
perfectamente normal, existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f~*({0}) =
1 1

Cy f7'({1}) = D. Sean U = f‘l([O,§)) yV = f‘l((ﬁ,l]). Observemos que U y
V' son subconjuntos abiertos no vacios y ajenos tales que C' C U y D C V. Esto
implica que X es normal. Observemos que {0} es un subconjunto G4 de [0, 1]. Por la
Proposicién 1.16, C' es un subconjunto G5 de X. Por lo tanto, cualquier subconjunto
cerrado de X es un subconjunto Gj.

Para la otra implicacion supongamos que X es un espacio normal y cada subcon-
junto cerrado de X es un conjunto Gs. Sean A y B subconjuntos cerrados en X tales

que ANB = (). Entonces A = [ G,, donde cada G,, es un subconjunto abierto de X.
neN
Por el Lema 1.17, existe una funcién continua f, : X — [0, 1] tal que f,(A) ={0} y

fn(X —G,) = {1} paracadan € N. Sea f, : X — [0, 1] con regla de correspondencia

falz)=>" (fg(f)> De lo anterior se tiene que f;({0}) = A. De manera similar,
neN
B = () F, donde cada F,, es un subconjunto abierto de X. Por el Lema 1.17, existe
neN

una funcién continua g, : X — [0, 1] tal que g,(B) = {0} y ¢g.(X — F,,) = {1} con
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regla de correspondencia gg(z) = > <M> De lo anterior, g5'({0}) = B. Pues-

on
neN
to que fa(z)+gp(zr) # 0 para cada z € X, podemos definir la funcién h : X — [0, 1]

con regla de correspondencia

fa(z)
fa(z) + gp(2)
Observemos que h=1({0}) = A si y sélo si f;'({0}) = Ay h™'({1}) = B si y sélo
si g5'({0}) = B. Como h es una funcién continua, se concluye que X es un espacio
perfectamente normal. O

h(z) =

El siguiente resultado se puede consultar en [3, Teorema 3.1.12, p. 125]

Teorema 1.19. Si f : X — Y es una funcion continua entre un espacio compacto
X y un espacio de Hausdorff Y entonces f es cerrada y f~'(A) es compacto para
A CY compacto.

1.6.1. Teorema de Baire

El matematico René-Louis Baire introdujo la nocién de primera categoria y se-
gunda categoria como parte de su trabajo de tesis doctoral. El teorema que lleva su
nombre ha intervenido, directa o indirectamente, en la demostracion de una inmen-
sa cantidad de resultados, principalmente en ramas como Topologia, Anélisis Real,
Analisis Funcional, etc.

Sean (X, 7) un espacio topoldgico y Y un subconjunto de X. Se dice que Y es
denso en ninguna parte si Intx(Clx(Y)) = 0.

Sea (X, 7) un espacio topolégico y A un subconjunto de X.

= Se dice que A es un conjunto de primera categoria si existe una sucesién

(A;)nen de subconjuntos de X tal que A = |J A, donde cada A,, es un con-
neN
junto denso en ninguna parte.

s Se dice que A es un conjunto de segunda categoria si A no es la unién
numerable de conjuntos densos en ninguna parte.

Un espacio topoldgico (X, 7) se llama espacio de Baire si para cualquier sucesién

(Uk)ren de subconjuntos abiertos y densos en X, su intersecciéon () Uy también es
keN
densa.

Las demostraciones del siguiente Teorema y Lema pueden consultarse en [6, Teo-
rema 48.2, p. 296] y [6, Teorema 48.4, p. 297] respectivamente.
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Teorema 1.20 (Teorema de Baire). Si X es un espacio de Hausdorff compacto,
entonces X es un espacio de Baire.

Lema 1.21. 5t X es un espacio de Baire yY es un subespacio abierto de X, entonces
Y es un espacio de Baire.

1.6.2. Espacios métricos

Sea X un un conjunto. Una métrica d sobre el conjunto X es una funcién
d: X x X — R que satisface los siguientes axiomas:

a) d(z,y) > 0, para todos =,y € X.
b) d(x,y) = 0 siy sélo si z = y, para todos z,y € X.
c) d(x,y) = d(y,x)

d) d(z,y) <

d(z,

Se define a un espacio métrico como una pareja (X, d), donde X es un conjunto
no vacio y d es una métrica sobre X.

Sea X es un espacio topoldgico. Se dice que X es metrizable si existe una métrica
d en el conjunto X que induce la topologia de X.

Sea (X, d) un espacio métrico, z € X y € un numero real positivo. El conjunto
B.(z) ={y € X : d(x,y) < €} es llamado la bola abierta de radio € con centro en
x.

d(x,z) + d(z,y) para cualesquiera x,y, z € X.

Dado un espacio métrico (X,d) la familia B = {B.(z) : x € X,e > 0} genera
una topologia en X. Comiunmente se dice que esta topologia es la generada por la
métrica d.

Si {z,}nen es una sucesién de puntos en un espacio métrico y = es un punto de
X, entonces x,, — x significa que la sucesién {x, }n converge al punto x.

El siguiente Teorema se puede consultar en [9, Teorema 3.6, p. 51] respectiva-
mente.

Teorema 1.22. Sea A un subconjunto compacto de un espacio métrico. Toda suce-
sion en A tiene una subsucesion que converge en A.

Corolario 1.23. Sea x un punto de un espacio métrico X y A C X. Entonces
x € Clx(A) siy sdlo si existe una sucesion {x, tnen en A tal que x, — x.

La demostracién del siguiente Teorema puede consultarse en [6, Teorema 32.2,
p. 202]
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Teorema 1.24. Todo espacio metrizable es normal.
Teorema 1.25. Todo espacio metrizable es perfectamente normal

Demostracion. Por Teorema 1.24, X es normal. Sea A un subconjunto cerrado de X.

1
Sea U, = {p € X : existe a € A tal que d(p,a) < —} para cada n € N. Observemos
n

1
que U, es un conjunto abierto en X pues es uniéon de bolas abiertas de radio —

n
centradas en los puntos de A. Veamos que A = [ U,. Sea a € A. Se tiene que
neN

1
d(a,a) = 0 < — para toda n € N. En consecuencia, a € ) U,. Para probar la otra
n neN
contencién, sea p € [ U,. Supongamos que p ¢ A. Puesto que A es cerrado, existe
neN

1
e > 0 tal que B.(p) N A = (). Por otra parte, existe ng € N tal que — < e. De aqui

o
que, p ¢ U,,. Esto es una contradiccién. Luego, p € Ay A = () U,. Aplicando el
neN
Teorema 1.18, X es un conjunto perfectamente normal. 0

1.7. Continuos

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un continuo X
se dice que es descomponible si X puede verse como la union de dos subcontinuos
propios. Un continuo que no es descomponible se dice que es indescomponible.

Un continuo X es unicoherente si A N B es conexo, para cualesquiera subcon-
tinuos Ay B de X tales que X = AU B.

Dados p,q € X, se dice que X es irreducible entre los puntos p y ¢, si para
cada subcontinuo A de X tal que {p, ¢} C A implica que A = X. Un continuo X es
irreducible si es irreducible entre dos de sus puntos.

Sean X un continuo y p € X. Se define la composante de p en X como la unién
de todos los subcontinuos propios de X que contienen a p y lo denotamos como x,,.

Las demostraciones de los siguientes dos Teoremas se encuentran en [7, Teorema
11.15, p. 203] y [7, Teorema 11.17, p. 204] respectivamente.

Teorema 1.26. Si X es un continuo indescomponible no degenerado, entonces X
tiene una cantidad no numerable de composantes.

Teorema 1.27. Si X es un continuo indescomponible no degenerado, entonces las
composantes de X son mutuamente ajenas.
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Sean X un continuo y A, B subcontinuos no vacios de X. Decimos que un sub-
continuo C' de X es irreducible desde A a B, denotado por C' = irr(A, B), si
CNA#0,CnNB # 0y ningun subcontinuo propio M de C' intersecta a Ay B a la
vez. Observemos que C' es irreducible desde p a ¢ si y sélo si C es irreducible entre

pPYyq.
La siguiente proposicién puede encontrarse en [7, Proposicién 11.30, p. 212].

Proposiciéon 1.28. §i X es un continuo y A, B son subconjuntos compactos no
vacios de X, entonces existe un C' subcontinuo de X tal que C =irr(A, B).

La demostracion del siguiente resultado se encuentra en [7, Teorema 5.6, p. 74].

Teorema 1.29 (Teorema de Golpes en la Frontera II). Sean X un continuo
y E un subconjunto propio no vacio de X. Si K es la componente de E, entonces

Clx(K)N Bdx(E) # 0

Proposicion 1.30. Sean X un continuo, U un subconjunto abierto propio no vacio
de X y N un subcontinuo de X. Si UNN # ), entonces Bdy(UNN) C Bdx(U).

Demostracion. Seap € Bdy(NNU). Como Bdy(NNU) = Cly(NNU) —Inty(NN
U)=Cly(NNU)—(NNU). Entonces p € Cly(NNU) = Clx(NNU)NN. Por lo que
p ¢ U. Ahora, puesto que Clx(NNU) C Clx(U)NClx(N) se tiene que p € Clx(U).
En consecuencia, p € Clx(U) — U = Bdx(U) y Bdy(N NU) C Bdx(U). O

Proposicion 1.31. Sean X un continuo, R un subconjunto cerrado propio no vacio
de X y K un subcontinuo de X. Si RN K # (), entonces Bdx (RN K) C Bdx(K).

Demostracion. Sea r € Bdg(R N K). Entonces r € Clg(RN K) — Intg(RN K).
Como Clg(RNK) C Clx(K)NClx(R), r € Clx(K). Falta ver que r ¢ Intg(K).
Observemos que Intx(K N R) C Intx(K) N Intx(R). Como r ¢ Intx(K N R),
r & Intx(K). Por lo tanto, r € Bdx(K). O

Teorema 1.32. Sean X un continuo, U un subconjunto abierto propio no vacio de
X y N un subcontinuo de X tal que NNU # 0. Si M es una componente coneza de
N —(NNU), entonces M N Bdx(U) #0 y MNClx(U) # 0.

Demostracién. Por Teorema 1.29, MNBdx(N —(NNU)) # 0. Por las Proposiciones
1.3y 1.30, Bin(N—(NNU)) = Bdy(NNU) C Bdx(U). Por lo tanto, MNBdx (U) #

Proposicién 1.33. Sea X un continuo. Si U, V' son abiertos ajenos no vacios de X
y K es un subconjunto cerrado de X tal que X — K = U UV, entonces Bdx(U) C K
y Bdx(V) C K.
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Demostracidn. Por Proposicion 1.4, UNClx(V) =0y VNClx(U) = 0. Sea u €
Bdx(U). Como Bdx(U) = Clx(U)—U,u € Clx(U)—U. Luego, u ¢ V. Observemos
que K = (X —U) N (X — V). En consecuencia, u € K. Por lo tanto, Bdx(U) C K.
De manera similar, Bdx (V) C K. O

Proposicion 1.34. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre con-

tinuos, entonces f es mondtona si y sélo si f~1(D) es conexo para todo subconjunto
conexo D de Y.

Demostracion. Supongamos que f es monoténa y sea C' un subconjunto conexo no
vacio de Y tal que f~!(C') no es conexo. Por Proposicién 1.5, existen subconjuntos
no vacios Ay B de X tales que f~1(C) = AUB, Clx(A)NB =0y ANClix(B) = 0.
Observemos quesiy € C'y f~1({y})NA # 0 entonces f~'({y}) C A por Proposicién
1.7.Sean M ={y € C: f*{y}) CAyy N={z€ C: f*({z}) C B}. Afirmamos
que A = f~Y(M).

En efecto, sea m € f~1(M). Entonces f(m) € M, es decir, f~' ({f(m)}) C A,
por lo que m € A. Por otro lado, si a € A, entonces f(a) € C'y f~1({f(a)})NA#0.
De aqui que f~'({f(a)}) € Ay a € f~}(M). De manera similar se prueba que
B = f~1(N). Observemos que C'= M UN. Supongamos que existe y € Clx(M)NN.
Como y € N, se tiene que f~'({y}) € B. Puesto que y € Clx(M), existe una
sucesion {y, }°2, de puntos en M que convergen a y. Esto implica que f~*({y,}) C A
para cada n € N. Sea x,, € f~*({5,,}). Por el Teorema 1.22, supongamos sin pérdida
de generalidad que {z,}22; converge a un punto z. Por el Corolario 1.23, z € Clx(A)
y por la continuidad de f, f(x) = y. De aqui que z € Clx(A)Nf~'({y}) C Clx(A)NB
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Clx(M) N N = (. De manera similar,
M N Clx(N) = 0. En conclusién, C no es conexo.

Para probar la otra implicacién supongamos que f~!(D) es conexo para todo
subcojunto conexo D de Y. Sea y € Y. Como {y} es conexo en Y se tiene que
f~Y*({y}) es conexo. Por tanto, f es monotdna. O
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Capitulo 2

Conjuntos de no estorbadores

Los hiperespacios se definen como colecciones de subconjuntos de un continuo que
satisfacen alguna propiedad topoldgica. La teoria de los hiperespacios tiene sus inicios
con los trabajos de F. Hausdorff y L. Vietoris. Existen muchos resultados acerca de
hiperespacios. Solo se utilizara la notaciéon y no las propiedades topoldgicas por lo
que no se presenta ningun resultado relacionado a hiperespacios. Para un continuo
X, se definen los siguientes hiperespacios.

28 = {ACX:A#),A=A},
C(X) = {A€2¥: A es conexo},
Fi(X) = {A€2%: A tiene a lo mas un punto}.

Notemos que Fi(X) C C(X).

El primer escrito sobre el concepto de hiperspacio de estorbadores fue publicado
por los mateméticos Alejandro Illanes y Pawel Krupski en [5] en el 2011. Desde
entonces se ha experimentado un interés creciente por esta area y se ha desarrollado
una teoria general de estos conjuntos. En este capitulo se daran la definicion de
conjunto no estorbador, hiperespacio de conjuntos de no corte débil y de hiperespacio
de conjuntos orilla. Se estudiaran las propiedades que estos conjuntos poseen. Al final
de este capitulo se establecerd la conexion entre estos hiperespacios.

El simbolo X siempre denotard un continuo en este capitulo. Dado un continuo
X, AeC(X)—{X}y B € 2¥ tales que AN B = 0, se define el conjunto KX(A, B)
como

K(AB)=|{E€C(X): ANE+0,EC X - B}.

19
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Cuando A = {z} se define,

K(z,B)=|J{CeC(X):2eCCX-B}.

Observacion 2.1. Segin la definicién anterior, se tiene que z € K(z, B) C X — B.

A continuacién se construirdn ejemplos del conjunto IC(A, B) en el intervalo ce-
rrado [0, 1], el cuél es el continuo més simple que se puede considerar. En el capitulo
3 se construiran mas ejemplos con distintos continuos.

Ejemplo 2.2. Sean X = [0,1] y los conjuntos B = {0} y A = {1}. Se afirma que
K(A, B) = X — B. Por la observacién 2.1, K(A, B) C X — B. Para la otra contencién
sea © € X — B. Luego, 0 < < 1. Consideremos el intervalo cerrado I = [z, 1].
Observemos que I es un subcontinuo de X talque z € I, INA# 0y I C X — B.
Por lo tanto = € K(A, B).

K(A, B)

Figura 2.1:
No sucede siempre que K(A, B) = X — B como se verd en el siguiente ejemplo.

1
Ejemplo 2.3. Sea X = [0, 1]. Consideremos los conjuntos unipuntuales B = {5}
y A={1}.
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K(A, B)

S e
MI»—’\
—_

Figura 2.2:

1 1
Entonces (A, B) = (5, 1} Por la observacién 2.1, K(A, B) C (5, 1}.

1 1
Probemos la otra contencién, sea r € 5 1|. Entonces, 5 < r < 1. El subconti-
nuo I = [r, 1] cumple que INA#(, r e I C X — B. Por tanto, r € K(A4, B).

A continuacién se enunciaran y probaran algunas propiedades generales del con-
junto KC(A, B).

Lema 2.4. Si A € C(X) y B € 2% son tales que AN B = (), entonces K(A, B) es
un subconjunto conexo de X.

Demostracién. Denotemos como £ = {E € C(X) : ANE # 0,E C X — B}.
Tenemos que £ es una familia de conexos tal que £ N A # () para todo E € L.
Entonces, AU (|JL£) =J L pues A € L. Por la Proposicién 1.11, (A, B) es conexo
pues | JL = K(A, B). O

Lema 2.5. Sean A € C(X) y B € 2% tales que AN B = . Entonces existe una
sucesion (Ap),oy € C(X) tal que K(A,B) = U A, y A C A, C A,yy para cada

neN
n € N.

Demostracion. Como X es perfectamente normal, X es normal y cada subcon-
junto cerrado de X es un subconjunto Gs. Sea G = {G; : j € N} una fami-
lia de subconjuntos abiertos de X tal que B = ()] G;. Para cada n € N, sea
jEN
U,=GN...NG, N (X —A). Observemos que B=U,, Uys1 CU, yU,NA=10
para toda n € N. Sea A,, la componente conexa de X — U, tal que A C A,,. Por la
observacion 1.12, A,, es un subcontinuo de X. En consecuencia, A,, es un subconjunto
compacto de X. Se afirma que A,, C A,,.1. En efecto, como A, C X —-U, C X —U, 4
se cumple que A, € X — U,.1. Se sabe que A C A, y A C A,.1, por lo que
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A, N Anr # 0. Del hecho que A, es conexo y A, .1 es componente de X — U, se
sigue que A, C A, 1.
Probaremos que K(A, B) = |J A,. Sea x € K(A, B). Existe un subcontinuo E

neN

de Xtalquex e E,ENB=0y ENA+#{. Dado que EN B = (), existe k € N tal
que ENU, = 0. De aqui que E C X — U, y E es un subconjunto conexo de X tal
que ENA#Dy E C Ag. Por tanto x € A, C | A,

neN
Sea y € |J A,. Existe A; € C(X) tal que y € A; con i € N. Observemos que
neN
A NA#Dy A;NB=0. Por tanto, y € K(4,B) y K(4,B) = J A.. O

neN

Proposicién 2.6. Sean A € C(X) y B,G € 2% tales que ANB =0y G C B.
Entonces K(A, B) C K(A,G).

Demostracion. Sea x € K(A, B). Existe un subcontinuo C' de X tal que x € C,
CNA#0yCnB=10. Del hecho que G C B, se tiene que C' NG = (). Por tanto,
r € K(AG). O

Proposicién 2.7. Sean A,D € C(X) y B € 2% tales que A C D y DN B = 0.
Entonces K(A, B) = K(D, B).

Demostracion. Seax € K(A, B). Entonces existe E € C(X) talquex € E, ENA # ()
yENB =0.Como ENA# 0y AC D, entonces E N D # (). De esta forma,
FEeC(X)estalquexz € E, END #(y EN B = {. Por tanto, z € K(D, B). Asi,
K(A, B) C K(D, B).

Ahora, sea y € K(D, B). Entonces existe un subcontinuo L de X tal que y € L,
LND # 0y LNB ={. Como LND # () tenemos que LUD es cerrado y conexo en X
tal que (LU D)NA # (). Luego, LUD € C(X) estal quey € LUD, (LUD)NA# ()
y (LU D) N B = 0. Por tanto, y € K(A, B). O

En el siguiente ejemplo se muestra la utilidad de la Proposicion 2.7.

Ejemplo 2.8. Consideremos el mismo continuo X = [0, 1]. Sean B = {0} y D = [t, 1]
donde t > 0. Entonces (D, B) = (0,1] = X — B.
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K(A, B) ] D = [t 1]
0 t 1

m

Figura 2.3: X = [0, 1]

Sea A = {1}. Observemos que A C Dy DN B = (). Por la Proposicién 2.7,
K(A, B) = K(D, B). Por el Ejemplo 2.2, (A, B) = X — B. Por lo tanto, (D, B) =
X —B.

A continuaciéon se dard la definicién principal en la que se basa la presente tesis.

Sean A, B subcontinuos de X tales que B € 2% y AN B = (). Se dice que B no
le estorba a A si K(A, B) es denso en X. De otra manera, se dice que B le estorba
a A. Diremos que B no estorba a z si K(z, B) es denso en X.

Por lo hecho en el ejemplo 2.2 tenemos que {0} no le estorba a {1}.

Proposicién 2.9. Sea B € 2X. Si B no le estorba a x para algin x € X — B,
entonces Intx(B) =0 y X — B es conezo.

Demostracién. Supongamos que Intx(B) # (. Como K(z, B) es denso tenemos que
Intx(B)NK(z,B) # 0. Sea q € Intx(B)NK(x, B). Entonces existe un subcontinuo
Cde X talqueq e C C X—B. Como q € Intx(B), q € B. Esto es una contradiccén.
Por lo tanto, Intx(B) = 0.

Se probara que X — B es denso en X. Por el Lema 2.4, K(z, B) es un subconjunto
conexo de X. Por la observacién 2.1, K(z, B) C X — B. Por otro lado, dado que
K(z, B) es denso, tenemos que K(z,B) C X — B C Clx(K(z,B)) = X. Por el
Teorema 1.10 , X — B es un subconjunto conexo de X. O]

Teorema 2.10. Seanp € A € C(X) y B € 2% tales que AN B = (). Entonces B no
le estorba a A si y solo si B no le estorba a {p}.

Demostracion. Por la Proposicién 2.7, K(A, B) = K(p, B).

Supongamos que B no le estorba a A. Entonces K(A, B) es denso en X. En
consecuencia, K(p, B) es denso en X. Por lo tanto, B no le estorba a {p}.

Ahora, supongamos que B no le estorba a {p}. Esto implica que K(p, B) es denso
en X. De aqui que, (A, B) es denso en X. Por lo tanto, B no le estorba a A. [
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La manera en como se pretende usar a los subconjuntos cerrados no estorbadores,
es mediante la coleccion de aquellos que no le estorban a los elementos de una familia
de subconjuntos cerrados de un continuo, de manera particular, a la familia de los
subconjuntos de un continuo.

SeaH C 2%, Definimos NB(H) = {B € 2* : B no le estorba a cada elemento A €
H,AN B =0}. Cuando H = F;(X) se tiene que

NB(Fi(X)) ={B €2* : B no estorba a , para cada v € X — B}.

Lema 2.11. Sean H,K C 2X. Si H C K, entonces NB(K) C NB(H).

Demostracion. Sean B € NB(K) y A € H tales que AN B = (). Entonces A € K y
AN B = 0. Esto implica que B no le estorba a A. Por lo tanto, B € NB(H). O

Proposicién 2.12. NB(C(X)) = NB(Fi(X)).
Demostracion. Tenemos que F1(X) C C(X). Por el Lema 2.11,
NB(C(X)) € NB(Fi(X)).

Ahora, sean B € NB(Fi(X))y A € C(X) tal que BN A = (. Sea p € A. Tenemos
que {p} € Fi(X) y {p} N B = (. Entonces B no le estorba a p. Por Teorema 2.10,
concluimos que B no le estorba a A. Por tanto, B € NB(C(X)). O

Teorema 2.13. Sea B € 2% tal que Intx(B) = 0. Entonces B € NB(F (X))

si y solo si para cada p € X — B, existe una sucesion (A,), oy en C(X) tal que

pEAnQX—BpamcadanENyC’lX(U An>:X.

neN

Demostracion. Probaremos la suficiencia. Sea p € X — B y U un abierto no vacio
en X. Vamos a mostrar que K(p, B) es denso en X, es decir, K(p, B) N U # (). Por
hipotésis, existe una sucesion (Ay), .y en C(X) tal que p € A, € X — B para cada

ne Ny Clx (U An) = X. Por lo anterior, (U An) NU # (). Existe m € N tal

neN neN
que A, € C(X),p€e A, C X —By A,NU # (. Se tiene que K(p, B) N U # (.
Luego, KC(p, B) es denso en X y por lo tanto B € NB(F;(X)).
Supongamos que B € NB(F(X)). Sea p € X — B. Por el Lema 2.5, existe una
sucesion (A, )peny en C(X) tal quep € A, C A, 11 vy K(p, B) = |J An. Por hipotésis,
neN

K(p, B) es denso en X. Por lo tanto, X = Clx ( U An>. ]

neN
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Mostraremos algunos resultados relacionados al hiperespacio de no estorbadores
y ciertas clases de funciones entre continuos.

Proposicién 2.14. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos y D un subconjunto cerrado de Y. Si f~Y(D) € NB(Fi (X)), entonces
D e NB(Fi(Y)).

Demostracion. Sea y € Y — D y V un abierto no vacio en Y. Del hecho que f es
suprayectiva, existe z € X — f71(D) tal que f(z) = y. Al ser f continua, se tiene que
f7YV) es un abierto no vacio en X. Como f~*(D) € NB(F (X)), K(x, f~1(D)) es
denso en X. De donde existe un subcontinuo C' de X talquez € C C X — f~1(D) y
CN f~1(V) # (. Por la proposicién 1.14, f(C') es un subconjunto conexo de Y. Por el
Teorema 1.19, f(C') es un subconjunto compacto de Y y es tal quey € f(C) C Y —D.
Tomemos d € C' N f~1(V). Entonces f(d) € f(C)NV. Por tanto, K(y, D) es denso
enYy D e NB(F(Y)). O

Proposiciéon 2.15. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos. Si f es mondtona y D € NB(F(Y)), entonces f~'(D) € NB(F(X)).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto no vacio de X y x € X — f~!(D). Por
Teorema 1.19, f es una funcién cerrada. Esto implica que f(X —U) es un subconjunto
cerrado en Y. Luego, Y — f(X — U) es un subconjunto abierto no vacio en Y.
Observemos que y = f(x) ¢ D. Por hipotésis, K(y, D) N (Y — f(X —U)) # (). Asf,
existe un subcontinuo C'de Y talquey e C CY —-Dy CnN(Y — f(X —U)) # 0. Por
el Teorema 1.34, f~1(C') es un subcontinuo de X tal que z € f~1(C) C X — f~Y(D).
Probemos ahora que f~1(C) N U # (. Supongamos lo contrario. Si f~1(C)NU = 0,
entonces f(f~1(C)) C f(X — U). Dado que f es suprayectiva, f(f~1(C)) = Cy
C C f(X = U). Esto es una contradiccién pues C N (Y — f(X — U)) # 0. En
consecuencia, f~H(C)NU # 0. Se tiene que K(z, f~1(D)) NU # 0. Por lo tanto,
/(D) € NB(Fi(X)). .

En esta parte se introduce el concepto de fibras terminales. En particular, se
muestra que si se tiene una funcién suprayectiva entre continuos X e Y tal que
es mondtona y tiene fibras terminales, entonces el conjunto de todas las imagenes
inversas de los elementos del conjunto de no estorbadores de los singulares de Y
coincide con el conjunto de no estorbadores de los singulares de X.

Una funciéon mondtona f : X — Y tiene fibras terminales si para cada y € Y
y para cada A € C(X) se cumple una de las siguientes condiciones

T yhnA=0 ¢ f'({y}) cA
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Proposicién 2.16. Sea f : X — Y una funcion mondtona entre continuos y que
tiene fibras terminales. Siy € Y, A € NB(F(X)) y f~'({y}) N A # 0, entonces

7 ({y}) € A

Demostracidn. Supongamos que existe x € f~!({y}) — A. Del hecho de que K(z, A)
es un subconjunto denso en X, K(z, A)N(X — f~1({y})) # 0. Existe un subcontinuo
Cde Xtalquez e CCX—-AyCn(X—f"'{y})) # 0. Como f tiene fibras
terminales, f~!({y}) C C. Més atn, f~'({y}) N A = 0 pues C N A = (). Esto
contradice el hecho f~'({y}) N A # 0. Por lo tanto, f~*({y}) C A. O

Teorema 2.17. Sea f : X — Y wuna funcion suprayectiva y mondétona entre con-
tinuos y que tiene fibras terminales. Entonces

NB(Fi(X)) ={f(B): Be NB(A(Y))}.

Demostracion. Sea A € NB(Fi(X))yy € Y. Observemos primero que A C f~1(f(A)).
Probemos que f~!(f(A)) C A. Sea z € f~'(f(A)). Entonces f(x) € f(A). Luego,
existe a € A tal que f(z) = f(a). De esta forma, a € f~'({f(x)}) N A. Por la
Proposicién 2.16, f~*({f(x)}) € A. De aqui que x € A. Luego, A = f~1(f(A)).
Sea E = f(A). Asi, A= f~Y(FE) € NB(F(X)). Por Proposicién 2.14, tenemos que
E € NB(Fi(Y)). Por tanto, A€ {f~(B): Be NB(F,(Y))}.

Para probar la otra contencién sea D € {f~*(B) : B € NB(F;(Y))}. Entonces
D = f7Y(B) para B € NB(F;(Y)). Por la Proposicién 2.15, se tiene que D =
f\(B) € NB(F(X)). a

Lema 2.18. Si A€ NB(Fi (X)) y H C A, entonces X — H es conezo.

Demostracion. Supongamos que X — H no es conexo. Por Proposicion 1.5, existen
subconjuntos mutuamente separados no vacios Py ) de X tales que X — H = PUQ,
es decir, Clx(P)NQ =0, PNClx(Q) =0y X —H = PUQ. Sea p € P.
Como A € NB(Fi(X)), K(p, A) es denso en X. Notemos que X — Clx(P) C Qy
X — Clx(P) es un subconjunto abierto no vacio de X. De esto, (X — Clx(P)) N
K(p, A) # 0. Esto implica que existe un subcontinuo B de X tal quepe BC X — A
vy BN (X =Clx(P))#0. Como BC X -ACX-H=PUQ, BCPUQ. Dado
quep € BNPy BN (X = Clx(P)) # 0, se tiene que BN Q # (. Esto contradice el
hecho de que B sea conexo. Por tanto, X — H es conexo. O

El estudio de los puntos de corte ha tenido implicaciones en resultados y pruebas
dentro de la Teoria de continuos. A continuacién se dara la definicién de conjunto de
corte asi como de un punto de corte.
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Sea A un subconjunto de X. Se dice que A es un conjunto de corte si X — A
no es conexo. También se dice que x es un punto de corte de X si X — {z} no es
CONExo.

Teorema 2.19. Si x es un punto de corte de X y B € NB(Fi(X)), entonces
r e X — B.

Demostracién. Supongamos que x ¢ X — B. Observemos que {x} C B. Por el Lema
2.18, X — {x} es conexo. Esto es una contradiccén. Por lo tanto, x € X — B. [

2.1. Hiperespacio de conjuntos orilla

En esta seccion se introducira el concepto de conjunto orilla el cual esta ligado
al hiperspacio de no estorbadores. Mostraremos que todo conjunto no estorbador es
un conjunto orilla y que todo conjunto orilla no es un conjunto de corte.

Diremos que A € 2% es un conjunto orilla si para todo € > 0, existe L € C(X)
tal que LN A = () y para cada z € X existe y € L tal que d(x,y) < €. Se define el
hiperespacio S(X) = {4 € 2¥ : A es conjunto orilla}.

Lema 2.20. Sean X un continuo y A un subcontinuo de X. Entonces A € S(X)

st y sélo si para cualquier familia finita U de subconjuntos abiertos no vacios de X,
existe un subcontinuo L de X tal que LNA =0y LNU # 0 para todo U € U.

Demostracion. Supongamos que A € S(X). SeanU = {Uy, Uy, Us, ..., U, } una familia
finita de subconjuntos abiertos no vacios de X y ¢ > 0 tal que para cada i €
{1,2,...,n},x; € U;y B-(z;) C U;. Del hecho de que A € S(X), existe un subcontinuo
L de X tal que ANL = () y para cada = € X se tiene que LN B.(z) # (). En particular,
LN B.(z;) # 0 para cada i € {1,2,...,n}. Por lo tanto, L NU; # §) para todo U; € U.

Probemos que A € S(X). Sean € > 0y {Bs(,): « € X} una cubierta abier-
ta de X. Puesto que X es compacto, existe {x1,zs,....,2,} C X tal que U =
{Bs(z;) 1 j €{1,2,..,n}} es una subcubierta finita de X. Observemos que U es
una familia finita de subconjuntos abiertos no vacios de X. Existe un subcontinuo
Lde Xtalque LNA=0yLnN Be(z;) # () para todo j € {1,2,3,...,n}. De

. € .
esto, existe y; € L tal que d(y;,z;) < 3 Por otra parte, para cualquier x € X

existe j € {1,2,3,...,n} tal que z € Bs(x;). En consecuencia, d(x, ;) < % Por la
desigualdad del triangulo,

d(.l’,yj) < d($,$j> -+ d(xj,yj) <

Por lo tanto, A € S(X). O
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Proposicién 2.21. NB(F;(X)) C S(X).

Demostracion. Sean A € NB(F(X)) vy U = {Uy,Us,Us, ...,U,} una familia finita
subconjuntos abiertos no vacios de X. Dado p € X — A tenemos que Clx (K(p, A)) =
X. Para cada 1 < i < n existe un subcontinuo K; de X tal quepe K; C X — Ay

K;NU; # (. El subcontinuo L = |J K; de X cumple quepe LC X —Ay LNU; #

1=1
para todo U; € U. Por el Lema 2.20, A € S(X). Por lo tanto, NB(F;(X)) C
S(X). O

Proposicién 2.22. Si A € S(X), entonces X — A es conezo.

Demostracion. Supongamos que X — A = U UV donde U y V son abiertos no vacios
de X tales que UNV = (. Sead = {U,V'}. Observemos que U es una familia finita
de subconjuntos abiertos no vacios de X. Por el Lema 2.20, existe un subcontinuo L
de Xtalque LNA=0,LNU#0y LNV # (. Esto contradice la Proposicién 1.7.
Por lo tanto, X — A es conexo. O

2.2. Hiperespacio de conjuntos de no corte débil

El estudio del concepto de conjunto de no corte débil es de gran utilidad dada la
relacion existente con los conjuntos no estorbadores. Se introducird el concepto de
conexo por continuos y algunos resultados de esta seccién serviran para el resto de
los capitulos de este trabajo.

Un espacio Y es conexo por continuos si para cada x,y € Y existe un continuo
W tal que z,y € W C Y.

Con base en lo anterior, se dice que un elemento A de 2% — {X} es un conjunto
de corte no débil si X — A es conexo por continuos. Se define NWC(X) = {B €
2% . IntxB = y Bes un conjunto de corte no débil}.

Lema 2.23. Si A es un subconjunto propio y cerrado de X, entonces X — A es
conexo por continuos si y sdlo si K(x, A) = X — A para todo v € X — A.

Demostracion. Sea x € X — A. Supongamos que X — A es conexo por continuos.
Por la Observacion 2.1, K(x,A) € X — A. Ahora seay € X — A. Al ser X — A
conexo por continuos, existe un subcontinuo W de X tal que z,y € W C X — A.
Asi, y € K(z, A). Por lo tanto, K(z, A) = X — A.

Probemos la otra implicacion. Sean a,b € X — A tales que a # b. Por hipotésis,
a € K(b, A). Existe un subcontinuo @ de X tal que a,b € Q C X — A. Por lo tanto,
X — A es conexo por continuos. 0
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Proposicién 2.24. Sea B € 2% tal que Intx(B) = 0. Entonces B € NWC(X) siy
sélo si K(z,B) = X — B para cada v € X — B.

Demostracion. Sea B € NWC(X). Esto implica que X — B es conexo por continuos.
Por el Lema 2.23, K(z, B) = X — B. Por otra parte, supongamos que para cada
x € X — B se tiene que K(x,B) = X — B . Usando el Lema 2.23, X — B es
conexo por continuos. Como B es un conjunto de no corte débil y Intx(B) = 0,
B e NWC(X). O

Proposicion 2.25. Si todo abierto conexo de X es un subconjunto conexo por con-
tinuos, entonces B € NB(F1(X)) si y sdlo si IntxB =0y X — B es conezo.

Demostracién. Probemos la suficiencia. Si X — B es conexo y B € 2%, entonces
X — B es un abierto conexo en X, por lo que X — B es continuo por conexos. Por
Lema 2.23, K(x, B) = X — B. Por hipotésis tenemos que IntxB = (), entonces de la
identidad

IntxB=X — (Clx(X — B)) (2.2.1)

se deduce que Clx(K(z,B)) = Clx(X — B) = X. Luego, B € NB(F(X)).
Para probar la necesidad, sea B € N B(F;(X)). Por la Proposicién 2.9, Intx(B) =
) y X — B es conexo. O

Teorema 2.26. NWC(X) C NB(Fi(X)).

Demostracion. Sea A € NWC(X)y z € X — A. Por Lema 2.23, K(z,A) = X — A.
Mas atin, X — A es denso en X pues Intx(A) = () y por tanto K(z, A) es denso en
X. Por definicién, A € NB(F(X)). O

El siguiente resultado se puede encontrar en [1, Teorema 11, p. 505] y caracteriza
a la circunferencia en terminos del hiperespacio NWC(X).

Teorema 2.27. Sea X un continuo. Entonces X es una curva cerrada simple si y

sélo si NWC(X) = Fi1(X).
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Capitulo 3

Modelos del hiperespacio de no
estorbadores

A continuacién calcularemos los hiperespacios de no estorbadores de los singulares
de algunos continuos. Los resultados presentados anteriormente seran utilizados a lo
largo de este capitulo y en especial uno de los mas mencionados sera el Lema 2.18,
por lo que se usard en algunas ocasiones sin hacer referencia explicitamente a él para
una mejor lectura.

Ejemplo 3.1. Consideremos el continuo X = [0, 1]. Luego,

NB(Fi(X)) = {{0},{1},{0, 1}}.

Sea B € NB(Fi(X)). Queremos ver que B C {0,1}. Supongamos que B N
(X — {0,1}) # 0. Tomemos b € BN (X —{0,1}) y € X — B. Observemos
que {b} C B. Por Proposicién 2.7, se sigue que K(x, B) C K(x,{b}) y puesto que
B € NB(Fi(X)), entonces K(z, {b}) es denso en X. Por definicién, {b} no estorba
a x, es decir, {b} € NB(F1(X)). De la Proposicién 2.9 se tiene que Int x({b}) =0y
X — {b} es conexo. Esto es una contradicciéon pues b # 0y b # 1. En consecuencia,
B C {0,1}.Si|B| =1, entonces B = {0} 6 B = {1}. Si |B| = 2, entonces B = {0, 1}.
Por lo tanto, B € {{0}, {1}, {0, 1}}.

Veamos que {0} € NB(Fi(X)). Sea p € X — {0}. Observemos que p > 0. Sea

A, = [8,1} para cada n € N. Tenemos que A, € C(X), p € A,, A, C A,
n
para cadan € Ny |J A4, = (0,1]. Luego, Clx | U A, ) = X y por el Teorema 2.13

neN neN

tenemos {0} € NB(F;(X)). De manera similiar, {1} € NB(F;(X)). Para demostrar
esto, sea p € X — {1}. Afirmamos que K(p,{1}) = X — {1}. Por la Observacién 2.1,

31
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K(p,{1}) € X —{1}. Seal € X — {1}. Sin pérdida de generalidad se puede suponer
que p < [. El subcontinuo I = [p,{] de X es tal que p,l € I € X — {1}. En
consecuencia, K(p, {1}) = X — {1}. Como X — {1} es denso, K(p,{1}) también es
denso. Por lo tanto, {1} € NB(F(X)).

Falta mostrar que {0,1} € NB(Fi(X)). Se tiene que {0,1} € NWC(X). En
efecto, sean y,r € X — {0, 1}. Sin pérdida de generalidad supongamos que y < r. El
subcontinuo [y, | de X satisface que y,r € [y,r] € X —{0,1}. Por Proposicién 2.26,
{0,1} € NB(Fi(X)). Por lo tanto, NB(F,(X)) = {{0},{1},{0,1}}.

Ejemplo 3.2. Sea X = S! donde S* denota la circunferencia unitaria. En este caso
se tiene que NB(F(X)) = Fi(X).

Sea B € NB(F;(X)). Supongamos que B € 2% — F;(X). Para cualesquiera
p,q € B distintos, se tiene que X — {p, ¢} no es conexo. Esto contradice el Lema
2.18. Por tanto, B € Fi(X). Para probar la otra contencion, sean A € F(X) y
y,q € X — A tales que y # ¢. Existe un arco o de X tal que y,q € o(I) C X — A.
En consecuencia, A € NWC(X). Por Proposicién 2.26, A € NB(Fi(X)).

Ejemplo 3.3. Sean a = (—1,0), b = (1,0), I = {(w,2) € R* : 2z = V1 —w?},
K ={(w,z) e R?: 2z = —/1—w?} y J = [-1,1] x {0}. Consideremos el continuo
X = JUIUK(Ver figura 3.1).

K

Figura 3.1:

Afirmamos que NB(F (X)) = Fi(X)U{{¢,p} :qelype (JUK)—{a,b}}U
{{a.p} e Jype HUK) —{a,b}} U{{q,p} : g€ Kype (IUJ)—{a,b}}.

Sea A € NB(Fi(X)). Supongamos que |A| > 3. Sean z,y,z € A distintos a
pares. Asi, {z,y,2} C A C JUIU K. Observemos que no sucede que z,y,z € I o
r,y,z € Jox,y,z € K por el Lema 2.18. Sin pérdida de generalidad supongamos
que z € J,y € 'y z € K. Pero X —{z,y,z} no es conexo. Esto contradice el
Lema 2.18. En consecuencia, |A| < 2. Si A = {z}, entonces A € F;(X). Podemos
suponer que A = {x,y} donde x # y. Si x € I, entonces y ¢ I pues de lo contrario
X — {z,y} no es conexo contradiciendo el Lema 2.18. Asi, y € (J U K) — {a,b}.
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En este caso A € {{¢,p} : ¢ € Iyp € (JUK) —{a,b}}. Si x € J, entonces
usando un argumento similar tenemos que y € (I U K) — {a,b}. En consecuencia,
Ae{{q,p}:qe Jype (IUK)—{a,b}}. De la misma forma tenemos que si z € K,
entonces y € (IUJ)—{a,b}. Por lo tanto, A € {{¢,p} :q€ Kype (IUJ)—{a,b}}.

Para probar la otra contencién, sea D € Fi(X)U{{q,p} :q€lype (JUK) —
{a,0}}U{{a.p}:q € Jype (TUK)—{a,b}}U{{q,p} : g€ Kyp € (IUJ)—{a,b}}.
Supongamos que D = {q,p} donde ¢ € I y p € (JUK) — {a,b}. Los casos ¢ € J
conpe (IUK)—{a,b}yqe K conpe (IUJ)—{a,b} son similares. Sin pérdida
de generalidad se puede suponer que p € J — {a,b}. Vamos a probar que X — D
es conexo por continuos. Sean z,y € X — D distintos. Si z,y € K, entonces K es
un subcontinuo de X tal que z,y € K C X — D. Supongamos que = € I — {q} y
y € J —{p}. Existe un arco N en [ tal que a,x € N C X — {p}. De forma similar,
existe un arco M en J tal que b,y € M C X —{q}. El subcontinuo H = NUK UM
es tal que x,y € H C X — D. Esto implica que X — D es conexo por continuos. Por
la Proposicién 2.24, K(r, D) = X — D para cualquier r € X — D. Como X — D es
denso en X, K(r, D) también lo es. De donde D € NB(Fi(X)).

Supongamos que D = {d} con d € X. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que d € [. Sean x,y € X — D distintos. Se afirma que K(x,D) = X — D.
Por la Observacién 2.1, K(x, D) C X — D. Si 2,y € I — {d}, entonces existen arcos
Ey Fen I tales que a,x € F C X — D ybye FF C X — D. El subcontinuo
G=FEUJUFUK estal que x,y € G C X — D. En consecuencia, y € K(z, D).
Sixz e Jyy e K, entonces consideramos el subcontinuo H = J U K. Se tiene que
x,y € HC X — D. Luego, y € K(x, D). De aqui que, K(z, D) = X — D. Del hecho
X — D es denso, K(z, D) también es denso en X. Por lo tanto, D € NB(F;(X)).

1
Ejemplo 3.4. Sea el continuo X = ({0} x [-1,1]) U { (x, sin (E)) eR?: z € (0, 1]},

1
conocida como la curva del topélogo. Denotemos G = { (:v, sin (—)) cR?*:z € (0, 1]},
x

I ={0} x[=1,1] y el punto p = (1,sin(1)) como se muestra en la figura 3.2.

T —

Figura 3.2:
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Afirmamos que NB(Fi (X)) = {{p}, I, I U{p}}.

Sea A € NB(Fi (X)) y a € A. Esto implica que {a} C A. Si a € G — {p},
entonces X — {a} no es conexo. Esto contradice el Lema 2.18. En consecuencia,
a€ X —(G—-{p}) CITU{p}ty AC IU{p}. Supongamos que ANI # (). Sea
¢ € ANI. Vamos a probar que I = A. Sea k € I. Supongamos que k ¢ Ay que
existe b € I tal que k € {0} x [1,b] C I —{c}. Se tiene que K(k, A) C {0} x [1,b]. En
consecuencia K(k, A) no es denso en X. Esto contradice el hecho A € NB(F;(X)).
Luego, ke Ay I C A.

Por otra parte, supongamos que a ¢ I. Sea z € I — A. Esto implica que K(z, A) C
K(z,{a}). Observemos que K(z,{a}) C I —{c} y K(z,{a}) no es denso. Esto es una
contradicciéon pues Clx(K(z,A)) = X. De aqui que, a € [ y A C I. Por lo tanto,
A=1.

Si ANT =, entonces A = {p}. Por lo tanto, A € {{p}, [, T U{p}}.

Para la otra contencién, sea B € {{p},I,I U{p}}. Supongamos que B = {p}.
Mostremos que K(y, B) = X — B para cualquier y € X — B. Por la Observacidn,
2.1, K(y,B) € X — B. Sea |l € X — B. Existe un nimero real £ < 1 tal que el

1
subcontinuo 7" = T U { (x,sin — cR?*:x € (0, k]} satisface [,y € T' C X —
x

B. En consecuencia, | € K(y,{p}). Por lo tanto, K(y,{p}) es denso en X y B €

NB(Fi(X)). Supongamos que B = [ o B = I U {p}. Vamos a probar que B €

NWC(X). Sean z,w € X — B. Esto implica que z,w € GG. Existen nimeros reales ¢
1

y 0 tales que 0 < ¢ < § < 1. El subcontinuo F = {(x,sin (—)) eR’*:z ¢ [5,(5]}

T
es tal que z,w € FF C X — I. De aqui que, B € NWC(X). Por Proposicién 2.26,
B € NB(F,(X)).

Ejemplo 3.5. Sea G = {<x,sin (1)) cR?*:z € (0, 1]} Consideremos S = ({0} x
x

[—1,1]) UG. Sea X = SUC donde C es un arco que une a los puntos p = (0,—1)
v ¢ = (1,sin(1)) y SNC = {p,q}. A este continuo se le conoce como la curva de
Varsovia. Denotemos I = {0} x [-1,1] y z = (0, 1).(Ver figura 3.3).
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Zr
q

P

Figura 3.3:

Entonces NB(F (X)) =F (X -1HU{M e C(X):ze M CI}.

Sea A € NB(F1(X)). Consideremos los casos ANT #D o ANI=0.

Caso 1.

Caso 2.

ANT#0.

Probaremos que A € {M € C(X):z€ M CI}.Seanac Aybe ANI.
Supongamos que a ¢ I. Sea J el arco en X que une al punto a con el punto
b. Como Intx(J) # 0y Intx(A) =0, J — A es no vacio. Sea x € J — A.
Observemos que K(z, A) C J. De aqui que, K(z, A) no es un subconjunto
denso en X. Esto contradice el supuesto A € NB(Fi(X)). Asi, a € I y
ACI.

Veamos que A es conexo. Supongamos que A es disconexo. Existen a,c € A
distintos tales que si x € {0} X [a, ], entonces = ¢ A. Luego, K(z, A) C I
y Clx(K(x,A)) no es denso en X. Esto contradice A € NB(F;(X)). En
consecuencia, A es conexo. Falta ver que z € A. Supongamos lo contrario.
Sea w = (0,7) € ANI donde —1 < r < 1. El subconjunto L = {0} x [1,7]
de X cumple que z,w € L C I. Se afirma que K(z, A) C L. En efecto, sea
n € K(z, A). Existe un subcontinuo R de X tal que n,z € Ry RN A = 0.
Esto implica que n = (0,¢) donde 1 < ¢ < r. Luego, n € L. Por lo tanto,
K(z,A) no es denso en X pues Clx(K(z,A)) C I. De aqui que, z € A.
ANI=0.

Afirmamos que A € Fi(X — I). Sean a,b € A distintos. El conjunto H =
{a, b} satisface que H C A. Observemos que X — H no es conexo. Esto
contradice el Lema 2.9. En consecuencia, |A| = 1. Por lo tanto, A € F;(X —
I).

Para la otra contencién, sea A € Fy (X —1)U{M € C(X) : z € M C I}. Supongamos
que A € Fi(X —1). Veamos que A € NWC(X). Sean z,y € X —A. Si A € C—{p},
entonces existen arcos C7, Cy ajenos en X y r,t € C'— A distintos tales que r,x,q €
Ci CX—-AypuyteCy CX—A Elsubcontinuo F = C; USUC, de X es
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tal que z,y € FF C X — A. De donde, A € NWC(X). Si A C G, entonces A =
1

{(a, sin (—))} donde a € (0, 1]. Existen ntimeros reales w y z distintos tales que
a

0<z<a<w<l, :c,yeL:({O}x[—l,l])u{(t,sin<%)) cR*:te€(0,2]} U

1
{(w,sin (E)) € R?:t ¢ [w, 1]} UC. El subcontinuo L de X es tal que x,y € L C

X — A. Asi, A e NWC(X). Por la Proposicién 2.26, A € NB(F;(X)).
Supongamos que A € {M € C(X) : z € M C I}. Observemos que Inty(A) = (.
Sea z € X — A. Se afirma que K(z, A) = X — A. Por la Observacion 2.1, K(z, A) C
X — A Sea y € X — A distinto de z. Si x,y € X — I, entonces el subcontinuo
CUG de X es tal que z,y € CUG C X — A. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que v € I — A ey € X — I. Existe un subintervalo cerrado J en I tal que
z,(0,—1) € J C I—A. El subcontinuo JUCUG es tal que z,y € JUCUG C X — A.
De esta forma, KC(z, A) = X — A. Por las Proposiciones 2.24 y 2.26, A € NB(F(X)).

Ejemplo 3.6. Sean X = {{ z,sin %) cz € [-1,00U (0,1} U ({0} x [-1,1]), =

(—1,sin(—1)) y y = (1,sin(1))(ver figura 3.4).

R 1 T

an

Figura 3.4:

Afirmamos que NB(F(X)) = {{y}, {z}. {a,y}}. Sean,

I = {0} x [—1,1],R:{<r,sin%) re[-1,0)} y T:{(t,sin%) ¢ € (0, 1]},

Se tiene que X = RUITUT. Sea A € NB(Fi(X)). Mostremos que ANI1 = (.
Supongamos que A N I # (). Observemos que R y T son abiertos no vacios en X.
Por la Proposicién 2.9, Intx(A) = . Si R C A, entonces Intx(R) C Intx(A). Asi,
Intx(A) # (. Esto es un absurdo. Por lo tanto, existe ¢ € R — A. Del hecho de que
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A € NB(Fi(X)), K(g, A) es denso en X. Esto implica que K(q, A) N T # 0. Existe
un subcontinuo B de X tal que g€ BC X — Ay BNT # (). Esto implica I C B
y asi AN B # (). Esto contradice que B € X — A. Concluimos que ANI =0y
en consecuencia A C RUT. Se afirma que |A| < 2. Supongamos que |A| > 2. Sean
m,n,l € A distintos. Entonces {m,n,l} C A. Pero X — {m,n,(} no es conexo. Por
el Lema 2.18, 0 < |A] < 2. Supongamos que |A| = 1. Sea a € A. Entonces a € R 6
a € T. Por el Lema 2.18, a = = 6 a = y respectivamente. Supongamos que |A| = 2.
Sean z,w € AN R tales que z # w. Observemos que {z,w} C AN R C A. Pero
X —{z,w} no es conexo. Por el Lema 2.18, |ANR| < 1. Siv € AN(R—{x}), entonces
{v} C A. Se tiene que X — {v} no es conexo. Por el Lema 2.18, v € {x}. Por lo
tanto, AN R C {z}. Se prueba de manera similar que [ANT| <1y ANT C {y}.
Falta probar que A C {z,y}. En efecto, sea a € A. Entonces a € RUT. Por el Lema
218, a=x0a=y. Asi, a € {z,y}. Por lo tanto, A = {z,y}.

Demostremos la otra contencion. Sea B € {{y},{z},{z,y}}. Supongamos que
B = {y}. Sea z € X — B. Se tiene que K(z,B) = X — B. Seal € X — B. Existe un

1
nimero real « tal que a < 1. El subcontinuo H = RU [ U {(t,sin Z) :t e (0,a]}

de X estal que [,z € H C X — B. Luego, K(z, B) es denso en X. El caso B = {x}
es similar al anterior. Supongamos que B = {z,y}. Para cualquier p € X — B, se
tiene que X — B C K(p, B). En efecto, sea u € X — B. Puesto que u,p € X — B,
existen numéros reales r > —1 y s < 1 tales que u,p € A = Ry U I UT, donde

Ry = {(z,siné) 1z € [7“70)} y To = {(y,siné) RS (075]}‘ Observemos que A

es un subcontinuo de X tal que u,p € A C X — B. En consecuencia, u € K(p, B)
y X — B C K(p,B). Al ser X — B un conjunto denso en X, se tiene que K(p, B)
también es denso en X. Por lo tanto, B € N B(Fi(X)).

)
Ejemplo 3.7. Sean § > 0, C' = (5, 0) € Ry a = (0,0). El conjunto S; = {(z,y) €
R?: (z— %); +y? = (2)?} describe una circunferencia que tiene como centro el punto
C'y radio 7 De igual forma, sea § <0y D = (g, 0) un punto en R?. El conjunto
So={(2",y") € R?: (2 — £)2+ (y)? = (£)?} describe una circunferencia con centro
en el punto D y radio _7 Observemos que a € S; N 9. Sea X el continuo formado

por la unién de S; y Sy(Ver figura 3.5).
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SQ Sl

Figura 3.5:

Denotemos G = {{u,v} : v € Sy — {a} y v € Sy — {a}}. Probaremos que
NB(Fi(X)) = Fi(S1 —a) UFi(Se —a) UG. Sea B € NB(F(X)). Sean x,y,z €
B C X = 5, U5, distintos a pares. Sin pérdida de generalidad supongamos que
x,z € S1yy € Sy. Observemos que {z,z} C By que X — {x,z} no es conexo.
Esto contradice el Lema 2.18. En consecuencia, 0 < |B| < 2. Como X — {a} es
disconexo y B € NB(Fi(X)), a ¢ B. Si B = {b}, entonces B € Fi(S; — {a})
6 B € Fi(Sy — {a}). Si B = {b,c} donde b # ¢, entonces B ¢ Sy 6 B ¢ S,
pues X — {¢,d} no seria conexo. Esto implica que {c} C S; y {d} C S,. Por lo
tanto, B € F1(S1 — {a}) U Fi(S2 — {a}) U G. Para mostrar la otra contencion,
sea Q@ € Fi(S1 — {a}) U Fi1(S2 — {a}) U G. Supongamos que @ € Fi(S; — {a}),
es decir, Q = {q} para algin ¢ € S; — {a}. Probemos que Q € NWC(X). Sean
2,y € X —Q = (51 —Q)U (S —Q) = (51 — Q) U S, Veamos que existe un
subcontinuo K de X tal que y,z € K C X — Q. Si y,z € S; — @, entonces existe
un arco o en S; tal que y,z2 € 0 C X — . Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que y € S; — Q y z € Sy. Existe un arco o en S tal que y,a € oy
ocNQ = . El subcontinuo H = o U Sy de X cumple que y,z € H C X — Q. Por lo
tanto, ) € NWC(X). Por Proposicién 2.26, Q € NB(F1(X)). Se prueba de forma
similar B € F;(S2 — {a}). Supongamos ahora que @ € G, es decir, Q@ = {u,v}
donde u, v son tales que u € S1 — {a} y v € Sy — {a}. Sean z,y € X — @ distintos.
Sixz,y € S; —{u} 6 x,y € Sy — {v}, entonces existe un arco o en S; — {u} 6 en
Sy — {v} tal que 2,y € 0 C X — Q. Supongamos que = € 1 — {u} y y € Sy — {v}.
Existen arcos o y 09 en S7 y Sy respectivamente tales que z,a € o7 C S; — {u} y
y,a € gy C 59 — {v}. El subcontinuo o, U gy de X safistace z,y € oy Uoy € X — Q.
Como Intx(Q) =0y X — Q es conexo por continuos se tiene que Q € NWC(X).
Por la Proposicién 2.26, Q € NB(F(X)).

Ejemplo 3.8. Sean I = {0} x [-1,1], L = {(ZE,Sil’l (1)) eR?:z € (0,1} y
T

R = {(x,sin (1>) € R? : z € [-1,0)}. Definamos N = LUC y M = RUD
x
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donde C'y D son arcos que unen a los puntos p = (0,—1) con ¢ = (1,sin(1)) y
w = (0,1) con z = (—1,sin(—1)) respectivamente y que no tocan ni a N ni a M
mds que en esos pares de puntos y M NN = (). Sea X = M U U N. Se tiene que
NB(Fi(X))={Ae2¥ : |[AnM| <1y |AN N| < 1}(Vease la figura 3.6).

Figura 3.6:

Sea A € NB(Fi(X)). Por la Proposicién 2.9 y el Lema 2.18, Intx(A) =0y X—H
es conexo para cualquier subconjunto H de A. Afirmamos que ANI = (). Supongamos
que existe p € ANI. Sea z € X — A. Sin pérdida de generalidad supongamos que
z € M. Se tiene que K(z, A) C X —N. Esto implica que Clx(K(z, A)) C Clx(X—N)
y Clx(X — N) no es un subconjunto denso. De aqui que, Clx(K(z, A)) no es denso
en X. Esto contradice A € NB(F;(X)).

Como ANI =, entonces A C M 6 A C N &6bien MNA#O# ANN.
Supongamos que A C M y que z,y € AN M. Sea L un arco en M tal que x,y € L.
Observemos que Intx(L) # (. Si L C A, entonces Intx(A) # () lo que contradice
el hecho de que Intx(A) = (. En consecuencia, L ¢ A. Sea r € L — A. Pero
Clx(K(r,A)) C Clx(L) y Clx(L) no es denso en X. Por lo tanto, |[ANM| <1y
|ANN| = 0. De manera similar se prueba que [ANN| < 1y |ANM| = 0. Supongamos
que MNA#Q#ANN.SiANM ={m,j} y ANN = {n, k}, entonces {m, j} C A
y {n,k} C A. Pero X —{m, j} y X — {n, k} son subconjuntos no conexos de X. Esto
contradice el Lema 2.18. Luego, AN M = {m} y AN N = {n}. Esto implica que
|JANN| <1y |AN M| <1. Porlo tanto, {4 €2X : |[AnNM| <1y |ANN]| <1}
Para la otra contencién, sea A € 2% tal que [AN M| < 1y |AN N| < 1. Sean
ANM ={a} y AN N = {b}. Afirmamos que A € NWC(X). Sean z,y € X — A
distintos. Si z,y € I, entonces I es un subcontinuo de X tal que z,y € I C X — A.
Supongamos sin pérdida de generalidad que x € N ey € M. Sib ¢ Cyx € C,



40

entonces existe un subcontinuo F = C U de X talquez € F C X — {b}.Sibe C
y © € R, entonces el subcontinuo F' = RU I es tal que x € FF C X — {b}. Y si
b,z € C, entonces existe un arco J en M talquex € J C X —{b} y F=JUI
F = JU(RUI) es un subcontinuo de X tal que x € FF C X — {b}. De la misma
manera, existe un subcontinuo W de X tal que y € W C X — {a} y W NI # (.
Tenemos que T'= F U T UW es un subcontinuo de X tal que z,y € T C X — {a, b}.
Asi, A€ NWC(X). Por la Proposicién 2.26, A € NB(F;(X)).

Ejemplo 3.9. Consideremos el continuo X = S' U ([1,2] x {0}) donde S! es la
circunferencia unitaria. (Ver figura 3.7). Denotemos I = [1,2] x {0}, z = (1,0) y
y = (2,0). Su conjunto de no estorbadores es NB(F; (X)) = Fy(S' —{z}) U{{y}} U

Hy, 2z} : 2 € St —{z}}.

Figura 3.7:
Sl

Sea B € NB(Fi(X)). Entonces B € 2%, Intx(B) = 0 y X — B es conexo.
Consideremos dos casos.
Caso 1. BNI = 0.
Se tiene que B C S — {x}. Veamos que el supuesto |B| # 1 conduce a una
contradiccién. Sean a,b € B distintos. El conjunto H = {a, b} satisface
que H C B. Observemos que X — H no es conexo. Esto contradice la
Proposicién 2.9. En consecuencia, |B| = 1. Por lo tanto, B € F;(S'—{x}).
Caso 2. BNI #0.
Para cualquier s € I — {y} se tiene que s ¢ B. De lo contrario, {s} C By
X —{s} no es conexo, contradiciendo la Proposicién 2.9. Asi que, {y} C B.
Supongamos |B| > 2. Sean ¢, d,e € B distintos a pares. Esto implica que
{¢,d,e} C B.Pero X—{c,d, e} es disconexo. Esto contradice la Proposicién
2.9. En consecuencia |B| < 2. Si |B| = 1, entonces {y} = By B € {{y}}.
Por otro lado, supongamos que |B| = 2. De aqui que B = {y,b} donde
b£yybe X —1I,esdecir, b€ S' —{z}. De esta forma B € {{y,z}:z €

St —{x}}.
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Por otra parte, sea A € Fy(S' —{z}) U{{y}}U{{y, 2} : z € S* —{z}}. Supongamos
que A € Fi(S* — {x}). Veamos que X — A C K(z,A). Seaqe X —A. Siqe I,
entonces [ es un subcontinuo de X tal que z,q € I C X — A. Luego, ¢ € K(z, A).
Supongamos que ¢ € S' — A. Sea ¢ un arco en S!' tal que z,q € oy o N A = (. El
subcontinuo o de X satisface que z,q € 0 C X — A. En consecuencia, ¢ € K(z, A) y
K(z,A) = X — A. Se afirma que K(k, A) = K(x, A) para cada k € X — A. En efecto,
sea a € IC(k, A). Esto implica que a € X — A. Del hecho de que K(z, A) = X — A,
entonces a € IC(z, A). Para la otra contencion, sea l € K(x, A). Existe un subcontinuo
Lde X talquea,l € L C X —A SikeS!— A, existe un arco ¢ en S! tal que
x,k € oy pN A = (). Tomamos el subcontinuo 7' = L U ¢ de X. Se tiene que
k.l e T C X —A Sik €1, entonces k,] € I C X — A. En cualquier caso,
K(k,A) = K(x,A). Puesto que X — A es denso, se tiene que IC(k, A) también es
denso. Por lo tanto, A € NB(F;(X)).

Supongamos que A = {y}. Sea p € X — A. Mostraremos que X — A C K(p, A).
Sean € X — A. Existe un ntimero real 1 < r < 2 tal que n,p € S*U([1,7] x {0}). El
subcontinuo K = S U ([1,7] x {0) cumple que n,p € K C X — A. En consecuencia,
n € K(p,A). Luego, X — A C K(p,A) y K(p, A) es denso en X pues contiene un
subconjunto X — A el cual es denso en X. Por lo tanto, A € NB(F;(X)).

Por tiltimo, supongamos que A € {{y, 2} : z € S' — {z}}. Entonces A = {y, z}
donde z € S' — {z}. En este caso, se tiene que X — A C K(x, A). En efecto, sea
m e X — A. Sim € I — {y}, entonces existe un nimero real ¢ tal que 1 <e <2y
m,z € [1,6] € X — A. En consecuencia, m € K(x, A). Supongamos que m € S' — A.
Sea C' un arco en S* tal que CN{z} =0y m,x € C C X — A. En consecuencia,
m € K(z, A). Por lo tanto, K(z,A) = X — A. Afirmamos que K(k, A) = K(z, A)
para cualquier k € X — A. Solo basta probar que K(x, A) C KC(k, A). En efecto, para
cualquier s € K(z, A) existe un subcontinuo H de X tal que s,k €¢ H C X — A.
Luego, K(k, A) = K(z, A). En consecuencia, IC(k, A) es denso en X. Por lo tanto,
A€ NB(F(X)).

Ejemplo 3.10. Sean Ly = (—1,1) x {1}, Ly = (—1,1) x {—1}, I = {—1} x [-1,1],
—1

J = {1} x [-1,1]. Hacemos S = J U {(x,sin (1—)) ceR*:2€(1,2]}, D =
-

Ly UJULyUTIT el cudl es un cuadrado con lados de longitud 2 con centro en el

origeny T'=TU{{ x,sin 152 € R*:x €[-2,—1)} . Denotemos a = (—1, 1),
x

b= (17 1)a c= (_17_1)7 d = (17_1)7 p= (—27SIH(1)) yq= (2,81H(1))(V61‘ ﬁgura
3.8). Tenemos el siguiente continuo X =T U DU S.
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Figura 3.8:
a b q

c d

Entonces, NB(F1(X)) = {{p}, {a}, {p.a}} U {{k} {p,k} {a. K}, {p. 0.k} : k €
L1 U LQ}

SeaM € NB(Fi(X))yme M C X =SUDUT.Sim e (SUT)—(JUIU{p,q}),
entonces X — {m} no es conexo en X. Como M € NB(Fi(X)) y X — {m} es
disconexo, m ¢ (SUT) — (JU I U{p,q}). Asi, m € D U {p,q}. Por lo tanto,
M C DU {p,q}. Probaremos que si m € D, entonces m ¢ (J U I). Supongamos sin
pérdida de generalidad que m € J. Sea z € S — J. Por la Proposicién 2.7, K(z, M) C
K(z,{m}). Pero K(z,{m}) € S —Jy S —J no es denso en X. Esto contradice
el hecho de que M € NB(F;(X)). En consecuencia, m ¢ J. Asi, m € L; U Ly. Si
M = {m} C {p, q}, entonces M = {p} 6 M = {q}.

Supongamos que |[M| =2y seam € M N D. Si existe n € M N D tal que n # m.
Entonces X — {n, m} no es conexo en X. Esto ultimo contradice la Proposicién 2.18.
En consecuencia, M N D = {m}. Sea r € M tal que r # m. Por lo anterior, r ¢ D.
Es decir, r € {p, ¢}. Esto implica que M = {p,m} o M = {q,m} donde m € LU Ls.

Supongamos que 2 < |M]|. Sean g,m,r € M distintos a pares. Observemos que
IMND|=1ysigé¢ D, entonces g € {p,q}. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que r = py g = ¢. Por lo tanto, M = {p,q,m} y M € {{p}, {q},{p,q}} U
{{k} Ap, k} {q, Kk}, {p, ¢, k} : k € L1 U Ly},

Probemos la otra contencién. Sea,
A € {{p}a {Q}a {p7 q}} U {{k}a {pv k}a {Q7 k}a {pv q, k} ke Ll U L2}

Para cualquier o € (1,2) hacemos,

G, :]U{<m,sin (%)) ER2:z e (1,a]}

y si a € (—2,—1) hacemos

H, - JU{(x,sin (11—193)) ER?: 2 € o, —1)}.
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Supongamos que A = {p, q}. Seal € X — A. Afirmamos que K(l,A) = X — A. Por la
Observacion 2.1, (I, A) C X — A. Sea y € X — A. Existen ntimeros reales r, s tales
que 2<r<1l,1<s<2yl,y€e G,UDUH,. El subcontinuo Z = G, U D U H,
de X cumple que I,y € Z C X — A. Por lo tanto, y € K([,A) y K([,A) = X — A.
Como X — A es denso en X, K(I, A) también es denso.

Supongamos que A = {p, k} con k € LU Ly. Sin pérdida de generalidad podemos
pensar que k € Ly. Esto es k = (u, 1) para algun u € (—1,1). Probemos que X — A
es conexo por continuos. Sean w, z € X — A distintos. Si w, z € Ly, entonces existen
numeros reales e, f € (—1,1) distintos tales que e < u < f y los intervalos cerrados
L,=[-1,e]x {1}y L, =[f,1] x {1} contienen a los puntos w y z respectivamente.
Observemos que k ¢ L, y k ¢ L,. Como w, z € X — {p}, existe un nimero real s tal
que 1 < s < =2y el subcontinuo Y = G,UL,UL,UTUL, cumple w,z € Y C X —A.
Supongamos que w € Ly y z € SU (T — {p}) U Ly. Existe un niimero real e < u
tal que intervalo cerrado L,, = [—1,¢] x {1} contiene a w pero no a k. Como z # p,
podemos encontrar un nimero real € tal que —2 < e < 1y z € H.. Consideramos el
continuo F = H. UL, ULy US. Entonces w,z € F C X — A. Por lo tanto, X — A es
conexo por continuos. Por la Proposicién 2.24, KC(I, A) = X — A paratodo | € X — A.
Como X — A es denso, (I, A) también es denso en X. El caso A = {¢, k} es similar.

Supongamos que A = {p,q,k} con k € Ly U Ly. Supongamos que k € L;. Sean
u,v € X —A. Si u,v,k € Ly, entonces existen nimeros reales € y ¢ tales que los
intervalos cerrados L, = [—1,¢] x {1} y L, = [0, 1] x {1} cumplen que L,NL, =0y
contienen a u y v respectivamente. Observemos que k ¢ L, N L,. Podemos encontrar
dos ntmeros reales # y A distintos tales que —2 < f < —1,1 < XA < 2 y los puntos p,
¢ no estan contenidos en Gz y Hy. Asi que, el subcontinuo Y = GgULyUL, UL, UH)y
es tal que u,v € Y C X — A. En consecuencia, (I, A) = X — A paratodol € X — A.
Como X — A es denso, (I, A) también lo es. Por lo tanto, A € NB(F(X)).

Finalmente, si A = {k} con k € L; U Ly, entonces para cualquier z € X — A
se tiene que K(z,A) = X — A. De esta manera, K(z, A) es denso. Por lo tanto,
A€ NB(Fy).
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Capitulo 4

Caracterizacion de la curva
cerrada simple

En este ultimo capitulo se exploraran algunos resultados auxiliares para la de-
mostracion del Teorema Principal de este trabajo, el cudl establece que el ni-
co continuo X tal que el hiperespacio de no estorbadores de F;(X) que coincide
con F1(X) es la curva cerrada simple. Con este objetivo, definamos el conjunto
20X = {B S 2X . I?’th(B> = @}

Lema 4.1. Sean X un continuo y B € 2X. Si a,d € X — B, entonces K(a, B) N
K(d,B)=0 ¢ K(a,B) = K(d, B).

Demostracidn. Supongamos que K(a, B) N K(d, B) # 0. Probaremos que K(a, B) =
K(d, B). En efecto, sea m € K(a,B). Entonces existe S € C(X) tal que m,a €
S C X — B. Por hipotésis K(a, B) N K(d, B) # (). Tomemos r € K(a, B) N K(d, B).
Existen Q € C(X)y Re C(X) talesque a,r € Q C X —Byr,de RC X — B. El
subcontinuo SUQ U R de X cumple que m,d € SUQUR C X — B. De esta forma,
m € K(d,B) y K(a, B) C K(d, B). Similarmente se prueba que K(a, B) D K(d, B).
Asi que K(a, B) = K(d, B). O

Lema 4.2. Sean X un continuo y B € 20°°. Si B € NB(F (X)) — NWC(X), en-
tonces existen a,b € X — B tales que K(a, B)NK(b,B) =0 y IntxK(x, B) = 0 para
cada x € X — B.

Demostracion. Dado que X — B no es conexo por continuos y por la Observacion 2.1,
existen a,b € X — B tales que b ¢ K(a, B). Por el Lema 4.1, K(a, B) N K(b, B) = 0.

Ahora, supongamos que Intx(K(d, B)) # () para algin d € X —B. Existene > 0y
p € IntxK(d, B) tal que B.(p) C K(d, B). Como K(a, B) es denso, B.(p)NK(a, B) #
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(). Esto tltimo implica que K(a, B)NK(d, B) # 0. Por el Lema 4.1, K(a, B) = K(d, B).
Del hecho que K(b, B) es denso en X, la interseccién IC(b, B) N B.(p) es no vacia y de
aqui K(a, B)NK(b, B) # () 1o cual es una contradiccién. Por tanto, IntxK(z, B) = ()
para cada x € X — B. O

Lema 4.3. Sean X un continuo y B € 2y*. Si B € NB(F. (X)) - NWC(X),
entonces {KC(z, B) : v € X — B} es una familia no numerable de subconjuntos densos
de X.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, {(z, B) : # € X—B} es una fami-

lia numerable de subconjuntos densos de X. Observemos que X—B = |J K(z, B).
zeX—-B
Como X es un espacio de Hausdorff y compacto, por Teorema 1.20, X es un espacio

de Baire. Por Lema 1.21, X — B es un espacio de Baire y en consecuencia un espacio
de segunda categoria.
Sea x € X. Por el Lema 2.5, existe una sucesiéon (A, )en de elementos de C'(X)

tal que K(z,B) = |J A,. Como |J Intx(A,) C Intx (U An) y por el Lema

neN neN neN
4.2, IntxK(x, B) = 0. Entonces |J Intx(A,) =0, de aqui que Intx(A,) = () para
neN

todo n € N. Esto implica que cada K(z, B) es la unién numerable de subconjuntos
densos en ninguna parte. Luego, X — B es unién numerable de subconjuntos densos
en ninguna parte. Esto contradice que X — B es de segunda categoria. Por tanto,
{K(z,B) : v € X — B} es una familia no numerable de subconjuntos densos de X.

]

Lema 4.4. Sean X un continuo, B € 2™, K € C(X) es tal que Intx(K) 7é D e
2X es un subconjunto de X — K a lo mds numerable. Si B € NB(F(X))— ( )
entonces K(x, D) es denso en X para cada x € K.

Demostracion. Sea x € K. Por el Lema 4.3, {IC(l, B) : | € X — B} es una familia no
numerable. Por lo que existe & € X — B tal que K(a, B)ND = (). Como Intx(K) # ()
v K(a, B) es denso, se tiene que K(a, B) N Intx(K) # . Tomemos y € K(«, B) N
Intx(K). Existe un subcontinuo F de X tal que o,y € E C X — B. Por el Lema 2.5,
existe una sucesion (Cy)peny en C(X) talque a € C, C X — By K(a,B)= | C, .

neN
Sea A, = K U (), para toda n € N. Del hecho,

X =Clx (U cn) C Cly (U(KUCn)) = Clx (U An>

neN neN neN
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se tiene que |J A, es denso en X. Por otra parte, A, N D =0 pues KND =10y
neN
K(o, B)N D = 0. De esta forma, (A,), .y es una sucesién en C(X) tal que x € A,, C

X—-DyCly ( U An) = X. Por el Teorema 2.13, D € NB(Fi(X)). Por lo tanto,
neN

K(z, D) es denso en X. O

Teorema 4.5. Sea X un continuo. Si NB(F(X)) = Fi1(X), entonces X — K es
conezo para todo subcontinuo K de X.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de X. Supongamos que existen abiertos ajenos
no vacios U y V de X talesque X — K =UUV. Sean z € U y y € V. Afirmamos
que el conjunto X — {z,y} es conexo por continuos. Sean r, s € X — {x, y} distintos.
Supongamos que s € V. Como K(s,{y}) es denso, K(s,{y}) N U # 0. Existe un
subcontinuo S de X tal que s € S C X — {y} y SNU # 0. Observemos que SNV
es un abierto en S tal que s € SN V. Sea N la componente de N NV tal que
s € N. Luego, Clx(N) es un subcontinuo de X tal que s € Clx(N) C Clx (V). Por
el Teorema 1.32, Clx(N)N Bdg(SNV) # . Por la Proposicién 1.30, Bdg(SNV) C
Bdx (V) C K. Por lo anterior, basta mostrar que existe un subcontinuo @ de X tal
quer € QC X —{x,y} y QN K # 0.

Sir € K, entonces el subcontinuo K de X cumple con las propiedades anteriores.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que r € V.

Como {y} € NB(Fi(X)), K(r,{y}) es denso y conexo. Esto implica que U N
K(r,{y}) # 0. Por la Proposicién 1.7, K(r,{y}) € X — K. De aqui que K(r, {y}) N
K # () y existe un subcontinuo D de X tal quer € D C X — {y} y DN K # 0.
Observemos que VN D es un abierto en D tal que r € VND. Por las Proposiciones 1.30
y 1.33, Bdp(V N D) C Bdx(V) C K. Sea C la componente de VN D tal que r € C.
Observemos que Clx(C) C Clx(D) = D y Clp(C) = Clx(C). Sea Q = Clx(C).
Luego, @ es un subcontinuo de X tal que r € @ C Clx(V) y por el Teorema
1.32 se tiene que Q N Bdp(V N D) # (. Esto implica que @ N K # (. Puesto que
Clx(V)NU = ), Q es un subcontinuo de X tal que r € Q C X —{x,y}. Consideremos
H = QUK UCIx(N). El subcontinuo H de X es tal que r,s € H C X — {z,y}.
Asi X — {z,y} es conexo por continuos y se tiene que K(r,{z,y}) = X — {z,y}.
Como X — {z,y} es denso, K(r,{z,y}) es denso en X. Luego, {z,y} € NB(Fi(X))
lo que contradice la hipotésis de que NB(F(X)) = Fi(X). Por tanto, X — K es

Cconexo. O

Teorema 4.6. Sea X un continuo. Si NB(F1(X)) = Fi(X), entonces X no es
irreducible.
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Demostracion. Supongamos que X es irreducible entre p y ¢. Mostraremos que
{p,q} € NB(Fi(X)). Seay € X — {p, ¢}. Consideremos los siguientes dos casos.

Caso 1.

Caso 2.

Y& rp Oy ¢ Ky
Supongamos que y ¢ k,. Esto implica que para cualquier subcontinuo pro-
pio L de X tal que y € L, se cumple que p ¢ L. Como {q} € NB(F(X)),
se tiene que K(y,{q}) es denso en X. Sea U un abierto no vacio en X.
Por lo anterior, K(y,{q}) N U # (. Existen z € K(y,{q}) N U y un sub-
continuo N de X tal que z,y € N C X — {q}. Entonces p ¢ N, es decir,
N C X —{p,q}. Porlo tanto, z € UNK(y, {p, ¢}). Por lo tanto, K(y, {p, ¢})
es denso en X.
Y € Kp MKy
Existen subcontinuos propios A y B tales que p,y € A, ¢,y € B de don-
de AU B es un subcontinuo propio de X que contiene a p y q. Por ser
X irreducible entre p y q, X = AU B. Por la Proposiciéon 1.28, existen
subcontinuos C'y D de A y B respectivamente tales que C' = irr(y,p)
y D = irr(y,q). Observemos que C'y D son subcontinuos propios de X.
Tenemos que X = CUD pues C'U D es un subcontinuo de X que contiene
apyq.
Sea U un abierto propio no vacio en X. Se cumple que U NC # 0 6
UND # (). Supongamos que U N D # (. Esto implica que U N D es un
abierto no vacio de D. Como U es un abierto en X tal que U # (0 y U C X,
se tiene U — {y} # {y}. Luego, (U N D) — {y} es un abierto no vacio en D.
Puesto que D es un subespacio regular, existe abierto V' no vacio en D tal
que V C Clp(V) C (UN D) —{y}. Esto implica que V' es un subconjunto
abierto no vacio de D tal que V- C Clp(V) CUND yy ¢ Clp(V).
En consecuencia, D — V es un cerrado en D que contiene a y. Sea F' la
componente de D — V tal que y € F. Por el Teorema 1.32, se tiene que
Clp(F) N Bdp(V) # (. Observemos que Clp(F) = F pues F es cerrado
en D. Como Bdp(V) C Clp(V) C U N D, obtenemos que F NU # 0.
Puesto que D es un subcontinuo propio de X tal que g € D, se tiene que
D C X — {p}. De aqui que, F C D C X — {p}. Como D = irr(y,q) y
F es un subcontinuo propio de D tal que y € F, ¢ ¢ F. Luego, F es un
subcontinuo de X tal que y € FF'C X —{p,q} y FNU # (). Se tiene que
K(y,{p,q}) es denso en X.
En conclusién {p, ¢} € NB(Fi(X)), esto es una contradiccién. Por tanto,
X mno es irreducible.

m

Teorema 4.7. Sea X un continuo. Si NB(F1(X)) = F1(X), entonces X es des-
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componible.

Demostracion. Procedamos por contradiccion. Supongamos que X es indescomponi-
ble. Sean p,q € X tales que k, # k,. Demostraremos que {p,q} € NB(F(X)). Sea
x € X —{p,q}. Supongamos que = ¢ k, U k,. Sea y € K(x,{p}), entonces existe un
subcontinuo @ de X tal que z,y € Q@ C X — {p}. Luego, ¢ ¢ @ pues de lo contrario
T € Kg. Asique 2,y € Q € X —{p,q} vy € K(z,{p,q}). De donde K(z,{p}) C
K(z,{p,q}). Como {p} € NB(F1(X)), X = Clx(K(z,{p}) € ClxK(z,{p,q}). Por
lo que K(z,{p, q}) es denso en X. Asi, {p,q} € NB(Fi(X)) lo cual es una contra-
diccion.

Supongamos sin pérdida de generalidad que x € k,. Probemos que K(z, {p}) C
Kkp. Sea T € K(z,{p}). Existe un subcontinuo C; de X tal que r,z € C; C X — {p}.
Ademas, puesto que = € k), existe un subcontinuo propio C5 de X tal que z,p € Cb.
Tenemos que C; U Cy es un subcontinuo de X. Del hecho X es indescomponible se
tiene que X # C7 U Cy y asi C U (s es un subcontinuo propio de X tal que r,p €
C1UCy. De aqui que r € k,. Entonces K(z,{p}) Nk, = 0. Bajo estas condiciones se
probard que K(x,{p}) C K(z,{p,q}). En efecto, sea b € K(x,{p}). Existe A € C(X)
tal que z,b € A C X — {p}. Afirmamos que A C X — {p,q} = 0. Si An{p,q} # 0,
existe a € {p,q} y a € A. Si a = p, entonces AN{p} # 0 lo cual es una contradiccién.
Si a = ¢, entonces b € k,. Asi, K, Nk, # 0. Pero por el Teorema 1.27, k, Nk, = 0. En
ambos casos se tiene una contradiccién. De esta forma AN{p, ¢} = (). En consecuencia
x,b e AC X —{p,q}). Asi, K(x,{p,q}) es denso en X y se concluye que {p,q} €
NB(Fi(X)). Esto es una contradiccién. Por tanto, X es descomponible. O

Teorema 4.8. Sea X wun continuo. Si NB(Fi1(X)) = Fi(X), entonces X no es
unicoherente.

Demostracion. Por el Teorema 4.7, existen subcontinuos propios K y L tales que
X = K U L. Probaremos que K N L no es conexo. Como

X—(KNL)=(X-KU(X-L)

y X — K, X — L son abiertos no vacios ajenos en X se sigue del Teorema 4.5 que
K N L no puede ser un subcontinuo de X. Por lo tanto, K N L no es conexo. O]

Teorema 4.9. Sea X un continuo. Si NB(F (X)) = F1(X), entonces Bd(K) no es
conexa para todo subcontinuo K de X tal que Intx(K) # 0.

Demostracion. Sea K un subcontinuo propio de X tal que Intx(K) # (). Observemos
que Bdx(K) = KN(Clx(X—-K)). Asi, X —Bdx(K) = (X —K)U(X -Clx(X—-K))
donde X —K y X —(Clx(X—K)) son abiertos no vacios. Como X —K C Clx(X—K),
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(X — K)N (X = Clx(X — K)) = (. De esta forma, X — Bdx(K) es disconexo. Por
el Teorema 4.5, Bdx(K) no puede ser un subcontinuo de X. Por lo tanto, Bdx(K)
N0 €8 CONExo. L

Teorema 4.10. Sea X un continuo. Si NB(Fi(X)) = Fi(X), K es un subcontinuo
propio de X y a,z € K tales que a # z, entonces existe un subcontinuo L de X tal
que z € LC K —{a} y LN Bdx(K) # 0.

Demostracion. Del hecho que K(z, {a}) es denso en X y X — K es abierto no vacio,
tenemos K(z,{a}) N (X — K) # (). Entonces existe un subcontinuo R de X tal que
z€ RCX—{a} y RN(X — K) # 0. Sea L la componente de K N R tal que z € L.
Entonces L es un subcontinuo de X que cumple z € L C K — {a}. Por el Teorema
1.29, LN Bdg(K N R) # (). Por la Proposicién 1.31, Bdx(K N R) C Bdx(K). Por
tanto, L N Bdx(K) # 0. O

Teorema 4.11. Sea X un continuo. Si NB(F1(X)) = F1(X), entonces Intx(K) =
0 para todo subcontinuo indescomponible K de X .

Demostracion. Sea K un subcontinuo indescomponible de X. Por el Teorema 1.26,
para cada z € K podemos considerar k., la composante de z en K. Supongamos
que Intx(K) # (. Sea W = Clx(X — K). Por el Teorema 4.5, X — K es conexo y
en consecuencia W es conexo, compacto y métrico. Asi, W es un subcontinuo de X.
Sean z,y € Intx(K) distintos tales que = ¢ k,. Por el Teorema 1.27, se tiene que
ke MKy = 0. Sea w € X — {z,y}. Afirmamos que existe un subcontinuo @) de X tal
que w € Q C X —{z,y} y QNW # (). Supongamos que w € X — K. En este caso,
el subcontinuo W de X cumple que w € W C X —{x,y} y WNW # (). Ahora bien,
supongamos que w € K. Distingamos dos casos:
Caso 1. w ¢ K, U Ky,
Sea v € K tal que v # w y v € Ky. Por el Teorema 4.10, existe un
subcontinuo L de X tal que w € L C K — {y} y LN Bdx(K) # (). Como
w ¢ KUKy, sesigue que x,y ¢ L. Por tanto, el subcontinuo L de X satisface
quew € LCX —{z,y} y LN Bdx(K) # 0. Dado que Bdx(K) C W, se
concluye que LN W # (.
Caso 2. w € Ky UKy,
Asumamos que w € k.. Por el Teorema 4.10, existe un subcontinuo
de X tal que w € Q C X — {z} y Q N Bdx(K) # 0. De la definicién de
composante, existe un subcontinuo propio S de K tal que w, x € S. Veamos
que y ¢ Q. Supongamos que y € ). Puesto que w € QNS, se tiene que QUS
es un subcontinuo de X tal que x,y € Q U S C K. Recordemos que K es
indescomponible. De aqui que, QU.S es un subcontinuo propio de K tal que
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z,y € QUS. Esto contradice el hecho de que k. Nk, = 0. En consecuencia,
y ¢ Q. Luego, @ es un subcontinuo de X tal que w € Q C X — {z,y} vy
Q N Bdx(K) # (). De esto ultimo y del hecho que Bdx(K) C W, se tiene
que QN W # (. El caso w € k, es similar.
Aplicando un argumento como el anterior, para cualquier r € X — {z,y, w} existe
un subcontinuo R de X tal que r € R C X — {z,y} y RNW # (. El subcontinuo
Z =QUWURde X estal que r,w € Z C X —{x,y}. De esta forma, K(w,{z,y}) =
X —A{z,y}. Asi, K(w,{z,y}) es denso en X. Por lo tanto, {z,y} € NB(F(X)). O

Lema 4.12. Sea X un continuo tal que NB(Fi(X)) = Fi(X). Entonces existen
subcontinuos propios A y B de X tales que

(4.12.1) A= Clx(Intx(A)) y B = Clx(Intx(B)),

(4.12.2) Intx(A) # 0, Intx(B) # 0

(4.12.3) ANIntx(B) =0y Intx(A) N B = 1.

(4.12.4) X = AU B.

Demostracion. Por Teoremas 4.7 y 4.11, existe un subcontinuo propio L de X tal que
Intx(L) # (. Del Teorema 4.5 se infiere que X — L es conexo. Més aun, Clx (X — L)
es un subcontinuo de X. De aqui que, X — (Clx(X — L)) = Intx(L) es conexo. Sea
A= Clx(Intx(L)). Se tiene que A C Ly Intx (L) C A. Luego, Intx(A) C Intx(L).
Por lo tanto, Intx(A) = Intx(L) y A = Clx(Intx(A)). Sea B = Clx(X — A). Del
Teorema 4.5, X — A es conexo y con esto B es un subcontinuo de X tal que X = AUB
y Intx(B) = X — A. Observemos que Intx(B) # ) pues A es un subcontinuo propio
de X. Se tiene que AN Intx(B) =0y Intx(A) N B =. O

Lema 4.13. Sea X un continuo tal que NB(Fi(X)) = Fi(X). Sip € X es tal
que existe un subcontinuo propio F de X tal que Intx(F) # 0 yp ¢ F, entonces
{p} e NWC(X).

Demostracion. Sean z,y € X — {p}. Como NB(F(X)) = Fi(X), los subconjuntos
K(z,{p}) y K(y,{p}) son densos en X. Entonces existen subcontinuos S'y @ de X
talesquex € SC X —{p},ye QC X —{p}, SNIntx(F)# 0Dy QNIntx(F) # 0.
Luego, G = S U F U@ es un subcontinuo de X tal que z,y € G C X — {p}. En
consecuencia, X — {p} es conexo por continuos. Por lo tanto, {p} € NWC(X). O

Un continuo X es 3-descomponible si existen subcontinuos propios A, B, C' de
X tales que X = AUBUC, IntxA=X —(BUC) #0, IntxB=X—(AUC) #10
y IntxC = X — (AU B) # ). En este caso, diremos que la terna (A, B,C) es una
3-descomposicion de X.
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Lema 4.14. Sea X wun continuo. St NB(F(X)) = F(X) y {p} ¢ NWC(X),
entonces existe una 3-descomposicion de X.

Demostracion. Por el Teorema 4.12, existen subcontinuos propios A y B de X tales
que X = AUB, A= Clx(Intx(A)), B = Clx(Intx(B)), Intx(A) # 0, Intx(B) # 0,
Intx(A)NIntx(B) =0, Intx(A)NB =0y ANIntx(B) = 0. De acuerdo al Teorema
4.11, A es descomponible. Esto implica que existe un subcontinuo propio M de A
tal que Int4(M) # (). Probaremos que, Intx (M) # (). En efecto, existe un abierto
Uen X talque UNA# 0y UNAC M. Del hecho A = Clx(Intx(A)) tenemos
que U N Intx(A) # 0. De aqui que, U NIntx(A) CUNAC My UnN Intx(A)
es un abierto no vacio en X. Luego, Intx (M) # (. Se tiene que X — M es conexo
por el Teorema 4.5. Mas atn, Clx(X — M) es un subcontinuo de X. Por lo tanto,
X — (Clx(X — M)) = Intx(M) es conexo. Sea L = Clx(Intx(M)). Observemos
que L es un subcontinuo de X. Como Intx(M) C L C M, Intx(L) = Intx(M).
De aqui que Intx(L) # (). Por el Lema 4.13, p € LN B. Sea V = X — (BU L).
Por el Teorema 4.5, V' es un abierto conexo en X. Como M es un subcontinuo
propio de A, A — M es un abierto no vacio de A. Asi, existe un abierto W en
X no vacfo tal que ANW = A — M. Como Clx(Intx(A) = Ay AnNW # 0,
Intx(A)NW # 0. Sea z € W N Intx(A). Por lo que z ¢ B. Observemos que
Wnintx(A) CANW = A— M. De aqui que, z ¢ M. Como L C M, se tiene
que z ¢ L. En consecuencia, z € X — (LU B) = V. Sea = € V. Esto implica que
x€ X =AUB. Six € B, entonces z ¢ V. Esto es una contradiccién. Por lo tanto,
x €Ay V C A Hacemos N = Clx(V). Observemos que N es un subcontinuo de X
tal que N C A. Afirmamos que (L, N, B) es una 3-descomposicién de X. En primer
lugar, LUBUN = (LUB)UCIx(X —(LUB))=X.

Probemos que X — (L U B) = Intx(N). Observemos que X — (LUB) C Ny
X — (L U B) es un abierto no vacio en X. De aqui que X — (LU B) C Intx(N).
Sea q € Intx(N). Como N C A, q € Intx(A). En consecuencia, ¢ ¢ B. Si g € L,
entonces Intx(N) N Intx(L) # 0y Intx(N) N Intx(L) € N = Clx(V). De aquf
que,

Intx(N) N [Intxy(L)NV] = Intx(N) N [Intx(L)N (X — (LU B))]
Intx(N)N [Intx(L) N (X — L)] N (X — B).

Dado que Intx(L)N (X — L) = 0, Intx(N) N [Intx(L) N V] = 0. Esto es una
contradiccién. Luego, ¢ ¢ L. Por lo tanto, ¢ € X —(LUB) y X —(LUB) = Intx(N).

Se tiene que lo siguiente N U L = A. Esto implica que Intx(B) = X — A =
X - (NUL).
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Falta ver que Intx(L) = X —(BUN). Puesto que X —(BUN) C Ly X —(BUN)
es un abierto no vacio de X se tiene que X — (B U N) C Intx(L). Ahora, sea
w € Intx(L). Dado que L C A, w € Intx(A). Por lo tanto, w ¢ B. Supongamos
que w € N. De aqui que, Intx(L) NV # (). Pero

Intx(L)N(X — (BUL)) = (Intx(L))N(X=L)N(X — B)
— 0

En consecuencia, w ¢ N. De aqui que, w € X — (B U N). Por lo tanto, (L, N, B) es
una 3-descomposicion de X. O

Lema 4.15. Sea X un continuo tal que NB(F1(X)) = Fi(X) yp € X. Si (A1, As, A3)
es una 3-descomposicion de X, {p} ¢ NWC(X), {k,m,n} = {1,2,3}, x € Intx(Ax)

yy € Intx(An) —K(z,{p}), entonces existe ¢ € (K ( { HUK(y, {p}))N(X —A,)
tal que

K(Q? {IE, y7p}) N An = ®7

K(Qa {x,y,p}) N ]ntXAm 7é @

Demostracion. Puesto que NB(F(X)) = Fi(X), existe ¢ € X — {z,y} tal que
K(g,{x,y}) no es denso en X. Supongamos que g € A,U[X —(K(z,{p})UK(y,{p}))].
Observemos que A, es un subcontinuo de X tal que p € A4, € X —{z,y} vy
Int x(A,) # 0. Por el Lema 4.4, K(q,{z,y}) es denso en X. Esto implica que {z,y}
no estorba a {q} Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, ¢ € ((K(z,{p}) U

K(y,{p}))N(X—A,). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ € K(x, {p})N
(X - A,)

Mostremos que K(q,{z,y,p}) N A, = 0. Si K(q,{z,y,p}) N A, # 0, entonces
existe un subcontinuo K de X tal que ¢ € K C X — {z,y,p} vy KN A, # 0. El
subcontinuo K U A,, de X cumple que {z,y} N (K UA,) =0y Intx(KUA,) # 0.
Por el Lema 4.4, {x,y} no estorba a {q}. Por lo tanto, K(q, {z,y,p}) N A, = 0.

Observemos que existen abiertos no vacios U y V en X tales que y € U C
subconjunto W = U UV es un abierto no vacio de X. Por el Teorema 4.5, X — W es
un subconjunto cerrado y no conexo de X. Sea () la componente conexa de X —W tal
que ¢ € Q. Del hecho que @ es un subconjunto propio de X — W, se deduce x,y ¢ Q.
Si QN A, # 0, entonces el subcontinuo Q U A,, de X cumple que Int x(Q U A,,) # 0
y (QUA,) N{x,y} = 0. Por el Lema 4.4, K(a, {x,y}) es denso en X para cualquier
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a € QU A,. En particular, para cualquier a € Q. Es decir, {z,y} no le estorba a
{q}. Esto ultimo es una contradiccién. En consecuencia, @ N A, = 0.

Con lo hecho hasta el momento se tiene que el subcontinuo ) de X es tal que ¢ €
Q C X—{z,y,p}. Por el Teorema 1.29, QNClx (W) # 0. De aqui que, QNClx(U) # 0
0 QNClx(V) # 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Q N Clx(U) # 0.
Como {y} € NB(Fi(X)), K(q,{y}) es denso en X. Existe un subcontinuo N de X
talqueg € N C X —{y} y NNV # (). Sea M la componente de N —V tal que ¢ € M.
Si M N A, # 0, entonces {x,y} no le estorba a q. Luego, p ¢ M. Por el Teorema
1.32, M N Clx(V) # 0. Observemos que el subcontinuo S = M U @ de X cumple
que g € S C X —{z,y,p}, SNClx(V) £ 0y SNClx(U) # 0. Esto significa que
SNiIntx(Ax) #0y SNintx(Ay) # 0. Por lo tanto, K(q, {z,y,p}) N Intx(A,,) # 0
¥ K(q, {,y, p}) 1 Intx(Ay) # 0. 0

Lema 4.16. Sea X es un continuo tal que NB(F(X)) = Fi1(X) y sean w,z € X
tales que w # z. Si E, G son subcontinuos propios de X tal quew € E y X — FE C G,
entonces existe un subcontinuo F de X tal que w € F C K(w,{z})NE y FNG # 0.

Demostracion. Dado que K(w, {z}) es denso en X, existe un subcontinuo L de X tal
quew € LC X —{z} y LN(X —FE) # (). Sea F la componente de L — (LN (X — £))
tal que w € F. Entonces F' C K(w,{z}) N E. Por el Teorema 1.32, se tiene que
FNBdx(E) # 0. Como Bdx(E) C G, se sigue que F NG # 0. O

Lema 4.17. Sea X es un continuo tal que NB(F (X)) = Fi(X) yp € X. Si

(A1, Ag, A3) es una 3-descomposicion de X, {p} ¢ NWC(X), {k,m,n} ={1,2,3},

a € Intx(A,) ybe Intx(An)—K(a, {p}), entonces AyU[X—(K(a, {p})UK(b,{p}))] C
K(p;{a,b}).

Demostracion. Seat € A U[X —(K(a, {p})UK(b,{p}))]. Dado que AxyNIntx(A,,) =
0y AxNIntx(A,) = 0 se tiene que Ay C X —{a,b}. Por el Teorema 4.13, p € Ay. Esto
implica que Ay C K(p,{a,b}). De esta forma, si t € Ay, entonces t € K(p, {a,b}).
Supongamos que t € X — (K(a,{p}) UK(b,{p}) U Ax). Esto implica que K(t,{p}) N
K(a,{p}) =0y K(t,{p})NK(b,{p}) = 0. De aqui que, K(¢,{p}) C X —{a,b}. Al ser
K(t,{p}) denso en X, se tiene que K(t,{p}) N Intx(Ay) # 0. Existe un subcontinuo
Sde X tal quet € S C K(t,{p}) € X —{a,b} y SN A; # 0. El subcontinuo S U A,
de X es tal que t,p € SU Ay C X — {a,b}. Por lo tanto, t € K(p, {a,b}). O

4.1. Teorema Principal

Teorema 4.18. Un continuo X es una curva cerrada simple siy solo si NB(F1(X)) =

Fi(X).
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Demostracion. Sea X es una curva cerrada simple y {c} € Fi(X). Para cualquier
ue X —{c}, K(u,{c}) = X —{c} . Entonces, K(u, {c}) es denso en X. Por lo tanto,
{c} € NB(Fi(X)) y Fi(X) C NB(Fi(X)). Para la otra contencién, supongamos
que existe A € NB(Fi(X)) tal que A ¢ F(X). Sean a,b € A tales que a # b.
Luego, M = {a,b} C A. Observemos que X — M no es conexo. Esto contradice la
Proposicién 2.18. Por lo tanto, A € Fi(X) y NB(Fi(X)) = Fi(X).

Para la prueba de la otra implicacion, por el Teorema 2.27 solo basta probar
NWC(X) = Fi(X). Por la Proposicién 2.26, se tiene que NWC(X) C NB(F1(X)) =
F1(X). Hace falta ver que F;(X) € NWC(X). Supongamos que existe p € X tal que
{p} ¢ NWC(X). Por el Teorema 4.14, existe una 3-descomposiciéon (A, Ay, A3) del
continuo X. Existen A, \y € X —{p} distintos tales que (A1, {p}) NK (A2, {p}) = 0.
Denotemos Ky = (A1, {p}) y K2 = K(Xa, {p}). Puesto que K; y K, son densos en X,
tenemos que K1NIntx(A;) # 0y KoNIntx(Ay) # 0. Por Lema 4.13, p € A;NAsNAs3.
Sean g € Ki N [ntx(Al), Yo € Kon I’fltx(Az) Yy Uy € Ko N Intx(Ag) Por el Lema
4.1, K(xo,{p}) = K1 y Ko, {p}) = K(x1,{p}) = Ks. Por el Lema 4.15, existen

wle (K(wo, {p}) UK(yo, {p})) N (X — A3) v 2 € (K(20, {p}) UK(y1,{p})) N (X — Ag)
tales que

(n-1) {70, Y0, p}) N Intx(Ar)
A0, Y0, p}) N Intx(As)

K(w
K(w
K(w, {zo,y0,p}) N Az =0,
K(z,
K(z,

Y

I

]
(n-2) #
(n-3) 0

(n-4) {wo,y1,p}) N Intx (A1) # 0,
(n.5) {0, y1,p}) N Intx(As) #
(n-6) K(z,{zo,51,p}) N A2 = 0.
Supongamos que w € K(zg, {p}) N Intx(A1) y z € K(y1,{p}) N Intx(A;). Por el
Lema 4.1,

(6.1) K(w,{p}) = K,
(8.2) K(z,{p}) = K3,
(8:3) K(w,{p}) N K(z,{p}) =

Como {p} C {zo,v0,p}, {r} C {wo,y1,p} vy por la Proposicién 2.7 se tiene que
’C(’LU, {x()? yOvp}) - IC(’LU, {p}) y K(Zv {ZL"(), ylvp}) - }C(Zv {p})

Sean a € K(w,{zo, yo,p}) N Intx(As) y b € K(z, {xo,y1,p}) N Intx(As).

Vamos a probar que K(p,{a,b}) = X — {a,b}. Sea t € X — {a,b}. Por el
Lema 4.17, A; U [X — (K(a, {p}) U K(b,{p}))] € K(p,{a,b}). Sit € A U[X —
(K(a,{p}) UK(b,{p}))], entonces t € K(p,{a,b}). Supongamos ahora que ¢t € (X —
Ay) N (K(zo, {p}) UK(yo,{p})). Sin pérdida de generalidad supongamos que t € As.
Aplicando el Lema 4.16, existe un subcontinuo P de X tal quet € P C K(¢,{a})N A
y PN (A;UA3) # 0. De esta forma, P C X — {a,b}. Si PN A; # (), entonces el sub-
continuo PUA; de X es tal que p,t € PUA; C X —{a,b}. Asi que, t € K(p, {a,b}).

?
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Si PN A; =0, entonces PN Az # (). Sea ¢ € PN As.

Si g € X — (K; U K3). Tenemos que K(q, {p}) N K(zo,{p}) = 0 y K(g,{p}) N
K(yo,{p}) = 0. De aqui que, K(q,{p}) € X — {a,b}. Como K(q,{p}) es denso en
X, K(q,{p}) N Intx(A;) # 0. Existe un subcontinuo S de X tal que ¢ € S C
K(q,{p}) € X — {a,b} y SN A; # (. El subcontinuo P U S U A; de X es tal que
p,t € PUSUA; C X —{a,b}. Esto implica que t € K(p, {a,b}).

Supongamos ahora que ¢ € K; U Ks. Sin pérdida de generalidad supongamos
que g € K;. Aplicando el Lema 4.16, existe un subcontinuo M de X tal que ¢ €
M C K(q,{p}) N A3 y M N (A; U As) # (. Observemos que M C X — {xo,p}.
Puesto que K(q, {p}) = K(zo,{p}) v K(y1, {p}) N K(zo,{p}) = 0, se cumple que
M C X — Ky, {p}) € X —{y1}. Es decir, M C X — {p,x,y1}. Sabemos que
K(q,{p}) = K(w,{p}). Asi, M C K(w,{p}). Por otra parte, de la Proposicién 2.7
se tiene que K(z,{zo,y1,p}) C K(z,{p}). Si M N K(z,{xo,v1,p}) # 0, entonces
M C K(z,{zo,y1,p}) € K(2,{p})-

Pero M N K(w,{p}) # 0. De aqui que, K(w,{p}) N K(z,{p}) # 0. Esto tltimo
contradice (£.3). Asi que, M N K(z,{xo,y1,p}) = 0. Por lo tanto, M C X — {b}.
Falta ver que a ¢ M. Si a € M, entonces M C K(w,{zo,yo,p}). Pero ¢ € A3 N M.
Asi que, K(w, {xo,yo,p}) N A3 # 0. Esto contradice (1.3). Por lo tanto, a ¢ M.

El subcontinuo PUM de X satisface quet € PUM C X —{a,b} y (PUM)NA; #
(. De esta forma, A; U P U M es un subcontinuo de X tal que p,t € A, UP UM C
X —{a,b}. Por lo tanto, t € K(p, {a,b}). De aqui que, K(p, {a,b}) = X —{a, b}. Por
el Lema 2.24 y la Proposicién 2.26, {a,b} € NB(F(X)).

Podemos suponer que w, z € K(zo, {p}). Esto implica que K(xq, {p}) = K(w,{p})
K(z,{p}). Por (n.1) y (n.5), ¢ € K(w, {xq,yo,p}) NIntx(As) y d € K(z,{z0,11,p}) N
Intx(As). Del hecho de que K(w,{zo,y0,p}) € K(w,{p}) v K(z,{zxo,y1,p}) C
K(z,{p}) se tiene lo siguiente, ¢, d € K(xq, {p}). De aqui que K(c, {p}) = K(d, {p}) =
K(zo,{p}). Igual que en el caso anterior, se probara que K(p,{c,d}) = X — {¢,d}.
Seat € X —{c,d}. Porel Lema 4.17, Ay U[X — (K(c,{p})UK(d, {p}))] C K(p, {c,d}).
Site A U[X — (K(ce, {p}) UK(d, {p}))], entonces t € K(p,{c,d}). Supongamos que
te (X — A1) NK(xg,{p}). Sin pérdida de generalidad supongamos que t € A,.

Aplicando el Lema 4.16, existe un subcontinuo 7' de X tal que t € T' C KC(t, {c})N
Ay y TN (A1 U A;3) # (. De esta forma, T'C X — {c,d}. Si TN Ay # 0, entonces el
subcontinuo TUA; de X estal que p,t € TUA; C X —{c,d}. Asi que, t € K(p, {c,d}).

SiTNA =0, entonces TN Az # (). Sea ¢ € TN Az. Si g € X — K(xo,{p}),
entonces K(q, {p}) NK(xq, {p}) = 0. Esto implica que K(q, {p}) € X —{c¢, d}. Puesto
que K(q,{p}) es denso en X, K(q,{p}) NIntx(A;) # 0. Existe un subcontinuo S de
X tal que ¢ € S C K(q,{p}) € X — {e,d} y SN A; # (. El subcontinuo T"U S U 4,
de X es tal que p,t e TUSU A; C X — {c¢,d}. Esto implica que t € K(p, {c,d}).
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Supongamos que g € K(xq, {p}). Aplicando el Lema 4.16, existe un subcontinuo
M de X tal que ¢ € M C K(q,{p}) N Ay y M N (A; UA;3) # (). Observemos que
M C X —{xo,p}. Puesto que K(q, {p}) = K(zo, {p}), L(y1,{p}) N K(zo,{p}) =0y
K(yo, {p}) NK(z0, {p}) = 0 implica M C X —{yo,y1}. Es decir, M C X —{p, xo, y1 }.
Si ¢ € M, entonces M C K(e, {p,zo,v0}) = K(w,{p,zo,y0}). Esto implica que
M N Az = (). Pero ¢ € M N As. En consecuencia, ¢ ¢ M. Si d € M, entonces
M C K(d,{xo,y1,p}) = K(z,{z0,y1,p}). Por (n.6), MN Ay = 0. PeroT C Ay y
q € T. Asique, g € As. Luego, ¢ € M N A, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
M C X —{c,d}. El subcontinuo TU M U Ay de X es tal que t,p € TUM U A; C
X —{¢,d}. Por lo tanto, t € K(p,{c,d}). Esto es un absurdo.
De aqui que, K(p,{c,d}) = X — {¢,d}. Por el Lema 2.24 y la Proposicién 2.26,
{¢,d} € NB(Fi(X)). Pero NB(F;(X)) = F1(X). Por lo tanto, {p} € NWC(X).
O
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