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Introduccion

La topologia general se ocupa del estudio de los espacios topoldgicos, las
aplicaciones continuas, y un tipo especial de éstas, los homeomorfismos o
equivalencias topoldgicas. Estos homeomorfismos determinan una clasifica-
cion de los espacios topoldgicos en la cual, si dos espacios estan en la misma
clase, entonces poseen las mismas propiedades topologicas, es decir, las mis-
mas propiedades que tienen relevancia en la topologia general.

Para un espacio topoldgico X, una familia de cubiertas abiertas O de X
tal que para cada par de cubiertas existe una tercera que refina doble a ambas
y que para cada punto x de X, la familia de estrellas en x con respecto a
cada cubierta de la familia es una base local de x en X, es llamada admisible.
En caso de que exista O al par (X, 9O) es un espacio admisible. La estructura
admisible de un espacio provee de herramientas importantes para generar un
método interesante de estudio de en ausencia de la metrizacion, la nocién
de distancia entre dos puntos es pequena usada para espacios métricos se
sustituye por la idea de cercania entre dos puntos si pertenecen a un mismo
abierto en una cubierta.

Por otro lado, se ha estudiado el espacio de funciones continuas C'(X,Y)
entre espacios metrizables compactos dotado con la métrica uniforme con el
fin de determinar la relacion existente entre las propiedades topoldgicas de los
espacios base y dicho espacio de funciones. Una de las lineas de investigacion
en el estudio de espacio de funciones continuas es determinar las distintas
propiedades topoldgicas de subespacios distinguidos de C'(X,Y).

Otro de los conceptos para describir propiedades de un espacio topologi-
co es la homogeneidad. Un espacio topolégico X es homogéneo si para cua-
lesquiera puntos x,y € X, existe un homeomorfismo h : X — Y tal que
h(z) = y. De manera intuitiva, podemos decir que un espacio homogéneo se
ve igual en cada uno de sus puntos. Desde su aparicion, la homogeneidad ha
atraido la atencion de los especialistas y a través del tiempo se han consegui-



do dar solucién a problemas que son histéricos por su importancia. Por esta
razén, se han buscado criterios para determinar la homogeneidad en ciertas
clases de espacios topoldgicos, como lo son espacios metrizables compactos.

Es de nuestro interés determinar qué resultados en [5], los cuales estan
hechos para espacios métricos compactos, se puede generalizar debilitando
esta condicién a espacios admisibles.

Este escrito esta formado por cuatro capitulos, de los cuales el primero
es una recopilacion de conceptos basicos y notaciones imprescindibles para
un seguimiento asequible. Ademds se exponen resultados y propiedades que
seran empleados en futuras demostraciones.

En el segundo capitulo analizaremos algunas propiedades bésicas y de-
finiciones de [1] para la estructura admisible de un espacio. La nocién de
cercania en espacios métricos es si estan a distancia “pequena”. Veremos que
un espacio admisible es completo si toda red 9D-Cauchy converge.

En el capitulo 3 describimos al espacio de funciones continuas entre es-
pacios compactos por medio de funcién en el espacio admisible. Para ser
mas especificos, veremos que el conjuntos de todas las funciones continuas
y suprayectivas es un subconjunto cerrado del espacio de funciones conti-
nuas, mostraremos que al espacio de homeomorfismos lo podemos ver como
la interseccién del conjunto de funciones continuas y suprayectivas con la in-
terseccion del conjunto de todas las U-funciones. Probaremos que condiciones
que impliquen la completez del espacio de funciones continas.

En el 1iltimo capitulo estudiaremos la propiedad admisible de Effros en
espacios admisibles e introduciremos la definicién de G(I)-subconjunto de
X, veremos que un espacio admisible punto finito (X, ) es completo si y
solo si O es un sistema completo de cubiertas abiertas segun Frolik, ademas
se exponen resultados de [3] que seran tiles para concluir que el espacio de
homeomorfismo es completo. [1].



Capitulo 1
Espacios topoloégicos

En este capitulo se definen conceptos esenciales que seran utilizados cons-
tantemente en los capitulos sucesivos, en especial nos interesa recordar las
propiedades de los espacios topoldgicos que involucran los conceptos de com-
pacidad y los axiomas de separacion; asi como algunas propiedades de las fun-
ciones continuas, y homeomorfismos entre espacios topolégicos. Cabe men-
cionar que no se daran las pruebas de los teoremas que se presentan en este
capitulo porque no es nuestro objetivo, pero se daran las referencias donde
pueden consultarse.

1.1. Definicién de topologia

Definicién 1.1. Una topologia en un cojunto X es una coleccién 7 de sub-

conjuntos de X, llamados conjuntos abiertos, que satisfacen:

(1.1.1) @ y X pertenecen a T,

(1.1.2) cualquier unién de elementos de T pertenece a 7,

(1.1.3) cualquier interseccién finita de elementos de 7 pertenece a 7.
Decimos que (X, 7) es un espacio topoldgico, a veces abreviado X es un

espacio topolégico cuando no puede producirse confusién acerca de 7.

Definicién 1.2. Si X es un espacio topoldgico y E C X, decimos que E es
cerrado en X siy sélo si X — E es abierto en X.

Definicion 1.3. Si X es un espacio topoldgico y E'C X, la cerradura de E
en X es el conjunto £ = Cl(E) =(\{K C X : Kescerradoen Xy E C K}.
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Lema 1.4. [9,_Lemma 3.6, p. 25] Sean A, B subconjuntos de X. Si A C B,
entonces A C B.

Definicién 1.5. Si X es un espacio topolégico y £ C X, el interior de E en
X es el conjunto E° =Int F = [J{G C X : G es abierto en X y G C E}.

Lema 1.6. [9, Lemma 3.9, p. 27] Sean A, B subconjuntos de X. Si A C B,
entonces Int A C Int B.

Definicién 1.7. Sea X un espacio topoldgico con topologia 7. Si Y es un
subconjunto de X. La coleccién v = {Y NU : U € 7} es una topologia
sobre Y, denominada topologia relativa. Con esta topologia, ¥ se denomina
subespacio de X.

1.2. Bases y sistemas de vecindades

Definicién 1.8. Si X es un espacio topolégico y x € X, una vecindad
de x es un conjunto U que contiene un abierto V que contiene a x. Asi,
evidentemente, U es una vecindad de x si y solo si x € Int U. La coleccién U,
de todas las vecindades de x en X es llamado sistema de vecindades para x.

Definicién 1.9. Una base de vecindades en x en un espacio topoldgico X es
una subcoleccién B, del sistema de vecindades U, que tiene la propiedad de
que cada U € U, contiene algin V € B,. Es decir, U, debe ser determinado
por B, de la siguiente manera: U, = {U C X : V C U para algin V € B, }.

Definicién 1.10. Una base para alguna topologia para un conjunto X es

una coleccién B de subconjuntos de X tal que

(1.10.1) Para cada x € X, hay al menos un elemento B € B que contiene a
x.

(1.10.2) Si x pertenece a la interseccién de dos elementos Byy B, de B,
entonces existe un elemento B3 de B que contiene a x tal que B3 C
B1 N Bs.

Si B satisface estas dos condiciones, entonces definimos la topologia 7
generada por B como sigue: Un subconjunto U de X es abierto en X si para
cada = € U, existe un elemento B € B tal que x € B C U. Notemos que
cada elemento bésico es en si mismo un elemento de 7.

Lema 1.11. [6, Lemma 13.1, p. 80] Sean (X, T) un espacio topoldgico y B
una base para T. Entonces T es igual a la coleccion de todas las uniones de
elementos de B.



Definicién 1.12. Sean X y Y espacios topoldgicos. La topolgia producto
sobre X x Y es la topologia que tiene como base la coleccién B de todos los
conjuntos de la forma U x V', donde U es un subconjunto abierto de X y V'
es un subconjunto abierto de Y.

1.3. Funciones continuas, abiertas, cerradas,
cocientes y homeomorfismos

Definicién 1.13. Sean X y Y espacios topolégicosy f : X — Y una funcién.
Entonces f es continua en x € X siy sélo si para cada vecindad V de f(z)
en Y, existe una vecindad U de x en X tal que f(U) C V. Decimos que f es
continua en X si y sélo si f es continua en cada x € X.

Teorema 1.14. [9, Theorem 7.3, p. 45] Si X, Y y Z son espacios topoldgicos
yf: X—=>Yyg:Y — Z son continuas, entonces gof : X — Z es continua.

Teorema 1.15. [6, Theorem 18.1, p. 104] Sean X, Y espacios topolégicos y

f: X =Y una funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1.15.1) f es continua.

(1.15.2) Para cada subconjunto A de X, se tiene que f (A) C f(A).

(1.15.3) Para cada conjunto cerrado B de X, el conjunto f~(B) es
en X.

(1.15.4) Para cada subconjunto abierto A de'Y, se tiene que f~(A) es un
subcongunto abierto de X.

cerrado

Definicién 1.16. Si X y Y son espacios topoldgicos, una funcion f : X — Y
es abierta (cerrada) siy solo si para cada abierto (cerrado) A de X, f(A) es
abierto (cerrado) en Y.

Teorema 1.17. [2, Theorem 1.4.13, p. 32/ Una funcién continua f : X —Y
es cerrada si y solo si para caday € Y y para cada subconjunto abierto U de X
que contiene a [~ (y), existe en Y una vecindad V de y tal que f~*(V) C U.

Definicién 1.18. Si X y Y son espacios topologicos, una funcién f : X — Y
es un homeomorfismo si y sélo si f es inyectiva, suprayectiva, continua y f~!
también es continua. En este caso, decimos que X y Y son homeomorfos.

Proposicién 1.19. [2, Proposition 1.4.18, p. 33] Sea f : X — Y una funcion
inyectiva y suprayectiva. Entonces f es un homeomorfismo st y solo si f es
una funcion abierta.



Definicién 1.20. Si X es un espacio topologico, Y un conjuntoy g : X — Y
una funcién suprayectiva, entonces 7, = {G C Y : ¢7*(G) es abierto en X}
es una topologia sobre Y, llamada topologia cociente inducida en Y por g.
Cuando a Y se le da una topologia cociente de este tipo, se le llama espacio
cociente de X, y la funcién inducida se llama funcion cociente.

1.4. Redes

Definicién 1.21. Un conjunto A es dirigido si y sélo si hay una relacion <
sobre A que satisface:

(1.21.1) < es reflexiva y transitiva.

(1.21.2) Para cada A\, A2 € A, existe A3 € A tal que A\; < A3y Ay < As.

Definicién 1.22. Un subcojunto K de A se dice que es cofinal en A si para
cada a € A existe § € K tal que a < 3.

Definicién 1.23. Una red en un conjunto X es una funciéon P : A — X
tal que P(A\) = z, donde A es algtin conjunto dirigido. La denotamos como
(Tx)aen-

Definicién 1.24. Sea X un conjunto. Una subred de unared P : A — X es
la composicion P o ¢, donde ¢ : M — A es una funcién cofinal creciente del
conjunto dirigido M a A. Eso es,
(1.24.1) si g < po, entonces (1) < @(uz) (¢ es creciente),
(1.24.2) para cada A\ € A, existe p € M tal que A < p(u) (¢ es cofinal en
A).

Para ;i € M, el punto P o M(p) lo denotamos como z,, y decimos que

(w2, )uenr es una subred de (7))rea-

Definicién 1.25. Sea (z))rea una red en un espacio X. Entonces (z))aea
converge a x € X, escribimos x, — x, siempre que para cada vecindad U de
x, existe \g € A tal que x) € U para cada A > Ag.

Proposicién 1.26. [9, Corollary 10.5, p. 71] Sea X un espacio topoldgi-
co. Entonces E es un subconjunto cerrado de X si y solo si siempre que
(a)rer € E y x\ — x, se cumple que x € E.

Teorema 1.27. [9, Theorem 11.7, p. 75] Si E C X, entonces x € E si y
sélo si existe una red (xy)ea tal que x) — .



Teorema 1.28. [9, Theorem 11.8, p. 75] Sea f : X — Y wuna funcion entre
espacios topoldgicos. Entonces f es continua en xo € X si y solo si siempre
que T\ — xo en X, se cumple que f(xy) — f(xo) en Y.

1.5. Axiomas de separacién

Definicién 1.29. Un espacio topolédgico X se denomina espacio de Hausdorff
si para cada par de puntos distintos z,y de X, existen abiertos disjuntos U
y V de X que contienen a x y y, respectivamente .

Teorema 1.30. [6, Theorem 17.8, p. 99] Cada conjunto con un nimero
finito de puntos en un espacio de Hausdorff es cerrado.

Teorema 1.31. [9, Theorem 13.7, p. 86] Las siquientes afirmaciones son

equivalentes para un espacio topologico X :

(1.31.1) X es de Hausdorff,

(1.31.2) los limites en X son unicos, es decir, ninguna red en X converge a
mds de un punto.

Definicién 1.32. Un espacio topolégico X es regular si y sélo si siempre
que A es cerrado en X y x ¢ A, existen conjuntos abiertos ajenos U y V en
X talesquex e Uy ACYV.

Definicién 1.33. Un espacio topoldgico X es normal si y solo si siempre
que A y B sean conjuntos cerrados ajenos en X, existen conjuntos abiertos
ajenos U y V en X talesque ACUy BCV.

Lema 1.34. [6, Lemma 31.1, p. 196] Sea X un espacio topoldgico.

(1.34.1) X es regular si y solo si, dado un punto v € X y U abierto en X
que contiene a x, existe un abierto V de x tal que V C U.

(1.34.2) X es normal siy sdlo si, dado un conjunto cerrado A de X y un con-
gunto abierto U de X que contiene a A, existe un conjunto abierto
V de X que contiene a A tal que V C U,

1.6. Compacidad

Definicién 1.35. Una coleccién A de subconjuntos del espacio X se dice
que es una cubierta de X, si la unién de los elementos de A coincide con X.
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Se dice que A es una cubierta abierta de X si es una cubierta de X formada
por conjuntos abiertos de X. Una subcubierta es una subfamilia de A cuya
union es X.

Definicién 1.36. Un espacio X se dice que es compacto si cada cubierta
abierta A de X tiene una subcubierta finita.

Teorema 1.37. [9, Theorem 17.14, p. 123] Una funcion continua, inyectiva
y suprayectiva de un espacio compacto X en un espacio de Hausdorff Y es
un homeomorfismo.

Teorema 1.38. [6, Theorem 32.3, p. 202] Si X es un espacio compacto y
de Hausdorff, entonces X es normal.

Teorema 1.39. [9, Theorem 11.5, p. 75] Una red tiene a y como punto
limite si y solo si tiene una subred convergente a .

Teorema 1.40. [9, Theorem 17.4, p. 118] Un espacio topolégico X es com-
pacto st y solo si cada red en X tiene un punto limite.

El siguiente Teorema es consecuencia de Teorema 1.39 y Teorema 1.40.

Teorema 1.41. Sea X un espacio topologico. Entonces X es compacto si y
solo si cada red en X tiene una subred convergente.



Capitulo 2

Completez de los espacios
admisibles

Es comiin pensar la nocion de espacio métrico como una axiomatizacién
de la idea de cercania entre dos puntos. El concepto de admisibilidad surge
con la intencion de transferir metodologias del espacio métrico a los espacios
topoldgicos generales en ausencia de metrizacion. Este capitulo contiene las
definiciones basicas y los resultados sobre los espacios admisibles completos.

2.1. Nociones basicas de cubiertas

Uno de los fundamentos importantes en el estudio de los espacios admisi-
bles son ciertas nociones basicas de cubiertas, las cuales nos ayudan a obtener
informacion sobre los espacios que estamos trabajando. Sin mas preambulos,
pasemos a presentar dichas nociones béasicas de cubiertas.

Para cada cubierta U de un espacio X y Y C X, la estrella de Y con
respecto a U es el conjunto St[Y,U] = {U eUd : Y NU # 0}. SiY = {z},
escribiremos St{z, U] en lugar de St[{z},U].

Teorema 2.1. Sean X un espacio y U,V cubiertas de X. Se cumplen las
siguientes condiciones.
(2.1.1) Si Y es un subconjunto de X, entonces St[Y,U] = |J Stlz,U].

€Y
(2.1.2) Siz,x € X, entonces z € St[z,U] si y sdlo si x € St[z,U].

11
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Demostracion. Probaremos que (2.1.1) se verifica. Sea z € St[Y,U]. Entonces
existe U € U tal que z € U y UNY # (. Elejimos w € U NY. Notemos que
z,w e Uy w€eY. Asi z € St[w,U]. De lo anterior St[Y, U] C |J St[z,U].

zeY

Por otra parte, para cualquier z € [J St[z,U], existe z € Y tal que
zeY
z € St[z,U]. Del hecho que z € St[z,U], existe U € U tal que z,z € U. Asi

z € St[Y, U], es decir, |J Stlz,U] C St[Y,U].
ey
Para probar (2.1.2) basta con demostrar que si z € Stlz,U], entonces

x € St[z,U]. Supongamos que z € St[z,U]. Entonces existe U € U tal que
z,x € U, de donde x € St[z, U].
]

Teorema 2.2. Sea X un espacio. St O es una familia de cubiertas abiertas
de X tal que {St[z,U] : U € O} es una base local de vecindades para cada
reX yY CX, entonces CL(Y) = {St[Y,U] : U € O}.

Demostracion. Sean z € CI(Y) y U € 9. Entonces St[z,U] es una
vecindad de z y con esto intersecta a Y. De esta manera, existe U € U tal que
z € Uy UnNnY # 0, de donde z € St[Y,;U]. De lo anterior
CLY) CNO{St[Y ;U] : U € O}.

Ahora sea z € ({St[Y,;U] : U € O}. Sea V € 7 tal que z € V. Entonces
existe U € O tal que St[z,U] C V. Por otro lado, existe z € Y tal que
z € St[z,U]. Por (2.1.2) del Teorema 2.1, se tiene que x € St[z,U]. Asi
z € Stlz,U]NY CVNY. Dedonde {St[Y,U]: U € O} C CL(Y). O

Corolario 2.3. Sea X es un espacio de Hausdorff. Si O es una familia de
cubiertas de X tal que {Stjz,U] : U € O} es una base local de vecindades
para cada x € X, entonces {x} = ({St[z,U] : U € O} para cada x € X .

Demostracion. Sea x € X. Dado que X es un espacio de Hausdorff, {z} es un
subconjunto cerrado de X. Por Teorema 2.2, se concluye que

{2} = N{St[z. U] : U € D). O

Sean X un espacio y U,V cubiertas de X. Decimos que U es un refina-
miento de V), escribimos U < V), si para cada U € U existe V € V tal que
U C V. Ademas, U es un doble refinamiento de V), escribimos U < %V, si
para cada U, W € U tales que UNW # (), existe V € V tal que UUW C V.
Escribimos U < Q%V, si existe una cubierta VW de X tal que U < %W y



13

w < %V. Inductivamente, para cada n € N, escribimos U < 2%]2, si existe
una cubierta W de X tal que U < 2n1_1W y W < %V.

Lema 2.4. Sean U,V cubiertas de un espacio X yp € X. Sild <V, entonces
St[p, U] C St[p, V].

Demostracion. Sea x € St[p,U]. Entonces existe U € U tal que z,p € U.
Dado que U < V), existe V € V tal que U C V. Entonces z,p € V. Por lo
que x € St[p, V. O

Lema 2.5. Sea X un espacio. Para cada par de cubiertas U,V de X y para
cadan € N, la condicionU < Z%V implica que para cada Uy, ..., U,+1 € U ta-
les que Uy N Ujy1 # 0 con j = 1,...,n, existe V. € V tal que
UyU---uU, 1 CV.

Demostracion. Probaremos por induccion sobre n que se cumple la condicion.
Para n = 1, de la definicién se sigue que U < %V si y sélo si para cada
Uy, Uy € U tales que Uy NUy # (), existe V € V tal que U UU, C V.
Supongamos que para cada par de cubiertas Q,R de X la condicién
Q < =R implica que para cada Q1, ..., Qn1 € Q tales que Q; N Q41 # 0
con j =1,...,n, existe R € R tal que Q1 U---UQp11 € R. Sean W, S
cubiertas de X tales que W < 2,1%8. Sean Wy,...,W,.o € W tales que
W;NWjs1 #0conj=1,...,n+ 1. Por definicién, existe una cubierta F de
X tal que W < 2%]: yF < %S. Del hecho que W < 2%]:, existen Fy, Fy € F
tales que W1U . ’UWn+1 Q F1 y WQU . 'UWn+2 Q Fg. De donde FlmFQ §é @
Como F < %8, existe S € Stal que F1UF, CS. Asi Wy U---UW,,5 CS.
Con esto se concluye la demostracion. O

Lema 2.6. Sea X un espacio. Si U,V son cubiertas abiertas finitas de X,
entonces existe una cubierta abierta finita W de X tal que W <U y W < V.

Demostracion. Para cada T € X, definimos
Wo=(W{UelU:zecUNn({VeV:izeV} SeaW={{W,: :ze X}
Notemos que W es cubierta abierta finita de X. Mostraremos que W < U.
Sea W, € W.Sean U e U y V € V tales que z € U y z € V. Entonces
W, CUy W, CV.Porlotanto W<UyW<V. O
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2.2. Espacios Admisibles

En esta seccién definiremos a los espacios admisibles. Primero trabajare-
mos con la definiciéon de familia de cubiertas abiertas admisible, posterior-
mente introduciremos una funcién cuyo comportamiento es similar a la de
una métrica. Finalmente, demostraremos algunos resultados de dicha funcion
que seran una de las principales herramientas en la siguiente seccion.

Una familia de cubiertas abiertas O de X se dice admisible si satisface
las siguientes condiciones:

(A1) Para cualesquierald,V € O, existe W € O tal que W < %L{ yWw < %V.
(A2) Para cada x € X, la coleccién {St[z,U] : U € O} es una base local
para la topologia de X en el punto x.

El espacio X se llama admisible si admite una familia de cubiertas abier-
tas admisible. A lo largo de este escrito, diremos que el par ordenado (X, D)
es un espacio admisible si X es un espacio que admite a la familia de cubiertas
abiertas admisible 9.

La familia de los espacios admisibles contiene a todos lo espacios métricos
y a todos los espacios compactos de Hausdorff.

Teorema 2.7. Sea (X,d) un espacio métrico. La familia O = {U. : € > 0}
de cubiertas abiertas U. = {Bq(x,¢) : v € X} es admisible de (X, d).

Demostracion. Mostraremos que © cumple (Al). Afirmamos que si
0<od< 5, entonces Us < %L{E.

Sean a,b € X tales que By(a,0) N By(b,0) # (. Entonces existe z €
Bg(a,d) N By(b,0). Sea p € By(a,d) U By(b,d). Sin perder generalidad,
supongamos que P € By(a, ). Entonces
d(p,z) < d(p,a) +d(a,z) <6+6 <5+ 5 =c. Porlotanto p € By(z,¢). De
lo anterior By(a,d) U By(b,8) € Bqy(z,€). Se concluye que Us < 1U..

Para ¢, > 0, hacemos ¢ = %‘36} para obtener que
Us < %Z/{E y Us < %Z/{ﬁ. Por lo tanto, (A1) se cumple en .

Falta mostrar que O cumple (A2). Sean = € X y V un abierto de X tal
que z € V. Como X es un espacio métrico, existe A > 0 tal que By(x,\) C V.
Sean € = % > 0y z € St [x,U.]. Entonces existe y € X tal que z,x € By(y, ).
De donde d(y, z) < ey d(y,z) < e, asi d(z,x) < d(z,y)+d(y,x) <e+e= A
Por lo que z € By(x, \), es decir, z € V.

Por lo tanto O es una familia de cubiertas admisible. O]
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Teorema 2.8. Si X es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces la
familia O = {U : U es cubierta finita de X'} es admisible.

Demostracion. Sean P, R € O. Por Lema 2.6, existe Y € O tal queld < Py
U < R. Digamos U = {Uy,...,Us}. Afirmamos que existe
V={V,...,Vi} € O tal que V; C Uj;.

k
Definimos Fy = X — |J U;. Entonces Fj es cerrado en X y F; C Uj.

=2
Por (1.34.2) del Lema 1.34, existe V} € 7x tal que F} C 1} C Vi C Uy. De

r—1 k
manera recursiva definimos F, = X — [(U Vi) U( U U;)]. Entonces F, es
i=1 j=r+1
un cerrado en X y F,. C U,. Por Teorema 1.38, X es normal, por (1.34.2) del
Lema 1.34, existe V,. € 7x tal que F. C V., CV, C U, C U,.
Mostraremos que V = {Vj,...,Vi} es una cubierta abierta de X. Sea
r e X.Sea L ={j e {l,....,k} : x € U;}. Dado que U es una cubierta

abierta de X, L es un conjunto no vacio y finito. Definimos J = méx L.
k

Entonces = ¢ U, para cada n > J, o equivalentemente z € (] (X — U,).

n=J+1
J-1
Supongamos que z ¢ (] (X —V,,). Entonces, existe i < J — 1 tal que z € V;.
n=1
J—1
Ahora bien, supongamos que x @€ N (X — V,). Entonces
J—1 k S k
re(NX=V.))N( N (X=U,)),dedondex € X—[(J VL,)U( U Un)l,
n=1 n=J+1 n=1 n=J+1

es decir, x € F;. Por lo que z € V. De lo anterior, concluimos que V es una
cubierta abierta de X.

Para cada x € X, definimos 4, = (J{U, : = € Vs < k} y
B, = U{V, : # ¢ V;,t < k}. Tenemos que cada A, es abierto en X y
cada B, es cerrado en X. Sea W, = A, — B, para cada x € X y sea
W = {W, : z € X}. Notemos que W € 9,,. Mostraremos que W < iU/.

Sea W,, W, € W tales que W, N W, # . Sea z € W, N W,. Elejimos
j <k tal que z € V;. De donde z € Vj, asi y,z € V. Del hecho que z € V;,
A, C Uj. Por lo que W, C U;. De manera similar, tenemos que W, C U;.

Por lo que W,UW, C Uj;. Por lo tanto WW < %U . Las condiciones W < %Z/{
y U < P implican que W < %P. De la misma manera VW < %R Por lo tanto,
O cumple (A1).

Probaremos que O cumple (A2). Sean z € X y V abierto de X tal que
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x € V. Por Teorema 1.38, X es normal, entonces existe T" abierto de X tal que
z €T CT CV.Notemos que X —71 es abierto de X. Seald = {V, X—T}. De
manera que U € 9. Sea z € St[z,U]. Entonces existe U € U tal que z,z € U.
Del hecho que z € V y que x ¢ X \ T, se tiene que z € V. Concluimos que
St[z, U] C V.

Por lo tanto O es una familia de cubiertas admisible. O

Antes de introducir una funcién cuyo comportamiento es similar a la de
una métrica, es necesario proporcionar dos resultados que seran ttiles para
transferir las metodologias deseadas.

Sean (X,9) un espacio admisible y P(O) el conjunto potencia de O.
Definimos la relacién < en P(9) como sigue: € <X §F si y sélo si § C €.
Del hecho que la relaciéon C es un orden parcial, se sigue que < es un orden
parcial.

Para todo € € P(9), se tiene que O < ¢ =< (). Intuitivamente, O es cero
y () es infinito en este orden parcial.

Para cada € € P(O) y n € N, definimos

n-€={UeO:existe Ve € tal que V < 5:U}.

Proposicién 2.9. Sea (X, 9O) un espacio admisible.

(2.9.1) Si &, F € P(O) tales que € < §F yn € N, entoncesn- & <n-F.
(2.9.2) Para cada n € N, se tiene que n-9O = 9.

(2.9.3) SiU,V €O ykeN, entonces V < 2%1/{ siy solo sid € k-{V}.

Demostracion. Seald € n-§. Entonces existe V € § tal que V < 2%2/{. Puesto
que € < §, se tiene que § C €. Porloque V € €y V < 2%2/{. De donde
U € n- €& Porlo tanto n- € < n-F. Esto termina la prueba de (2.9.1).

Probaremos por induccién sobre n que se cumple (2.9.2).

Por (A1) para cada U € O, existe V € O tal que V < %L{. Con lo cual
1-9=9.

Supongamos que n -9 = 9. Sea U € O. Entonces U € 1 -9, es decir,
existe W € O tal que W < %U. Como W e ODyn-O =9, existe V€O
tal que V < %W Asi YV < %W y W < %L{, es decir, YV < #L{. De donde
Uen+1)-9.

Por lo tanto n - O = O para cada n € N.

Observemos que U € k-{V} siy sdlo si existe W € {V} tal que W < U,
lo que es equivalente a V < 2%1/{ . Por lo tanto (2.9.3) se cumple. O
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Definimos una funcién p: X x X — P(9) como
plz,y) ={U €Oy € Stlz, U] }.

Proposicién 2.10. La funcion p : X x X — P(O) cumple las siguientes

condiciones:

(p.1) SiU<V yU € p(z,y), entonces V € p(x,y).

(p.2) Para todo x,y € X yn € N, se tiene que p(z,y) < n-p(z,y).

(p.3) Para todo x,y € X, p(z,y) = p(y, x).

(p.4) Para todo x,y € X, O < p(x,y) y O = p(x, ).

(p.5) Si X es un espacio de Hausdorff, entonces p(z,y) = O si y sdlo si
r=y.

(p.6) Para todo xz,y,z € X, p(x,y) <1-(p(z,2) N p(z,y)).

(p.7) Para todo x,y,x1,xs,..., T, € X,

p(z,y) 2 n-(p(x, 1) N p(z1,22) N N plan, ).

Demostracion. Iniciamos mostrando que (p.1) se cumple. Como U € p(z,y),
y € St[x,U]. Del hecho que U <V y por Lema 2.4, se tiene que y € St[z, V).
Existe V € V tal que y,z € V. Por lo tanto V € p(z,y). Asi, p cumple (p.1).

Probaremos (p.2). Sea U € n - p(z,y). Entonces, existe V € p(x,y) ta
que V < 2%2/{. Entonces y € St[z,V]. Existe V € V tal que y,z € V.
Por Lema 2.5, existe U € U tal que V' C U, asi, y € St[z,U]. Por lo tanto
U e pz,y).

Sea U € p(z,y). Entonces y € St[z,U]. Por Lema (2.1.2), x € St[y,U].
De lo anterior, se concluye que U € p(y, x). De lo anterior, p(x,y) C p(y, ).
De manera similar se prueba que p(y, z) C p(x,y). Asi (p.3) se verifica.

Notemos que p(z,y) C O, por lo que O =< p(x,y). Sea U € O. Del hecho
que x € Stlz,U], se tiene que O = p(z,x). Con esto hemos probado (p.4).

Veamos que (p.5) es cierto. Supongamos que p(z,y) = O. Entonces
y € St[z,U] para cada U € O. Dado que O es una familia admisible,
{St[z,U] : U € O} es una base local de vecindades para x. Del hecho que
y € ({Stlz,U] : U € O} y X es un espacio de Hausdorff, por Corolario 2.3,
se tiene que x = y.

Para probar (p.6), sea U € 1 - (p(z,z) N p(z,y)). Entonces existe
V€ p(z,z)Np(z,y) tal que V < 2U. Como V € p(x,2) Np(z,y), © € Stz, V)]
y z € Stly, V]. De donde, existen V;, V5 € V tales que z,z € V1 y z,y € Va.
Asi, Vi NV, # (. Por Lema 2.5, existe U € U tal que V; UV, C U. De este
modo y € St[z,U]. Por lo tanto, U € p(x,y).
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Finalmente vamos a demostrar (p.7).
Sea U € n - (plz,z1) N ple,aze) N oo N p(xn,y)).
Entonces, existe V € p(z,z1) N p(x,22) N -+ N p(x,,y) tal que
V < #U. Como V € p(z,x1) N plzy,x2) N - N p(x,,y), existen
Vi,Vo,. .., Vaer € V tales que z,2y € Vi,x1,20 € Vo, 20,y € Vi,
De modo que V;NVjyy #@con j=1,....,n,yz,y € VUVKU---UV,.
Por Lema 2.5, existe U € U tal que Vi U Vo U ---UV,,; C U. Por lo que
y € St[x,U]. Por lo tanto, U € p(z,y). O

Definicién 2.11. Sea (X, 9) un espacio admisible.

(2.11.1) Un subconjunto Y de X es acotado con respecto a O si existe i € O
tal que U € p(z,y) para todo z,y € Y. En este caso decimos que Y
es acotado por U.

(2.11.2) El diametro de un subconjunto Y de X es el conjunto D(Y) € P(9D)
definido como D(Y) = {p(z,y) : z,y € Y}.

Lema 2.12. Sea (X,9) un espacio admisible y sean Y, A, B subconjuntos
de X. Se cumplen las siguientes condiciones:

(2.12.1) SiY es acotado con respecto a O, entonces D(Y') # 0.

(2.12.2) El subconjunto Y es acotado por U si y sélo sild € D(Y).

(2.12.3) Para todo x,y € A, p(z,y) = D(A).

(2.12.4) Si A C B, entonces D(A) = D(B).

(2.12.5) D(A) < D(CI(A)) =< 2-D(A).
Demostracion. Verificamos (2.12.1). Dado que Y es acotado con respecto a
O, existe U € O tal que U € p(x,y) para todo x,y € Y. Asid € D(Y'). Por
lo tanto D(Y) # 0.

Para probar (2.12.2), basta con demostrar que sid € D(Y), Y es acotado
por U. Del hecho que U € D(Y'), se tiene que U € p(x,y) para todo z,y € Y.
Por lo tanto Y es acotado por U.

Veremos que (2.12.3) se cumple. Sea U € D(A). Entonces U € p(z,y)
para todo z,y € A. Por lo tanto p(z,y) = D(A).

Probaremos (2.12.4). Sead € D(B) y x,y € A. Dado que U € D(B),
U € p(w,z) para todo w,z € B. Como =,y € A, z,y € B. Por lo que
U € p(x,y). Ya que x,y son arbitrarios, se tiene que U € D(A). Por lo tanto
D(A) < D(B).

Del hecho que A C CI(A), por (2.12.4), se tiene que D(A) = D(CI(A)).
Sean U € 2- D(A) y a,b € CI(A). Como U € 2- D(A), existe V € D(A) tal
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que V < 5:U. Del hecho que St[a, V] es una vecindad de a y St[b, V] es una ve-
cindad de b, se tiene que existen x,y € A tales que = € Stla, V] y y € St[b, V).
Por lo que V € (p(a,z) N pb,y) N p(x,y)). Entonces
U e 2-(pla,z)Np(b,y)Np(z,y)). Por (p.7) de la Proposicién 2.10, U € p(a,b).
Esto prueba que 2 - D(A) C D(CI(A)). Por lo tanto D(CI(A)) < 2- D(A).
Hemos probado (2.12.5). O

Lema 2.13. Sean (X,9) un espacio admisible, Y un subconjunto de X y
W una familia de conjuntos abiertos de X tales que Y C |JW. Si Y es
compacto, entonces existe U € O que cumple que para cada subconjunto A
de X tal queUd € D(A) y ANY #£0, existe W € W tal que A C W.

Demostracion. Procederemos por contradiccion, supondremos que para cada
U e O existe Ay C X tal queld € D(Ay), AunNY 0y Ay N(X —W) #£10
para todo W € W. Dado U € 9O, elejimos yyy € Ay NY. Asi (Y )ueo €s una
red. Por Teorema 1.41, existe un conjunto dirigido M y una funcién creciente
y cofinal ¢ : M — O tal que (Yp(m))menm €s una subred convergente. Sea
y € Y tal que limy,m) = y. Dado que Y C (JW, existe W, € W tal que
y € Wy. Por (A2), existe V € O tal que Stly,V] C Wy. De (Al), existe
£ € O tal que & < V. Por lema 2.4, St[y,&] C St[y,V] € W,. Asi existe
L € M tal que yy,r) € Stly,€&] para todo | > L. Existe j € M tal que
j>u Ly, () < %5. Mostraremos que A,y € Wy. Sea o € A,(;). Entonces
©(j) € p(x,yu()), de donde € € p(z,yy)) v € € p(y,yp)). Por lo que
V € p(x,y), es decir, x € St[y,V] C Wy. De donde A,;) € W,. Entonces
Ay N (X — W) =0, lo cual es una contradiccién. O

La cubierta U en el Lema anterior llamaremos una cubierta de Lebesgue
para la coleccion W.

2.3. Espacios Admisibles Completos

En esta 1ltima seccion estudiamos el concepto de completez mediante el
uso de la estructura admisible. Extendemos algunos teoremas clésicos que no
fueron previamente discutidos ademas presentamos una extensién del Teore-
ma de Interseccién de Cantor.

La siguiente definicion se aproxima a la nocién de red convergente al cero
O de P(O) para la familia admisible O de cubiertas.
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Definicién 2.14. Una red (€))reca en P(O) converge a 9, escribimos
¢, — O, sl para cada U € O existe \y € A tal que U € €&, para todo
A> Ao

Proposicién 2.15. Sean (€))ca, (Di)aea redes en P(O) y k € N. Se
cumplen las siguientes condiciones:

(2.15.1) Si D)\ <X €, para cada N € A y &, — O, entonces D) — 0.
(2.15.2) Si €\ — O, entonces k - €, — O.

Demostracion. Sea U € . Existe \g € A tal que U € &, para todo A\ > .
Como ®y, = &,, U € D, para todo X > \g. De lo anterior, ®, — 9. Esto
termina la prueba de (2.15.1).

Para probar (2.15.2), sea U € O. Por (2.9.2) de la Proposicién 2.9,
U € k9O para todo k € N. Existe V € O tal que V < 5. Por (2.9.3)
de la Proposicon 2.9, U € k-{V}. Asi, k- {V} < {U}. Como &, — O, existe
Ao € A tal que V € €, para todo A > \g. De modo que €, < {V} para todo
A > Ng. Por (2.9.3) de la Proposicién 2.9, k- &, < k- {V}. Esto implica que
U € k- &, para todo A > \g. Por lo tanto k- &, — O. O

Proposicién 2.16. Sean (X, D) espacio admisible y (x))ren una red en X.
Entonces xy — x si y solo si p(xy,z) = O.

Demostracion. Mostraremos primero que la condicién (x)y)xep converge a x
implica p(zy,z) — O. Sea U € O. Existe Ay € A tal que =) € St[z,U]
para todo A > Ag. De donde U € p(z,,x) para todo A > Ag. Por lo tanto
plxy, ) = O.

Supongamos ahora que p(xy,x) converge a . Entonces para cada
U € O, existe \g € A tal que U € p(xy,x) para todo X > Ag. De lo an-
terior x, € St[z,U] para todo A > . Por lo tanto (z))xea converge a x. [J

Intuitivamente, los espacios métricos completos son aquellos espacios que
no tiene huecos. Una forma natural para describir estos espacios es via re-
des de Cauchy. La siguiente definiciéon nos ayuda a describir a los espacios
admisibles completos mediante redes D-Cauchy.

Definicién 2.17. Sean (X, ) un espacio admisible y (x))xea una red en X.

(2.17.1) La red (x))xen es O-Cauchy si para cada U € O existe \g € A tal
que si A1, Ay > \g, entonces ), € St[x,,,U].

(2.17.2) Si toda red OD-Cauchy en X converge, entonces X es llamado un
espacio admisible completo.
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Lema 2.18. Sea (X,9O) un espacio admisible. Una red (x))xen en X es
O-Cauchy si y sélo si para cada U € O existe \g € A tal que U € p(xy,,Tr,)
siempre que A, Ay > Ag.

Demostracion. Supongamos que (z))xea es OD-Cauchy. Sea U € O. Exis-
te Ao € A tal que si A\j, Ay > Ao, entonces x,, € Stlz,,,U|. De donde
U € p(xy,,xy,) siempre que A, Aa > Ao.

Ahora bien, sea i € 9. Existe A\g € A tal qued € p(z,,,x,,) siempre que
A1, A2 > Ag. Del hecho que U € p(zy,, xy,), se sigue que x, € St[zy,, U] para
todo A1, Ay > A\g. De lo anterior anterior (x))xea €s una red O-Cauchy. [

Proposicién 2.19. Sea (X, 9O) un espacio admisible. Si (x)ren €5 una red
O-Cauchy y (x, )rem €s una subred convergente, entonces (xy)aea converge
ylimz,, =limz,.

Demostracion. Sean x € X tal que limz,, =z y U € O. Por (Al), existe
Ve O tal que V < %Z/{. De la Proposicién 2.16, se tiene que p(z,,,z) — O,
es decir, existe By € M tal que 8 > [ implica que V € p(zy,,z). Del
hecho que (z))xen es D-Cauchy, existe A\g € A tal que V € p(zy,,2y,)
con A, g > Ag. Sea k > [y tal que A\y > Ag. Sea v > ). Entonces
zy, € St[z,V] N Stlz,,V], de donde V € p(x,zy) N p(xy,,Ty).
Por (p.6) de la Proposicién 2.10, U € p(z,z,). Asi, z, € St[z,U], es de-
cir, (z) e conerverge a .

Por lo tanto (x))xea converge y limzy, = limz,. O]

Definicién 2.20. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que una red de
subconjuntos (Fy)aea de X es decreciente si para cada A, Ay € A tales que
A1 < Ag se tiene que F), C F),.

Teorema 2.21. Un espacio admisible (X,9O) es completo si y sélo si para
cada red decreciente (F)\)xen de subconjuntos cerrados no vacios de X con

D(F\) — O se tiene que (| F\ # 0.
AEA

Demostracion. Supongamos que X es completo. Sea (F))xea una red de sub-
conjuntos cerrados decreciente de X y D(F)) — O.

Sea z) € F) para cada A € A y sea U € 9. Veamos que ())rer €S
una red OD-Cauchy. Dado que D(F)) — O, existe Ag tal que si A > )¢ se
tiene que U € D(Fy). Para A\, Ag > Ag, tenemos que Fy, U F\, C F), y asi
Ty, Tx, € Fy,. Como U € D(F),), U € p(zx,,Tn,).
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Del hecho que X es completo, la red O-Cauchy (x))rea en X converge.
Sea x € X. Supongamos que (Z))xea converge a .
Sea v € A. Entonces (z5)5>, converge a . Como z5 € F5 C F, para todo

d >~y F, es cerrado, x € F, . Por lo tanto € ] F).
AEA

Supongamos ahora que cada red (F))yea decreciente de subconjuntos
cerrados de X con D(F)) — O tiene intersecciéon no vacia. Sea (xy)xea
una red O-Cauchy. Para cada o € A, sean G, = {2, : K > a} v F, = G,.
Notemos que (F,)aca €s una red decreciente de subconjuntos cerrados no
vacios de X.

Veamos que D(F,) — 9. Sea U € O. Existe Ao tal que U € p(xy,,z),)
siempre que A1, Ay > Ag. Porloqued € D(G,,), asit D(G,) — O. Por (2.15.2)
de la Proposicién 2.15, 2- D(G,) — 9. Ademéas D(G,) < D(F,) < 2-D(G,),
por (2.15.1) de la Proposicién 2.15, se concluye que D(G,) — O.

Dado que (F,)aca es una red decreciente de subconjuntos de X vy
D(F,) — 9, se tiene que () F, # 0. Sea z € X tal que x € () F,.

a€A a€N
Mostraremos que limz, = x. Sea U € 9. Dado que D(F)) — O, existe Ag

tal que si A\ > g, entonces U € D(F)). Como z),x € F\, U € p(xy,x).
Por lo tanto p(xy,x) — 9. Por Proposicién 2.16, toda red O-Cauchy en X
converge. Por lo tanto, X es un espacio admisible completo.

m

Corolario 2.22. Sea (X,9) un espacio de Hausdorff admisible completo. Si
(F\)xea €s una red decreciente de subconjuntos cerrados no vacios de X tales

que D(F)) — O, entonces la interseccion (| Fy consta de un sélo punto.
A€A

Demostracion. Sean z,y € (| Fx y U € 9. Del hecho que D(F)) — 9O,
AEA
se tiene que U € p(z,y). Esto implica que p(z,y) = O. Por (p.5) de la

Proposicién 2.10, z = y.

Por lo tanto, la interseccién () F) es un sélo punto.
A€A
O

Definicién 2.23. Un espacio X es totalmente acotado con respecto a £ si

para cadalf € O existen subconjuntos X7, ..., X, de X tales que X = |J X
k=1
y U € D(X}) para cada k € {1,...,n}.
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Proposicién 2.24. Un espacio admisible (X, D) es totalmente acotado si y

sdlo si para cada U € O existen x1,...,x, € X tales que X = |J St[zy,U].
k=1

Demostracion. Supongamos que X es totalmente acotado. Entonces para

cada U € O existen subconjuntos X, ..., X, de X tales que X = |J Xy y

k=1
U e D(Xy).
Para cada j € {1,...,n}, sea z; € Xj;. Del hecho que U € D(X}), se
tiene que U € p(z;,x), es decir, € St[x;,U] para cada = € X;. Por lo que

X; C Stlz;,U]. Por lo tanto X = |J St[zy,U]. Esto demuestra la primera
k=1

parte.
Para probar que X es totalmente acotado, sea U € O. Por (Al), existe

Y e O tal que V < %U. Sean x1,...,x, € X tales que X = kngt[xk,V].

Definimos X; = St[z;, V] para cada i € {1,...,n}. Notemos que X = |J Xj.
k=1

Veamos que U € D(X}) para cada k € {1,...,n}. Sean x,y € St[z;,V].
Entonces existen V;,V, € V tales que z,x; € Vi y y,2; € Vo. Asi ViNV, # (.
Como V < %U, existe U € U tal que V3 UV, C U. Por lo que y € St[z,U].
Esto implica que U € p(z,y). Se concluye que U € D(X;). Por lo tanto X es
totalmente acotado. [

Proposicién 2.25. Un espacio admisible (X, D) es totalmente acotado si y
solo si para cada red de puntos de X existe una subred O-Cauchy.

Demostracion. Supongamos que (X, O) es totalmente acotado y sea (z))aea
una red de elementos de X. Probaremos que para cada U € O, existe un
subconjunto Xy, de X tal que Y € D(Xy) y {\ € A: x) € Xy} es cofinal.
Sea U € 9. Dado que X es totalmente acotado, existen subconjuntos
Ay, A, de X talesque X = |J A, yU € D(Aj) paracada j € {1,...,n}.
j=1
Para cada j € {1,...,n}, definimos L; = {\ € A : z), € A,}. Supongamos
que cada L; no es cofinal. Entonces existe 0; € A tal que si v € L;, entonces
v < 6;. Existe § € A tal que > 6; para cada j € {l,...,n}, existe
ke {1,...,n} tal que z3 € Ay. De donde 8 € Ly, es decir § < 6. Lo cual
es una contradiccién. Por lo que existe k£ € {1,...,n} tal que Ly es cofinal.
Hacemos X;; = Ag. Entonces Xy, es un subconjunto de X tal que U € D(Xy)
y{A € A:x) € Xy} es cofinal.
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Ahora, sea I' = {(\U) : U € O,z\ € Xy}. Definimos la relacién
ANU) < (7,V) siy solosi A < vy Xy C Xy Tenemos que (I, <) es
un conjunto dirigido. Sea ¢ : I' — A definida por ¢(A\,U) = A. Entonces
(To00000) pyer es una subred de (zy)xea. Sean V € Oy f € A tal que
(8,V) € T. Sean (n, W), (v, F) €T tales que (n, W), (v,F) > (5,V). Enton-
ces 1,7 > By Xr, Xyw C Xy. Asf 2,2, € Xy. De donde V € p(z,,, z,) para
todo 7,y > B. Por lo tanto (z4(xu))(au)er es una subred O-Cauchy.

Ahora, supongamos que cada red de puntos de X tiene una subred
$-Cauchy. Para obtener una contradiccién, supondremos que X no es total-
mente acotado. Por Proposicién 2.24, existe U € O tal que {St[z,U] : x € X}
no tiene subcubiertas finitas de X. Sea F = {F' C X : F' es finito}. Entonces

(F,C) es un conjunto dirigido. Para cada F' € F, sea xp € X — |J Stly,U].
yeF

Obtenemos que (zr)rer es una red de elementos de X. Por lo tanto, existe
una funcién creciente y cofinal ¢ : A — F tal que (z,01))aea €s un subred
9-Cauchy de (zr)per. Entonces existe A\g € A tal que U € p(Ty4(9), Ty(5))
para cada 7,0 > Ag. Existe § € A tal que F)\, U {zr, } C Fp. Entonces
existe 7 € A tal que \g < my 0 <7 Asi F)\, C F, y Fy C F,, ademas
U € p(Zp(rg)s Ty(r))- De donde z,ry € X —J{St[y,U] : y € F;}. Esto es una
contradicciéon. Concluimos que X es totalmente acotado.

O

Teorema 2.26. Un espacio de Hausdorff admisible (X,9) es compacto si y
sélo si (X,9) es completo y totalmente acotado.

Demostracion. Supongamos que X es compacto. Entonces para cada U € O
la cubierta abierta {Int St{x,U] : U € O} tiene una subcubierta finita. Por
Proposicién 2.24, X es totalmente acotado.

Si (z)aea es una red D-Cauchy en X, entonces ())ea tiene una subred
convergente en X . Por Proposicién 2.19, (x))xea converge en X. Se concluye
que X es completo.

Supongamos que X es completo y totalmente acotado. Por Proposicion
2.25, para cada red de puntos de X existe una subred D-Cauchy. Del hecho
que X es completo, cada red D-Cauchy de puntos de X es convergente en
X. Por Teorema 1.41, X es compacto.

m



Capitulo 3

Espacio de funciones

A pesar de la amplia teoria que se conoce sobre el espacio de funcio-
nes continuas entre espacios metrizables compactos dotado con la métrica
uniforme, atin puede extenderse, por ejemplo, dotar al espacio de funcio-
nes continuas entre espacios admisibles de una estructura admisible. Este
capitulo nos enfocaremos a extender resultados conocidos sobre la completez
del espacio de funciones continuas entre espacios metrizables compactos al
espacio de funciones continuas entre espacios admisibles compactos.

3.1. Definiciones y resultados auxiliares

A continuacién, definiremos una topologia para el espacio de funciones
continuas entre espacios admisibles. Ademas, se expondran resultados im-
portantes que se usaran en la siguiente seccion.

Sean X un espacio topolédgico y (Y, Q) un espacio admisible. Denota-
mos por C(X,Y) al conjunto de todas las funciones continuas de X en Y.
Para cada W € £ y para cada f € C(X,Y), definimos
B(fL,W) ={g € C(X,Y) : W € p(f(x),g(x)) para todo z € X}. La co-
leccién 7 consiste del elemento () y de todos los subconjuntos U de C'(X,Y)
tal que para cada f € U existe W € O de modo que B(f, W) C U.

Teorema 3.1. La familia T es una topologia para C'(X,Y).
Demostracién. Notemos que ) y C'(X,Y) son elementos de 7 por definicién.

Sea f € |J U,. Entonces f € U, para algin v € A. Asf existe W € O tal
a€A

25
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que B(f, W) C U, C |J U,. Por lo tanto |J U, € 7. Sean U,V € 7. Sea
acl acA

f e uUnV. Dado que f € U, existe W € O tal que B(f, W) C U. Como
f eV, existe A € O tal que B(f,.A) C V. Dado que W, A € O por (Al),
existe K € O tal que K < $W y K < 3A. Sea g € B(f,K). Entonces
K € p(f(x),g(x)) para todo z € X, es decir, g(x) € St[f(z),K]. Por Lema
24, g(x) € StIf(), W] v () € St[f(x), Al y W, A € p(f(z),g(x)) para
cada = € X. Por lo que g € B(f, W) NB(f, A) C UnNV. Por lo tanto,
UNV € 7. De lo anterior concluimos que la familia 7 es una topologia para
O(X,Y).

]

En seguida definiremos una funcién para el espacio C'(X,Y’) cuyo com-
portamiento es similar al de una métrica.
Sean (Y, ) un espacio admisible y X un espacio. Definimos una funcién

p:C(X,Y)x C(X,Y)— P(O) como
p(f.g) ={U € O: f(x) € St[g(z),U] para cada x € X }.

Proposicién 3.2. La funcion p cumple las siguientes condiciones:

(p.1) Para todo f,g € C(X,Y), se tiene p(f,g9) = plg, f).

(p.2) Para todo f,g € C(X,Y), se tiene que O < p(f,9) y O = p(f, f).

(p.3) Si'Y es un espacio de Hausdorff, entonces p(f,g) = O si y sdlo si
=g

(p.4) Para todo f,g,h € C(X,Y), se tiene que p(f,h) < 1-(p(f,g)Np(g, h)).

(p.5) Para cada f,g € C(X,Y) y cada = € X, se tiene que
p(f(2), 9(2)) = 0(f. 9)

(p.6) Para todo f,g € C(X,Y), se tiene que p(f,g9) = (| p(f(x),g(x)).

zeX

Demostracion. Sea U € p(f,g). Entonces f(z) € Stlg(x),U]| para todo

r € X. Por (2.1.2) de Teorema 2.1, g(z) € St[f(x),U]. Asi, U € p(g, f),

es decir p(f,g) C p(g, f). De manera similar se prueba que p(g, ) C (f, 9).

Hemos probado (p.1).

Notemos que p(f,g) € O por definiciéon. De donde O =< 5(f, g). Aho-
ra, sean U € O y x € X. Del hecho que f(z) € St[f(z),U], se tiene que
O = p(f(z), (x)), es decir O = p(f, f). Por lo tanto (p.2) se cumple.

Para probar (5.3), supongamos que p(f,g) = 9. Sea z € X. Para cada
U e, f(x) € Stlg(z),U]. Dado que O es una familia admisible, se tiene que
{St[f(x),U] : U € O} es una base local de vecindades para f(x). Del hecho
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que Y es de Hausdorff, por Corolario 2.3, se tiene que () St[g(z), U] = {g(x)}.
Asi f(z) = g(x). Por lo tanto f = g.

Seald € 1-(p(f,g9)Np(g,h)). Entonces existe V € p(f, g) N (g, h) tal que
V < 2U. Sea z € X. Dado que V € p(f,9) N p(g,h), f(z) € Stlg(z),V]
y g(z) € St[h(x),V]. Asi existen Vi,Vy € V tales que g(z), f(z) € W,
h(z),g(x) € V. Por Lema 2.5, existe U € U tal que V; UV, C U, de donde
f(z),h(x) € U. Por lo que f(x) € St[h(x),U]. Obtenemos que U € p(f,g).
Concluimos que (p.4) se verifica.

Continuando con el orden probaremos (p.5). Sean x € X y U € p(f, g).
Entonces f(z) € Stlg(x),U]. De donde U € p(f(x),g(x)). Por lo tanto

p(f(z),9(x)) 2 p(f,9)

Finalmente, veremos que (p.6) se cumple. Sead € (] p(f(z),g(x)). En-
zeX

tonces U € p(f(x),g(z)) para todo = € X, es decir, f(z) € St[g(z),U] para

todo z € X. Por lo que U € p(f, g). O

Sean X y Y espacios. El simbolo S(X,Y") denota el conjunto de todas las
funciones continuas y suprayectivas de X en Y. Observemos que C'(X,Y") # ()
pero S(X,Y) puede ser vacio.

Lema 3.3. Sean X, Z espacios topoldgicos y (Y,9) un espacio admisible.
Sean f € C(Z,X) y gh € C(X,Y). Si f € S(Z,X), entonces
plgo f,ho f)=plg,h).

Demostracion. SeanU € p(g,h) y z € Z. Sabemos que h(z) € Stlg(z), U] pa-
ra todo x € X. Entonces h(f(z)) € Stlg(f(2)),U]. Por lo tanto
pg.h) C plgo fho f).

Ahora, sea W € p(gof,hof).Siw € Z, entonces g(f(w)) € St[h(f(w)), W].
Sea y € X. Dado que f es suprayectiva, existe w € Z tal que f(w) = y. Asi,
g(y) € St[h(y), W]. Por lo tanto p(go f,ho f) C p(g, h). O

Dados espacios X y Y, denotamos por H(X,Y") al conjuntos de todos los
homeomorfismo de X en Y. En caso de que X =Y, escribimos simplemente
H(X). Observemos que H(X,Y") puede ser vacio, pero H(X) # 0.

Lema 3.4. Sean (X,9) un espacio compacto admisible, (Y,R) un espa-
cio admisible y f € C(X,Y). Para cada U € R, existe V € O tal que si

V€ p(x,y), entonces U € p(f(z), f(y)).

Demostracién. Sea U € R. Definimos W = {f~1(U) : U € U}. Notemos que
W es una familia de conjuntos abiertos de X. Mostraremos que X C [JW.
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Sean z € X. Existe U € U tal que f(z) € U. De donde z € f~H(U). Asi
X CUW.

Por Lema 2.13, existe V € O que cumple que para cada A C X tal
que V € D(A), existe W € W tal que A C W. Sean z,y € X tales que
V € plx,y). Existe U € U tal que z,y € f~1(U). Esto implica que
f(z), f(y) € U. Por lo tanto, f(x) € St[f(y),U]. O

Lema 3.5. Sean (X,90) espacio compacto admisible,
f e CX,X), g € HX) yU € O. Entonces existe V € O tal que
Uep(fog ok, f) para cada k € C(X,X) conV € p(g, k).

Demostracion. Dado que f es continua y (X,9) es compacto, por Lema
3.4, existe W € O tal que si W € p(z,y), entonces U € p(f(z), f(y)).
Como g~! es continua, por Lema 3.4 existe V € O tal que si V € p(w, 2),
entonces W € p(g7 ' (w), g7(2)). Sea k € C(X, X) tal que V € p(g,k). Sea
z € X. Por (p.6) de la Proposicion 3.2, V € p(g(z), k(x)). Esto implica
que W e plg-(g(2)), g (k(x))). Por o que f(x) € St[f(g~"(k(x)), U]
Aplicando (p.6) de la Proposicién 3.2 se concluye que U € p(fog tok, f).

]

Denotamos a la funcién identidad en X como 1.

Lema 3.6. Sea (X,9) un espacio admisible. Sean f € H(X) y A un sub-
conjunto de X. Si f(A) = A y f(z) = z para cada z € X — A, entonces

Demostracion. Sean x € X y U € D(A). Supogamos que x € A. Entonces
f(z) € f(A). Dado que U € D(A), U € p(f(x),z), es decir, f(x) € St[z,U].
Por lo tanto U € p(f,1x). O

Sean X un espacio topolégico, (Y, 9O) un espacio admisible y &/ una cu-
bierta de X. Un elemento f € C(X,Y) es una U-funcién si U € D(f(y))
para todo y € Y. Definimos Cy(X,Y) = {f € C(X,Y) : f es U — funcién}.

Teorema 3.7. Sean X un espacio compacto de Hausdorff, (Y,Q) un espa-
cio compacto de Hausdorff admisible. Entonces S(X,Y) es un subconjunto
cerrado de C(X,Y).

Demostracion. Probaremos que C(X,Y)—S(X,Y) es un subconjunto abier-
to de C'(X,Y).
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Sea f € C(X,Y)— S(X,Y). Entonces existe y € Y — f(X). Como Y es
compacto y f € C(X,Y), existe U € O tal que Stly,U] N f(X) =

Probaremos que B(f,U) C C(X,Y) — S(X,Y). Sea g € B(f,U). En-
tonces U € p(f(z), g(z)) para todo z € X. Supongamos que g € S(X,Y).
Entonces existe a € X tal que g(a) = y. Entonces U € p(f(a),y). Esto es
una contradiccion. O

Teorema 3.8. Sean X un espacio compacto y (Y,Q) un espacio compacto
Hausdorff admisible. Si U es una cubierta de X, entonces Cy(X,Y) es un
subconjunto abierto de C(X,Y).

Demostracion. Sea f € Cy(X,Y). Dado que f es una U-funcién y
f X — f(X) es cerrada, por Teorema 1.17, para cada y € f(X) y ca-
da V € U tal que f~'(y) C V, existe un subconjunto abierto U, de Y tal que
yeU,y f1(U,) CV.Dedonded € D(f~(U,)).

Consideramos A = {U, : y € f(X)}. Dado que X es compacto y f es
continua, se tiene que f(X) es compacto. Por Lema 2.13, existe V € Q que
cumple que para cada L C Y tal que V € D(L) y LN f(X) # 0, existe
y € f(X) tal que L C U,.

Por (Al), W € Q tal que W < iV. Mostraremos que
B;(f,W) C Cy(X,Y).Seag € C(X,Y) tal que W € p(f,g). Seay € Y. Pro-
baremos que V €  D(f(g7'(y))). Sean a,b €  f(g ' (y)).
Entonces existen p,q € g (y) tal que f(p) = a y f(q) = b. Del hecho
que W € p(f,g), se tiene que W € p(f(p),g9(p)) y W € p(f(q),9(q))-
De donde W € p(a,y) N p(b,y). Por Lema 2.5, V € p(a,b). Se tiene que
Ve D(f(g7 W) v flg7'(y)) N f(X) # 0. Existe 2 € f(X) tal que
flg7(y)) <€ U.. De donde f~(f(97'(y))) < f'(U.). Entonces
gil(y) C fYflg ') < fYU.). Por (2.12.4) del Lema 2.12,
D(~ () = DU~ (/g™ ) = D(U) = {U}. Esto implica que
UeD(g (y)) Por lo tanto g es una U-funcién. O

Teorema 3.9. Sean (X,90) y (Y,Q) espacios compactos Hausdorff admisi-
bles. Entonces H(X,Y)=S(X,Y)n N Cu(X,Y).
Ued

Demostracién. Sea f € H(X,Y). Entonces f € S(X,Y). Sean y € V' y
U € 9. Dado que f es inyectiva, se tiene que existe un unico x € X tal que
f(x) = wy. Dado que U es una cubierta abierta de X, existe
U € U tal que x € U. Por lo que U € D(f *(y)). Del hecho que y € Y
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y U € O son arbitrarios, se tiene que f € [ Cy(X,Y). Concluimos que
Ued
Ued

Por otra parte, sea g € S(X,Y)N [ Cyu(X,Y). Entonces g es una funcién
ueo
continua y suprayectiva. Por Proposicién 1.19, basta con demostrar que g es

una funcién inyectiva. Sean x, z € X tales que g(x) = g(z). Seald € 9. Dado
que g € Cy(X,Y) para cada U € O, se tiene que U € D(g'(y)) para todo

y €Y. Asi U € p(w,v) para todo w,v € g~ *(y). Entonces z € () St[z,U].
Ueo
Del hecho que X es de Hausdorff, por Corolario 2.3, se tiene que z = x. Asi,

g es inyectiva. De lo anterior, S(X,Y) N [ Cu(X,Y) C H(X,Y). Por lo
Ued
tanto H(X,Y) = S(X,Y)N () Cu(X,Y). O
ueo

3.2. La completez de C(X,Y)

La propiedad de completez se preserva bajo homeomorfismo entre espa-
cios métricos. Los espacios topolégicos completos poseen ciertas propiedades
interesantes desde el punto de vista de la topologia que motiva a estudiarlos.
Iniciamos probando que el espacio de funciones continuas es completo bajo
ciertas condiciones.

Teorema 3.10. Sea X un espacio compacto y (Y,9) un espacio compacto
admisible. Entonces C(X,Y) es completo.

Demostracion. Sea (fo)aca una red O-Cauchy en C(X,Y). Sean z € X
y U € 9. Dado que (fa)aeca una red O-Cauchy, existe A € A tal que
U € p(fy, f,) para todo ¢, > A. De donde U € p(fy(x), fo(x)) para todo
Y, > A Ast (fo(2))aen es una red O-Cauchy para cada z € X. Como Y es
compacto, por Teorema 2.26, se tiene que Y es completo y con esto (f,(Z))aen
converge para cada z € X. Definimos f : X — Y como f(x) = lim f,(x)
para cada z € X. A continuacién vamos a demostrar que f = lim f, para
todo a € A.

Sea W € O. Por (Al), existe V € O tal que V < $W. Dado que (fa)aea
es una red O-Cauchy, existe 5 € A tal que V € p(f,, fy). Sea x € X y
Y € A. Por (p.5) de la Proposicién 3.2, V € p(f,(z), fy(x)) para todo ¢ € A.
Del hecho que f(x) = lim f (), se obtiene que V € p(fy(z), f(x)). Asi

Vel (p(fo(x), fu(x)) N p(fy(x), f(z))). Por (p.7) de la Proposicién 2.10,
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W € p(fo(x), f(x)). Por (p.6) de la Proposicién 3.2, W € p(f,, f) para todo
¥ € A. Esto demuestra que f = lim f, para todo a € A.

Mostraremos que f € C(X,Y). Sean w € X y W € O. Por (Al), exis-
ted € O tal que U < Q%W Dado que f = lim f,, existe 7 € A tal que
U € p(fs(x), f(x)) para todo z € X y f > 7. Del hecho que fs es con-
tinua, existe un abierto U de X tal que w € Uy f3(U) C St[fz(w),U].
Probaremos que f(U) C St[f(w),W]. Sea z € U. Dado que
U € p(f(w), f3(w)) N plfa(w), f3(2) N p(falz) F(2)) ¥ U < EW,

btenemos W € 2 - (p(f(w), fo(w)) (1 p(falw), fo(2)) N pfo(2), F(2)):
Por (p.7) de la Proposiciéon 2.10 W € p(f(w), f(2)). Por lo que

f(z) € St[f(w),W]. Ast f € C(X,Y). Por lo tanto cada red O-Cauchy
en C(X,Y) converge. De lo anterior concluimos que C'(X,Y’) es completo.
[
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Capitulo 4

La propiedad admisible de
Effros

En este capitulo desarrollamos parte de uno de los aspectos mas atractivos
del estudio de la topologia general: la propiedad de Effros. El objetivo es
generalizar la propiedad de Effros para espacios admisibles y hallar criterios
de homogeneidad para espacios admisibles.

Definiciéon 4.1. Sean (X,9O) un espacio admisible y «4 € ©O. Una
(p,U)-cadena de X es un conjunto finito no vacio {xy,...,x,} tal que
U € p(x;,z41) para todo i € {1,...,n — 1}. Decimos que la (p,U)-cadena
{z1,...,xxtvadepagsiz,=pyz, =q.

El siguiente lema generaliza a [7, Excercise 4.22, p. 63].

Lema 4.2. Sea (X,9) un espacio admisible. Si Z es subconjunto no vacio
de X, entonces

C(Z,U) ={x € X : existe una (p,U)-cadena de X de x a un punto de Z}
es un subconjunto no vacio abierto y cerrado de X.

Demostracion. Observemos que Z C C(Z,U). Por lo tanto C(Z,U) es no
vacio. Mostraremos que C(Z,U) C C(Z,U) CInt C(Z,U). Seap € C(Z,U).
Entonces existe y € Stlp,U] N C(Z,U). Asi, existe una (p,U)-cadena
{z1,...,2,} de X tal que ; € Z y x, = y. De donde {z1,...,z,,p} es
una (p,U)-cadena que va de z; a p. Por lo tanto, p € C(Z,U). Con esto se
concluye que C(Z,U) es un subconjunto cerrado de X.

Ahora, sea w € C(Z,U). Probaremos que Stjw,U] C C(Z,U). Sea
q € Stjw,U]. Dado que w € C(Z,U), existe una (p,U)-cadena {ay,...,an}

33
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de X tal que a; € Z y a,, = w. Entonces {ay, ..., an,q} es una (p,U)-cadena
de X que va de a; a q. Por lo tanto ¢ € C(Z,U). Concluimos que C(Z,U)
es un subconjunto abierto de X. O]

Definicién 4.3. Un espacio X es conexo si y sélo si los inicos subconjuntos
de X que son abiertos y cerrados en X son el conjunto vacio y el propio X.

Lema 4.4. Si (X, 9) es un espacio admisible conexo, entonces para cada par
de puntos de X hay una (p,U)-cadena.

Demostracion. Sean x,y € X y U € O. Por Lema 4.2, C({z},U) es un
subconjunto no vacio abierto y cerrado de X. Del hecho que X es conexo, se
tiene que C'({z},U) = X. Asi, existe una (p,U)-cadena que vade z eny. [

Definicién 4.5. Un espacio topolégico X es homogéneo siempre que para
cada z,y € X, existe h € H(X) tal que h(z) = y.

Definicién 4.6. Decimos que un espacio admisible (X, O) tiene la propiedad
admisible de Effros si para cada U € O, existe V € O tal que para cuales-
quiera dos puntos z y y de X, con V € p(z,y), existe un homeomorfismo
h : X — X que cumple h(z) = y y para cada z € X, U € p(z,h(z)). La
cubierta )V es llamada una cubierta de Effros para la cubierta U dada.

Referente al [4, Teorema 5.3, p. 118] se muestra el siguiente Teorema para
espacios admisibles.

Teorema 4.7. Si (X,9) es un espacio conexo admisible que satisface la
propiedad admisible de Effros, entonces X es homogéneo.

Demostracion. Sean x,y € X y U € O. Dado que X satisface la propie-
dad admisible de Effros, existe una cubierta de Effros V € O para U dada.

Del Lema 4.4, existe una (p,V)-cadena {z1,...,2,} que vade = a y. En con-
secuencia, dada j € {2,...,n}, existe un homeomorfismo h; : X — X tal que
hj(zj-1) = z;. Sea h : X — X dada por h = h, o --- o hy.
Notemos que h es un homeomorfismo de X. Ademéds h(x) = h,o0---ohy(x) =
hpo---ohs(zg) =hpo---0hy(z3) =+ = hy(z,-1) = y. Por lo tanto X es
homogéneo. 0

Definicién 4.8. Una familia U de conjuntos tiene la propiedad de intersec-
cion finita si la interseccién de cada subfamilia finita es no vacia. Una familia
centrada es una familia de conjuntos que tienen la propiedad de interseccién
finita.
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Sea U una familia de subconjuntos de un espacio X. Diremos que x € NU,
si x € A para cada A € U.

Definicién 4.9. Un sistema {B, : i € I} de cubiertas abiertas de un espacio

X se dice que es completo segiin Frolik si satisface la siguiente condicion:

(4.9.1) Si U es una familia centrada en X tal que UNB; # () para cada i € I,
entonces (U # 0.

Definicién 4.10. Sea U una cubierta de un espacio X. Decimos que U es
una cubierta punto finita si para cada x € X la colecciéon {U e U : z € U}
es finita.

Definicién 4.11. Sea (X, 9) un espacio admisible. Decimos que (X, ) es
un espacio admisible punto finito si cada elemento de £ es una cubierta
punto finita.

Teorema 4.12. Sea (X,9D) un espacio admisible punto finito. Entonces
(X, D) es completo siy solo si O es un sistema de cubiertas abiertas completo
sequn Frolik.

Demostracion. Supongamos que (X, ) es completo. Sea A una familia abier-
ta centrada de subconjuntos de X tal que A NU # () para todo U € O. Sea
P ={B C A : B finito}. La relacién B < € si B C € es una direccién para
P. Del hecho que A es una familia abierta centrada, se tiene que (B # ()
para todo B € P. Sea x5 € (B para cada B € P. Entonces (zg)pecp es
una red. Mostraremos que (zg)gecp es una red D-Cauchy. Sea U € O. Existe
UeUNA. Dedonde {U} € P. Sean D, F € P tal que {U} C D, F. Entonces
UeD, UeTF. Asizp e D CU,z5€(FCU. De donde U € p(zp, xs5).
Como (X, 9) es completo, existe z € X tal que (z3)pep converge a x. Afir-
mamos que z € [)A. Sean A € A y W un abierto de X tal que z € W.
Existe V € O tal que St[z, V] C W. Existe KX € P tal que xg € St[z, V] para
todo § > K. Notemos que K U{A} € Py X C KU {A} = £. Entonces
xg €EWyx, e (L C A Porlotanto, 2, € ANW yx € A. De lo anterior
concluimos que 9 es un sistema de cubiertas abiertas completo segin Frolik.

Ahora, supongamos que £ es un sistema de cubiertas abiertas com-
pleto segin Frolik. Sea (x))xea una red de OD-Cauchy en X. Sea U € ©O.
Por Lema 2.18, existe Ay, € A tal que U € p(zg,x,) para todo
6,7 > M. Entonces {zp : § > My} C St[zy,,,U]. Para cada U € U, definimos
F'U)={B8eAN:B> g cU}. SeaG={V el :x,, €V} Notemos
que G es finita. Afirmamos que existe V' € G tal que I'(V') es cofinal.
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Supongamos que I'(V') no es cofinal para todo V € G. Para cada V € G,
existe Oy € A tal que Oy > Ny y siy € ['(V), se tiene que v > 6y.. Dado
que A es un conjunto dirigido, existe n € A tal que n > 6y para todo V € G.
De donde n > Ny, asi z,, € Stlxy,,U], es decir, z,,z,, € W para algin
W e U. Por lo que W € G. De donde, z,, € I'(W) y n > 6y, lo cual es una
contradiccion.

Sea A = {U : existeUd € O tal que U € Uy I'(U) es cofinal}. Notemos que
A es una familia abierta. Probaremos que A es una familia centrada. Sean
Ui, ..., Uy € A. Entonces existen Ui, ..., U, € O tales que U; € U; y T'(U;)
es cofinal. Sea @ > Ny, para todo i € {1,...,k}. Existe v € ([, T'(U;) tal
que v > 6. De donde z., € U; para todo i € {1,...,k}. Por lo que U; # 0.
Por hipétesis, obtenemos que mﬁ # .

Sea y € [)A. Mostraremos que p(xy,y) — O. Seald € O. Entonces existe
YeOtalqueV < Q%U. Del hecho que y € (A, se tiene que y € U para todo
U € A. Entonces Stly, V|NU # () para todo U € A. Sea R € ANV. Entonces
zy, € R. De donde RN Stfy, V] # 0, asi existe V € V tal que VN R # 0.
Sea A > Ay. Entonces z, € St[z,,,V]. Existe S € V tal que zy,x), € S.
De modo que SNR # 0y RNV # (. Por Lema 2.5, existe U € U tal que
SURUYV CU. De esto xy,y € U. Por lo tanto U € p(z,,y). Concluimos
que (X, ) es completo segin Cauchy.

[

Definicién 4.13. Un subconjunto G de un espacio X se dice que es un
G(I)-subconjunto de X si es la interseccion de una familia de abiertos
{Lk ke I}

Usaremos estos tres resultado conocidos en la literatura.

Teorema 4.14. [3, Theorem 2.5., p 362] Sea X un espacio reqular que tiene
un sistema completo {B; : i € I} de cubiertas abiertas segin Frolik. Entonces,
cada G(I)-subconjunto no vacio de X tiene un sistema completo de cubiertas
abiertas.

Teorema 4.15. [3, Theorem 2.6., p 362] Si X es un espacio reqular que tiene
un sistema completo {B; : 1 € I} de cubiertas abiertas segun Frolik. Enton-
ces cada subespacio cerrado F' de X tiene un sistema completo de cubiertas
abiertas.

Teorema 4.16. [3, Theorem 2.7., p. 363] Sea X un espacio reqular que
tiene un sistema completo {B; : i € I} de cubiertas abiertas segun Frolik.
Las siguientes propiedades de un subconjunto A de X son equivalentes:
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(4.16.1) A tiene un sistema de cubiertas abiertas completo segin Frolik.
(4.16.2) A es la interseccion de un subconjunto cerrado y de un G(I)-subconjunto
de X.

Ya estamos en condiciones de probar la completez del espacio de homeo-
morfismos de un espacio admisible punto finito.

Teorema 4.17. Sea (X,9) un espacio admisible punto finito reqular. En-
tonces H(X) es completo.

Demostracion. Del Teorema 3.7, S(X, X) es cerrado en C(X, X) y por Teo-

rema 3.8, cada Cy (X, X) es abierto en C'(X, X). Ademas del Teorema 3.9,

H(X) =SX,X)n N Cu(X,X), es decir, H(X) es la interseccién de un
Ued

subconjunto cerrado y de un G(I)-subconjunto de X. Por (4.16.2) del Teore-

ma 4.16, H(X) tiene un sistema completo de cubiertas abiertas segin Frolik.
Del Teorema 4.12, se tiene que H(X) es completo. O

A continuacién enunciamos y demostramos algunos resultados de [8] ge-
neralizando cada uno de ellos a espacios admisibles.

Definicién 4.18. Sea X un espacio topoldgico. Para cada = € X, sea
H,={he HX): h(z) =z}

Notemos que si f,g € H,, entonces f o g(x) = f(g(z)) = f(z) =2y
fHx)==x. Porloque foge H, y f~! € H,.

Lema 4.19. Sea (X, O) un espacio admisible. Entonces H, es un subconjunto
cerrado de H(X) para cada x € X.

Demostracion. Sean © € X y (hy)aea una red convergente en H,. Sea
f € H(X) tal que hy — f. Por Corolario 1.26, basta con demostar que
f € H,. Por (p.5) de la Proposicion 3.2, p(hx(z), f(2)) < p(hy, f) para cada
z € Z. Asi, hy(x) — f(x), es decir, x — f(x). Por lo tanto f € H,. ]

Teorema 4.20. Sea (X,9) wun espacio compacto admisible. Entonces
0: H(X) x H(X) — H(X) definida por ¢(f,g9) = fog™' es continua.

Demostracion. Sean (f,g) € H(X) x H(X) y U abierto de H(X) tal que
©(f,9) € U. Entonces existe U € O tal que B(fog ', U)NH(X) C U. De
(A1), existe W € ©O tal que W < iU. Por Lema 3.5, existe
Ve tal que W e p(fogtok,f) para todo k € p(g,V). Notemos que
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B(fLW)NH(X) y B(g, V)N H(X) son vecindades de f y g respectivamente
en H(X). Mostraremos que ¢(B(f, W) x B(g,V)) C B(fog ', U).

Sea (h,j) € B(f,W) x B(g,V). Entonces W € p(f,h) y V € p(g,7). Del
hecho que V € p(g,7), se tiene que W € p(f o g7' o 4, f).
Por Lema 3.3, p(fog thoj ') = p(fogtoyjh) Por (p.4) de la Pro-
posicién 3.2, p(fogtoj h) X 1-(p(fog™toj f)Np(f,h)). Dado que
W e plfog-tod F)NAFR) y W< M1, se tiene que th € p(f og~1, hoj=).
Por lo tanto ¢ es continua.

O

Lema 4.21. Sea (X,9) un espacio compacto de Hausdorff admisible. En-
tonces n: H(X) x X — X definida por n(h,x) = h(x) es continua.

Demostracion. Sean (h,xz) € H(X) x X y V abierto de X tal que h(xz) € V.
Por (A2), existe V € O tal que St[h(x),V] C V. Por Lema 3.4, existe W € O
tal que si W € p(x,y), entonces V € p(h(x),h(y)). Por (Al), existe R € O
tal que R < %W Por Lema 3.5, existe U € O tal que sild € p(h, g), entonces
R € p(h™' o g,1x). Mostraremos que n(B(h,U) x St[z,R]) C St[h(z),V].

Sea (k,z) € B(h,U) x Stlx,R]. Entonces U € p(h,k). De donde
R € p(h™t o k,1x). Del hecho que R € p(h™'ok(2),2) NR € p(z,x) y
R < W, se tiene que W € p(h™ o k(z),z). Asi, V € p(k(z), h(x)).

Por lo tanto 7 es continua. O

Definicién 4.22. Para cada f € H(X) y z € X, sea
H(X)/H,=fH,={fok:keH,}.

Notemos que H(X)/H, tiene la topologia cociente por la funcién
6. H(X)/H, — X.

Definicién 4.23. Una familia de cubiertas admisible © de X es razonable
si C(X,X) es admisible punto finito y ¢, : H(X)/H, — X definida por
¢:(gH,) = g(x) es una funcién abierta.

Teorema 4.24. Si (X,9) es un espacio compacto de Hausdorff admisible y
O es razonable, entonces vy, : H(X) — X dada por v,(g) = g(x) es abierta
para cada x € X.

Demostracion. Sea © € X. Sea m, : H(X) — H(X)/H, dada por
7.(f) = fH,. Mostraremos que 7, es una funcién abierta.
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Sea P abierto en H(X). Sea h € (7, *(7,(P))). Entonces 7, (h) € 7, (P).
Asi, existe f € P tal que w.(f) = m.(h). De donde
fH, ={fok:ke H} ={hol:1l € H,} = hH,. Dado que f € P,
existe U € O tal que B(f,U) N HX) < P. Por otro lado,
del hecho que f € hH,, existe [ € H, tal que f = h ol. Probaremos que
B(h,U) N H(X) C (m; (m,(P)).

Sea g € B(h,U)N H(X). Entonces U € p(h, g). Dado que | € H(X), por
Lema 3.3, p(h, g) = p(hol,gol) = p(f,gol). Asi, gol € B(f,U) C P. Por lo
que g ol € P. Afirmamos que m.(9) = m(g o l), es decir

={gok:ke H,} ={goloj:j€ H,} =(gol)H,.

Notemos que gok =golxok=golol tok. Dado que I™', k € H,, se
tiene que "' o k € H,. Por lo que gH, C (gol)H,.

Ahora, dado que [, j € H,, entonces o j € H,. Asi (gol)H, C gH,. Por
lo tanto gH, = {gok : k € H,} = {goloj:j€ H,} = (gol)H,. Concluimos
que 7, es abierta. Mas aun v, = ¢, o m,. Por lo tanto 7, es abierta. O]

Teorema 4.25. Si (X, D) es un espacio compacto admisible homogéneo y O
es razonable, entonces tiene la propiedad admisible de Effros.

Demostracion. Por los teoremas 4.20 y 4.24, v, es abierta y suprayectiva
para cada x € X. Sea U € O. Por (Al), existe W € O tal que W < 1U.
Entonces Int (B(1x, W) N H(X)) es abierto de H(X) que contiene a la fun-
cién identidad. Sea D = {7, (Int (B(1x, W) N H(X))) : x € X}. Notemos
que D C X. Sea y € X. Sabemos que 1x € Int (B(1x, W)N H(X)).
Entonces y = 1x(y) = 7(lx) € v (Int(B(1x,W)NH(X))) € D. De
donde y € |JD. Asi, D es una cubierta abierta de X. Por Lema 2.13,
existe V € O para D que cumple que para cada A subconjunto de X
tal que V € D(A), existe v.(Int(B(lx,W)NH(X))) € D tal que
A C (Int(B(1x,W)NH(X))). Sean z,y € X con V € p(z,y).
Se tiene que V €  D({z,y}). Luego, existe w € X
tal que z,y €  7(Int(B(1,,V)) N H(X)). Entonces existen
g,h € Int (B(1x,W)) N H(X) tales que g(w) = x y h(w) = y. Por Lema
3.3,0(9,1x) = p(1x, 97 ) y W € p(h,1x). Asi, W € p(1x, g™ "). Tenemos que
g ' € Int(B(lx,W)). Denotamos f = h o g !. FEntonces
f(x) = h(g7Hz)) = h(w) = y. Por (p. ) de la Proposicién 3.2,
p(f(2),2) = p(hog™(2), 1x(2)) = 1-(p(hog™"(2), 971 (2))Np(g™ (2), 1x(2))).
De los hechos que W < U y W € p(h1x) N plgt 1x),
W e plhog(2),9742)) Nplg~(2),1x(2)) y (p.6) de la Proposicién 2.10,
se tiene que U € p(f(2), 2). O
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