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RESUMEN

La conductividad térmica de los fluidos dipolares se calculó para varias temperaturas

que vaŕıan la densidad reducida por medio de simulaciones de dinámica molecu-

lar. Los métodos Green-Kubo y Müller-Plathe se utilizaron para este propósito. La

conductividad térmica de los fluidos Lennard-Jones se calculó para probar tales me-

todoloǵıas, nuestros datos se compararon con los generados previamente. Aunque el

método Green-Kubo nos da valores ligeramente mayores en comparación con el méto-

do Müller-Plathe, se encontró un excelente acuerdo. Después de eso, la conductividad

térmica de los fluidos dipolos se calculó para un rango de momentos dipolos reduci-

dos, µ∗, desde 0,5 hasta 4. Los momentos dipolares más intensos conducen a valores

numéricos más grandes de la conductividad térmica, esto se observa de manera más

notoria en altas densidades. Se pueden alcanzar arreglos estructurales particulares

para bajas fuerzas dipolares, los arreglos hexagonales compactados (∼ 37 %), cúbico

simple (∼ 28 %) y grafeno (∼ 16 %), en este orden, tienen la mayor probabilidad de

aparecer en una configuración espacial. Sin embargo, para µ∗ = 4, la probabilidad

de observar tales arreglos cambian en este orden: cúbico simple (∼ 38 %), grafeno

(∼ 33 %) y empaquetado hexagonal compactado (∼20 %). Finalmente, el factor de

estructura para los fluidos dipolos mostró isotroṕıa para dipolos reducidos bajos, pero

esta propiedad resultó en anisotroṕıa para valores grandes de µ∗ donde comienza a

alcanzar una mayor relevancia en una organización espacial.



INTRODUCCIÓN

Las propiedades de transporte son útiles para comprender las propiedades estructu-

rales de los materiales, aśı como también para mejorar algunas caracteŕısticas de śı

mismos. La viscosidad de corte, la difusión y la conductividad térmica son las pro-

piedades dinámicas más determinadas mediante experimentos, teoŕıa y simulaciones

por computadora. En particular, todos ellos han sido calculados para fluidos dipola-

res mediante el uso de simulaciones por computadora que emplean tanto la dinámica

molecular de equilibrio como la de no-equilibrio [1]. Tradicionalmente, el potencial de

Stockmayer ha sido usado para analizar sistemas dipolares [1].

Daschakraborty y Biswas [2] analizaron la viscosidad de corte y la autodifusión para

los fluidos dipolares modelo, donde se utilizó el potencial Stockmayer. Demostraron

que cuanto más alta es la intensidad del dipolo, mayor es la viscosidad de corte y

se observa una tendencia opuesta para la auto difusión. Sin embargo, hasta don-

de sabemos, no se ha realizado un análisis equivalente de conductividad térmica.

Ciertamente, la conductividad térmica de los fluidos dipolares ha sido calculada por

Fernández y colaboradores [3] por medio de la simulación de dinámica molecular en

equilibrio utilizando el método de Green-Kubo [1], en esta contribución el potencial

de interacción es la suma de la función de Lennard-Jones y un término proporcional

al dipolo puntual. Sus datos son dif́ıciles de reproducir incluso los datos que gene-

raron para fluidos de Lennard-Jones donde µ∗ = 0. Además, este mismo grupo [4]

ha estimado la conductividad térmica para fluidos reales tomando como función de

interacción el potencial de Stockmayer [1]. Dichos autores analizaron algunos com-

puestos refrigerantes y obtuvieron buenos resultados luego de compararlos con los

datos experimentales previamente obtenidos [5]. En una contribución diferente, Reza

y Bahare [6] calcularon la misma propiedad dinámica para las mezclas de refrigerantes

utilizando el método de ecuación integral y también emplearon el mismo potencial de

interacción que se mencionó anteriormente. Sus datos son cercanos a los experimen-



Índice de figuras 9

tales y sistemáticamente la desviación es de alrededor del 10 %.

En el caso particular en que el dipolo eléctrico es nulo, significa que estamos traba-

jando el caso del fluido Lennard-Jones, la conductividad térmica ha sido calculada

por Eskandari y colaboradores [7] mediante la teoŕıa de los métodos y la simulación

de dinámica molecular, donde se utilizó el método Green-Kubo. Sistemáticamente,

encontraron que los datos teóricos son ligeramente más grandes que aquellos genera-

dos por simulaciones de dinámica molecular. En una contribución diferente, Bugel y

Galliero [8] estimaron la misma propiedad dinámica al incluir una corrección emṕırica

y al usar la técnica de dinámica molecular de no equilibrio, calcularon la conductivi-

dad térmica para algunos fluidos reales y también para fluidos Lennard-Jones. Este

último conjunto de datos muestra un buen acuerdo cuando se compara con los datos

mencionados anteriormente.

En este trabajo, se calcula la conductividad térmica del modelo Lennard-Jones y los

fluidos dipolares mediante el uso de los métodos Green-Kubo [1] y Müller-Plathe [10].

Estamos interesados en verificar si la conductividad térmica depende solo de la in-

tensidad del dipolo y si lo hace de manera similar al caso de la viscosidad de corte,

particularmente buscaremos dar una explicacion f́ısica. Creemos que las disposiciones

estructurales dentro de los fluidos inducidas por la orientación de los dipolos son la

clave. El factor de estructura estático se calculó para verificar la isotroṕıa sobre los

fluidos dipolares [11], de la misma manera que se hizo en el trabajo de Castrejón-

González y colaboradores [12].



1. JUSTIFICACIÓN

Los fluidos dipolares se pueden modelar como átomos de Lennard-Jones más un mo-

mento dipolo eléctrico puntual, particularmente, el potencial de Stockmayer [1] se ha

utilizado para este propósito la mayor parte de las veces. Los gases refrigerantes se

pueden modelar como fluidos dipolares, dichos gases son importante debido a que no

hace muchos años usaban como un componente a los cloroperfluroalcanos, CFC [13].

Después que salio a la luz la evidencia de que dichos compuestos estaban destruyendo

la capa de ozono se prohibió su uso. Dichos gases refrigerantes se usaban en los con-

densadores para poner en marcha sistemas de enfriamiento, tales como refrigeradores,

aire acondicionado, etc. Hoy en d́ıa hay en el mercado varios compuestos refrigerantes

comerciales de los cuales no se conocen todos sus componentes y que significan un

importante oportunidad de negocio. Creemos que es posible hallar una combinación

de fluidos que reproduzca el comportamiento de compuestos comerciales a través de

modelar fluidos dipolares de manera precisa, pero para ello necesitamos por comenzar

a estimar propiedades termodinámicas de bulto o al interior de una sola fase, ya sea

gas o liquido. En esta propuesta comenzamos por estimar la conductividad térmica,

y que por cierto, hasta donde sabemos aun no hay una explicación de que sucede al

interior de los fluidos dipolares al variar la intensidad del dipolo.



2. DINÁMICA MOLECULAR

La dinámica molecular es una técnica de simulación, se basa en resolver las ecua-

ciones de movimiento de Newton de manera numérica, para N moleculas; con esta

técnica se pueden calcular propiedades de equilibrio como presión, temperatura, etc. y

propiedades de transporte como coeficiente de viscocidad, conductividad termica, las

part́ıculas obedecen las leyes de la mecánica clásica. La dinámica molecular consiste

en elegir un sistema modelo de N part́ıculas y resolver las ecuaciones de movimiento

de Newton, se equilibra el sistema y se realiza la medición que se comparará con

resultados teóricos [21].

Para un sistema de N moléculas que interactúan con un potencial U , las ecuaciones de

movimiento pueden ser escritas en función lagrangiana que está definida en términos

de las enerǵıas potencial y cinética L = K−U , si estamos hablando de un sistema en

coordenadas cartesianas podemos decir que fi = mir̈ con mi la masa del átomo i, de

esta manera se puede ver la fuerza en función de la lagriangiana que es fi = −∇rL que

a su vez es igual a la ecuación(2.1), donde se considera que la fuerza es conservativa

si U es un campo escalar [1]

fi = −OrU (2.1)

Las ecuaciones de movimiento de Newton sólo pueden ser resueltas numéricamente

debido a la interacción interatómica que existe entre moléculas, esta es representada

por un potencial de Lenard-Jones, por lo que es necesario recurrir a métodos de inte-

gración numérica [22].

Es importante saber que, para poder calcular las propiedades macroscópicas de un

sistema a partir de sus propiedades microscópicas se hace uso de los ensambles es-

tad́ısticos, estos ensambles se eligen estratégicamente tomando en consideración las
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propiedades que queremos conocer. Las propiedades macroscópicas en realidad son

calculadas como el valor promedio de las propiedades microscópicas, un ejemplo de

esto es la presión que ejerce un gas, esta es debido a las colisiones que existe entre las

part́ıculas y la superficie que contiene dicho gas, de igual manera la temperatura es

el promedio de la enerǵıa cinética de las part́ıculas [23].

Un ensamble estad́ıstico o espacio fase(Γ) es representado geométricamete por una

distribución de puntos en un espacio de coordenadas generalizadas 6N dimensional, un

punto en este espacio fase representa un microestado, el conjunto de estos microesta-

dos representan la condición macroscópica [24]; un microestado(Ω) es la configuración

de las part́ıculas, está determinado únicamente por las coordenadas qv y momentos

pv, además es importante saber que dicho microestado varia en el tiempo [23].

El ensable que usaremos es el canónico, este ensamble ayudará a calcular propiedades

de un sistema que no está aislado sino que está en equilibrio térmico con un sistema

más grande, para ello se hace un análisis con un reservorio térmico o baño de calor que

permitirá tener una temperatura constante, permitiendo aśı que haya intercambio de

energia entre el baño de calor y el sistema de interes, considerando como variables

constantes (NVT) de esta manera podemos hacer uso de la siguiente ecuación.

Pi =
e−βEi

Z
(2.2)

La ecuación (2.2) representa la probabilidad de encontrar el sistema S en un micro-

estado i con enerǵıa Ei, donde Z representa la función de partición, β es la constate

de Boltzman.

Z = Σe−βEi (2.3)

Si ahora consideramos el espacio fase, podemos calcular la probabilidad de que en

cada microestado exista una enerǵıa(Ei) accesible para nuestro sistema de interés,

llegando aśı a la ecuación (2.4) que representa la densidad de probabilidad ρ. [23]

ρ(qν , pν) =
e−βH(qν ,pν)∫∫

dq3Nν dp3Nν e−βH(qν ,pν)
(2.4)
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donde H es el Hamiltoniano del sistema que representa la enerǵıa total.

I. Potencial de interacción

Consideremos el caso más simple de un sistema de N átomos, nuestro interés es co-

nocer la enerǵıa potencial de dicho sistema, suponga que en dicho sistema existen

interacciones entre pares de moléculas, ternas de moléculas etc. además un campo

externo, entonces podemos escribir nuestra función potencial como la suma de las

interacciones individuales de este. [1]

En otras palabras la enerǵıa potencial puede ser dividida en términos según las coor-

denadas de los átomos, ya sean individuales, pares, ternas, etc. como se muestra en

la ecuación (2.5)

u =
∑
i

U1(ri) +
∑
i

∑
j>i

U2(ri, rj) +
∑
i

∑
j>i

∑
k>j>i

U3(ri, rj, rk) + ... (2.5)

Donde
∑

i

∑
j>i representa la suma de las interacciones por pares sin contar las mis-

ma interacción dos veces, ya que ij = ji, lo mismo ocurre para una interacción triple

y aśı sucesivamente. Además el primer término en la ecuación (2.5) representa la in-

teracción de un campo externo, el resto de los términos representa la interacción de

las part́ıculas entre si, el segundo término es el potencial por pares depende sólo de

la magnitud de separación de las moléculas y lo podemos escribir como U(rij) [1].

El potencial de interacción se elige estratégica-mente para proporcionar modelos úti-

les de sistemas reales; fue usado el potencial de Stockmayer que es la superposición

de un potencial Lennard-Jones y un potencial Dipolo-Dipolo [1]; antes de analizar el

potencial Stockmayer, hablemos un poco sobre las fuerzas intérmoleculares, existen

tres tipos de estas que son las interacciones Dipolo-Dipolo, fuerzas de dispersión de

London y Enlaces por puente de Hidrógeno; en particular, nos concentraremos en

las fuerzas de Van der Walls son las conocidas como ”Fuerzas Dipolo-Dipolo”, es-

tas son de naturaleza electrostática y son más débiles que las interacciones iónicas

o covalentes, la fuerza de Van der Walls explica las fuerzas de atracción y repul-

sión de las moléculas a presiones elevadas, está es una modificación de la ecuación
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de los gas ideales tal y como lo mostró en su tesis doctoral Johanes van der Waals [25].

I.1. Fuerza ion-dipolo

Este tipo de fuerzas existe entre un ion y la carga parcial de una molécula polar, las

moléculas polares son dipolos que tienen un extremo con carga positiva y el otro con

carga negativa; la polaridad representa que tan equitativamente están repartidos los

eléctrones, el momento dipolar de una molécula es una medida de la separación de

las cargas [25].

FIGURA 1.a) Representa la interacción de un ion con carga negativa(anion) y el dipolo, b) cuando

este es positivo(catión).Tomada de[31]

Como se muestra en la figura hay dos casos en los que sucede una fuerza ion-dipolo,

ya sea cuando el ion es negativo(anión-dipolo) o cuando es positivo(catión-dipolo), la

magnitud de la atracción aumenta cuando la carga del ion aumenta o la magnitud

del momento dipolar aumenta [25].

I.2. Fuerza dipolo-dipolo

Este tipo de fuerzas ocurre entre dos moléculas polares, estas se atraen entre śı, cuan-

do el extremo positivo de una molécula se encuentra con el extremo negativo de otra,

este tipo de fuerza es efectiva a cortas distancias, es más débil que una fuerza del

tipo ION-DIPOLO, además en ĺıquidos las moléculas polares tienen libertad de mo-

vimiento respecto a otras y pueden tener orientación de atracción o repulsión [25].
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Figura 2. a) Representa una orientación donde los polos opuestos se están atrayendo, b) en esta

orientación los polos se repelen. Tomada de [32]

I.3. Fuerzas de dispersión de London

Existen fuerzas dipolares entre átomos y moléculas no polares debido a que estas tie-

nen un momento dipolar instantáneo, ya que el movimiento de los electrones pueden

crear este momento dipolar instantáneo, esta fuerza existe entre todas las moléculas

(polares o no polares), las polares experimentan a su vez fuerzas de dispersión ins-

tantáneas [25].

I.4. Potencial Lennard-Jones

El potencial LJ es uno de los potenciales intermoleculares más usados en la simu-

lación molecular clásica, fue propuesta para describir la fuerza de cohesión de gases

nobles como el Argón [26]; la fuerza de cohesión es ”Conjunto de fuerzas magnéticas

y eléctricas que mantienen unidos los átomos de una molécula” [27].

El potencia LJ es un potencial simple, este puede modelar enlaces débiles de fuerzas

tipo Van der Waals, produce enerǵıas de enlace fiables, se modela por la ecuación(2.6).

U(r) = 4ε

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]
(2.6)

Donde r es la distancia de separación entre dos átomos, ε es la profundidad del po-

tencial, σ es el diámetro de las moléculas, estos parámetros pueden ser ajustados para

replicar u obtener datos que sean de nuestro interés.
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Las interacciones atractivas entre átomos de un gas noble (los gases nobles son mono-

atómicos a condiciones estándares o condiciones normales, son inodoros e incoloros),

se debe a los dipolos temporales creados por las fluctuaciones en las nubes electróni-

cas de los átomos( Fuerzas de London), las interacciones repulsivas son debido a la

superposición de las nubes electrónicas que fuerza a los electrones a un estado mayor

de enerǵıa (Principio de exclusión de Pauli) [29].

Desde el punto de vista de la teoŕıa ondulatoria de la luz (dualidad onda part́ıcula)

todo el universo puede ser descrito en términos de part́ıculas, estas part́ıculas contie-

nen una propiedad intŕınseca conocida como spin, el spin de una part́ıcula nos dice

como se ve esta de diferentes direcciones, una particula de spin 0 es como un punto,

este se ve igual desde cualquier dirección, las de spin 1 son como una flecha, esta ya

se ve diferente si se gira un poco, se tendŕıa que girar una vuelta para que se vuelva a

ver de las misma manera, la particula de spin 2 tendŕıa que ser girada media vuelta

para que se vuelva a ver de la misma manera, sin embargo una particula de spin 1
2

tendŕıa que ser girada dos vueltas, las part́ıculas de spin 1
2

conforman la materia del

universo mientras que las de spin 0, 1, 2 dan lugar a las fuerzas entre las part́ıculas

de los materiales. El principio de exclusión de Pauli dice que dos part́ıculas similares

no pueden existir en el mismo estado de enerǵıa, es decir, no pueden tener la misma

posición y velocidad [28].

El término −
(σ
r

)6
es la parte atractiva del potencial LJ, mientras que el término(σ

r

)12
es la parte repulsiva, la suma de estas dos contribuciones se muestra a conti-

nuación.
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Figura 3. Esta muestra la interacción de las part́ıculas a larga y corta distancia también conocido

como potencial Lennard-Jones, como se puede ver, existe la parte repulsiva que domina a cortas

distancias y la parte atractiva para grandes distancias .Tomada de[30]

El término repulsivo domina a cortas distancias, mientras que el atractivo lo hace a

grandes distancias [29]. Además es importante saber que para calcular la fuerza de

interacción de la molécula i con la molécula j se hace uso de la ecuación (2.1), vamos

a deducir la fuerza a partir del potencial de Lennard-Jones.

~Fij = −∇rU (rij) = −∂U (rij)

∂~r
(2.7)

Por tanto, partiendo de ecuación (2.7) podemos llegar a ecuación (2.8), el desarrollo

se encuentra en el Apendice A.

~Fi =
N∑
j=1
j 6=i

~Fij = −24ε
N∑
j=1
j 6=i

[
2

(
σ

rij

12
)
−
(
σ

rij

6
)]

~rij
r2ij

(2.8)

I.5. Potencial dipolo-dipolo

Este tipo de fuerzas existe en moléculas polares como ya se hab́ıa mencionado, las

moléculas polares están conformadas por densidades de carga la cual no es unifor-

me, esta diferencia de densidades genera lo que se llama momento dipolar, además

mientras más polarizada este una molécula mayor será su momento dipolar, ya que



2. Dinámica Molecular 18

la polarización representa la reorientación de las cargas como se muestra en la figura

4, entre más grande sea el momento dipolar mayor será la fuerza de interacción inter-

molecular dipolo-dipolo, la diferencia de electronegatividad también juega un papel

importante.[40][41]

Figura 4. Los electrones de la molécula están reordenados de tal manera que que generan un

dipolo. Tomada de[33]

La ecuación del potencial dipolo dipolo es la siguiente

Udd = c

[
~µi · ~µj
r3ij

− 3(~µi · ~rij)(~µ2) · ~rij
r5ij

]
(2.9)

donde rij es el vector que conecta los dos dipolos, c es una constante para dipolos

eléctricos o magnéticos, además las caracteŕısticas geométricas son las mismas para

dipolos eléctricos o magnéticos, esta ecuación contiene información de la fuerza de

interacción, describe la enerǵıa potencial, las fuerzas sobre los cuerpos que contiene

dipolos y los pares de torsión en los dipolos.[40][41]

I.6. Sumas de Ewald

Este método tiene la ventaja de considerar el potencial de interés para grandes dis-

tancias, ya que, si nos limitamos al estudio del potencial hasta el radio de corte, esto

implicaŕıa que perdeŕıamos demasiada información, por otro lado, si consideramos

un radio de corte mucho más grande esto implicaŕıa un mayor coste computacional.

Este nos sirve para calcula la enerǵıa de interacción de largo alcance para sistemas

periódicos, sin embargo, también es de utilidad para fluidos dipolares; este método
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transforma la enerǵıa potencial del sistema en dos series infinitas que convergen más

rápido, una en el espacio real y otra en el espacio de Fourier, sin embargo se usó

un potencial Stockmayer, entonces tenemos dos formas de calcular propiedades de

transporte, ya sea usando el método sumas de Ewald o usar un radio de corte 4σ; en

el presente trabajo se uso un radio de corte 4σ sacrificando precisión por rapidez.[39].

II. Condiciones de frontera periódicas y convención de mı́nima
imagen

Las condiciones de frontera periódicas son importantes al modelar sistemas finitos,

ya que estos nos podrán ayudar a reproducir resultados que se asemejen a un sistema

infinito, la cuestión es que tan grande debe ser el sistema finito para que sea capaz

de reproducir estos resultados; si consideramos que la simulación se lleva acabado en

algún contenedor, donde este contiene paredes f́ısicas donde los átomos chocan mien-

tras intentan escapar de la región de simulación, para sistemas de tamaño microscopio

solo una pequeña fracción de átomos esta en contacto con las paredes, considere un

sistema que contiene 1021 átomos, esto quiere decir que aproximadamente hay 1014

átomos que interacciona con las paredes, sin embargo si ponemos un ejemplo de

dinámica molecular donde se usan 1000 moléculas esto implicaŕıa que 500 sentiŕıan la

presencia de las paredes, entonces muy pocas moléculas estaŕıan en el interior de la

caja de simulación, y no podŕıa dar resultados que se aproximen a un sistema infinito

real; la ventaja es que no estamos interesados en conocer el comportamiento cerca de

las paredes del contenedor por tanto podemos eliminarlas, un sistema que esta deli-

mitado pero libre de paredes f́ısicas puede ser construido recurriendo a condiciones

de frontera periódicas [22].

Considere un caja cúbica (contenedor) que es replicada a lo largo del espacio para

obtener un sistema infinito representado en el espacio Figura 5, si una molécula de la

caja original se mueve, entonces las moléculas replicadas en las otras cajas se moverán

de la misma manera, esto quiere decir que si una molécula deja la caja central(caja

original) una de sus imágenes entrará por la cara opuesta de esta; por tanto no hay

paredes f́ısicas en este nuevo sistema entonces no habrá moléculas que sientan dicha

interacción, de esta manera podemos calcular las coordenadas de N moléculas; una
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gran ventaja al hacer replicas del contenedor original es que la densidad se conserva

en todo el sistema, al hacer la simulación no es necesario guardar las coordenadas de

todas las imágenes sino sólo las de la caja original [1].

Figura 5. Los ćırculos color solido representan las moléculas originales que están en la caja original,

los ćırculos vaćıos representan las replicas de las moléculas originales , se puede observar que si una

molécula deja la caja central, entonces su replica la sustituirá entrando por la cara opuesta a la que

salio, permitiendo aśı que la densidad se conserve.Tomada de[34]

Debemos calcular propiedades de sistemas sujetos a coordenadas de frontera periódi-

cos, como sabemos el corazón de los programas de dinámica molecular (DM) y Monte-

carlo (MC) es el cálculo de la enerǵıa potencial de una configuración particular y para

la DM las fuerzas que actúan sobre todas las moléculas; entonces debemos considerar

como calcular la fuerza sobre la molécula i y las contribuciones de la enerǵıa potencial

alrededor de esta asumiendo interacción por pares [1]; por lo que es necesario incluir

las interacciones entre la moléculas i y cada una de las moléculas en la simulación, en

nuestra configuración existen N−1 términos en la suma, pero además debemos incluir

las interacciones de la molécula i y sus moléculas imagen en las cajas de alrededor,

esto se vuelve un cálculo infinito que es imposible de hacer, sin embargo podemos usar

potenciales de interacción intermoleculares de corto alcance restringiendo la suma y

haciendo una aproximación [1].



2. Dinámica Molecular 21

Considere la molécula 1 en el centro de una caja de simulación (cuadro punteado)

como se ve en la figura 6, esta caja tiene la misma longitud que la caja original pero

es colocada estrategicamente [1],

Figura 6. Representación grafica de el convenio de mı́nima imagen, como se puede observar la caja

de simulación(caja punteada ) sólo tomara en cuenta las interacciones que se encuentren dentro de

esta.[1]

la molécula 1 interactuá con todas las moléculas que están dentro de la región de la

imagen más cercana de otras N − 1 moléculas, a este proceso se le conoce como el

convenio de mı́nima imagen, como se puede ver la molécula 1 interactuá con otras

moléculas dentro de su caja, la molécula 3 y 4 no están dentro de esta región de

simulación, sin embargo las moléculas imagen a esta que se encuentran en la región

E si lo hacen, por tanto la simulación es correcta y toma en cuenta la interacción de

las demás moléculas; esta técnica es una consecuencia natural de las condiciones de

frontera periódicas [1].

Analicemos ahora el código en FORTRAN que proporcionará información al siste-

ma acerca de los ĺımites de frontera periódicos y el convenio de mı́nima imagen,

asumiremos que las N moléculas se sitúan en una caja de lado L con origen en el

centro(haremos el análisis para un sistema cartesiano de dos dimensiones), como se

muestra en la figura 7 [1].



2. Dinámica Molecular 22

Figura 7.Representación grafica de una caja de simulación de longitud L centrada en el origen en

un sistema cartesiano bidimencional.

Esto implica que todas las coordenadas se encuentran en el rango

(
−L
2
,
L

2

)
, a medi-

da que avanza la simulación, estas moléculas se mueven en el infinito de los sistemas

periódicos, cuando una molécula sale de la caja atravesando una de las fronteras

periódicas es habitual centrar la atención en la molécula imagen, que entra en la

caja, haciendo una suma o resta de la longitud(L) de esta; esto se puede hacer en

FORTRAN para calcular la posición de la molécula una vez que esta se mueve [1].

IF (Rx(I).GT.BOXL2)Rx(I) = Rx(I)–BOXL

IF (Rx(I).LT.−BOXL2)Rx(I) = Rx(I) +BOXL

donde GT=mayor que (>), LT=menor que (<), BOXL=longitud de la caja (L),

BOXL2 = la mitad de la longitud de la caja (L/2); esta sentencia se leeŕıa, si la posi-

ción Rx es mayor que L/2 entonces la nueva posición será la posición vieja menos la

longitud de la caja, de la misma manera para la otra condicional [1]. Para un Sistema

en tres dimensiones se aplica de la misma manera para las posiciones en los ejes Y

y Z, sin embargo, usar una sentencia condicional (IF ) en un bucle (loop) generaŕıa
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un gran costo computacional; una alternativa de la sentencia IF seria usar funcio-

nes aritméticas para calcular la longitud correcta, entonces se podŕıa escribir como [1]

Rx(I)=Rx(I) - BOXL*ANINT(Rx(I)/BOXL)

donde ANINT = Es una función que convierte los resultados a valores enteros, si el

valor de dividir la nueva posición entre la longitud de la caja es menor a 0,49 entonces

la función lo convertirá a el valor real de 0 (ANINT (−0,49) = 0), sin embargo cuan-

do la división de valores sea mayor a 0,51 entonces la función ANINNT convertirá a

el valor real 1 (ANINT (−0,51) = 1) [1].

Veamos un ejemplo, supongamos que una molécula se mueve a la posición 3L/4

entonces podemos usar la función anterior, para saber la posición de la molécula

imagen que entra por la cara opuesta [1],

Rx(I) =
3L

4
–L ∗ ANINT

[(
3L/4

L

)]
=

3L

4
–L ∗ ANINT (0,7)

=
3L

4
–L ∗ 1

= −L
4

(2.10)

entonces la posición de la molécula que entra en la caja será
−L
4

, ver la figura 8, la

molécula amarilla es la que salió de la caja de simulación mientras que la molécula

roja es la que entro por la cara opuesta, cabe mencionar que el color de las moléculas

no representa que sean de diferentes compuestos sino más bien se hizo con la intensión

de entender mejor lo que se queŕıa explicar [1].
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Figura 8. El circulo amarillo representa la molécula que sale de la caja de simulación mientras que

la roja representa la molécula replicada que está entrando por la cara opuesta, dejando aśı, la

misma configuración de las moléculas.

En forma vectorial considerando tres dimensiones la función quedaŕıa de la siguiente

manera

RxIJ = RxIJ −BOXL ∗ ANINT (RxIJ/BOXL) (2.11)

RyIJ = RyIJ −BOXL ∗ ANINT (RyIJ/BOXL) (2.12)

RzIJ = RzIJ −BOXL ∗ ANINT (RzIJ/BOXL) (2.13)

Además, el cálculo de las distancias de mı́nima imagen se simplifica haciendo uso de

unidades reducidas, la longitud de la caja es tomada para definir las unidades funda-

mentales de longitud en la simulación [1].

III. Radio de corte

El radio de corte rc es una herramienta más, se puede usar para hacer cálculos más

eficientes y a la vez poder optimizar el tiempo de cálculo; aśı como el potencial de

corto alcance, el radio de corte delimitará el cálculo a una región más espećıfica, si

el radio de corte es muy grande tendŕıamos una mejor aproximación a las mediciones
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del sistema de interés sin embargo nos llevaŕıa más tiempo hacer estos cálculos(costo

computacional), pero si usamos un rc pequeño esto agilizaŕıa el programa en tiempo

pero no en presición, no hay una ecuación, que determine que rc usar sino más bien

se usa de acuerdo al sistema de interés y el potencial a usar, en este trabajo se usó

un rc = 4 [35].

Es importante saber que el radio de corte (ćırculo punteado en la figura 9) despre-

ciará el potencial de interacción para las moléculas que se encuentren fuera de este

(moléculas amarillas), optimizando tiempo, además el rc no puede ser más grande

que la caja de simulación [35].

Figura 9. Radio de corte (circulo punteado), limita la interacción del potencial a esta región con el

fin de optimizar el tiempo de calculo, es importante saber que un r bajo daŕıa como resultado

valores poco confiables.

IV. Algoritmo

A continuación, veremos algunas técnicas o algoritmos de simulación para resolver las

ecuaciones de movimiento clásicas para un sistema de N part́ıculas que interactúan con

un potencial dado U(r). Estas ecuaciones diferenciales ordinarias son las siguientes.[1]
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~fi = mi
~̈
ir (2.14)

~̇ri =
~pi
mi

(2.15)

~̇pi = −∇rU(r) = ~fi (2.16)

El método de las diferencias finitas consiste en calcular las propiedades dinámicas del

sistema de interés en un tiempo t + δt partiendo de estas mismas en un tiempo t,

cabe mencionar que las ecuaciones se resuelven paso por paso, además la elección del

intervalo de tiempo δt dependerá del método de solución, sin embargo δt debe ser

menor que el tiempo tomado por una molécula recorrer su propia longitud, muchos

algoritmos diferentes que a continuación se verán, caen en el patrón de las diferencias

finitas [1].

IV.1. Algoritmo Predictor Corrector

Analicemos el algoritmo predictor-corrector para ilustrar el principio de las diferencias

finitas, si la trayectoria clásica es continua entonces podemos obtener las propiedades

dinámicas en un tiempo t+ δt usando la expansión de Taylor en t [1].

f (x) =
∞∑
n=0

f ′ (x)
(x− a)n

n!
(2.17)

f (t+ δt) = f (t+ δt) + f ′ (t+ δt)
(t+ δt− t)

1!
+ f ′′ (t+ δt)

(t+ δt− t)2

2!
+ ... (2.18)

f (t+ δt) = f (t+ δt) + f ′ (t+ δt) δt+
1

2
f ′′ (t+ δt) δt2 + ... (2.19)

si t+ δt = t y f(t+ δt) = r(t+ δt) obtenemos

~rp (t+ δt) = ~r(t) + ~v(t)δt+
1

2
~a(t)δt2 +

1

6
~b(t)δt3 + ... (2.20)

Haciendo el mismo análisis pero ahora con las variables ~v,~a,~b obtenemos lo siguiente

~vp (t+ δt) = ~v(t) + ~a(t)δt+
1

2
~b(t)δt2 + .... (2.21)
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~ap (t+ δt) = ~a(t) +~b(t)δt+ .... (2.22)

~bp (t+ δt) = ~b(t) + .... (2.23)

El súper-indice p en las ecuaciones anteriores implica que estos son valores predichos,

nótese que las variables ~r, ~v, ~a, ~b representa la posición, velocidad, aceleración y la

tercera derivada en el tiempo respectivamente. Si truncamos la serie de Taylor hasta

la tercera derivada para aśı obtener las nuevas coordenadas (predichas), con esta in-

formación podemos calcular las fuerzas en el tiempo t+δt y de esta manera calcular la

aceleración correcta, comparando las aceleraciones correctas y las predichas podemos

obtener el valor del error en la predicción [1].

∆~a (t+ δt) = ~ac (t+ δt)− ~ap (t+ δt) (2.24)

Sumamos la ec.(2.24) en las ecuaciones (2.20), (2.21), (2.22) y (2.23) para, aśı obtener

las ecuaciones que ahora son buenas aproximaciones a los valores reales.c0, c1, c2, y

c3 se eligen de tal manera, que den la mejor precisión de la trayectoria; este algoritmo

predictor- corrector describe sólo una de muchas posibilidades [1],

~rc (t+ δt) = ~rp (t+ δt) + c0∆~a (t+ δt) (2.25)

~vc (t+ δt) = ~vp (t+ δt) + c1∆~a (t+ δt) (2.26)

~ac (t+ δt) = ~ap (t+ δt) + c2∆~a (t+ δt) (2.27)

~rc (t+ δt) = ~bp (t+ δt) + c3∆~a (t+ δt) (2.28)

(2.29)

IV.2. Algoritmo de Verlet

Este es uno de los métodos más usados para resolver las ecuaciones de movimiento

Newton, la ventaja de este método es que resuelve las ecuaciones de segundo orden

de forma directa fi = mi
~̈ri, se basa en las posiciones ~r aceleraciones ~̈r, en t+ δt y en

estas mismas propiedades dinámicas en un tiempo previo t − δt[1]; para deducir las

ecuaciones que necesitamos iniciamos haciendo una expansión de Taylor de la coor-

denada de la part́ıcula alrededor del tiempo t.[21]
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~r(t+ δt) = ~r(t) + ~v(t)δt+
1

2
~a(t)δt2 +

1

6
~b(t)δt3 + ~Oδt4 + ... (2.30)

Además

~r(t− δt) = ~r(t)− ~v(t)δt+
1

2
~a(t)δt2 − 1

6
~b(t)δt3 + ~Oδt4 + ... (2.31)

Donde ~b , ~O representan la tercera y cuarta derivada en el tiempo. Si sumamos las

ecuaciones (2,30) y (2,31) y resolvemos para ~r(t+ δt).

~r(t+ δt) + ~r(t− δt) = ~r(t) + ~v(t)δt+
1

2
~a(t)δt2 +

1

6
~b(t)δt3 + ~Oδt4 + ...

~r(t)− ~v(t)δt+
1

2
~a(t)δt2 − 1

6
~b(t)δt3 + ~Oδt4 − ...

~r(t+ δt) + ~r(t− δt) = 2~r(t) + ~a(t)δt2 + 2 ~Oδt4 (2.32)

~r(t+ δt) ≈ 2~r(t)− ~r(t− δt) + ~a(t)δt2 (2.33)

Esto se debe a que nuevamente se trunco la expansión de Taylor, como se puede ob-

servar las velocidades desaparecen debido a la suma de las ecuaciones[1]; para estimar

la nueva posición se tiene un error del orden δt4[21]; note que el algoritmo no usa las

velocidades para calcular las nuevas posiciones sin embargo son útiles para calcular la

enerǵıa cinética, enerǵıa total, etc; por tanto si ahora restamos las ecuaciones (2,30)

y (2,31) obtendremos la ecuación para la velocidad [1]

~r(t+ δt)− ~r(t− δt) = ~r(t) + ~v(t)δt+
1

2
~a(t)δt2 +

1

6
~b(t)δt3 + ~Oδt4 + ...

−~r(t) + ~v(t)δt− 1

2
~a(t)δt2 +

1

6
~b(t)δt3 − ~Oδt4 − ..

~r(t+ δt)− ~r(t− δt) = 2~v(t)δt+
1

3
~b(t)δt3 (2.34)

~r(t+ δt)− ~r(t− δt)− 1

3
~b(t)δt3 = 2~v(t)δt (2.35)

(2.36)
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Si ~d(t) = −1
3
~b(t)

~r(t+ δt)− ~r(t− δt) + ~d(t)δt3

2δt
= ~v(t) (2.37)

~v(t) =
~r(t+ δt)− ~r(t− δt)

2δt
+ ~d(t)δt2 (2.38)

Sin embargo veremos otros métodos que son más precisos a la hora de calcular las

velocidades, ya que este método al tener un error en las velocidades del orden δt2 lo

hace menos preciso en comparación con otros algóritmos [36].

IV.3. Algortimo Leap-Frog

El método Leap-Frog y el método de Verlet son equivalentes algebraicamente de igual

manera se deduce haciendo uso de la expansión en series de Taylor[22]; se quiere co-

nocer las propiedades dinámicas en un tiempo t+ dt partiendo de estas en un tiempo

t (condiciones iniciales)[36]; haciendo una expanción de Taylor para r(t+dt), r(t−dt)
y sumando estas expresiones obtenemos [22].

~r (t+ δt) = 2~r(t)− ~r (t− δt) + ~a(t)δt2 (2.39)

Haciendo uso de la expresión de la velocidad en
δt

2
, y resolvemos para r(t+ δt)

~v

(
t+

δt

2

)
=
~r (t+ δt)− ~r (t)

δt

~r (t+ δt)− ~r (t) = ~v

(
t+

δt

2

)
δt

~r (t+ δt) = ~r (t) + ~v

(
t+

δt

2

)
δt (2.40)

Repitiendo el proceso pero ahora para v(t− δt
2

)

~v

(
t− δt

2

)
=
~r (t)− ~r (t− δt)

δt

~r (t)− ~r (t− δt) = ~v

(
t− δt

2

)
δt
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−~r (t− δt) = −~r (t) + ~v

(
t− δt

2

)
δt (2.41)

Sustituyendo las ecuaciones (2.41), (2.40) en (2.39) obtenemos.

~r (t) + ~v

(
t+

δt

2

)
δt = 2~r(t)− ~r (t) + ~v

(
t− δt

2

)
δt+ ~a(t)δt2

~v

(
t+

δt

2

)
= ~v

(
t− δt

2

)
+ ~a(t)δt (2.42)

Como se mencionó anteriormente estos algóritmos parten de las condiciones inicia-

les(conocidas), entonces la velocidad ~v(t− δt
2

) se sustituye en ec.(2.42) y la aceleración

se calcula partiendo de los datos conocidos de ~r(t); por tanto se puede calcular ~v en

t + δt
2

, después se sustituyen estos datos en ec.(2.40); para obtener ~r(t + dt) final-

mente se calcula la velocidad y se repite el proceso, la expresión para el calculo de la

velocidad en un tiempo t es la siguiente.[36]

~v (t) =
1

2

[
~v

(
t+

δt

2

)
+ ~v

(
t− δt

2

)]
(2.43)

En otras palabras, como se puede ver en la figura 10, partiendo de las condiciones

iniciales conocidas r(t), v(t–δt/2) y a(t–δt), se pueden calcular estas propiedades en

un paso previo, por ejemplo con la posición r(t), se puede calcular la aceleración en

t, a(t).[1]
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Figura 10.Algoritmo leap-frog, como la flecha lo señala, partiendo de la posición inicial se puede

calcular la aceleración en t.

Ahora las propiedades conocidas se pueden ver en la figura 11, ahora con la velocidad

en t–δt/2 y con a(t) se puede calcular v en t+ δt/2.[1]

Figura 11. Con las nuevas variables que conocemos debido al paso anterior, podemos calcular la

velocidad en t+ δt
2 .

De igual manera con la figura 12 podemos ver que con las propiedades r(t) y v(t+δt/2),

se puede calcular r(t+ δt) y aśı sucesivamente, de ah́ı su nombre Leap-Frog.[1]

Figura 12. Representación grafica del algoritmo leap-frog, con las variables calculadas en pasos

previos se puede calcular las siguientes propiedades como lo muestran las figuras, de ah́ı su nombre.
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IV.4. Algortimo Velocity-Verlet

El algoritmo Velocity Verlet se deduce del ya mencionado algoritmo de Verlet, la di-

ferencia es, que el Velocity-Verlet incluye una expresión explicita para el cálculo de

las velocidades[1], como ya se mencionó Verlet no proporciona una buen aproxima-

ción para el cálculo de las velocidades, sin embargo Velocity Verlet tiene una buena

aproximación para ~v[36]; de igual manera para obtener las expresiones que usa este

algoritmo se hace uso de la expansión en series de Taylor para ~r y se trunca, para una

aproximación de segundo orden, de esta manera obtenemos la ecuación que describe

las posiciones en t+ dt [36]

~r (t+ δt) = ~r (t) + ~v (t) δt+
1

2
~a (t) δt2 + ~Oδt3 (2.44)

La expresión ya es conocida, ha sido usada en los algoritmos anteriores, sin embargo

ahora deduciremos la expresión para el cálculo de las velocidades, esto se hace par-

tiendo nuevamente de un desarrollo en series de Taylor, para la velocidad y para la

aceleración, por lo que obtendremos lo siguiente [36].

~v (t+ δt) = ~v (t) + ~a (t) δt+
1

2
~b (t) δt2 + ~Oδt3 (2.45)

~a (t+ δt) = ~a (t) +~b (t) δt+ ~Oδt2 (2.46)

Notese que en la expresión de la velocidad aparece el termino ~b, que representa una

tercera derivada en el tiempo, entonces el objetivo es eliminar este término, aśı que

partiendo de la expresión de la aceleración ec.(2.46) la multiplicamos por
δt

2
[36]

(
δt

2

)
~a (t+ δt) =

(
δt

2

)
~a (t) +

(
δt

2

)
~b (t) δt+

(
δt

2

)
~Oδt2

−
(

1

2

)
~b (t) δt2 = −

(
δt

2

)
~a (t+ δt) +

(
δt

2

)
~a (t) +

(
1

2

)
~Oδt3

δt2

2
~b (t) =

δt

2
[~a (t+ δt)− ~a (t)] + ~Oδt3 (2.47)

Sustituyendo ec.(2.47) en ec.(2.45)

~v (t+ δt) = ~v (t) + ~a (t) δt+
δt

2
[~a (t+ δt)− ~a (t)] + ~Oδt3

~v (t+ δt) = ~v (t) +
δt

2
[~a (t+ δt)− ~a (t) + 2~a (t)] + ~Oδt3
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~v (t+ δt) = ~v (t) +
δt

2
[~a (t+ δt) + ~a (t)] + ~Oδt3 (2.48)

Aśı mismo en la ecuación (2.48) hay un mejor grado de precisión en comparación

con el algoritmo de Verlet; también es importante entender que este algoritmo usa la

aceleración como función de la posición, más no como función de la velocidad [36].

V. Termostato

Al resolver las ecuaciones de movimiento de Newton en DM este reproduce natu-

ralmente el ensamble micro-canónico (NVE), sin embargo en ocasiones es más con-

veniente usar otro ensamble termodinámico, que describa de una mejor manera las

propiedades de interés, el problema planteado es como generar otro ensamble que

no sea el microcanónico en DM, hay dos formas de dar solución a este problema, el

primero se basa en la idea de que otros ensambles se pueden calcular en DM, mez-

clando el método Monte-Carlo, el segundo método se basa en la idea de reformular

las ecuaciones de movimiento de Lagrange del sistema [21].

Podemos imponer una temperatura a un sistema poniéndolo en contacto térmico,

con un reservorio térmico o baño de calor, entonces la probabilidad de encontrar al

sistema en un estado de enerǵıa viene dado por la distribución de Boltzman [21].

P (p) =

(
β

2πm

)3

2
exp

[
−βp2

(2m)

]
(2.49)

Entonces podemos obtener una relación simple entre la temperatura impuesta y la

enerǵıa cinética transaccional de la part́ıcula.

kβT = m
〈
v2α
〉

(2.50)

Esta enerǵıa es a menudo usada para calcular la temperatura en un ensamble micro-

canónico en DM, es importante notar que el reto es hacer, que la temperatura sea

constante, esto no quiere decir que la enerǵıa cinética por part́ıcula sea constante.[21]
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V.1. Re-escalamiento de velocidades

Este termostato consiste en multiplicar la velocidad de las part́ıculas por una can-

tidad, que contiene información acerca de la temperatura deseada y la temperatura

instantánea del sistema, sin embargo este termostato no reproduce la función de parti-

ción de un ensamble a temperatura constante [36]; si la temperatura en t es T (t) y las

velocidades se multiplican por esta cantidad(λ) mencionada antes, entonces podemos

obtener un cambio de temperatura dado de la siguiente manera[37].

∆T =
1

2

∑
i=1

2
mi (λvi)

2

Ndfkβ
− 1

2

∑
i=1

2
miv

2
i

Ndfkβ
(2.51)

Donde Ndf = 3N − NC representa el número de grados de libertad, Nc=Número de

restricciones; además se puede simplificar esta expresión.

∆T =
1

2

∑
i=1

2
miλ

2v2i
Ndfkβ

− 1

2

∑
i=1

2
miv

2
i

Ndfkβ

=
1

2

∑
i=1

2
miv

2
i

Ndfkβ

(
λ2 − 1

)
∆T =

(
λ2 − 1

)
T (t) (2.52)

Donde λ =

(
t0
T (t)

) 1
2

Entonces para mantener la temperatura constante en el sistema se multiplica el

valor λ en cada paso de integración, pero como ya se mencionó anteriormente este

termostato no reproduce un ensamble canónico[37].

V.2. Termostato de Andersen

En el método de temperatura constante propuesto por Andersen, el sistema es aco-

plado a una baño de calor o reservorio térmico con el fin de mantener la temperatura

deseada(temperatura constante), este acoplamiento es representado por fuerzas es-

tocásticas, que actúan ocasionalmente sobre part́ıculas seleccionadas al azar; estas

colisiones estocásticas pueden ser consideradas como movimientos Monte Carlo que

transportan al sistema de una celda de enerǵıa constante a otra.
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Es importante seleccionar la fuerza de acoplamiento del reservorio, esta fuerza se de-

termina por la frecuencia de colisiones estocásticas ν, si las colisiones sucesivas no

están correlaciones entonces los intervalos de tiempo entre dos colisiones estocásticas

sucesivas P (t, ν) es de la forma de Posion [21].

P (t, ν) = νe−νt (2.53)

Donde P (t, ν)dt es la probabilidad de que la siguiente colisión tome lugar en un in-

tervalo t, t+dt, entonces una simulación a temperatura constate sigue lo siguiente,

primero partiendo de las posiciones y momentos integramos las ecuaciones de mo-

vimiento para un tiempo dt, después un número de part́ıculas es seleccionado para

sufrir una colisión con el reservorio térmico, si la particula i ha sido seleccionada para

la colisión entonces su nueva velocidad se dibujará de acuerdo a la correspondiente

distribución de Maxwell Boltzman y todas las part́ıculas restantes no se ven afectadas

por esta colisión [21].

Veamos ahora como se comporta este termostato en un fluido Lenard-Jones, lo prime-

ro es saber que este termostato produce una distribución canónica (NVT), que es el

objetivo principal, la desventaja es que sólo se puede demostrar esto indirectamente,

la forma de hacerlo es comprobando, que el termostato reproduzca propiedades co-

nocidas de un ensamble canónico, la figura 13 muestra la distribución de velocidades

de un fluido Lenard-Jones generada por el termostato, notese que la ĺınea solida hace

referencia a la distribución de Maxwell Boltzman y los otros śımbolos representan la

simulación hecha con el termostato con diferente frecuencia de colisión, además se

puede notar que la distribución deseada se genera independientemente de la frecuen-

cia de colisión.
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Figura 13. Muestra la distribución de velocidades de un fluido Lenard-Jones generada por el

termostato Andersen a diferentes frecuencias de colisión, la linea solida representa la distribución

de velocidades de Maxwell Boltzman. Figura tomada de [21]

Los resultados a NVT constantes en DM deben ser idénticos a los resultados en MC,

comparando estos dos métodos podemos observar, que ambos dan buenas aproxima-

ciones a la ecuación de estado (ver figura 14), este termostato da buenos resultados

para propiedades independientes del tiempo, sin embargo este se basa en un esquema

estocástico y no puede ser usado para determinar propiedades dinámicas debido a

que las colisiones estocásticas perturban al sistema de una manera que no es realista

[21].
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Figura 14. Comparación de los resultados usando el termostato Andersen en Dinámica Molecular y

Monte Carlo. Figura tomada de [21]

V.3. Termostato de Berendsen

Este termostato funciona escalando las velocidades tomando como referencia la tem-

peratura deseada T0 de un reservorio o baño térmico acoplado al sistema, el grado de

acoplamiento viene dado por el parámetro del termostato (factor de fricción); al mo-

mento de resolver las ecuaciones de Newton se calcula el factor de escalamiento dado

por la ecuación 2.54[38]; de esta manera logramos un escalamiento de velocidades que

a su vez hará que el intercambio de enerǵıa se dé de manera gradual [37].

λ =

√
1 +

∆t

τ

(
T0
T (t′)

− 1

)
(2.54)

Donde λ representa el grado de acoplamiento del sistema, T0 es la temperatura deseada

y T (t′), es la temperatura instantánea del sistema, a partir de esto se corrigen las

velocidades según la ecuación 2.55[38].

~vi (t) = λ~vi (t) (2.55)
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Para un valor alto de λ se desacopla el sistema hasta el caso en que reproduce el en-

samble micro-canónico, mientras que si λ es bajo entonces el acoplamiento es bueno; el

acoplamiento de reservorio al sistema queda definido por la ecuación de Langevin.[38]

m
d~vi
dt

= ~Fi −miγ~vi + ~R(t) (2.56)

El objetivo es llevar la temperatura instantánea (Temperatura del sistema ) a la

temperatura deseada, aśı que el cambio de temperatura instantánea es proporcional

a la diferencia de temperaturas.[38] [39]

dT (t)

dt
=

1

τ
(T0 − T (t)) (2.57)

El escalamiento de velocidades se obtiene haciendo τ = ∆t en la ecuación 2.54,

obteniendo aśı el máximo acoplamiento.[38]

λ =

√
1 +

∆t

τ

(
T0
T (t′)

− 1

)
(2.58)

λ =

√
1 +

∆t

∆t

(
T0
T (t′)

− 1

)

λ =

√
1 +

(
T0
T (t′)

− 1

)

λ =

√(
T0
T (t′)

)
(2.59)

V.4. Termostato Nosé-Hoover

Los termostatos anteriores son acoplados al sistema, en este caso el termostato forma

parte del sistema, por lo que al momento de resolver las ecuaciones de movimiento

de Newton es necesario considerar este aspecto, ya que este termostato introduce una

nueva variable Q, que es la masa de este; en otras palabras el termostato se encuentra

en contacto con las moléculas del sistema de interés; al agregar una nueva variable al

sistema esto implica que el Lagrangiano del sistema se modifique por lo que queda

representado de la siguiente manera[38].

LNose =
N∑
i=1

1

2
mis

2~̇r2 − U(r) +
Q

2
ṡ2 − l

β
lns (2.60)
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Donde Q representa la masa generalizada, l es la constante para generar el ensamble

canónico, ya que es el principal objetivo, s es un factor de escala, además al ser

modificado el Lagrangiano también se modifica el Hamiltoniano[38].

HNose =
N∑
i=1

P 2
i

2mis2
− ~U(r) +

P 2
S

2Q
+
l

β
ln(s) (2.61)

La ecuación anterior fue implementada en Dinámica molecular por Hoover, es impor-

tante saber que podemos incluir varios termostatos en cadena, esto quiere decir que el

segundo termostato estará en contacto con el primer termostato, el tercer termostato

estará en contacto con el segundo y aśı sucesivamente, se pueden implementar tantos

termostatos como queramos sin embargo eso costaŕıa coste computacional, a esté ul-

timo método se le conoce como “cadenas Nose-Hoover”, sin embargo en las cadenas

de Nose-Hoover tenemos las masas, que corresponden a cada termostato, modificando

de igual manera las ecuaciones anteriores[38].



3. ECUACIONES RELEVANTES

Comenzamos esta sección señalando cuál es la ley de interacción entre las part́ıculas,

que es la superposición de Lennard-Jones (ULJ) y los potenciales dipolo-dipolo (UDD)

[1] y están escritos como

U = ULJ + UDD (3.1)

U = 4ε

[(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]

+

[
~µi · ~µj
r3ij

− 3(~µi · ~rij)(~µj · ~rij)
r5ij

]
(3.2)

donde ε y σ son la profundidad del pozo de atracción y el diámetro de las part́ıculas,

respectivamente. ~µi es el dipolo de i-part́ıcula y |~rij| = rij es la distancia de separación

entre los átomos i y j.

En cuanto a la propiedad dinámica, se puede mencionar que, por un lado, se utilizó el

método Müller-Plathe [10] para calcular la conductividad térmica de los fluidos dipo-

los. Para este tipo de simulaciones se utilizó una celda paraleleṕıpeda como una caja

de simulación. El tamaño más grande de la celda de simulación se divide en elementos

de volumen del mismo grosor y donde la temperatura local en cada subdivisión es la

siguiente

Tl =
1

3nlkB

nl∑
i∈l

mivi
2 (3.3)

kB es la constante de Boltzmann, mi y vi son la masa y la velocidad de la part́ıcula

i. En esta aproximación(Müller-Plathe), dos subdivisiones con temperatura relati-

vamente baja (fŕıas) se ubican en los extremos del lado más grande de la celda de

simulación, y también, se considera un elemento de volumen ubicado en el centro

de la celda con una temperatura relativamente alta (caliente). De esta manera, se

produce un flujo de calor debido a un intercambio de vectores de velocidad del ele-
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mento de volumen caliente hacia zonas fŕıas [10]. Se pueden observar más detalles en

la contribución original [10].

El cálculo de la conductividad térmica puede ser realizado con dos métodos principa-

les, ya sea con dinámica molecular en equilibrio, donde se usó el método Green-Kubo

o con dinámica molecular fuera del equilibrio donde se usa el método Müller Plathe,

también conocido comúnmente como dinámica molecular fuera del equilibrio inversa

(reverse non-equilibrium MD); esto se debe a que con la dinámica molecular fuera de

equilibrio (NEMD) se impone un gradiente de temperatura en el sistema de interés

para de esta forma poder calcular el flujo de calor, sin embargo, en el método de

Muller Plathe o en RNEMD se impone el flujo de calor para aśı poder calcular el

gradiente o perfil de temperatura[42].

Un experimento de simulación natural seŕıa establecer un gradiente de temperatura

para aśı calcular el flujo de calor en el sistema Jz, cabe mencionar que estas dos

propiedades son paralelas, de esa manera la conductividad térmica es escalar, de lo

contrario seŕıa un tensor 3x3, estos cálculos se pueden hacer; sin embargo al ser el flujo

de calor una propiedad con grandes fluctuaciones, esto implica que se debe introducir

un gradiente de temperatura grande para aśı poder hacer un cálculo más preciso del

flujo de calor; sin embargo, se puede hacer lo contrario, inducir el flujo de calor para

aśı poder calcular el gradiente de temperatura resultante; esto tiene la ventaja de que

el flujo de calor diverge lentamente [10].

Como se pude ver en la figura 15 el flujo de calor del sistema se genera intercambiado

las velocidades de dos moléculas seleccionadas de cada subdivisión (frio, caliente),

esto con la finalidad de incrementar la temperatura de la celda caliente y disminuir la

temperatura de la celda fŕıa, esto se logra seleccionando la molécula más caliente de la

celda fŕıa e intercambiarla por la molécula más fŕıa de la celda caliente, es importante

que estas moléculas tengan la misma masa, además la distribución de las enerǵıas

cinéticas es tan grande en comparación con la diferencia de temperatura de las celdas

que siempre se encontrará un átomo en la celda fŕıa con más enerǵıa cinética que un

átomo en la celda caliente.[10]
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Figura 15. Descripción grafica del método Müller-Plathe. Figura tomada de[10]

Este mecanismo produce una transferencia de enerǵıa de la celda fŕıa a la celda

caliente, esto genera una diferencia de temperatura entre estas a lo que a su vez

produce un gradiente de temperatura en la región intermedia. El objetivo de hacer

el cambio de las moléculas con igual masa es para mantener el momento lineal total,

enerǵıa cinética total y enerǵıa total sin cambios, además el cambio de velocidades

cumple con el principio de transformación de la enerǵıa; cabe mencionar que el flujo

de calor impuesto se conoce con exactitud, por otro lado, el gradiente de temperatura

depende directamente de la conductividad térmica.[10]

La expresión de conductividad térmica utilizada aqúı fue

λ = −
∑

eventosm (v2h − v2c ) /2
2tLxLy 〈∂T/∂z〉

(3.4)

el sub́ındice h y c identifican las velocidades de los atomos en zonas calientes y fŕıas,

y que se intercambian como parte de la metodoloǵıa. LxLy es el área interfacial y

es atravesada por los átomos, ∂T
∂z

es el gradiente de temperatura y 〈· · · 〉 indica un

promedio de conjunto. La velocidad transferida durante la simulación se considera

como un evento, de modo que la suma
∑

evento corre sobre estos mismos eventos.

Por otro lado, el método de respuesta lineal de Green-Kubo es una opción diferente

para calcular la conductividad térmica ecuación 3.5 [1]; el método Green-Kubo per-

mite un desglose del flujo de calor y de la conductividad térmica en partes mediante

análisis de flujo de calor[43].
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Para calcular la conductividad térmica con dinámica molecular en equilibrio hacemos

uso del método Green-Kubo, más espećıficamente el vector flujo de calor y su corre-

lación es calculada a través de simulación e integrando la función de auto-correlación

de flujo; donde la ecuación 3,6 tiene el termino conectivo, este depende de la enerǵıa

ei por átomo y la velocidad de cada átomo y también esta la parte del termino de

viral depende de la fuerza Fij entre los átomos i y j además de sus velocidades vi,vj

y la distancia de separación entre estos, esto da como resultado contribuciones de

auto-correlación y correlación cruzada a la conductividad térmica general; además

el término de virial se descompone en más términos, de conducción, de ligadura y

de no ligadura aśı como conducción intermolecular e intramolecular; esto es logrado

separando el flujo de calor en sus componentes y aislando las interacciones por pares

externas, interacción por pares internas, interacción colombiana de largo alcance, y

flujo que surge de la conducción unida a través de la molécula; el flujo de calor por

pares interno y externo puede ser dividido por contribuciones de interferencia de calor

que se debe a las interacciones entre moléculas, ecuación 3.6[43].

λ =
1

3T 2V

∫ ∞
0

dt
〈
~Jk(0) · ~Jk(t)

〉
, (3.5)

donde T y V son la temperatura y el volumen dados, respectivamente. ~Jk es el flujo

de enerǵıa definido por

~Jk =
N∑
j=1

[
ej~vj +

1

2

N∑
i 6=j

~rij ~Fij · ~vj

]
(3.6)

~Fij es la fuerza de interacción, ej la enerǵıa del átomo j,

ej =
1

2
mv2j +

1

2

N∑
i 6=j

Uij(rij)

y vj es la velocidad del átomo-j. Finalmente, Uij es el potencial de interacción.

Otra propiedad calculada aqúı es el factor de estructura estática, que es una herra-

mienta matemática que es muy útil para describir cómo un determinado material

dispersa la radiación incidente, en particular, describe la amplitud y la fase de una

radiación ya difractada en los planos de la red basándose en los ı́ndices de Miller.

Esta herramienta nos permite analizar patrones de dispersión que pueden obtenerse
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de experimentos de difracción de rayos-X, eléctrones y neutrones. En particular, se

estimó para un sistema de N-átomos por medio de la siguiente ecuación [14]

S(~k) =
1

N
〈ρkρ−k〉 (3.7)

con

ρk =
N∑
j=1

exp
(
−i~k · ~rj

)
(3.8)

son los pares de transformadas de Fourier de la densidad microscópica, y ~rj representa

la posición del átomo-j, donde 1 ≤ j ≤ N . Usando la ecuación (3.7) con la identi-

dad de Euler exp(±ia) = cos(a) ± isin(a) es posible estimar el factor de estructura

mediante simulación molecular

ρk =
N∑
j=1

〈∣∣∣∣∣
N∑
i=1

cos(~k · ~ri)

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

sen(~k · ~ri)

∣∣∣∣∣
2〉

(3.9)

El incremento mı́nimo del vector de onda para una celda de simulación cúbica con

una longitud L = 3
√
V es 2π/L [11], por lo tanto, sus componentes son múltiplos de

este mismo factor debido a condiciones de frontera periódicas. Aśı que en este trabajo,

los componentes x y y se tendrán en cuenta para construir el vector de dispersión que

está dado por

~k = kxî+ ky ĵ

= nx

(
2π

L

)
î+ ny

(
2π

L

)
ĵ (3.10)

donde nx y ny son enteros.



4. DETALLES DE LA SIMULACIÓN

Para estimar la conductividad térmica de los fluidos de Lennard-Jones, se construyó

una celda cúbica con N átomos asentados en un arreglo cubico centrado en las caras

(FCC) para usar el método Green-Kubo. Las dimensiones reducidas de la caja de si-

mulación están indicadas por L∗x = L∗y = L∗z donde L∗ = L/σ. En particular, se usaron

10 réplicas de la celda unitaria en las tres direcciones que requieren 4000 átomos. Las

condiciones de contorno periódicas y el criterio de mı́nima imagen se usaron en las tres

direcciones para todas nuestras simulaciones. El algoritmo velocity Verlet se usó para

mover part́ıculas, también se utilizó una distancia de corte de Rc∗ = Rc/σ = 3,5 y un

tiempo de paso de ∆t∗ = ∆t/mσ2 = 0,0005. El software gratuito llamado Simulador

masivo atómico/molecular a gran escala (LAMMPS) [15] se utilizó en todas nuestras

simulaciones. La temperatura reducida T ∗ = T/(/kB) tomó los valores 0.9, 2.0, 2.5 y

4.0. La densidad reducida, ρ∗ = Nσ3/V , varió de 0.1 a 0.9. Para alcanzar el equilibrio

se realizaron 1 × 106 pasos, y posteriormente, se realizaron 9 × 106 pasos más para

estimar promedios de la conductividad térmica reducida λ∗ = λ(σ2/kB)
√
m/ε.

El método de Müller-Plathe requiere una celda paraleleṕıpeda para calcular la con-

ductividad térmica, Lx∗ = Ly∗ � Lz∗, de esta manera, las dimensiones de la celda

se variaron de acuerdo con la densidad reducida que fue ajustada en cada caso. Para

mantener constante el número de átomos, N = 8000, se varió el volumen de la celda

de simulación eligiendo 10 y 20 réplicas de la celda unitaria a lo largo de los ejes ”X”

y ”Z”, respectivamente. El tamaño más grande de la caja de simulación se divide

en 20 subceldas donde la zona central está asociada con una región caliente y las

subceldas ubicadas en los extremos del lado más grande están asociadas con regiones

fŕıas. La distancia de corte reducida utilizada para estas simulaciones fue 4 y el paso

de tiempo reducido de 0.0001. Se realizaron 5× 106 pasos para alcanzar el equilibrio

y se realizaron 5× 106 pasos más para determinar los promedios. El dipolo reducido,

µ∗ = µ/(σ3), fue tomado del intervalo [0–4].
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La función de distribución radial para fluidos dipolares se calculó utilizando una cel-

da cúbica a una densidad reducida de 0.8 y una distancia de corte reducida de 4. El

momento dipolar reducido considerado aqúı se tomó del rango [0–6]. El termostato

Nosé-Hoover se usó para mantener constante la temperatura y el paso de tiempo

reducido de 0.0001. Para alcanzar el equilibrio se realizaron 1 × 106 pasos y 9 × 106

pasos más para obtener los promedios. Por otro lado, el software gratuito ovito [16] se

usó para monitorear las disposiciones estructurales en fluidos puros. El procedimiento

seguido con este software libre se basa en la discusión hecha por Larsen y colabora-

dores [17]. De hecho, las figuras que corresponden a las estructuras espaciales básicas

mostradas en la figura 25 de este trabajo, fueron tomadas de la última referencia mos-

trada lineas arriba para mantener la misma ideal geométrica. Finalmente, el factor

de estructura se estimó haciendo simulaciones canónicas ejecutando 20 × 106 pasos

para el mismo estado termodinámico T ∗ = 4 y ρ∗ = 0,8.



5. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Presentamos resultados relevantes de este trabajo. Las simulaciones de dinámica mole-

cular se realizaron en un conjunto canónico para fluido dipolar a diferentes densidades.

I. Fluido de Lennard-Jones

Para probar la metodoloǵıa, hemos calculado la conductividad térmica para los flui-

dos Lennard-Jones variando la densidad reducida de 0.1 a 0.9. En la figura 16, la

conductividad térmica reducida se muestra para temperaturas reducidas a) 0.9 y b)

2.0. Los resultados de este trabajo se calcularon utilizando dos tipos de metodoloǵıas,

los métodos Müller-Plathe y Green-Kubo. Los datos derivados de estos dos enfoques

se compararon entre ellos, y obtuvimos un buen acuerdo entre ambos tipos de re-

sultados. El primer método (MP) mostró una ligera desviacion, espećıficamente, la

curva de conductividad térmica es ligeramente más baja que la curva derivada del

método GK, especialmente a altas densidades reducidas. Vale la pena mencionar que

Iriarte-Carretero y colaboradores [18] observaron la misma tendencia cuando la con-

ductividad térmica se calculó para diferentes estructuras de hielo. En general, ambos

enfoques pueden considerarse equivalentes [19]. Continuando con la comparación, se

puede mencionar que los datos generados por Bugel y Galliero [8] también se in-

cluyeron en la figura 16, y se encontró un buen acuerdo para todas las densidades

consideradas aqúı. De hecho, estos últimos datos coinciden con nuestros resultados

derivados con el método MP de una manera excelente. Además, se incluyeron los

datos generados mediante el uso de simulaciones dinámicas moleculares y la teoŕıa

generada por Eskandari y colaboradores [7]. El primer conjunto de datos está cerca

de nuestros resultados, pero el teórico muestra una desviación sistemática. Como se

puede ver, la conductividad térmica aumenta cuando la densidad también aumenta,

y esta misma tendencia se observa para los resultados obtenidos con los métodos GK



5. Resultados y discusión 48

y MP, aśı como en los resultados generados por Bugel y Galliero [8],
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Figura 16. Conductividad térmica reducida en función de la densidad reducida para los fluidos de

Lennard-Jones en a) T ∗=0.9 y b) T ∗=2.0. Los triángulos ascendentes representan los resultados de

la simulación de dinámica molecular realizada por Eskandari y colaboradores [7], los cuadrados

vacios son resultados teóricos [7], los cuadrados llenos son resultados tomados de [8], los diamantes

vacios son resultados de este trabajo utilizando el método Green-Kubo y también se generaron

ćırculos vacios en este trabajo mediante el método de Müller-Plathe.

En la figura 17, se muestra la conductividad térmica reducida en función de la den-

sidad reducida. a) T ∗ = 2.5 y b) T ∗ = 4.0. La misma conclusión se observa como en

la figura 16, luego de comparar con datos anteriores,
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Figura 17. Conductividad térmica reducida en función de la densidad reducida para fluidos

Lennard-Jones en a) T ∗ = 2.5 y b) T ∗ = 4.0. Los cuadrados completos son resultados tomados de

[8], los resultados de este trabajo son marcados con diamantes y circulos vacios y fueron obtenidos

con los metodos de Green-Kubo y Müller-Plathe, respectivamnete.

Los métodos GK y MP nos permiten calcular la conductividad térmica de los fluidos

LJ con precisión. Después de comparar nuestros resultados con los datos estimados

previamente, se observó un excelente acuerdo, particularmente con aquellos datos ge-

nerados con simulaciones de dinámica molecular fuera de equilibrio (NEMD). Acerca

del método GK podemos mencionar que para disminuir las desviaciones estadisticas

se llevaron a cabo simulaciones fucientemente largas, a manera de ejemplo, en la figu-

ra 18 se muestra la conductividad térmica dependiente del tiempo para un fluido L-J

en el estado termodinámico ρ∗ = 0,8442 y T ∗ = 0,73. La correlación del flujo de calor

se estimo en diferentes tiempos y la integral de tales correlaciones de flujo de calor

se llevó a cabo hasta que la curva que resulta mostró una meseta. Para este ejercicio

se obtuvo el valor de 6,82, y se comparo con el reportado por Heyes [9] que obtuvo

el valor 6.62, en esta compraración se observa una desviación de 2.9 %. Este tipo de

resultado indica que el procedimiento seguido en nuestras simulaciones utilizando el

método G-K es confiable.
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Figure 18. Conductividad térmica dependiente del tiempo en unidades reducidas para un fluido L-J

para el estado termodinamico T ∗ = 0,73 y ρ∗ = 0,8442.

Acerca del método M-P, se puede mencionar que se obtiene un perfil de temperatura

reducido como parte del procedimiento, donde una diferencia de temperatura es bas-

tante sencilla de determinar [10]. En la figura 19, se muestra un perfil de temperatura

t́ıpico de un fluido L-J

0 5 10 15 20

L
*

z

0

2

4

6

8

d
im

e
n
si

o
n
le

ss
 t

e
m

p
e
ra

tu
re

 p
ro

fi
le

L-J

Figura 19. Perfil de temperatura t́ıpico en unidades reducidas para el fluido Lennard-Jones a

ρ∗ = 0,8.



5. Resultados y discusión 51

Para estimar este tipo de perfil, a dos divisiones de anchura ∆L∗z se les asocia una

temperatura baja (fŕıa) y se ubican en los extremos de la celda de simulación pa-

raleleṕıpeda. Además, a una división de la celda se le asocia una temperatura alta

(caliente) y se ubica en el centro de la caja. Según los datos anteriores, el método

Müller-Plathe parece ser un método preciso para estimar la conductividad térmica de

los fluidos L-J y puede ser útil para estimar la misma propiedad dinámica para los

fluidos dipolares.

II. Fluidos dipolares

En esta seccion mostraremos los resultados obtenidos al calcular la conductividad

termica de fluidos de Stockmayer mediante ambos métodos G-K y M-P para esta-

dos termodinámicos seleccionados. Observamos que hay solo unos pocos resultados

numéricos en la literatura para comparar. Por ejemplo, la contribución de Fernan-

dez et. al. [4] donde usan dos sitios L-J y un dipolo puntual ubicado en el centro

geométrico, tomando la separación entre ambos sitios L-J como L = 0; En el articulo

mencionado ĺıneas arriba se utilizó el método G-K. Estos datos se tomaron como re-

ferencia por lo que decidimos seguir las condiciones de simulación mencionadas en la

misma referencia. Se utilizaron N = 500 átomos en estas simulaciones con un tiempo

de paso de 1× 10−3 y un radio de corte de Rc = Lx/2 para la mayoŕıa de las simula-

ciones, y además, se uso un radio de corte de Rc = 5 cuando se daba el caso en que

Lx ≥ 10. Para alcanzar el equilibrio se llevaron a cabo 10×106 pasos en un ensamble

canónico y una vez concluida se procede a realizar 3× 105 paso de simulacion en un

ensamble microcanónico para calcular λ. Además, en aquella contribución los autores

dividieron por 4 al momento dipolar y la temperatura, además, a la conductividad

térmica se le dividio por 2. En particular, la conductividad térmica calculada aqúı se

multiplicó por 2 para una comparación directa. En la Tabla I se muestran los valores

numéricos obtenidos.
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Tabla I. Conductividad térmica reducida de fluidos dipolares calculada por medio de
los métodos G-K (λ∗G−K) y M-P (λ∗M−P ). Comparación con datos previos.

µ∗2 ρ∗ T ∗ λ∗G−K λ∗M−P λ∗a
0 0.8062 0.78475 12.96 12.62 13.40
0 0.7108 0.98125 8.55 8.52 9.24
0 0.5838 1.17700 6.68 6.26 6.29
3 0.8202 0.822 12.98 12.78 13.04
3 0.7245 1.0275 10.00 10.30 10.12
3 0.5966 1.233 7.28 7.00 7.26
9 0.8419 0.9885 16.28 16.28 16.41
9 0.7407 1.23575 13.24 13.00 13.60
9 0.6082 1.48275 7.02 6.98 7.01
20 0.8632 1.37625 19.08 19.20 19.90
20 0.7445 1.7195 13.80 13.98 14.0
20 0.5972 2.0635 9.09 9.04 9.93

λ∗a: datos tomados de Ref.[4]

Observamos que ambos métodos dan los mismos resultados, y además, los datos que

obtuvimos estan muy cercanos a los publicados anteriormente, como se puede ob-

servar en la Tabla 1. Este tipo de resultado nos permite generar con confianza los

datos para λ∗ en diferentes estados termodinámicos. Debemos mencionar sobre este

punto en particular que para obtener los datos generados con el método MP y que

se muestran en la Tabla 1, fue necesario introducir los grados de libertad (DOF) de

una molécula anisotrópica en el script de entrada al usar el software LAMMPS, di-

chos grados de libertad son 5 (< Ecinetica >= (5/2)kBT ) y para átomos con simetŕıa

esférica son 3 grados de libertad. De no introducir esta información hallamos que los

resultados que obteniamos se encontraban lejos de los mostrados en la misma Tabla I.

En lo sucesivo, la propiedad dinámica de interés se calculará utilizando el método M-

P, ya que ha demostrado ser confiable tanto para los casos de fluidos L-J y Stockmayer.

La conductividad témica de los fluidos dipolares se calculó para diferentes densidades

a T ∗ = 2.0 y T ∗ = 4.0. La intensidad del dipolo reducido se varió en el rango [0–

4]. La Figura 20 muestra nuestros resultados utilizando el método Müller-Plathe. La

conductividad térmica aumenta cuando aumenta la densidad y para un fluido dipolar

esta propiedad dinámica es mayor que la de un fluido L-J, para todas las densidades

reducidas consideradas aqúı. Podemos También observar que cuanto más intenso es

el momento dipolar, más grande es la conductividad térmica
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Figura 20. Conductividad térmica en función de la densidad para fluidos dipolos. El rango del

momento dipolar considerado aqúı fue de µ∗ = 0 a µ∗ = 4. Los śımbolos llenos y vacios

corresponden a los resultados obtenidos a T ∗=2 y T ∗=4, respectivamente.

Se observa la misma tendencia para la conductividad térmica en función de la den-

sidad a estas dos temperaturas consideradas. Aunque estos conjuntos de datos son

muy similares entre śı, muestran pequeñas diferencias, ya que los datos generados

con T ∗ = 4,0 son ligeramente más grandes que los relacionados con una temperatura

de T ∗ = 2. Todos los datos numéricos para la conductividad térmica de los fluidos

dipolares se recopilaron en las tablas II a la VI.

Tabla II. Conductividad térmica reducida de fluidos dipolares a T ∗ = 2.
ρ∗ λ∗

µ∗ = 0,0 µ∗ = 0,5 µ∗ = 1,0 µ∗ = 1,5 µ∗ = 2,0 µ∗ = 2,5 µ∗ = 3,0
0.1 0.58 1.47 1.64 2.15
0.2 0.86 2.20 2.62 3.76
0.3 1.21 3.12 3.87 5.67
0.4 1.75 4.43 5.46 7.67
0.5 2.48 6.15 7.43 10.18
0.6 3.50 8.49 9.99 13.05 16.91
0.7 4.88 11.78 13.54 16.67 20.98 26.12
0.8 6.82 16.23 17.98 21.52 25.88 31.41
0.9 9.31 21.35 23.87 27.52 32.11 37.68 44.35
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Tabla III. Conductividad térmica reducida de fluidos dipolares a T ∗ = 3,0.
ρ∗ λ∗

µ∗ = 0,0 µ∗ = 0,5 µ∗ = 1,0 µ∗ = 1,5 µ∗ = 2,0 µ∗ = 2,5 µ∗ = 3,0 µ∗ = 3,5 µ∗ = 4,0
0.1 0.73 1.87 2.07 2.46 3.23 4.18
0.2 1.11 2.93 3.24 4.18 5.71 7.59
0.3 1.60 4.11 4.64 6.07 8.23 10.85
0.4 2.21 5.60 6.33 8.30 10.96 14.21
0.5 3.02 7.41 8.44 10.67 13.86 17.79 22.32
0.6 4.10 9.92 11.07 13.66 17.38 21.76 26.91
0.7 5.50 13.19 14.54 17.33 21.25 26.31 31.99
0.8 7.43 17.61 19.10 22.08 26.37 31.75 37.97 44.88
0.9 9.98 23.55 25.07 28.03 32.57 38.05 44.60 51.99 60.02

Tabla IV. Conductividad térmica reducida de fluidos dipolares a T ∗ = 4,0.
ρ∗ λ∗

µ∗ = 0,0 µ∗ = 0,5 µ∗ = 1,0 µ∗ = 1,5 µ∗ = 2,0 µ∗ = 2,5 µ∗ = 3,0 µ∗ = 3,5 µ∗ = 4,0
0.1 0.88 2.28 2.43 2.79 3.45 4.35 5.60
0.2 1.33 3.50 3.81 4.60 6.01 7.92 10.01
0.3 1.87 4.77 5.33 6.54 8.54 11.08 14.20
0.4 2.55 6.40 6.97 8.77 11.23 14.57 18.29
0.5 3.42 8.33 9.25 11.21 14.24 18.09 22.55 27.43
0.6 4.51 10.88 11.93 14.22 17.59 22.10 27.15 32.71
0.7 5.96 14.20 15.39 18.00 21.77 26.52 32.32 38.50 45.39
0.8 7.94 18.79 19.99 22.82 26.66 31.90 38.13 44.94 52.19
0.9 10.43 24.61 25.95 28.68 32.90 38.30 44.72 52.33 60.12

Tabla V. Conductividad térmica reducida de fluidos dipolares a T ∗ = 5.
ρ∗ λ∗

µ∗ = 0,0 µ∗ = 0,5 µ∗ = 1,0 µ∗ = 1,5 µ∗ = 2,0 µ∗ = 2,5 µ∗ = 3,0 µ∗ = 3,5 µ∗ = 4,0
0.1 1.03 2.68 2.81 3.13 3.64 4.58 5.79 7.13
0.2 1.54 3.99 4.29 4.97 6.31 8.08 10.29 12.72
0.3 2.13 5.47 5.84 7.02 8.87 11.45 14.34 17.80
0.4 2.86 7.13 7.72 9.18 11.59 14.82 18.63 22.84
0.5 3.74 9.16 9.96 11.72 14.58 18.23 22.83 27.78 33.24
0.6 4.85 11.74 12.65 14.69 18.10 22.93 27.38 32.96 39.62
0.7 6.36 15.19 16.26 18.53 22.03 26.93 32.46 38.95 46.05
0.8 8.34 19.66 20.85 23.36 27.31 32.41 38.31 45.43 52.74
0.9 10.88 25.69 26.79 29.39 33.31 38.70 45.17 52.45 60.44
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Tabla VI. Conductividad térmica reducida de fluidos dipolares a T ∗ = 6,0.
ρ∗ λ∗

µ∗ = 0,0 µ∗ = 0,5 µ∗ = 1,0 µ∗ = 1,5 µ∗ = 2,0 µ∗ = 2,5 µ∗ = 3,0 µ∗ = 3,5 µ∗ = 4,0
0.1 1.15 3.03 3.12 3.40 3.96 4.80 5.93 7.30 8.76
0.2 1.73 4.39 4.75 5.38 6.60 8.31 10.40 12.95 15.71
0.3 2.34 5.93 6.42 7.50 9.25 11.61 14.57 18.01 21.97
0.4 3.10 7.72 8.32 9.78 11.98 14.91 18.55 22.86 27.87
0.5 4.05 9.75 10.50 12.18 15.02 18.61 22.92 27.96 33.56
0.6 5.18 12.47 13.31 15.30 18.43 22.45 27.63 33.38 39.31
0.7 6.69 16.02 16.86 19.07 22.66 27.16 32.78 39.23 46.01
0.8 8.71 20.61 21.77 24.02 27.57 32.43 38.57 45.21 53.17
0.9 11.26 26.52 27.44 29.99 33.83 39.10 45.39 52.73 60.73

La conductividad térmica aumenta a medida que aumenta la densidad reducida, y

este cambio es mayor que la diferencia debida a la temperatura reducida. Parece que

el cambio de T ∗ = 2,5 a T ∗ = 4 afecta la propiedad dinámica menos que el cambio en

la densidad reducida. En la figura 21, la conductividad térmica se muestra en T ∗ = 3

y T ∗ = 5
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Figura 21. Conductividad térmica en función de la densidad para fluidos dipolos. El rango de

momento dipolar considerado es de µ∗ = 0 a µ∗ = 4. Los śımbolos vacios corresponden a los

resultados obtenidos a T ∗ = 5, y las simbolos llenos representan los resultados generados a T ∗ = 3.

Se observa la misma tendencia que en el caso de la figura 20. El cambio en la conducti-
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vidad térmica debido a la densidad es mayor que el debido a la temperatura reducida.

Los valores numéricos de la conductividad térmica en T ∗ = 3, T ∗ = 4, T ∗ = 5 T ∗ = 6

se muestran en las tablas III, IV, V y VI, respectivamente. La figura 22 muestra la

conductividad térmica en función del momento dipolar reducido.
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Figura 22. Conductividad térmica reducida en función del momento dipolar reducido en T ∗ = 6.

Los śımbolos están correlacionados con los del recuadro.

Para una magnitud de dipolo baja, la conductividad térmica muestra una especie de

meseta, pero para valores de dipolo superiores a la unidad, la pendiente de las curvas

obtenidas aumenta. La dependencia del momento dipolar reducido es relevante ya

que la conductividad térmica tiende a aumentar con el momento dipolar reducido, y

esta variación fue más significativa para densidades altas en comparación con den-

sidades bajas. La diferencia entre dos valores de conductividad térmica, digamos λ∗1

y λ∗2 (∆λ∗ = |λ∗1 − λ∗2|), se estimó para los valores correspondientes a los resultados

generados usando dos momentos dipolares diferentes µ∗ = 1 y µ∗ = 4 a T ∗ = 6. Las

diferencias obtenidas fueron 5,64 y 33,2917 para ρ∗ = 0,1 y ρ∗ = 0,9, respectivamente.

En la figura 23, la conductividad térmica se muestra en función de la temperatura

para diferentes fuerzas dipolo.
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Figura 23. Variación de la conductividad térmica reducida con temperatura reducida. Densidad

reducida de a) ρ∗ = 0,1, b) ρ∗ = 0,4, c) ρ∗ = 0,6, y d) ρ∗ = 0,9. Los śımbolos abiertos corresponden

a resultados obtenidos con µ∗ = 1, los śımbolos completos son resultados para µ∗ = 2 y los

śımbolos con ĺıneas diagonales en el interior corresponden a datos generados con µ∗ = 3.

Por otro lado, la función de distribución radial (rdf) se calcula para fluidos dipolares

considerando un intervalo de dipolo reducido de 0 a 4 con densidad ρ∗ = 0,8 y a una

temperatura de T ∗ = 4,0 ver figura 24. Claramente, el fluido es un sistema homogéneo

pués todas las curvas tienden a la unidad a grandes distancias (r). La ubicación del

primer y segundo picos resultó desplazada a distancias más pequeñas, esto significa

que los primeros y segundos vecinos se acercan unos a otros cuando aumenta el dipolo

reducido,
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Figura 24, Función de distribución radial que vaŕıa la resistencia dipolo reducida de 0 a 4 en

T ∗ = 4 con ρ∗ = 0,8.

El número de coordinación también se estimó, integrando la rdf hasta la distancia

donde termina el primer pico. Como resultado se hallaron los siguientes valores, de

12 a 9 para aquellos casos en que los dipolos son de µ∗ = 0 a µ∗ = 4, en este orden.

El primer y el último número no están demasiado separados entre śı, tal vez este

resultado se deba a la alta densidad y, por lo tanto, los grandes cambios estructura-

les no son fáciles de observar. Sin embargo, este resultado podŕıa estar diciéndonos

que el orden espacial se está perdiendo, en el sentido de que las estructuras crista-

linas están siendo desplazadas por otras estructuras espaciales diferentes. De hecho,

los arreglos estructurales más probables que surgieron al final de las simulaciones

moleculares se muestran en la figura 25. Estas estructuras dependen de la intensi-

dad del dipolo y se obtienen en T ∗ = 4 y ρ∗ = 0,8. Tales arreglos se identificaron

utilizando el método de coincidencia de plantillas poliédricas (PTM) propuesto por

Larsen y colaboradores [17]. Básicamente, este método se basa en la estimación del

parámetro de desviación de la ráız cuadrada media que se utiliza para determinar

una correspondencia punto a punto entre las estructuras que aparecen en un sistema

determinado, después de lo cual la identificación de la primera capa es suficiente para

determinar una disposición estructural. Algunas veces es necesario identificar las dos

primeras capas en el sistema como el arreglo cúbico centrado en el cuerpo (BCC). En

este trabajo, la identificación de las estructuras más probables que surgen durante las
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simulaciones moleculares se realizó mediante el paquete ovito [16] que utiliza el en-

foque PTM. De hecho, el software LAMMPS también ha incluido este mismo método.

Figura 25. Disposiciones estructurales en función de la intensidad del dipolo reducido a T ∗ = 4,0 y

ρ∗ = 0,8. Los cuadrados vacios corresponden a un arreglo hexagonal compacto, los triángulos

vacios apuntando hacia arriba son el resultado de un arreglo cúbico simple y los triángulos vacios

que apuntan hacia abajo corresponden a un arreglo estructural de grafeno. Estas curvas muestran

la probabilidad de que dichos arreglos estructurales aparezcan en la celda de simulación.

El arreglo inicial cubico centrado en las caras (FCC) se transformó en diferentes arre-

glos espaciales, los más probables fueron el hexagonal compacto (∼35 %), el cúbico

simple (∼30 %) y el grafeno (∼15 %), para µ∗ = 0. Hay más arreglos espaciales en

la configuración final del sistema, sin embargo, la probabilidad es demasiado baja de

que aparezcan en las simulaciones realizadas. Luego, a medida que aumenta la inten-

sidad del dipolo, los arreglos estructurales cambian, esto significa que la probabilidad

de que estos mismos arreglos aparezcan sufre un cambio. Una vez más, los arreglos

estructurales más comunes que aparecen en la celda de simulación son el hexagonal

compacto (∼20 %), el cúbico simple (∼37 %) y el grafeno (∼32 %), para µ∗ = 4. Estos

cambios se pueden observar en la figura 25. En base a estos resultados, podemos notar

que la conductividad térmica aumenta a medida que aumenta la densidad reducida

también, y este tipo de curva resulta más alta cuando aumenta el dipolo reducido.

Finalmente, parece ser que la disposición espacial cúbica simple favorece una mayor
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conductividad térmica para este tipo de sistemas.

El factor de estructura de fluidos dipolares se calculó para diferentes intesidades del

dipolo reducido a una densidad reducida de 0.8 y la temperatura de 4. En la figura

26 se muestra el factor de estructura para diferentes dipolos reducidos µ∗ que vaŕıa

de 1 a 6,

Figura 26. Factor de estructura de fluidos dipolares en el estado termodinámico de ρ∗ = 0,8 y

T ∗ = 4.

La propiedad de isotroṕıa se caracteriza por ćırculos concéntricos bien definidos en el

patrón de dispersión, de modo que se observa claramente en los patrones obtenidos

para los sistemas con µ∗ = 0 a µ∗ = 4 que estan en un distribución isotropica, y de

hecho las estructuras de dichos sistemas muestran gran similitud entre ellos. A con-

tinuación, la propiedad de isotroṕıa se pierde totalmente para el sistema con µ∗ = 5,

en este caso se pueden observar picos muy altos en la región central del patrón de

dispersión, lo que sugiere la formación de un cierto tipo de disposición estructural,

que se pierde por µ∗ = 6, donde los picos se distribuyen principalmente en la dirección

del vector de dispersión ky. Para un valor de µ∗ = 4, la isotroṕıa esta presente pero
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la estructura parece ser diferente con respecto a los primeros sistemas (de µ∗ = 0 a

µ∗ = 3). En particular, el patrón de dispersión obtenido aqúı para los primeros siste-

mas es muy similar al medido por Wagner y colaboradores [20] para el fluido dipolo-

dipolo sin la acción de un campo externo magnético. Desarrollaron un procedimiento

experimental donde indicaron que el sistema estudiado muestra isotroṕıa cuando un

campo magnético externo se apaga y muestra anisotroṕıa en otro caso (ver figura 3 en

el documento original). Castrejón-González y colaboradores [12] también observaron

este tipo de patrones en fluidos poliméricos, donde no se observaron estructuras es-

paciales dominantes en el análisis de volumen cuando se estimó la viscosidad de corte.

Para apoyar los resultados obtenidos con el factor de estructura, también se obtuvo

la foto final de 8000 moléculas de Stokmayer después de llevar a cabo simulaciones

de 10× 106 de pasos, a una densidad de ρ∗ = 0,8 y temperatura T ∗ = 4, variando la

magnitud del dipolo eléctrico permanente de 0 a 6,

Figura 27. Fotos de varias configuraciones a diferentes magnitudes del dipolo para una densidad y

temperatura ρ∗ = 0,8 y T ∗ = 4, respectivamente.

La Figura 27 muestra algunas fotos de diferentes configuraciones. La correspondencia

entre las figuras 26 y 27 se observa claramente, pues a baja intensidad del dipolo se

puede ver al sistema homogeneo y tan pronto la magnitud del dipolo se incrementa la

isotroṕıa espacial se pierde particularmente para µ∗ = 5 and µ∗ = 6, donde arreglos

espaciales especificos surgen tales como las capas (layers) de átomos.
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La conductividad térmica de fluidos dipolares se calculó mediante la dinámica mo-

lecular. La intensidad del momento dipolar afecta la magnitud de la conductividad

térmica, pero también la densidad es relevante. En el caso particular de esta propiedad

dinámica, el momento dipolar juega un papel relevante ya que esta última propiedad

induce arreglos estructurales e induce la configuración incial a dominios espaciales

espećıficos. Para valores pequeños del dipolo reducido, las disposiciones estructurales

corresponden a hexagonal empaquetado compacto y para dipolos reducidos más gran-

des, las disposiciones espaciales cambian a estructuras cúbicas simples y de grafeno.

La isotroṕıa es una propiedad que es observada en fluidos con µ∗ = 0 hasta µ∗ = 4,

pero para valores más grandes de µ∗ esta propiedad cambia, en el sentido de que apa-

rece anisotroṕıa en los arreglos espaciales de los sistemas analizados, la intensidad del

momento dipolar induce disposiciones espaciales y esto ayuda a que la conductividad

térmica sea más grande.



7. APÉNDICE A

I. Deducción de la Fuerza a partir del Potencial LJ

Queremos calcular la fuerza de interacción de la molécula i sobre la molécula

j,usando el potencial Lennard-Jones y la definición de fuerza como menos el gradiente

del potencial, por ello partimos de la siguiente ecuación.

~Fij = −∇rU (rij) = −∂U (rij)

∂~r
(7.1)

Si consideremos ~r = (xi, yi, zi) es el vector de posición de las molécula i, entonces

podemos reescribir la ecuación anterior de la siguiente manera

~Fij = − ∂U (rij)

∂ (xi, yi, zi)

Derivando y usando regla de la cadena obtenemos

= −
[
∂U(rij)

∂rij

∂rij
∂xi

î +
∂U(rij)

∂rij

∂rij
∂yi

ĵ +
∂U(rij)

∂rij

∂rij
∂zi

k̂

]
Podemos reescribir la ecuación anterior factorizando el termino en comú

~Fij = −∂U(rij)

∂rij

[
∂rij
∂xi

î +
∂rij
∂yi

ĵ +
∂rij
∂zi

k̂

]
(7.2)

además sabemos que rij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2, si derivamos esta

ecuación con respecto a x obtenemos

∂rij
∂xi

=
1

2

[
(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2

]− 1
2 [2(xj − xi)(−1)]

∂rij
∂xi

=
−(xj − xi)√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2
,

∴
∂rij
∂xi

=
xi − xj
rij

(7.3)
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Si hacemos el mismo análisis para derivar rij con respecto a las variables y, z

∂rij
∂yi

=
yi − yj
rij

,
∂rij
∂zi

=
zi − zj
rij

(7.4)

Sustituyendo las ecuaciones (7.3),(7.4) en (7.2) obtenemos

~Fij = −∂U(rij)

∂rij

[
xi − xj
rij

î +
yi − yj
rij

ĵ +
zi − zj
rij

ẑ

]

~Fij =
∂U(rij)

∂rij

[
xj − xj
rij

î +
yj − yi
rij

ĵ +
zj − zi
rij

ẑ

]

~Fij =
∂U(rij)

∂rij

~rij
rij

(7.5)

además podemos calcular la derivada del potencial, ecuación (3.6)

∂U(rij)

∂rij
=

∂

∂rij

[
4ε

(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]

∂U(rij)

∂rij
=

∂

∂rij

[
4εσ12r−12ij

]
−
[
4εσ6r−6ij

]

= 4ε
[
−12σ12r−13ij + 6σ6r−7ij

]

= 4ε

[
−12

σ12

r12ij

1

rij
+

6σ6

r6ij

1

rij

]

= −24ε

[
2

(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]

1

rij

∂U(rij)

∂rij
=
−24ε

rij

[
2

(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]

(7.6)

Sustituyendo (7.6) en (7.5)

~Fij = −24ε

[
2

(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]
~rij
r2ij

(7.7)

Está ecuación demuestra que Fij = Fji, ahora consideremos este análisis para N

moléculas interactuando con la molécula i (Fi)



7. Apéndice A 65

~Fi =
N∑
j=1
j 6=i

~Fij = −24ε
N∑
j=1
j 6=i

[
2

(
σ

rij

12
)
−
(
σ

rij

6
)]

~rij
r2ij

(7.8)
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[37] R.Victor Berendsen and Nose-Hoover thermostats,August 2007



Bibliograf́ıa 69

[38] Valenzuela Gonzalez G.E.(2011) Efectos de termostatos Berendsen y de cadenas
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