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Introducciéon

Uno de los conceptos que ha inquietado a los topdlogos es el de contractibilidad. In-
tuitivamente un espacio es contractil si se puede deformarse de manera continua hasta
llevarlo a un s6lo punto. Este concepto ha sido ampliamente estudiado por una cantidad
importante de investigadores. Existe en la literatura un concepto relacionado a este, el
cual es llamado pseudo-contractibilidad. En cierto modo generaliza la nocién de contrac-
tibilidad. Este trabajo esta enfocado principalmente en el estudio de este tltimo, aplicado
escencialmente a hiperespacios de continuos.

R. H. Bing introdujo la nocién de pseudo-contractibilidad; sin embargo, fue W. Kuperberg
el primer matemético que probd que las nociones de pseudo-contractibilidad y contracti-
bilidad son diferentes. Por la naturaleza del ejemplo que el dio, el cual, en apariencia es
més complejo de escribir y muy similar en cierto sentido a la curva del topdlogo sen(%),
pregunté lo siguiente: ;jSerd la curva del topologo pseudo-contréictil? En esta linea, H.
Katsuura probo en [13]| que la curva del topdlogo no es pseudo-contractil con espacio fac-
tor el mismo. En su mismo articulo probé que si Y es un continuo indescomponible no
degenerado tal que cada una de sus composantes es arcoconexa y X es continuo que tiene
arco-componentes densas, entonces X no es pseudo-contractil con factor Y.

Algunas preguntas relacionadas con el tema son las siguientes:

Pregunta 1. ;Es la curva del topologo pseudo-contréctil con espacio factor el pseudoarco?
Pregunta 2. ;Es el pseudoarco pseudo-contréctil con espacio factor el pseudoarco?

W. Debski probo en [25] que la curva del top6logo no es pseudo-contractil. Por otra parte,
M. Sobolewsky en [21] mostré que el tinico continuo encadenable pseudo-contréctil es el
arco, con esto responde negativamente a la pregunta 2, pues como se sabe el pseudoarco
es un continuo encadenable. Realmente no es mucho lo trabajado en este tema, pero lo
publicado hasta el momento sobre el tema se puede consultar en [5], [2], [13] ¥ [21].
Actualmente en [9] se prob6 que en hiperespacios como 2%, C'(X), entre otros, los con-
ceptos de pseudo-contractibilidad y contractibilidad coinciden. Realmente ver que las dos
nociones en estos hiperespacios, es parte de un problema mas general, a saber: determinar
en que tipo de espacios topologicos los conceptos de pseudo-contractibilidad y contracti-
bilidad coinciden. Este trabajo de tesis esta basado en el articulo [9] y en donde se busca
principalmente desarrollar a medida de lo posible, los resultados y ejemplos presentados en
el. Aqui mostraremos una familia de hiperespacios en donde ambos conceptos coinciden,
a saber los hiperespacios de g-crecimiento.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion daremos algunas definiciones y resultados basicos que se usarédn a lo

largo de este trabajo.

Definicion 1.0.1 Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no vacio.

Definicion 1.0.2 Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto no vacio de X

que es conexo y compacto.

Definicion 1.0.3 Dado un continuo X, un hiperespacto de X es una coleccion especifica

de subconjuntos cerrados de X.
Algunos de los hiperespacios mas trabajados son los siguientes:

» 2X = {A C X : A es no vacio y cerrado}, se conoce como el hiperespacio de sub-

conjuntos cerrados de X;
» C(X)={A4€2¥: A es conexo}, es llamado el hiperespacio de subcontinuos de X;

» C,(X)={A€2%: A tiene a lo mds n componentes}, con n € N;

» Co(X) ={A € 2% : A tiene una cantidad finita de componentes} = U Cn(X);

n=1
» F,(X)={A€2%: A tiene a lo mds n puntos}, llamado el n-é¢simo producto simé-

trico de X, con n € N.
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» Fo(X) = {A € 2X: A tiene una cantidad finita de puntos} = U F,.(X), conocido
n=1
como el hiperespacio de subconjuntos finitos.

Notese que para cada n € N, se tienen las siguientes contenciones:
Ci(X) = C(X), Fi(X) € C(X) € Cu(X) C Cou(X) C 25, Fi(X) C Fy(X) C Fu(X) C
Coo(X) C 2% y F,(X) C Cp(X).
A estos hiperespacios los dotaremos con la topologia generada por la métrica de Hausdorff.

Veamos de que manera esta definida esta métrica.

Definicién 1.0.4 Sea X un espacio métrico con métrica d. Dadose > 0,p € X y A € 2%,
definimos la bola de radio ¢ con centro en p como B(e,p) ={x € X :d(z,p) <e} yla

nube de radio epsilon con centro en A, denotada por Ny(e, A), como {x € X : existe

y € A tal que d(z,y) < e} = U B(e,p).

peEA

Definicién 1.0.5 Sea (X,d) un espacio métrico, A C X y xy € X. La distancia de x
al subconjunto A se define como d(xy, A) = inf{d(xo,z) : x € A}.

Definicién 1.0.6 Sean (X, d) un espacio métricp, A, B subconjuntos de X . La distancia

de A a B se define como d(A, B) = inf{d(xz,y):x € A, y € B}.

Definiciéon 1.0.7 Sean X un espacio topslogico y B C X, definimos el didmetro de B
como diam(B) = sup{d(z,y) : z,y € B}.

Definiciéon 1.0.8 Dado X un continuo definimos la funcion H : 2% x 2% — [0, 00) de la

siguiente manera H(A,B) =inf{e >0: AC N(e,B) y BC N(g,A)}.
Proposicién 1.0.9 La funcion H es una métrica para 2.
Demostracion: Para probar que H es una métrica probaremos lo siguiente:
(1) H(A, B) esta bien definida,
(2) H(A, B) > 0 para todo A, B € 2%,

(3) H(A, B) = H(B, A) para todo A, B € 2%,
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(4) H(A,B) =0siy solosi A= B,
(5) H(A,C) < H(A,B)+ H(B,(C).

Para probar (1) y (2) mostraremos primero que el diam(X) existe. Notemos que {d(z,y) :
z,y € X} C[0,00) y diam(X) = sup{d(z,y) : x,y € X}. Seanp € Xy f, : X — [0,00)
definida por f,(x) = d(p,z), se sabe que f, es continua y como X es un continuo, X
es compacto. De estd manera f, alcanza su valor maximo. f,(X) es un continuo no de-
generado en [0,00). Por lo que f,(X) = [0,d(p, z0)] para algin z, € X. Asi para todo
x,y € X se tiene que d(x,y) < d(x,p)+d(p,y) < 2d(p, xo), lo que implica que el conjunto
{d(z,y) : z,y € X} esta acotado y es no vacio, pues para todo = € Xd(z,z) = 0. Por lo
tanto diam(X) existe.

Sean A, B € 2%. Definimos el conjunto E(A,B) ={e >0: AC N(¢,B) y BC N(¢,A)}.
De esta manera H(A, B) =infE(A, B). Para ver que H(A, B) esta bien definida, mostra-
remos que el conjunto F(A, B) es diferente del vacio y esta acotado inferiormente. Como pa-
ra todo z,y € X, d(x,y) < diam(X) < diam(X)+1, se tiene que A C N(diam(X)+1, B)
y B C N(diam(X)+1, A). Asi, diam(X)+1 € E(A, B). Claramente E(A, B) esta acotado
inferiormente por 0. Por lo que infE(A, B) existe y por lo tanto H(A, B) > 0.

Es claro que (3) se sigue de que E(A, B) = E(B, A).

Para mostrar (4) Supongamos que H (A, B) = 0. Mostraremos que A = B probando que
ACByBCA.

Primero mostraremos que A C B. Sean a € Ay € > 0. Por la definicién de infimo exis-
te 0 < § < e tal que 0 € E(A, B). De esta manera si a € A, existe b € B tal que
d(a,b) < & < ¢, es decir B(e,a)N B # ). Por lo que a € B. Dado que B es cerrado, B = B.
Asia € B.

La otra contenciéon se prueba de manera similar. De esta forma A = B.

Ahora supongamos que A = B entonces H(A, B) = H(A, A) = infE(A, A) =inf([0,00)) =
0. Por lo tanto H(A, B) = 0.

Para mostrar (5), sean A, B,C €2X n>0yd = 7. Notese que H(A,B) < H(A, B) + 6.
Asi, existe ¢ € F(A,B) tal que 0 < H(A,B) < ¢ < H(A,B) + 6. De esta manera
A C N(e, B). Asi, dado a € A existe b € B tal que d(a,b) < ¢ < H(A, B) + 6. Por otra
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parte, como 0 < H(B,C) < H(B,C)+4, existe e’ € E(B,C) tal que 0 < H(B,(C) < ¢'. De
donde B C N (¢, C), esto implica que para b existe ¢ € C tal que d(b,c) < &’ < H(B, C)+6.
Asi, d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) < H(A,B)+d+ H(B,C)+d = H(A,B)+ H(B,C) +n
de esta forma A C N(H(A, B) + H(B,C) +1,C). De forma similar se puede probar que
C CN(H(A,B)+ H(B,C)+n,A). Por lo que H(A,B) + H(B,C)+n € E(A,C). Asi,
H(A,C) = infE(A,C) < H(A,B) + H(B,C) +n. Por lo que H(A,C) < H(A,B) +
H(B,C) +n, para toda n > 0. Por lo tanto, H(A,C) < H(A,B) + H(B,C). &

Lo anterior muestra que H es una métrica sobre 2%, llamada la métrica de Hausdorff
inducida por la métrica d.
A continuaciéon mencionaremos algunos hechos que usaremos a lo largo del trabajo.
El siguiente lema es muy usado para mostrar que H (A, B) < ; muchas veces lo usaremos

sin siquiera mencionarlo.

Lema 1.0.10 Sean A, B € 2% ye > 0. Entonces H(A, B) < ¢ si y sdlo si AC N(¢,B) y
B C N(g, A).

Demostracion: Supongamos que H(A, B) < . Por la definicion de infimo existe ¢’ € E(a, b)
tal que H(A,B) <& <e. De aqui, AC N(¢/,B) C N(¢,B) y BC N(¢’,A) C N(g, A).

Supongamos ahora que A C N(e,B) y B C N(g,A). Sea a € A. Como A C N(e, B),
existe b, € B tal que d(a,b,) < e. Consideremos d,, € R tal que 0 < d(a,b,) < &, < .

Entonces, a € B(d,, b,). Por lo tanto, A C U B(dp,,a). Por la compacidad de A, existen
acA

01,09, ...,0, < € tales que A C UB((Si,bai). Sea 0 < n = max{d; :i € {l,...,n}} <e.

i=1

De lo anterior A C UB(&',bji) C N(m, B). Asi, A C N(m, B). De manera similar se
i=1
puede encontrar 7 > 0, tal que 7, < ¢ y B C N(n, A). Haciendo n = max{n, .} < &,

tenemos A C N(n,B)y B C N(n,A). Por lo tanto H(A,B) <n<e¢. R
A continuaciéon mencionaremos algunos hechos de algunos hiperespacios de X.

Proposicion 1.0.11 Sea X un continuo. Entonces el hiperespacio Fy(X) es homeomorfo

aX.
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Demostracion: Sea h : Fi(X) — X una funcion definida por h({z}) = z. Notemos que
si h({z}) = h({y}), entonces = = y, por lo que h es inyectiva. Para probar que h es
suprayectiva, observemos que para todo x € X, {x} € Fi(X) es tal que h({z}) = =, por
lo tanto h es suprayectiva. Sea ¢ > 0y § = €. Supongamos que H({z},{y}) < J, entonces
{z} € N(6,{y}) = B(d,y) y {y} € N(4,{z}) = B(d,z). Asi, d(z,y) < ¢, por lo que h
es continua. Ademés, como Fj(X) es compacto y X es de Hausdorff, h es cerrada, lo que

implica que h es un homeomorfismo. W
Teorema 1.0.12 El conjunto F.(X) es denso en 2.

Demostracion: Sean A € 2% y ¢ > 0. Notemos que la familia {B(c,a) : a € A} es
una cubierta abierta de A. Como A es compacto, existen aq,...,a, € A, tales que A C
U B(e,a;) = N(e,{ay,...,a,}) y dado que {ai,...,a,} C N(e, A) se tiene por el Lema
ilz.(l).lO que H(A, {a,...,a,}) < e. Asi, {ay,...,a,} € B(e,A) N Fx(X). Por lo tanto
Fo(X) es denso en 2%. W

Proposicion 1.0.13 Sea X un continuo. Si g : X™ — F,(X) es la funcion definida como

g((x1, ..., 2)) ={x1,...,2,}, entonces g es continua y suprayectiva.

Demostracion: Como cada elemento de F,,(X) se puede escribir en la forma {xq,...,z,}
donde m < n, tenemos que si y; = x; para toda ¢ < my y; = x,, paratodam+1 < j <mn,
entonces (y1,...,Yn) € X™. De esta forma, g((y1,...,yn)) = {x1,...,Zm}. Por lo que g es
suprayectiva. Ahora demostraremos que g es continua. Consideremos a X" con la métrica
D : X" x X" — [0,00) definida como D((z1,...,2,), (Y1,...,Yn)) = maz{d(z;,y;) : i €
{1,...,n}}. Sea € > 0 y hagamos € = 0. Sean (z1,...,2,) ¥ (¥1,-.-,yn) € X", tales que,
D((z1,...,20), (y1,---,yn)) < 6. Notemos que d(z;,y;) < D((x1,...,2n), (Y1, Yn)) <
e, para toda i € {1,...,n}. Asi, {z1,...,2,} C N, {v1,- -, un}) v {¥1,.- - un} C
N(e,{x1,...,x,}). Por lo que H({z1,..., 2o}, {v1,...,yn}) < €. Por lo tanto g es con-

tinua. W
Corolario 1.0.14 Si X es un continuo, entonces F,,(X) es un continuo.

Demostracion: Como X es un continuo, X™ es un continuo, lo que implica que g(X™) =
F,,(X) es compacto y conexo. Dado que F,,(X) es un subespacio de 2%, F,,(X) es métrico.

Por lo tanto F,,(X) es un continuo. W
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Teorema 1.0.15 Si X un continuo entonces 2% es conezo.

Demostracion: Usando el Teorema 1.0.12, el Corolario 1.0.14 y los hechos de que Fi(X) C
F,.(X) para toda n, F(X) = UFn(X) y del resultado general de que si A es conexo y
A C B C A entonces B es conexo, se tiene que 2% es conexo. W

La prueba de que 2% es compacto se puede consultar en [3, Teorema 3.5, p. 18] y [3,
Corolario 3.6, p. 19].

Como consecuencia de lo anterior se tiene que 2% es un continuo.

El siguiente resultado muestra algunos conjuntos abiertos y cerrados en 2% que son muy

usados.

Teorema 1.0.16 Sea A un subconjunto de X, consideremos las familias:

[(A)={Be2X:BC A}, D(A)={Be2X:BNA#0} yod(A)={Be2X:AC B}.
(1) Si A es abierto, entonces T'(A) y D(A) son abiertos en 2.
(2) Si A es cerrado, entonces T'(A), D(A) y ¢(A) son cerrados en 2.

Demostracion: (1) Supongamos que A es abierto.
Primero demostraremos que I'(A) es abierto en 2X. Sea B € T'(A). Como B C Ay A es

abierto, para cada b € B, existe &, > 0, tal que B(d,b) C A. Asi, B C U B(d,b) C A,
beB
entonces C = {B(d,b) : b € B} es una cubierta abierta de B. Dado que B € 2%, B es

compacto en X, existe C' = {B(dy,b;) : b; € B} con 1 <7 <n yn €N, una subcubierta

finita de C, esto es, B C U B(d,,b;) C A. Por el Lema del nimero de Lebesgue, existe
bi=1
d > 0 tal que para cada b € B, B(4,b) C B(d,,b;) para algin b; € B. De lo anterior,

tenemos que N (0, B) = U B(4,b) C UB((Si,bZ») C A. Mostraremos que By (6, B) C A.
beB i=1

Si R € By(d, B), entonces H(R,B) < 6. De aqui, R C N(§,B) C A, R € C(A), lo que
implica que By (8, B) C T'(A). Por lo tanto I'(A) es abierto en 2%.

Ahora probaremos que D(A) es abierto en 2¥. Sea B € D(A). Como A es abierto en X y
BN A C A es un cerrado contenido en A procediendo como en la demostracion de arriba

existe § > 0 tal que N(§, BN A) C A. Veamos que By (9, B) C D(A). Sea T € By(6, B),
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entonces H(T, B) < § esto implica que B C N(9,T). Sea z € BN A, existe s € T tal que
d(z,s) < 6. De esta manera s € N(§,BNA) C A, porloque TNA#DyT e D(A). Por
lo tanto D(A) es abierto en 2%.

(2) Supongamos ahora que A es cerrado.

Notemos que: 2% —T(A) ={B€2¥: BN(X - A)# 0} =D(X—-A),2X —D(A)={B €
2X:BC (X —A)} =T(X — A). Dado que A es cerrado en X, entonces X — A es abierto
en X. Por (1), 2X —T'(A) y 2% — D(A) son abiertos en 2%. Por lo tanto I'(A) y D(A) son
cerrados en 2%,

Para demostrar que ¢(A) es cerrado en 2%, Veamos que ¢(A) = ¢(A). Sea B € ¢(A) y
supongamos que B ¢ ¢(A). Esto implica que A ¢ B. Sea x € A tal que ¢ B. Co-
mo B es cerrado entonces d(B,z) > 0. Sea ¢ = d(B,z). Dado que B € ¢(A), tenemos
que ¢(A) N By(e,B) # 0. Tomemos E € ¢(A) tal que H(B,E) < €. Como x € Ay
E e ¢(A

d(xz, B) < d(z,y), lo que contradice la definicién de d(z, B). Por lo tanto, B € ¢(A). B

= —

se tiene que = € E, de lo anterior existe y € B tal que d(z,y) < € y dado que

Una herramienta muy usada en el hiperespacio 2% son los arcos ordenados los cuales

definimos a continuacion.

Definicién 1.0.17 Dados A, B € C(X) con A C B, diremos que una funcion continua
a:[0,1] - C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X), si a(0) = A, o(l) =B y

a(s) C a(t), cuando 0 < s <t <1.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [1, Teorema 6.10, p. 90|, el cual

garantiza que siempre hay arcos ordenados en C'(X).

Teorema 1.0.18 Para cada A, B € C(X) tal que A C B, eziste un arco ordenado de A
a B en C(X).

Definicién 1.0.19 Dados A,B € 2% con A C B, diremos que una funcién continua
a :[0,1] — 2% es un arco ordenado de A a B en 2%, si a(0) = A, a(l) = B y

a(s) C a(t), cuando 0 < s <t <1.

El siguiente resultado se puede consultar en [1, Teorema 6.15, p. 94|, que garantiza la

existencia de arcos ordenados en 2% bajo ciertas condiciones.
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Teorema 1.0.20 Sean A, B € 2% tales que A C B. Entonces existe un arco ordenado de

A a B en 2% siy solo si toda componente de B intersecta a A.

Definicion 1.0.21 Sean X un espacio métrico y x,y € X. Una trayectoria de x a y es

una funcion continua f :[0,1] = X tal que f(0) =z y f(1) =y.

Definiciéon 1.0.22 Un espacio topologico X es conexo por trayectorias si para cada

x,y € X existe una trayectoria de x a .
Definicién 1.0.23 Cualquier espacio X que sea homeomorfo a [0, 1] es llamado arco.

Definicion 1.0.24 Un espacio topoldgico X se dice arco conexo si admite un arco entre

cualesquiera par de puntos diferentes de X.

Observacion 1.0.25 Si X es un espacio arco conexo, entonces X es conexo por trayec-

torias.

Observacion 1.0.26 No toda trayectoria es un arco, de esta manera no todo espacio

COMETO por tmyectom’as €S arco conexo.

Si un espacio X conexo por trayectorias es de Hausdorff, entonces X es arco conexo. Ver

[24, Corolario 31.6, p. 222]

La prueba del siguiente teorema se puede consultar en [3, Teorema 14.9, p. 113]
Teorema 1.0.27 Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) son arco conezos.

Otra prueba de este hecho, se vera en la siguiente seccién, como consecuencia de la defini-

cion de hiperespacio de g-crecimiento y de la Proposicion 2.0.18.

Definiciéon 1.0.28 Sean X un espacio topoldgico y {A,} una sucesion de subconjuntos
no vacios de X. Definimos el limite inferior y el limite superior en X de la sucesion
{A,} de la siguiente manera:

e L;(A,) ={x € X : para cada subconjunto abierto U de X, con x € U, existe N € N
tal que UN A, # 0, para toda n > N}.
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e Ly (B,) = {z € X : para cada subconjunto abierto U de X, con x € U, existe un
conjunto infinito J C N tal que U N Ay # 0, para toda k € J}.

Si para algin A C X sucede que el Li(A,) = Ls(A,) = A, diremos que la sucesion

{A,} converge a A y escribiremos limA,, = A.

De la definicion de L; y L se tiene que si {A,} es una sucesion de subconjuntos no vacios

de un espacio topologico X, entonces L;(A,) C Ly(A,).

Teorema 1.0.29 Sean X un espacio topoldgico, {A,} una sucesion de subconjuntos no

vacios de X . Entonces:
(1) L;(A,) es un subconjunto cerrado de X y

(2) Ls(A,) es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion: (1) Basta con demostrar que L;(A,) C Li(A,). Sea z € L;i(A,) y sea U un
conjunto abierto de X tal que x € U entonces, U N L;(A,) # (). Esto implica que existe
N € N tal que U N A, # 0, para toda n > N. Por lo que = € L;(A,).

(2) Mostraremos ahora que Ly(A,) C Ly(Ay). Sea y € Ly(A,) y sea U un conjunto abierto
de X tal que y € U, esto implica que U N Ly(A,,) # (). Entonces existe un conjunto infinito

J C N tal que UN Ay, # (0, para cada k € J. De aqui, y € Ly(A,). &

Teorema 1.0.30 Sean X,Y espacios topologicos y sean {A,} y {B,} sucesiones de sub-

conjuntos no vacios de X y 'Y respectivamente. Entonces:
(1) Li(A, x B,) = L;i(A,) x Li(By,)
(2) Ls(A, x By) C Ls(A,) x Ly(By,)

(3) Si {A.} y {B.} son sucesiones convergentes de subconjuntos no vacios de X y'Y

respectivamente, entonces lim(A, x B,) = limA, X limB,,

Demostracion: Para probar (1) mostraremos que L;(A, X B,,) C L;(A,) X Li(B,,) y Li(A,) X
Sean (a,b) € Li(A, x B,) y U,V abiertos en X y Y respectivamente, tales que a € U y
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b € V, entonces (a,b) € U x V y U x V es un abierto en el producto X x Y. De esta
manera existe N € N, tal que (U x V)N (A, x B,) # 0, para toda n > N, esto implica
que UNA, #0yVnNB, #0 para todan > N. Por lo que a € L;(A4,) y b € Li(B,). Asi,
(a,b) € Li(A,) x Li(By,).

Ahora sea (a,b) € L;(A,) x L;j(B,,), es decir, a € L;(A,) y b € L;(B,). Sea W un abierto
en X x Y. Entonces, existe U x V' un abierto basico en X xY tal que (a,b) e UxV, a €U
ybeVy (UxV)CW. De esta forma, existen N, M € N tales que U N A,, # ) para
todan > Ny VNB, # 0 para toda n > M. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
N > M, entonces (UNA,)x (VNB,) # 0, paratodan > N. Asi, (UxV)N(A,xB,) # 0,
para toda n > N. De donde W N (A, x B,,) # 0. Por lo tanto, (a,b) € L;(A, x B,).
Para mostrar (2) Sean (a,b) € Ls(A, x By,) y U,V abiertos en X y Y respectivamente
tales que a € U y b € V, entonces (a,b) € U x V, de esta manera existe un conjunto
infinito J C N, tal que (U x V) N (A X By) # 0 para cada k € J, lo que implica que
UNA,#0yVNBy, # 0 para cada k € J. Por lo que a € Ly(A,) y b € Ly(B,). Asi
(a,b) € Ly(A,) x Lg(By,).

Por ultimo, supongamos que {A,} v {B,} son sucesiones convergentes a subconjuntos
cerrados no vacios de X y Y respectivamente. Por (2), Ls(A, X B,) C Ls(A,) X Ls(B,,) =
Li(A,) x Li(B,) = Li(A, X By). Asi Ly(A, x B,,) C L;(A,, X B,) por lo que Ls(A, x B,) =
L;(A, x By,), aplicando (1) y (2), concluimos que lim(A, x B,) = limA, x limB,,. B

Teorema 1.0.31 Sea {A,} una sucesion de elementos en 2% . Se tiene que:

(1) x € Li(Ay,) si y sdlo si existe una sucesion {x,} de X tal que x, converge a x y

r, € A, para toda n € N.

(2) x € Ls(A,) siy sdlo si existen una sucesion de numeros naturales ny < ng < ...y

puntos x,, € A,, para toda k € N tales que x,, converge a x.

Demostracion: Primero demostraremos (1)

Supongamos que existe una sucesion {z,} de X tal que x, converge a x. Es decir, para
todo € > 0 existe N € N tal que dx(z,,z) < ¢ para toda n € N, entonces z,, € B.(x)
y T, € A, para toda n € N. De esta manera z,, € B.(z) N A, para toda n > N. Asi,
B.(z) N A,, # 0 para toda n > N. Por lo tanto x € L;(4,).
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Ahora supongamos z € L;(A,) fijoy f: X — R tal que f(y) = dx(z,y) v A, € 2% para
toda n € N. Por lo que A,, es compacto en X para todan € N. Entonces f alcanza un mini-
mo en A, para cada n € N, es decir existe z,, € A, tal que f(x,) = min{d(z,y) : y € A, }.
Para cada n € N tomemos x,, € A4, de tal forma que dx(x,,x) = min{d(z,y) : y € A,}.
Ahora para probar que x, converge a x. Sea € > 0. Como = € L;(A,), existe N € N tal
que B.(z) N A, # 0 para toda n > N. De manera que para cada n > N, existe a,, € A,
tal que dx(z,a,) < g, pero dx(x,,x) = min{d(z,y) : y € A,} < dx(z,a,) < € para toda
n > N. Asi, d(z,,x) < €, para toda n > N. Por lo tanto x,, converge a x.

Para probar (2)

Supongamos que x € Ly(A,). Entonces, para ¢ = 1 existe un conjunto infinito J; C N,
tal que Bi(x) N A, # () para toda n € J;. Tomando ny € J; existe x,, € Bi(z) N A,,.
Para ¢ = % existe un conjunto infinito Jo, C N, tal que B%(x) N A, # 0 para toda
n € Jo. Como Jy es infinito, podemos tomar n, € Jy tal que ny > n; y ademas un punto
Tn, € B1 (x) N A,,. Continuando con este proceso construimos una subsucesion {ng} de
{n} y de puntos z,, € A,,, para cada k € N tales que d(z,,,x) < % Dado que % converge
a 0, concluimos que z,, converge a x.

Ahora supongamos que existen una sucesion de ntimeros naturales n; < ny < ...y puntos
Tn, € Ap, paratoda k € N tales que z,, converge a x. Entonces, dado € > 0, existe K € N
tal que si k > K, entonces d(z,,,r) < €. Asi, B.(z) N A,, # () para un namero infinito de
k. Por lo que x € Ly(A,, C Ls(A,). Por lo tanto z € Ly(4,). B

El siguiente resultado es fundamental dentro de la Teoria de Continuos, combina la con-
vergencia de sucesiones de subconjuntos mediante limite inferior y limite superior con la
métrica de Hausdorff H. Se deja la referencia [22, Teorema 4.11, p. 57| para consultar la
prueba.

Este hecho se usard indistintamente sin hacer referencia a ello.

Teorema 1.0.32 Sean X un espacio métrico compacto y {A,} una sucesion de subcon-
Juntos compactos de X. Entonces, limA, = A si y sdlo si la sucesion {A,} converge a A

en 2% con respecto a la métrica de Hausdorff.
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Teorema 1.0.33 Sea f: X — Y un funcion entre espacios topologicos. Si X es métrico
entonces f es continua en X si y sélo si para toda sucesion {x,} en X que converge a x,

se tiene que {f(x,)} converge a f(x).

Demostracion: Supongamos que f es continua.

Sea V un abierto en Y tal que f(z) € V. Dado que f es continua, tenemos que f~}(V) es
un abierto en X. Ademés, z € f~' (V). Entonces existe m € N tal que z,, € f~'(V) para
cada n > m. Esto implica que f(x,) € V para cada n > m. Por lo tanto { f(z,)} converge
a f(x).

Supongamos que f no es continua en algin z € X. Entonces existe un abierto U en Y tal
que f(z) € U y para cada abierto V en X tal que x € V se cumple que f(V)N(Y =U) # 0.
Ahora, como X es métrico, X es primero numerable. Asi, existe una base local numerable
B, ={B, :n €N} para X en z tal que B,;; C B,. Dado que = € B,, y B,, es un abierto
en X, se tiene que f(B,) N B(Y —U) # 0.

Para cadan € N, sean y, € f(B,) N (Y —=U) y z, € B, tal que f(z,) = y,. Notemos que
si k > m, entonces x € B,,. Asi, {x,} converge a x. Veamos que {f(z,)} no converge a
f(x). Tenemos que U es un abierto de Y, f(z) € Uy f(z,) =y, € (Y — U) para cada

n € N. Esto es una contradiccion. Por lo tanto f es continua en X. l

Definiciéon 1.0.34 Sean X y Y dos espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcion. Se
dice que f es un encaje si f : X — f(X) es un homeomorfismo. En tal caso diremos que

X esta encajado en'Y .

Dado un continuo X, un hiperespacio de X contenido en 2% definido bajo cierto conjunto

P de propiedades sera denotado por H(X).

Lema 1.0.35 Sean X y K continuos. La funcion e : 2% x 2K — 2X*E definida por

e((A,B)) = A x B es un encaje que satisface:
(1) e(H(X) x H(K)) C H(X x K) para cada H(—) € {C(-),Coo(—), Fu(—)}-
(2) e(Ch(X) x Crp(K)) C Cpn(X x K), para toda n > 1,m > 1.

(3) e(F(X) x F(K)) C Fun(X x K) para todon >1 ym > 1.
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(4) e(H(X) x F1(K)) C H(X x K) para cada H(—) € {Cr(—),Co(—), Fao(—)}.
(5) e(F1(X) x H(K)) C H(X x K) para cada H(—) € {Cr(—), Coo(—), Fu(—)}.

Demostracion: Sean A, B subconjuntos cerrados de X y K respectivamente, entonces
A x B es un subconjunto cerrado del producto X x K, por lo que e esta bien definida.
Para demostrar que e es un encaje basta con demostrar que e es continua e inyectiva. Ya
que si e es una funcién continua entre continuos entonces e es cerrada. Sean A, A’ en 2%
vy B, B' en 2K, Supongamos que (A, B) # (A', B'), entonces A # A’ o B # B’, lo que
implica que A X B # A’ X B’, asi e es inyectiva. Para la continuidad sea {(4,, B,)}n € N
una sucesion tal que (A,, B,) — (A, B). Por el Teorema 1.0.30, A, x B,, - A x B. Asi e
es una funcién continua.

Demostraremos ahora de (1) a (5).

Para demostrar (1), demostraremos que e(C(X) x C(K)) C C(X x K). Si e((A, B)) €
e(C(X)x C(K)), entonces A € C'(X)y B € C(K), es decir, Ay B son conexos en X y K
respectivamente, lo que implica que A x B es conexo en X X K. Asi e((A, B)) € C(X x K).
Ahora bien, si e((A4, B)) € e(Cxo(X) X Cx(K)), entonces A € Coo(X) vy B € Coo(K), es
decir, A y B tienen una cantidad finita de componentes de X y K respectivamente, lo que
implica que A X B tiene una cantidad finita de componentes en X x K. Asi e((A, B)) €
Cso(X x K). De manera analoga se muestra que e(F(X) X Fo(K)) C Foo (X X K).
Para demostar (2), si e((A4, B)) € e(C,,(X) x Cpp(K)), entonces A € C(X) y B € C(K),
es decir, A tiene a lo mas n componentes en X y B tiene a lo mas m componentes
en K, lo que implica que A X B tiene a lo mas n x m componentes en X x K, asi
e((A,B)) € Crum (X x K).

De manera analoga a (2) se muestra (3).

Para mostrar (4), si e((A, B)) € e(C,(X) x Fi(K)), entonces A € C,,(X) y B € Fi(K),
es decir, A tiene a lo méas n componentes en X y B es un conjunto unipuntual en K, lo
que implica que A x B tiene a lo mas n componentes en X x K. Asi e((A, B)) € C,(X x
K). Finalmente, demostraremos que e(F(X) x Fi(K)) C Fuo(X x K). Si e((A,B)) €
e(Fo(X) x Fi(K)), entonces A € Foo(X) y B € Fi(K), es decir, A tiene una cantidad

finita de puntos en X y B es un conjunto unipuntual en K, lo que implica que A x B tiene
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una cantidad finita de puntos en X x K. Asi, e((A, B)) € F(X X K). De manera anéaloga
se puede demostrar que e(Cy(X) X F1(K)) C Cpo(X x K) y de manera analoga a (4) se
puede demostrar (5). B

Una condicién importante que nos determina también la continuidad de una funcién entre

espacios métricos, nos la da la siguientes definicion.

Definiciéon 1.0.36 Sean E y F espacios métricos. Una funcion f : E — F es de Lips-
chitz, cuando existe M € RT tal que d(f(x), f(y)) < Md(z,y) para toda z,y € E.

Cuando M =1, se dice que f es no expansiva.
Observacion 1.0.37 Toda funcion de Lipschitz es uniformemente continua.

La siguiente funcion es muy usada en la Teoria de Hiperespacios de Continuos.

Dado un continuo X, definimos la siguiente funcion U : 22° — 2X dada por U(A) = |J A4,
la cual es llamada la funcién union.

Para la siguiente prueba H? denotara la métrica de Hausdorff para 22° inducida por la

métrica de Hausdorff H en 2X.

., ., . X .. . . .
Lema 1.0.38 La funcion union U definida en 22" es una funcion continua. Mds ain, es

no expansiva.

Demostracion: Primero mostraremos que U esta bien definida. Para mostrar que | J A es
cerrado, sea A € 22 si zp € X es un punto limite de |J A, existe una sucesion {z;}
convergente a zg, tal que z; € | J A para cada i € N.

Para cada i € N, existe D; € A, tal que z; € D;. Ya que A es compacto, existe una
subsucesion {D;; } de {D;}, tal que {D;,} converge a Dy € A. Dado que z;, € D;, para
cada j € Ny {2} converge a 2y, entonces zp € Dy € A. Asi, 29 € | JA. Esto demuestra que
A es un subconjunto cerrado de X y por lo tanto compacto. Ya que A es una coleccion
no vacia de conjuntos no vacios, | JA # 0. Por lo tanto U es una funcion. Teniendo en
cuenta que | J{A} = A para cada A € 2%, tenemos que U es una funcién suprayectiva de
22 en 2X.

Para la continuidad probaremos que U es de Lipschitz. Sean A;, Ay € 22" diferentes

v A = Ay Ay = UA, A1y Ay € 2% Si H(A;, Ay) = 0 entonces H(A;, A;y) <
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H?(A;, A). Ahora, supongamos que H(A;, Ay) > 0. Sea n = H(A;, Ay) > 0. Por el
Lema 1.0.10, Ay € N(n, A3) 0 Ay € N(n, A;). Sin pérdida de generalidad supongamos que
Ay € N(n, Az). Entonces, existe p € A; tal que d(p,z) > n para toda x € A,. Dado que
pe A=A, existe Dy € Ay tal que p € Dy y Dy € N(n, D) para cualquier D € As,
lo que implica que H(Dy, D) > n para cualquier D € A,. Asi, Dy ¢ Ng(n, Ay). Como
Dy € A se tiene que A; € Ny (n, As). Dado que H? esté definida en términos de H se tiene
que H?(A;, Az) > 1. De esta manera, H(|J A, |JA2) = H(A1, A3) = n < H*(A;, As). Por
lo tanto U es de Lipschitz no expansiva y por la Observacion 1.0.37, U es uniformemente

continua. A



Capitulo 2

Hiperespacios de g-crecimiento

En esta seccion definimos a los hiperespacios de g-crecimiento, daremos ejemplos y
propiedades generales de este tipo de hiperespacios. El estudio de este tipo de hiperespacios

es la parte central de este trabajo, asi como su relaciéon con la teoria de pseudo-homotopias.

Definicion 2.0.1 Sea X un continuo, un subconjunto no vacio H de 2% es un hiper-
espacio de g-crecimiento de X si dado A € C(2%) tal que ANH # 0, se tiene que
UAeH.

Teorema 2.0.2 El hiperespacio 2% es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion: Sea A € C'(2%), tal que AN2* # 0. Como A C 2% se tiene que [J A € 2¥.

Por lo tanto 2% es un hiperespacio de g-crecimiento. l
Teorema 2.0.3 El hiperespacio C'(X) es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion: Sea A € C(2%) tal que AN C(X) # 0. Mostraremos primero que |J.A es
compacto. Como A es un subcontinuo de 2% tenemos que A € 22° . Por el Lema 1.0.38,
JA es un subconjunto compacto de X. Ahora mostraremos que [ J.A es un subconjunto
conexo de X. Supongamos que | J.A es un subconjunto disconexo de X. Dado que |J.A
es un subconjunto cerrado en X, existen H y K conjuntos cerrados, ajenos y no vacios
en X tales que JA=HUK.Sea A € ANC(X). Como A es conexo en X y dado que
UA = HUK, entonces A C H o A C K. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
AC H. Definamos Ay ={Le A:LCH}y A, ={LecA:LNK#0}Yaque Ac A

16
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vACH, A # 0. Dado que K # 0 y K C |JA, Ay # 0. Por el Teorema 1.0.16, A;
y Ay son subconjuntos cerrados en 2%. Como H y K son ajenos, A; v Ay son ajenos y
como | JA = HU K se tiene que A = A; U Ay. Asi, A es disconexo en 2%, lo cual es una

contradiccion. Por lo que [ J.A es un subconjunto conexo de X. W
Proposicion 2.0.4 El hiperespacio C,(X) es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion: Sea A € C(2%) tal que AN C,(X) # 0. Si suponemos que | JA ¢ C,,(X),
entonces | J A tiene al menos n+ 1 componentes distintas, digamos By, . .., By,41 los cuales
son conjuntos no vacios cerrados ajenos cuya uniéon es A. Sea L € AN C,(X), existe
ie{l,...,n+1} talque LN B; =0. Sean Ay ={A € A: ANB; #0}y A ={A €
A: AN B; =0}, por el Teorema 1.0.16, Ay y A; son cerrados ajenos y no vacios en 2% y
A = Ay U Ay, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto (J A € C,(X). B

Teorema 2.0.5 El hiperespacio Coo(X) es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion: Sea A € C(2%), tal que ANCy(X) # 0. Sea B € ANC,(X), B tiene una
cantidad finita de componentes, digamos m, esto implica que B € C,,,(X) N .A. Asi por la
proposicion anterior | JA € Cp,(X) C Cyo(X). Por lo tanto |JA € Co(X). B

Teorema 2.0.6 Sean p € X y n € N. Los hiperespacios 2, = {A € 2¥ : p € A},
CX,p)={AeC(X):pe A} y C,(X,p) = {A € C.(X) : p € A} son hiperespacios de

g-crecimauiento.

Demostracion: Mostraremos primero que 2;( es un hiperespacio de g-crecimiento. Sea A €
C(2%) tal que AN2) #0. Sea A € AN2)Y, entonces A C [JAy p € A. Lo que implica
que p € |JA. Por lo tanto [J.A € 2.

Para mostrar que C(X,p) es un hiperespacio de g-crecimiento. Sea A € C(2%) tal que
ANC(X,p) # 0. Sea B € AN C(X,p), entonces B € C(X) y p € B, esto implica que
ANC(X) #0, asi |JA € C(X). Ahora como B € A, se tiene que B C |J A, por lo tanto
pelJA Asi|JA e C(X,p).

Por tltimo mostraremos que C,(X, p) es un hiperespacio de g-crecimiento. Sea A € C/(2%)

tal que ANC,,(X,p) # 0. Sea D € ANC, (X, p), entonces D € C,,(X) y p € D, esto implica
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que ANCL(X) # 0. Asi, A € C,(X). Ahora como D € A, se tiene que D C [J.A. Asi
p € |JA. Por lo tanto, | JA € C,,(X,p). R

Teorema 2.0.7 Sea ¢ > 0. El hiperespacio D = {B € 2% : H(X,B) < &} es de g-

crecimiento.

Demostracion: Sea A € C(2%) tal que AND # ). Sea A € AND, entonces H(X,A) <e.
Sean £ = {6 >0: ACNGO,X)y X C NOA}yE ={0>0:JAC Ng(X) y
X C Ny(UA)}. Mostraremos que E C E'. Sea 6 € E. Notemos primero que (JA C X =
Ns(X) y como A C |JA, se tiene que X C Ns(A) C Ns(|J.A). Asi E C E'. De esta manera
HUA,X)=infE <infE = H(A,X) <e. Por lo tanto,  JA € D. R

Sean X un continuo, n € N y Uy, Us,,...,U, subconjuntos no vacios de X. El simbo-
lo (Uy,Us,...,U,) denota el conjunto {4 € 2% : A C UUZ' y ANU; # 0 para cada
i=1
ie{l,2,...,n}}.
Teorema 2.0.8 Sean Uy, Us,,...,U,, conjuntos tales que X = U Un, entonces (Uy,Us, ..., Upy)

n=1
es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion: Sea A € C'(2%) tal que AUy, Us, ..., Uy,,) # 0. Sea A € AUy, Us, ..., Uy),
entonces A C LmJ U,y ANU, # 0 para cada n € {1,2,...,m}. Como A € A, en-
tonces A C Un.jll De aqui, (JA) N U, # 0 para cada n € {1,2,...,m}. Ademas,
UACX = CJ U,. Por lo tanto, A € (U, Us,...,U,). R

n=1
Definicién 2.0.9 Sea X un continuo. Una funcién de Whitney para 2% es una funcion

continua v : 2% — R tal que:
(1) pu({z}) = 0 para toda x € X,
(2) Para A,B € 2%, si A C B, entonces u(A) < u(B).

[3, Teorema 13.4, p. 107| garantiza la existencia de funciones de Whitney para cualquier
hiperespacio H(X) de X. De hecho se prueba que existen funciones de Whitney para 2%

y la restrinccion en cada hiperespacio H(X) es una funciéon de Whitney para H(X).
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Teorema 2.0.10 Sea u : 2% — [0, 1] una funcion de Whitney. Entonces p~*([t,1]) para

t € [0,1] es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion: Sean t € [0,1] y A € C(2%) tal que AN p~Y([t,1]) # 0. Sea A € AN
pw=([t,1]), entonces u(A) € [t,1], esto es t < u(A) < 1. Como A C |JA y u es una funcion
de Whitney, entonces pu(A) < p(JA), esto implica que ¢ < u(|J.A) < 1. Por lo tanto
UA € p([t,1]) cuando ¢ € [0,1]. B

Teorema 2.0.11 Sean X un continuo y A € C(X). Si pu es una funcion de Whitney para

2%, entonces pu |cay es una funcion de Whitney para C(A).

Demostracion: Dado que £ es una funcion continua, g |4y es una funcién continua. Ahora
sea v € A, como p |cay ({}) = p({z}) y p({x}) = 0 entonces i |c(ay ({2}) = 0. Por 1l-
timo, sean B,C € C(A) tales que B C C. Ya que j |¢a) (B) = p(B), pt |cay (C) = n(C)
y u(B) < pu(C), entonces i |c(ay (B) < o |cay (C). Por lo tanto p ¢4y es una funcion de
Whitney para C(A). B

Se sabe que si p es una funcion de Whitney para C'(X), entonces p~! () es un subcontinuo

de 2X. Ver [1, Teorema 8.3, p. 111] y ademés se sabe por |1, Lema 8.1, p. 109] que
Unr™(t) = X.

Proposicion 2.0.12 Sean X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X . Si
p es una funcion de Whitney para C(X) y t € [0,1], entonces u='(t) C H si y sdlo si
p ([ 1)) CH.

Demostracion: Supongamos que g (t) € H. Sea A € p((¢,1]), p |c(a) es una funcion
de Whitney para C(A) y (u |5§A))(t) = p1(t) N C(A), se tiene que (u |5§A))(t) ={B ¢
pwtt): BC Ay € C(2%) y H(\{B € pu~'(t) : B C A} # 0. De esta manera, como
A=U{B € ul(t): BC A}, obtenemos que A € H por definiciéon de hiperespacio de
g-crecimiento. Por lo tanto pu~!([t, 1]) C H.

La otra implicacién es inmediata. ll

Corolario 2.0.13 Sean X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento. Entonces

Fi(X)CH siysolosi C(X)CH.
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Demostracion: Sea p una funcion de Whitney para C'(X). Como p~1(0) = {A € C(X) :
wu(A) = 0}, entonces Fy(X) = p~1(0) y dado que p~*([0,1]) = C(X). Por la Proposiciéon

2.0.12 queda demostrado este colorario. B

A continuacién probaremos algunas propiedades generales de los hiperespacios de g-crecimiento.

Teorema 2.0.14 Sea X un continuo. St H es un hiperespacio de g-crecimiento de X,

entonces X € H.

Demostracion: Notese que 2% € C(2%) y 2¥ NH # 0. Como H es un hiperespacio de

g-crecimiento entonces X = (J2X € H. B

Teorema 2.0.15 La interseccion de una familia arbitraria de hiperespacios de g-crecimiento

es también un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion: Sea {A; : i € I} una familia de hiperespacios de g-crecimento. Sea B €

C(2%), tal que BN (ﬂ A;) # 0, de aqui BN A; # (), para cada i € I. Dado que cada A; es
i€l
un hiperespacio de g-crecimiento, entonces | J B € A; para cada i € I, es decir | B € ﬂ A;.
iel
Por lo tanto ﬂ A; es un hiperespacio de g-crecimiento. Il
i€l

Definicion 2.0.16 Sea G C 2% no vacio. G es un hiperespacio de crecimiento de X
si G es un subespacio cerrado, tal que si B € 2% y A€ G con A C B y cada componente

de B intersecta a A, entonces B € G.
Teorema 2.0.17 Cada hiperespacio de crecimiento es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostracion: Sea G un hiperespacio de crecimiento y sea A € C(2%) tal que ANG # ().
Dado que A € C(2%), [JA € 2%,

Sea A € ANG, existe a : [0,1] — C(2%) un arco ordenado de {A} a A en C(2%).
Definimos (' : [0,1] — 2% como A'(t) = |Ja(t). Por el Lema 1.0.38, 3’ es continua,
B'(0)=Ay B(1)=UA, 5(s) <p(t) cuando s < t. De esta forma [’ es una trayectoria
de A a|JA en 2X. Dado que 2% es de Hausdorff podemos definir a partir de 4 un arco en
3'(]0,1]) € 2%, méas atn, un arco ordenado 3 : [0, 1] — 2% tal que 3(0) = Ay 8(1) = U A4,
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por el Teorema 1.0.20, cada componente de | J A intersecta a A. Asi, | J.A € G. Por lo tanto

G es un hiperespacio de g-crecimiento. ll

Proposicion 2.0.18 Todo hiperespacio de g-crecimiento de un continuo es conexo por

trayectorias.

Demostracion: Sean X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X.

Para demostrar que H es arco conexo, es suficiente demostrar que todo arco ordenado de
cualquier elemento de H a X esta contenido en H. Sea G € H, por el Teorema 1.0.20, existe
un arco ordenado « : [0,1] — 2% de G a X. Ahora si t € [0, 1], entonces ([0, t]) € C(2¥)
y satisface que G € H(«a([0,t]) y a(t) = Ja([0,t]). Dado que H es un hiperespacio de
g-crecimiento, a(t) € H, es decir ([0, 1]) C H para toda t € [0,1]. Asi H es arco conexo

y por la Observacion 1.0.25, H es conexo por trayectorias. ll

Corolario 2.0.19 Si X es un continuo entonces 2% y C(X) son arco-conexos.

Definiciéon 2.0.20 Sea X un espacio topoldgico conexo. Decimos que X tiene la propie-
dad b) si para cada funcion continua f: X — S donde S* es la circunferencia unitaria
en el plano complejo, existe una funcion continua h : X — R tal que f = expoh, donde

exp : R — S! estd definida por exp(t) = (cos(t),sin(t)) = e*.

Definicion 2.0.21 Un espacio conero X es unicoherente si para cuales quiera A y B

son subconjuntos cerrados conexos de X tales que X = AU B, entonces AN B es conexo.
Proposicion 2.0.22 La propiedad b) es una propiedad topoldgica.

Demostracion: Si X es un espacio topolégico conexo que tiene la propiedad b) y Y un
espacio topolégico homeomorfo a X, entonces Y es conexo.

Por otra parte, sean ¢ : X — Y un homeomorfismo y f’': Y — S! una funciéon continua.
Notemos que f'og : X — S'. Como X tiene la propiedad b), existe h : X — R tal
que f'og = expoh. Sea h' : Y — R definida por / = h o g~!, veamos que expoh’ =
expohog = flogog = f. Por lo tanto Y tiene la propiedad b).

Lema 2.0.23 Sea X un espacio topoldgico. Si X es conexo y ¢1, P2 : X — R son funciones

continuas tales que ) = () parg cada © € X, entonces existe un entero k € 7 tal

que ¢1(x) — ¢o(x) = 2k para cada x € X.
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Demostracion: Sea # € X. Entonces €/(#1@)=92(#) = (1,0), ademas cos(¢;(r) — ¢o(z)) = 1
y sen(¢1(x) — ¢o(x)) = 0. Por la conexidad de X y la continuidad de las funciones ¢; y
¢9, existe un entero k € Z tal que ¢(x) — ¢o(x) = 2km. B

Teorema 2.0.24 Cada espacio métrico conexo que tiene la propiedad b) es unicoherente.

Demostracion: Sea X un espacio métrico conexo que tiene la propiedad b).

Supongamos que X no es unicoherente. Entonces existen A, B C X cerrados conexos tales
que X = AU B con AN B disconexo. Entonces existen P, P, C X cerrados ajenos no
vacios tales que AN B = P, U P.

Definimos a las funciones ¢ : X - Ry f: X — S! como sigue:

d(z,P; .
P(x)= Wm para todo xz € X
e?@ s re A

flz) =
e @ s reB
Siz € ANB = PUP,, entonces z € PLox € P,. Six € Py, entonces Y(z) =0ysiz € Py
entonces ¥(z) = 7. Asi, e = ¢=@) para toda z € AN B. Por [19, Teorema 18.3, p.
123], f es continua en X. Dado que X tiene la propiedad b), existe una funcién continua
¢ : X — R tal que f(z) = €™ para cada x € X, esto implica que f(z) = @) = %@
para cada x € Ay f(x) = ?(®) = ¢="®@) para cada x € B. Como A y B son conexos, por

el Lema 2.0.23, se tiene que existen kq, ko € Z tales que:
Y(x) = ¢(x) +2kimen Ay —(z) = ¢(x) + 2kem en B

Por lo tanto () = m(k; — k2) en AN B lo cual es una contradiccion. Luego AN B es

conexo. Por lo tanto X es unicoherente. H

Teorema 2.0.25 Todo hiperespacio de g-crecimiento de un continuo tiene la propiedad

b).

Demostracion: Sean X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X.
Consideremos para cada A € H, el conjunto K4 = {B € H : A C B}, podemos usar

argumentos similares a los de [15, prueba del Lema 13, p. 2004| para probar que H tiene
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la propiedad b).

De la Proposicion 2.0.18 y de los Teoremas 2.0.24 y 2.0.25 se obtiene el siguiente Co-

rolario.

Corolario 2.0.26 Todo hiperespacio de g-crecimiento de un continuo es unicoherente.



Capitulo 3

Pseudo-homotopias en hiperespacios

En esta seccion daremos resultados generales de pseudo-homotopias en hiperespacios.

De aqui en adelante I denotara el intervalo [0, 1].

Definicion 3.0.1 Sean X y Y espacios topolégicos y f,g : X — Y funciones continuas.
Decimos que f es homotopica a g (o f y g son homotdpicas), si existe una funcion

continua H : X x I =Y que satisface H(z,0) = f(z) y H(x,1) = g(x) para cada x € X.

A la funcién H se le llama homotopia. Escribiremos f =~ ¢ para decir que f y g son

homotodpicas.

Definicion 3.0.2 Sean X y Y espacios topologicos y f,g : X — Y funciones continuas.
Decimos que f es pseudo-homotdpica a g (o f y g son pseudo-homotdpicas), si existen
un continuo K, puntos a,b € K y una funcion continua G : X x K — Y que satisface

G(z,a) = f(z) y G(z,b) = g(x) para cada x € X.

La funcién G es llamada pseudo-homotopia entre f y g con espacio factor K. Escribiremos

f ~k g para decir que f es pseudo-homotoépica a g con espacio factor K.

Teorema 3.0.3 Sea X un espacio topologico. Si Idx ~ a con a una funcion constante en

X, entonces X es conexo por trayectorias.

Demostraciéon: Dado que Idxy ~ a con a una funciéon constante. Entonces existe H :

X x I — X una funcién continua tal que H(z,0) =z y H(x,1) = a donde a(z) = a para

24
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cada r € X.

Sea z € X. Definimos f, : I — X dada por f.(t) = H(z,t). Se tiene que f, es continua,
ademés que f.(0) = zy f.(1) = a. Por lo que f, es una trayectoria que une el punto a con
el punto z. De esta manera para cada by ¢ € X, podemos definir una trayectoria a partir

de f, y de f. pasando por a.

De las definiciones de homotopia y pseudo-homotopia se obtiene la siguiente observacion.
Observacion 3.0.4 Si f es homotopica a g, entonces [ es pseudo-homotdpica a g.

El regreso a esta observacion no es cierto como lo demostré W. Kuperberg. Veamos como

se describe el ejemplo para lo cual lo anterior no se cumple.

Ejemplo 3.0.5 Sean C el plano complejo, Xog = {z € C : z = ii—f@“ con t € [0,00)}
la espiral que se aprozima al circulo unitario S' = {z € C:|| 2z ||= 1} y D* = {2 €
C:| z ||I< 1}. Sea X = Xy U D? el continuo de Kuperberg y sea C = XoU S* U X; con
Xy ={2€C:Im(z) =0y0 < Re(z) <1}. C es el espacio factor para el cual X es

pseudo-contractil.

Para probarlo definamos las siguientes funciones:

. 2 it 42 it'\ V42 it
oHl.XoxX0—>X0talqueH1(t+—le,me )—me( )

e Hy: D? x Xq — D? tal que Hy(z, H5e™) = ze'

e H3:D?x (S'UX;)— D? tal que H3(z,w) = 2w

e Hy: Xy x (S'UX,) = D? tal que Hy(HF3e™, w) = we

Para demostrar que H; es continua notemos que [0,00) es homeomorfo a X, entonces

t+2

=™ para todo t € [0, 00), esto

existe un homeomorfismo A : [0,00) — X tal que h(t) =
implica que para cada z € X, existe un tnico ¢ € [0,00) tal que h(t) = z.
Sea I : [0,00) X [0,00) — [0,00) tal que F(t,t') = t + t". Observemos que Hy(z,¢) =

h(F(h=(z),h71(C))), dado que h, h™' y F son continuas entonces H; es continua.
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De forma similar se puede demostrar la continuidad de Hy, Hy y Hy.

Definimos H : X x C — X dada por:

(

H(z,¢) =<

(2,¢) si(z,¢)
Hy(z,¢) si(z,¢)
Hs(z,c) si(z,¢) € D? x (STU X))
Hy(z,c) si(z,c) € Xox (S'UXy)

\

Como Hi, Hs, H3 y H, son continuas, entonces H es continua. Ahora, si t = 0 entonces
h(0) = (2,0) € C, notemos que H;(z, f(0)) = z y Hy(z, f(0)) = z para toda z € X. Por lo
que H(z, h(0)) = z para toda z € X.

Si ¢ = (0,0) € C, entonces H3(z,¢) = (0,0) y Hy(z,¢) = (0,0) para toda z € X. De esta
manera H(z,c) = (0,0) para toda z € X.

Sean K € C(X x X) tal que K(z) = zy donde 2z = (0,0), a = (2,0),b = (0,0) € C. Por
lo tanto Idx ~¢ K.

Afirmacién X no es conexo por trayectorias.

Vamos a probar que toda trayectoria que contenga al punto (1,0) se queda contenida
en el disco D?. Sea o : I — X una trayectoria tal que a(0) = (1,0), dado que D?
es cerrado en X y a es continua, a~(D?) es cerrado en I. Veamos ahora que a~*(D?)
es abierto en I. Sea ty € a~!(D?), esto es sea ty € [0,1] tal que a(ty) = yo € D% Si
Yo € int(D?). Sea ¢ > 0 tal que B.(yp) € D2 Por la continuidad existe § > 0 tal que
to € U = Bs(to) N [0,1] = (to — &, to + ) N[0, 1] y f(U) € B:(yo) € D*.

Si yo € Fr(D?). Sea € > 0 tal que B.(y9) N X tiene una infinidad de componentes, una de
las cuales es B.(yo) N D% De igual manera, existe § > 0 tal que tg € U = Bs(tg) N[0,1] y
f(U) C B.(yo)NX. Como U es conexo y yo = f(to) € f(U)ND?, f(ty) € B(yo) N D?. Asi
f(U) es un conexo que contine a yy y que intersecta a la componente B. (1) N D?. Por lo
tanto f(U) C B.(yo) N D* C D2 De est4 manera tenemos que f~!(D) es abierto, cerrado
y no vacio de I, y dado que I es conexo, f~}(D) = I. Asi, no es posible unir un punto de
D? con un punto de la espiral X, por medio de una trayectoria. Por lo que X no es conexo
por trayectorias. Por el Teorema 3.0.3 la identidad en X no es homotoépica a toda funcion

constante en X. W
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Proposicion 3.0.6 Si el espacio factor K es arco conexo, entonces f ~x g es equivalente

af~g.

Demostracion: Si que f >~k ¢ entonces existen puntos a,b € K y G : X x K — Y continua
tal que G(z,a) = f(x) y G(z,b) = g(x) para cada z € X. Como K es arco-conexo, existe
un arco C' con puntos finales a y b, es decir existe a : I — C tal que a(0) =ay a(l) =b
un homeomorfismo. Sea g : X x I — X x K cumpliendo ¢(z,t) = (z,«(t)) para todo
x € X yte I Notemos que g es continua ya que Idx y «(t) son continuas. Definimos
H:XxI—Ytalque H(x,t) = G(g(z,t)) = G(x,a(t)) paratodaz € X yt € I, dado que
G y g son continuas entonces H es continua. Asi H(x,0) = G(z,a(0)) = G(z,a) = f(x) y
H(z,1) = G(z,a(l)) = G(z,b) = g(z). Por lo tanto f ~ g.

La implicacién inversa se tiene por la Observacion 3.0.4. B

Teorema 3.0.7 Sean X, Y continuosy f : X — Y una funcion. Si f es continua entonces

2/ 2% — 2Y dada por 2/ (A) = f(A) estd bien definida y es continua.

Demostracion: Sea A € 2%. Dado que X, Y son continuos, entonces f es una funciéon
cerrada, esto implica que f(A) € 2X. Por lo que 2/ esta bien definida.

Para demostrar que 2/ es continua, tomemos € > 0. Como f es continua, existe § > 0 tal
que si dx(z,y) < 6 para toda z,y € X, entonces dy (f(z), f(y)) < &. Sean A, B € 2% tales
que H(A,B) < 4. Veamos que H(2/(A),2/(B)) = H(f(A), f(B)) < e. Sean @’ € f(A)
y a € A tal que f(a) = o’. Como A C N(0,B) tenemos que existe b € B tal que
dx(a,b) < §. Luego dy(f(a), f(b)) = dy(d’, f(b)) < e. Por lo que a’ € N(e, f(B)), de esto
f(A) € N(e, f(B)). De manera similar se puede probar que f(B) C N(e, f(A)). De lo

anterior se tiene que H(2/(A),2/(B)) < e. Por lo tanto 2/ es continua. B

Proposicion 3.0.8 Sean X, Y continuos y f : X — Y wuna funcion. Si f es continua

entonces C(f) : C(X) — C(Y) dada por C(f)(K) = f(K) estd bien definida y es continua.

Demostracion: Dado que C(f) = 2/|¢(p), por el Teorema 3.0.7, 27 es continua, asi C(f) es
continua.
Para demostrar que C(f) estd bien definida sea A € C(X). Entonces A € 2% y A es

conexo, esto implica que f(A) € 2¥. Ahora, si f(A) es disconexo en Y, entonces existen
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H # () y K # () subconjuntos cerrados en Y tales que f(A) = H U K, de esta manera
AC T HYU F(K), To que implica que f~H(H) £ 0y f71(K) £ 0, f(H)NA#£D y
STUK)NA#£Qy f~Y(H), f~Y(K) son subconjuntos cerrados en X, lo que contradice el
hecho de que A es conexo en X. Asi, f(A) € C(Y). Por lo tanto C(f) esté bien definida.
|

Teorema 3.0.9 Sean X, Y, K continuos, H un hiperespacio de g-crecimiento de Y y
G : X X K — H una funcion continua. Definimos la funcion G X x C(K) — H por

G(z, B) = UG({z} x B). Cada una de las siguientes condiciones se cumple:
(1) G estd bien definida y es continua.
(2) G(z,{t}) = G(z,t) para cada (z,t) € X x K.

(3) SiteT e C(K) yG(x,t) € H' para algun H' hiperespacio de g-crecimiento de Y

contenido en H, entonces @(L T)eH.

Demostracion: Para demostrar (1) siz € X y B € C(K), entonces {x} X B es un continuo
en X x K lo que implica que G({x} x B) es un continuo en H C 2¥, ademas G({z} x B)N
H # () pues G(z,b) € H. Dado que H es un hiperespacio de g-crecimiento concluimos que
UG({z} x B) € H. Por lo que G esta bien definida.

Para demostrar que ( es continua, sea C(Q): C(X x K) — C(2Y) tal que C(G)(D) =
G(D) la funcion inducida de G, la cual por la Proposicion 3.0.8, es continua. Sea A =
{{z}xB:z € X,B e C(K)} CC(X x K), la funcion F = C(G) |4: A — C(2Y) C 22"
es continua y considerando U : 22" 5 2Y definida en el Lema 1.0.38, la composicion
UoF : A — H C 2 es continua. Note que e : X x C(K) = A C C(X x K) tal que
e(z, B) = {z} x B es un encaje. Asi, G = Uo F o e es continua.

Para demostrar (2) sea (z,t) € X x K, tenemos que G(z, {t}) = JG({z} x {t}) = G(z,1).
Para demostrar (3) seat € T € C(K) y G(z,t) € H' para algan H’ hiperespacio de g-
crecimiento de Y contenido en H. Notemos que G({z} x T) € C(2¥). Ademas G(x,t) €
G({z} x T) lo que implica que G({z} x T) NH' # 0. Dado que H' es un hiperespacio de

-~

g-crecimiento de Y, concluimos que | JG({z} x T) = G(z,T) e H'. &
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Teorema 3.0.10 Sean X, Y continuos y H un hiperespacio de g-crecimiento de Y. Si
fyg: X — H son funciones continuas, entonces f y g son pseudo-homotopicas si y solo

si f y g son homotdpicas.

Demostracion: Si f y ¢ son pseudo-homotodpicas, entonces existe un continuo K, puntos
a,b € K y una funciéon continua G : X x K — H tal que G(z,a) = f(x) y G(x,b) = g(z)
para cada x € X. Por el Teorema 3.0.9 obtenemos que G(z, {a}) = f(z) y G(z, {b}) = g(z)
para cada z € X. De esta manera tenemos una pseudo-homotopia entre f y ¢ con factor
arco conexo y ya que C'(K') es un continuo arco conexo, concluimos que f y g son homo-
topicas por la Proposicion 3.0.6.

La implicacion inversa se tiene por la Observacion 3.0.4. B

Para un continuo X, H(X) denota un hiperespacio contenido en 2¥.

Sean X, Y continuos. Para dos hiperespacios H(X) y H(Y) contenidos en 2% y 2¥ respec-
tivamente, estaremos pensando que existe un conjunto de propiedades P que los define, es
decir, H(X) = {A € 2% : A satisface P}y H(Y) = {B € 2V : B satisface P}.

Por ejemplo: F,,(—), Cp(—), 27, Fuo(—), Coo(—)-

Definicién 3.0.11 Sean X, Y continuos y H(X), H(Y) hiperespacios de X y Y res-
pectivamente. Si para toda funcion continua f : X — Y la imagen f(A) € H(Y) para
cada A € H(X) y esta asignacion es continua, diremos que H(X) admite funciones H -
inducidas.

La funcion H-inducida de f es representada por H(f) : H(X) — H(Y) definida por
H)(A) = [(4).

Ejemplo 3.0.12 Mostraremos algunos hiperespacios que admiten funciones H-inducidas.
1. Por el Teorema 3.0.7, 2% admite funciones 2~ -inducidas.
2. Por la Propocision 3.0.8, C(X) admite funciones C(X)-inducidas.

3. Cn(X) admite funciones C,(X)-inducidas.
Sean X, Y continuos, f: X — Y una funcion continua y Cy,(f) : Cph(X) — Co(Y)
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dada por C,,(f)(K) = f(K).

Para mostrar que C,(X) admite funciones H-inducidas. Notemos que C,(f) =
27| c.(x) v dado que 27 es continua, entonces Cy,(f) es continua.

Ahora, sea A € C,(X). Entonces A € 2% y A tiene a lo mds n componentes con
n > 1, por lo que f(A) € 2¥.

Como cada componente C de A es conera y [ es continua, f(C) es un conexo,
ndtese que puede ocurrir que para algunas componentes de A las imdgenes pueden
intersectarse y cuya union de todas las que se intersectan forman una componente en

f(A). Ast, f(A) tiene a lo mds n componentes. Por lo tanto C,,(X) admite funciones

Cy(X)-inducidas.

4. Coo(X) admite funciones H-inducidas.
Sean X, Y continuos, f: X — Y una funcion continua y Coo(f) : Coo(X) = Coo(Y)
dada por Coo(f)(K) = f(K).
Notemos que Coo(f) = 2/|c.(x) y dado que 27 es continua, entonces Coo(f) es con-
tinua.
Ahora, sea A € Coo(X). Entonces A € 2% y A tiene una cantidad finita de compo-
nentes, asi que f(A) € 2Y.
Como cada componente C de A es conexa y f es continua, entonces f(C) es un
conezo, ndtese que puede ocurrir que para algunas componentes de A las imdgenes
pueden intersectarse y cuya union de todas las que se intersectan forman una com-

ponente en f(A). Asi, f(A) tiene una cantidad finita de componentes. Por lo tanto

Coo(X) admite funciones Cuo(X)-inducidas.

5. F,(X) admite funciones F,(X)-inducidas.
Sean X, Y continuos, f: X — Y una funcion continua y F,(f) : Fr(X) — F,(Y)
dada por F,(f)(K) = f(K).
Dado que F,(f) = 27|, x) y dado que 2 es continua, F,(f) es continua.
Ahora, sea A € F,(X). Entonces A € 2% y A tiene a lo mds n puntos para cada
n € N, entonces f(A) € 2Y.

Como A tiene a lo mds n puntos, f(A) tiene a lo mds n puntos. Por lo tanto F,(X)
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admite funciones F,(X)-inducidas.

6. Foo(X) admite funciones Fuoo(X)-inducidas.
Sean X, Y continuos, f: X — Y una funcion continua y Fuo(f) 1 Foo(X) = Fo(Y)
dada por Foo (f)(K) = f(K).
Dado que Fuo(f) = 27| r(x) y dado que 27 es continua, entonces Foo(f) es continua.
Ahora, sea A € Foo(X). Entonces A € 2% y A tiene una cantidad finita de puntos,
por lo que f(A) € 2¥.
Como A tiene una cantidad finita de puntos, entonces f(A) tiene una cantidad finita

de puntos. Por lo tanto F(X) admite funciones Fo(X)-inducidas. B

NOTA: La notacién 27, C(f), Co(f), Co(f), Fu(f) v Fx(f) representa las funciones
H-inducidas entre cualquier par de hiperespacios 2% y 2, C(X) y C(Y), Cp(X) y Co(Y),
Coo(X) y C(Y), Fu(X) y Fr(Y) y Fouo(X) v Fuo(Y), respectivamente.

De aqui en adelante vamos a suponer que si X es un continuo, todo hiperespacio H (X)

admite funciones H-inducidas.

Definicion 3.0.13 Decimos que el hiperespacio H(X) tiene la propiedad e si la funcion

e: HX)x K — H(X x K) dada por e(A,x) = A x {z} es un encaje.

Teorema 3.0.14 Los hiperespacios 2%, Coo(X), Fao(X), Co(X), Fro(X) para todo n € N

tienen la propiedad e.

Demostracion: Primero demostraremos que la funcion e : H(X) x K — H(X x K) dada
por e(A,x) = A x {x} es inyectiva y enunciaremos una observacion. Esto nos ayudara a
demostrar que 2%, Coo(X), Fioo (X)), Cr(X), F,(X) tienen la propiedad e.

Para mostrar que e es inyectiva. Sean A, A’ € 2% y x, 2/ € K supongamos que (A, z) #
(A’, "), entonces A # A’ o x # 2, esto implica que A x {x} # A’ x {z'}. Asi, e es inyectiva.
Observacion: Si {(A,, z,)} una sucesion tal que (A,,z,) — (A,x). Por el Teorema 1.0.30,
A, x{z,} = A x{z}.

Ahora, demostraremos que 2% tiene la propiedad e.

Sea e : 2% x K — 2%*K dada por e(A,x) = A x {z}. Para demostrar que e esta bien
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definida, notemos que si A € 2%, x € K y dado que K es un espacio T} entonces {z} es
cerrado. Por lo tanto A x {z} es cerrado y por la Observacion e es continua.

Dado que e es una funcién definida entre continuos y es continua e es cerrada. Ademas,
tenemos que e es inyectiva. Por lo tanto e es un encaje.

Para demostrar que F,,(X) tiene la propiedad e.

Seae: Fo(X)x K — Fo(X x K) dada por e(A,z) = A x {x}. Primero mostraremos que
e esta bien definida, dados A € Foo(X) y z € K se tiene que A € 2% y dado que K es
un espacio Ty, {z} es cerrado, de estd manera A x {x} es cerrado. Ademas, A tiene una
cantidad finita de puntos, lo cual implica que A x {z} tiene una cantidad finita de puntos.
Asi A x {z} € Fo(X x K) y por la Observacion e es continua.

Dado que e esta definida entre continuos y es continua entonces e es cerrada. Ademas,
tenemos que e es inyectiva. Por lo tanto e es un encaje.

De manera similar podemos demostrar que Co.(X) tiene la propiedad e.

Ahora mostraremos que para todo n € NC,,(X) tiene la propiedad e.

Sea e: Cph(X) x K — C,(X x K) dada por e(A,x) = A x {x}. Primero mostraremos que
e esta bien definida, dados A € C,,(X) y z € K, se tiene que A € 2% y dado que K es un
espacio T entonces {x} es cerrado, de esta manera A x {x} es cerrado. Ademés, A tiene a
lo més n componentes en X, lo que implica que A x {z} tiene a lo mas n componentes en
X x K. Asi, A x {z} € C,(X x K) para todo n € N y por la Observacion e es continua.
Dado que e esta definida entre continuos y es continua obtenemos que e es cerrada. Ademés,
tenemos que e es inyectiva. Por lo tanto e es un encaje.

De manera similar se demuestra que F,,(X) tiene la propiedad e para todo n € N. B

Teorema 3.0.15 Sean X, Y, K continuos, H(X) un hiperespacio que tiene la propiedad
ey G: X xK — Y una funcion continua. Definimos G + H(X) x K — H(Y) por
G((A, 1)) = G(A x {t}). Entonces la funcion G estd bien definida y es continua.

Demostracion: Notemos que G = H(G)oe, donde e es el encaje de H(X)x K a H(X x K)
dado en la Definicién 3.0.13. Asi, G esta bien definida y es continua. H

Bajo el supuesto de que los hiperespacios de continuos tienen la propiedad e, mostrare-
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mos que si dos funciones continuas entre continuos son pseudo-homotoépicas, sus funciones

H-inducidas son pseudo-homotoépicas también.

Teorema 3.0.16 Sean X, Y continuos, H(X), H(Y') dos hiperespacios de X y Y respec-
tivamente y f,g : X =Y funciones continuas. Si f y g son pseudo-homotdpicas entonces
H(f) y H(g) son pseudo-homotdpicas, y si H(Y) es un hiperespacio de g-crecimiento,
entonces H(f) y H(g) son homotdpicas.

Demostracion: Dado que f y g son pseudo-homotépicas, entonces existen un continuo K,
dos puntos a,b € K y una funcién continua G : X x K — Y tales que G(z,a) = f(z) y
G(z,b) = g(x) para cada x € X. Por el Teorema 3.0.15, existe una funcién continua G la
cual satisface que G(S,a) = G(S, {a}) = f(S) = H(f)(S) y G(S,b) = G(S,{b}) = g(5) =
H(g)(S). Asi G es una pseudo-homotopia entre H(f) y H(g) con espacio factor K.

Si H(Y) es un hiperespacio de g-crecimiento, entonces por el Teorema 3.0.10, H(f) y H(g)
son homotopicas. B

NOTA: Dado un espacio topolégico X, denotamos por Idyx a la funciéon identidad definida
en X.

Teorema 3.0.17 Sean X, Y, Z continuos, f : X = Y, g : Y — Z dos funciones
continuas y H(X), H(Y), H(Z) hiperespacios de X, Y vy Z respectivamente. Si H(f),
H(g), H(go f) y H(Idx) son las funciones inducidas de f, g, go f y Idx respectivamente,

entonces:

(1) H(go f)=H(g)o H(f)
(2) H(Idx)= Idmx)

Demostracion: Para mostrar (1) notemos que H(go f) y H(g) o H(f) tienen el mismo
dominio y codominio. Ahora, sea A € H(X). Veamos que H(go f)(A) = (go f)(A) y
(H(g) o H(f)) = H(g(f(A))) = (g0 f)(A). Por lo tanto H(g o f) = H(g) o H(f).

Para mostrar (2) Notemos primero que H(Idx) y Idy(x) tienen el mismo dominio y
codominio. Ahora, sea B € H(X), tenemos que H(Idx)(B) = IdxB = B = Idyx)(B).
|
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Definicion 3.0.18 Dado un continuo X, G(X), H(X) dos hiperespacios de X tales que
G(X) C H(X). FEl hiperespacio cociente Q(X) para X es el espacio cociente de la
forma H(X)/G(X) obtenido identificando el hiperespacio G(X) a un punto.

Definicién 3.0.19 Decimos que un hiperespacio cociente Q(X) es un hiperespacio co-

ciente de g-crecimiento para X si H(X) y G(X) son hiperespacios de g-crecimiento.

Definicion 3.0.20 Sean p, : H(X) — Q(X) y p, : HYY) — Q(Y) funciones cocientes.
La funcion g-inducida de una funcion entre continuos f : X — Y es la funcion Q(f) :

Q(X) = QYY) la cual cumple Q(f) o pr = py o H(f).

Ejemplo 3.0.21 Sim,n € N conm <n, F'(X),HS,(X) y CI'(X) denotan los espacios
cocientes F,(X)/Fn(X), Co(X)/Fn(X) y Co(X)/Cr(X) respectivamente y en estos casos
podemos definir las funciones q-inducidas.

Para mostrar que en F(X) podemos definir funciones q-inducidas notemos que F,,(X) C
F.(X). Sean p, : Fo.,(X) = FX(X) ypy : Fo(Y) = EN(Y). Entonces Q(f)opy : Frp(X) —
Fr(Y) ypyoFo(f): Fo(X) = FR(Y). Porlo que Q(f) o ps y pyo Fu(f) tienen el mismos
dominio y codominio.

Dado A € F,(X), tenemos que A € F,,(X) o A ¢ F,(X). Si A € F,,(X) entonces
pu(A) = Fo(X), con lo que Q(f) 0 pu(4) = QUI)(Fn(X)) = Fu(X) = p,(f(A)) = py 0
F.(f)(A). Por otro lado, si A ¢ F,,(X) entonces p,(A) = {A}, con lo que Q(f) o p.(A) =
QUYUAY = {F(A)} = p,(F(A)) = p,0 Fu(£)(A). Por lo tanto, en F}\(X) podemos definir
funciones g-inducidas.

De manera similar podemos mostrar que en CT.(X) podemos definir funciones q-inducidas.
Para mostrar que en HS,,(X) podemos definir funciones q-inducidas recordemos que F,(X) C
Cn(X). Sean py : Co(X) = HSW(X) y py : Co(Y) = HS,(Y). Entonces Q(f) o py -
Col(X) = HSW(Y) y py o Culf) 5 Cul(X) = HS,(Y). Por lo que Q(f) o py y py o Culf)
tienen el mismos dominio y codominio.

Dado A € C,(X), se tiene que A € F,(X) 0 A¢ F,(X). Si A€ F,(X) entonces p,(A) =
Fu(X), con lo que Q(f)opa(A) = QU (Fu(X)) = Fa(X) = py(f(A)) = pyoCol)(A). Por
otro lado, si A ¢ F,(X), entonces p,(A) = {A}, con lo que Q(f) o p.(A) = Q(f){A}) =
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{f(A)} = py(f(A)) = py o Cr(f)(A). Por lo tanto en HS,(X) podemos definir funciones
g-inducidas. B

Vamos a suponer que si X es un continuo, todo hiperespacio cociente Q(X) admite fun-

ciones ¢-inducidas.

Definicién 3.0.22 Decimos que el hiperespacio cociente Q(X) = H(X)/G(X) tiene

la propiedad e si H(X) y G(X) tienen la propiedad e.

Proposicion 3.0.23 Sean X, Y, Z continuos y Q(X) un hiperespacio cociente para X.

Sif: X =Y yg:Y — Z son funciones continuas, entonces:
(1) Qlgo f)=Q(g) e Q(f)
(2) QUdx) = Idgx)

Demostracion: Para mostrar (1) notemos que Q(g) o Q(f)op. v p.o H(g)o H(f) tienen el
mismo dominio y codominio. Ahora, tenemos Q(g) o Q(f) o pr, = Q(g) o py 0 H(f) = p. o
H(g)oH(f). Por otro lado, Q(go f)op, = p.oH(gof) = p.oH(g)oH(f) = Q(g)oQ(f)opx,
de esta manera Q(g o f) = Q(g) 0 Q).

Para mostrar (2) notemos que H(Idy)(B) = B paratodo B € H(X). Asi Q(Idx)(px(B))
px(H(Idx)(B)) = px(B) = Idg(x)(px(B)). Por lo tanto Q(idx) = Idgx). B

Definicion 3.0.24 Sean X, Y espacios topologicos y [ : X — Y wuna funcion continua.
Si existe una funcion continua g : Y — X tal que fo g = Idy, se dice que f es una

identificacion.

Teorema 3.0.25 (Teorema de la transgresion). Sean p : X — Y una identificacion
y h: X — Z una funcion continua. Si h es una funcion constante en cada fibra p~*(y).

Entonces:

(1) hop™t:Y — Z es continua y ademds, el siguiente diagrama es conmutativo.

—Y

p
X
h \7/
Z
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(2) hop™':Y — Z es una funcion abierta (cerrada) si y sélo si h(U) es abierto (cerrado)

cuando U es un conjunto abierto (cerrado) tal que U = p~t o p(U).

Demostracion: Para demostrar (1) notemos que para cada x € X, p~'op(z) es la fibra que
contiene a x y dado que h es constante en cada fibra, tenemos que h(x) = hop top(x) =
(hop™)op(x), es decit h = hop~! op. Como h es continua entonces por [14, Teorema
3.1, p. 123], hop~! es continua.

Para demostrar (2) sea ¥V C Y un conjunto abierto; entonces U = p~*(V) es un abierto en

X y dado que U = p~! o p(U) entonces h(U) =hoptop(U)=hop (V). R

Teorema 3.0.26 Sean X, Y continuos y Q(X) = H(X)/G(X) un hiperespacio cocien-
te para X que tiene la propiedad e. Las funciones q-inducidas de las funciones pseudo-
homotdpicas son pseudo-homotdpicas y si Q(Y) = H(Y)/G(Y) es un hiperespacio cocien-
te de g-crecimiento para Y, entonces las funciones g-inducidas de las funciones pseudo-

homotopicas son homotopicas.

Demostracion: Dadas f, g : X — Y funciones pseudo-homotopicas, existen K un continuo,
puntos a,b € K y una funcion continua M : X x K — Y que satisfacen M (z,a) = f(z) y
M (x,b) = g(z) para todo z € X. Entonces la funcién M : H(X)x K — H(Y) definida por
M(A,t) = M(A x {t}) satisface que M(A,a) = H(f)(A) y M(A,b) = H(g)(A) para cada
A € H(X). Dado que G(X) tiene la propiedad e, M(G(X) x K) C G(Y). Por el Teorema
3.0.25, existe L : Q(X) x K — Q(Y) tal que L(px(A),t) = py(M(A,t)). Notemos que

—~

Lipx(4),a) = py(F(A,)) = py(H(F)(A)) = QU)(A) ¥ Lipy(4),b) = Qg)(4) para
cada A € H(X). Asi Q(f) y Q(g) son pseudo-homotopicas.

Ahora, si H(Y') y G(Y') son hiperespacios de g-crecimiento de Y. Entonces, S : H(X) x
C(K) — H(Y) definida por S(A,T) = U]T/[/({A} x T') esta bien definida y es continua.
Ademés, S(A,{a}) = H(f)(A), S(A,{b}) = H(g9)(A) paracada A € H(X)y S(B,{a}) =
M(B,a) = H(f)(B) = f(B) € G(Y), S(B,{b}) = M(B,b) = H(g)(B) = g(B) € G(Y)
para cada B € G(X). Ahora, sea [ : [0,1] — C(K) tal que [(0) = {a}, {(1) = {b} ¥
I(s) N {a,b} # 0 para cada s € [0,1]. Entonces, si (B,s) € G(X) x [0,1] tenemos que
M{B} x I(s)) € C(2%) y M({B} x I(s)) N G(Y) # §. Dado que G(Y) es un hiperes-
pacio de g-crecimiento de Y tenemos que S(G(X) x I([0,1])) € G(Y). Por el Teorema
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3.0.25, existe R : Q(X) x [0,1] — Q(Y) tal que R(px(A
mos que R(px(4),0) = py(S(A,1(0))) = pr(S(4,0)) =
Ripx(A4), 1) = py(S(A, (1)) = py (S(4,1)) = py (H(g)(A
Q(f) y Q(g) son homotopicas. B

s) = py(S(A,l(s))). Observe-
)

), s) =
py (H(f)(A)) = Q(f)(px(A)) ¥
)) = Q(g)(px(A)). Por lo tanto



Capitulo 4

Pseudo-contractibilidad en

hiperespacios

En esta seccién daremos resultados generales de contractibilidad y pseudo-contractibilidad
en hiperespacios. Determinaremos en que tipo de hiperespacios la pseudo-contractibilidad

es equivalente a la contractibilidad.

Definiciéon 4.0.1 Un espacio topologico X se dice que es contrdctil siempre que exista

una homotopia entre la funcion identidad en X y una funcion constante en X.

Definicion 4.0.2 Un espacio topoldgico X se dice que es pseudo-contrdctil siempre que

exista una pseudo-homotopia entre la funcion identidad en X y una funcion constante en

X.
Observacion 4.0.3 Todo espacio contrdctil es pseudo-contrdctil.

Pero no todo espacio pseudo-contréctil es contractil. Ver el Ejemplo 3.0.5.
Definicién 4.0.4 Se dice que un espacio topologico X es:

a) contrdctil con respecto a un espacio topoldgico Y si cada funcion continua f :

X — Y es homotdpica a una funcion constante en'Y .

b) pseudo-contrdctil con respecto a un espacio topoldgico Y si cada funcion continua

f: X =Y es pseudo-homotopica a una funcion constante en Y .

38



CAPITULO 4. PSEUDO-CONTRACTIBILIDAD EN HIPERESPACIOS 39

Teorema 4.0.5 La pseudo-contractibilidad es una propiedad topologica.

Demostracion: Sean X un espacio topologico pseudo-contractil y Y un espacio topoldgico
homeomorfo a X. Dado que X es pseudo-contractil, existen un continuo K, puntos a,b € K
y una funcion continua H : X x K — X tales que H(x,a) = xy H(x,b) = x¢ para toda z €
X y algin xg € X. Como X y Y son homeomorfos, existe f : X — Y un homeomorfismo.
Sea G : Y x K — Y definida por G(y,t) = fo H(f"(y),t), G estd bien definida y
es continua. Ademas G(y,a) = f o H(f\(y),a) = [(H(f " (y),0)) = F(f W) = y ¥
G(y,b) = fo H(fXy),b) = fF(H(f ' (y),b)) = f(xg) el cual es un valor constante en Y.

Por lo tanto Y es pseudo-contréctil. I

Definicion 4.0.6 Sea X un espacio topologico, A C X. Definimos la funcion inclusion

i:A— X pori(a) =a para toda a € A.

Definicion 4.0.7 Decimos que un subespacio Y de X es pseudo-contrdctil en X si la

funcion inclusion de Y a X es pseudo-homotopica a una funcion constante en X.

Definicion 4.0.8 Decimos que un subespacio Y de X es contrdctil en X si la funcion

inclusion de' Y a X es homotopica a una funcion constante en X.

Teorema 4.0.9 Sean X, Y espacios topologicos. Si' Y C X y X es pseudo-contrdctil

entonces Y es pseudo-contrdctil en X .

Demostracion: Como X es pseudo-contractil, existen un continuo K, puntos a,b € Ky
H : X x K — X una funcién continua tales que H(z,a) = x y H(x,b) = xy para toda
r € X yalgin xg € X. Sea::Y — X la funcién inclusion. Definimos G : Y x K — X por
G(z,t) = H(i(z),t). Notemos que G esta bien definida y dado que H es continua, G es
continua. Ahora G(y,a) = H(i(y),a) = H(y,a) =y y G(y,b) = H(i(y),b) = H(y,b) = xo.

Por lo tanto, Y es pseudo-contractil en X. l

Observacion 4.0.10 Cada subespacio Z de un subespacio pseudo-contrdactil Y de un es-

pacio X es pseudo-contrdactil en X.

Observacion 4.0.11 5t Y C X y Y es pseudo-contrdactil con respecto a X, entonces Y

es pseudo-contrdctil en X .
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Observacion 4.0.12 Cualquier subespacio Z de un espacio contrdctil X es contrdctil en

X y cada subespacio Z de un subespacio contrdactil Y de un espacio X es contrdctil en X.

Teorema 4.0.13 Sea X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X . Entonces

H es pseudo-contrdctil si y solo st H es contrdctil.

Demostracion: Supongamos que H es pseudo-contractril. Entonces, existe una pseudo-
homotopia entre la funcién identidad en H y ¢ donde ¢ es una funciéon constante en ‘H. Dado
que H es un hiperespacio de g-crecimiento, por el Teorema 3.0.10, existe una homotopia
entre la funciéon identidad en H y c. Por lo tanto H es contractil.

Supongamos que H es contractil, por la Proposicion 4.0.3, H es pseudo-contractil. H

Teorema 4.0.14 Sea X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X que

contiene a F1(X). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) 2% es contrdctil.
(2) F1(X) es contrdctil en 2%.
(3) H es contrdctil.
(4) F1(X) es contrdactil en H.
(5) H es pseudo-contractil.
(6) F1(X) es pseudo-contrdctil en H.

Demostracion: Primero mostraremos que (2) implica (1). Suponiendo que F;(X) es con-
tractil en 2%, existe una funcién continua F : F}(X) x [0, 1] — 2% tal que F({a},0) = {a},
F({a},1) = C donde C es una funcién constante en 2.

Definimos para A € 2%, F(A,t) = {F({a},t) : a € A} = F(A x {t}). Dado que F
es una funciéon continua de Fy(X) x [0,1] — 2%, se tiene que F(A,t) es continua y
F:2X % [0,1] — 22%,

Para A C 2% sabemos que la funcién union, 0(A) = (JA C X, es una funcién conti-

nua de 227 en 2%, Sea H : 2% x [0,1] — 2¥ definida por H(A,t) = o(F(A,t)). Por la
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continuidad de o y F, H es continua. Ademas, H(A,0) = 0(A,0) = F(Ax {0}) = Ay
H(A 1) = 0(A,1) = F(A x {1}) = K donde K es una funcién constante en 2%. Por lo
tanto (2) implica (1).

Por la Observacion 4.0.12, (1) implica (2).

Por el Teorema 4.0.13, tenemos la equivalencia entre (3) y (5).

Las afirmaciones (3) y (5) implican (4) y (6) respectivamente.

Para demostrar que (3) implica (2). Supongamos que H es contractil. Como que Fy(X) C
H, por el Teorema 4.0.12, F(X) es contractil en 2%. Asi, (3) implica (2).

Para probar que (1) implica (3). Supongamos que 2% es contractil. Entonces, existe una
funcion continua L : 2% x [0,1] — 2% tal que L(A,0) = Ay L(A,1) = X para cada
A € 2X. Definimos M : H x [0,1] — H tal que M(A,t) = |JL({A} x [0,t]) para cada
(A,t) € H x [0,1]. Probaremos que M estéa bien definida. Sea (A, t) € ‘H x [0, 1]. La conti-
nuidad de L implica que L({A} x [0,t]) € C(2%). Dado que A € L({A} x [0,t]))NH y H es
un hiperespacio de g-crecimiento de X, |J L({A} x [0,t]) = M(A,t) € H. La continuidad
de M se sigue de la continuidad de L y el Teorema 2.0.3. Notemos que M(A,0) = Ay
M(A,1) = X para cada A € H. Por lo que H es contractil. Por lo tanto, (1) implica (3).
Ahora, probaremos que (6) implica (4). Supongamos que Fi(X) es pseudo-contractil en
H. Seai: F1(X) — H la funcion inclusion, entonces i es pseudo-homotépica a C' donde C'
es una funcion constante en H. Por el Teorema 3.0.10, tenemos que i es homotoépica a C'.
Por lo que F;(X) es contractil en #. Por lo tanto (6) implica (4).

(4) implica (6) es inmediato. W

Notemos que la condicion F;(X) C H, donde H es un hiperespacio de g-crecimiento es ne-
cesaria para tener que la contractibilidad de el hiperespacio H implica la contractibilidad

de 2X.

Teorema 4.0.15 Si X es un continuo y n € N, entonces el espacio C,(X,K) = {A €
Cn(X): K C A} es contrdctil para cada K € 2.

Demostracion: Sea K € 2X. Por el Teorema 1.0.20, existe un arco ordenado « : [0, 1] — 2%

tal que a(0) = Ky o(1) = X. Sea H : C,,(X, K) x [0,1] — C,(X, K) una funcién tal que
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H(At) = a(t) U A.

Probaremos que H(C, (X, K) x [0,1]) C C,(X,K). Sea A € C,(X,K) y t € [0, 1]. Por el
Teorema 1.0.20, cada componente de K intersecta a a(t) para cada t € [0,1]. Dado que
K C A, cada componente de A intersecta a a(t). Asi, a(t) U A tiene a lo mas n com-

ponentes. Por lo que H es una funcién continua. Notemos que H(A,0) = a(0)UA = A
y H(A,1) = a(1)UA = X para cada A € C,,(X, K). Por lo tanto C,,(X, K) es contractil. B

Como consecuencia de este resultado tenemos que si X es un continuo y p € X, en-
tonces el hiperespacio C(X,p) = {A € C(X) : p € A} es contractil.

Por otro lado C(X,p) es un hiperespacio de g-crecimiento de X tal que Fy(X) € C(X, p)
va que C(X,p) N Fi(X) = {p}.

Finalmente, tomamos un continuo X tal que 2% no es contractil (ver [3, p. 158 para
la existencia de tal continuo). Tenemos que la contractibilidad de un hiperespacio de g-

crecimiento no implica la contractibilidad de 2%.

Definiciéon 4.0.16 Diremos que X es hereditariamente unicoherente si todo subcon-

tinuo de X es unicoherente.

Definiciéon 4.0.17 Si X es un continuo arco-conexo y hereditariamente unicoherente di-

remos que es un dendroide.

Definiciéon 4.0.18 Un espacio topoldgico X es localmente conexo en un puntop € X

st para todo abierto U que contiene a p, existe un abierto conexo V tal que p eV C U.

Definicién 4.0.19 Diremos que X contiene circunferencias si existe un encaje de S*

en X.

Definiciéon 4.0.20 Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene cir-

cunferencias.

Definicion 4.0.21 Un continuo X tiene la propiedad de Kelley en un punto p € X
si para todo € > 0 existe 6 = §(e,p) > 0 tal que para todo b € B(d,p) y para todo A € C(X)
conp € A, existe Be C(X) tal quebe B y H(A,B) < e.
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Definicion 4.0.22 Sean X un continuo y K un subconjunto cerrado, propio y no vacio de
X. Diremos que K es un R*-conjunto en X, si existen un subconjunto abierto y propio
U de X tal que K C U y una sucesion {C,} de componentes de U que satisface que
K = Li(Cy).

Ejemplo 4.0.23 Existe un dendroide X tal que C'(X) no es contrdctil pero C(X)—{{p}}

es un hiperespacio de g-crecimiento de X que es contractil para cierta p € X.

Para la prueba, sean X un dendroide, Y, W subcontinuos propios de X y p € X que

satisfacen:
(1) X=YUuUWw,
2) YW = {p};
(3) X no tiene la propiedad de Kelley en p;
(4) Y y W tienen la propiedad de Kelley;

(5) {p} es un R*-conjunto de X.

Un ejemplo es la figura de arriba.
Sea pu: C(X) — [0,1] tal que p(Y) = u(W) = 5 una funciéon de Whitney.
Definimos F': C(Y) x [0,1] = C(Y) y G : C(W) x [0, 3] — C(W) dadas por:

F(A ) =B eCY): u(B)=t,BNA# 0},
G(At) ={B e C(W): u(B)=t,BNAZ0.
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Como Y y W tienen la propiedad de Kelley, las funciones F' y G son continuas. Sea
B={BecCX)—{{p}}: BNY #0,BNW # (. Definimos L : (C(X)—{{p}}) x[0,1] —
C(X) — {{p}} dada por:

(

F(A,t) si (A1) e C(Y) x[0,1],
YUG({pht—-3) si. (A,t) € C(Y) x [3,1],
L(A,t) = ¢ G(A1) si (A1) € C(W) x [0,5],
WUF({p}.t—3) si (A,t) € C(W) x [3,1],
| FANY, 820 UGANW, 200 i (A ) € Bx[0,1].

Entonces L(A,0) = Ay L(A,1) = X para cada A € C(X) — {{p}}. &

Teorema 4.0.24 Si X es un continuo pseudo-contrdctil y H(X) es un hiperespacio que
tiene la propiedad e, entonces H(X) es pseudo-contrdctil, y si H(X) es un hiperespacio de

g-crecimiento de X, entonces H(X) es contrdctil.

Demostracion: Dado que X es un continuo pseudo-contractil, /dx es pseudo-homotopica
a una funcion constante en X. Por el Teorema 3.0.16, la funciéon inducida H(Idx) es
pseudo-homotdpica a una funcién constante en H(X), por el Teorema 3.0.17, Idyx es
pseudo-homotoépica a una funciéon constante en H(X). Asi, H(X) es pseudo-contractil.

Ahora, si H(X) es un hiperespacio de g-crecimiento de X entonces, por el Teorema 4.0.13,

H(X) es contractil. ®

Definicion 4.0.25 Sea A C X cerrado. Una retraccion de X en A es una funcion
continua r : X — A tal que r |4 es la funcion identidad de A. Si existe tal funcion r,

decimos que A es un retracto de X.

Definicion 4.0.26 Decimos que Z es un retracto por pseudo-deformacion de X si

existe una retraccion v : X — Z y un continuo K tal que r ~g Idx.
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Definiciéon 4.0.27 Diremos que el conjunto Z es un retracto fuerte por pseudo-
deformacion de X si existen una retraccion r : X — Z, un continuo K, puntos a,b € K
y una funcion continua G : X x K — X tales que G(z,a) = x, G(z,b) = r(x) para cada
r€ X, yG(z,t) =z para cada z € Z y cada t € K.

La funcion G es llamada retraccion fuerte por pseudo-deformacion.

Teorema 4.0.28 Sea X un espacio topologico pseudo-contrdactil. Si A es un retracto de

X, entonces A es pseudo-contrdctil.

Demostracion: Como X es un espacio pseudo-contractil, existen un continuo C', puntos
a,b € C, g € Xy H: X xC — X una funcién continua que satisface H(x,a) = x
y H(z,b) = xo para cada x € X. Dado que A es un retracto de X, existe una funcion
continua 7 : X — A tal que r(y) = y para cada y € A. Sea ag = r(xy) € A. Consideremos
la funcion i : A x C' — X x C definida por i(y, c) = (y, ¢). Ahora consideremos la funcion
G : A x C — A definida por G(y,c) = (ro H 0i)(y, c), G es continua por ser composicion
de funciones continuas, ademés cumple que G(y,a) = (ro H o i)(y,a) = r(H(i(y,a))) =
r(H(y,a)) = r(y) =y, para toda y € Ay G(y,b) = (ro H oi)(y,b) = r(H(i(y,b))) =
r(H(y,b)) = r(x¢) = ag, para toda y € A. Por lo tanto G es una pseudo-homotopia entre

la funcion identidad en A y una funcién constante. B

La prueba del siguiente Teorema es similar a la del Teorema 4.0.28.

Teorema 4.0.29 Sea X un espacio topoldgico contrdctil. Si A es un retracto de X, en-

tonces A es contrdctil.

Teorema 4.0.30 Sean X,Y y Z espacios topoldgicos, f,g: X =Y yh:Y — Z funcio-

nes continuas. St f ~¢ g, entonces ho f ~c hog.

Demostracion: Como f ~¢ g, existen puntos a,b6 € C'y H : X x C — Y una fun-
cion continua tales que H(z,a) = f(x) y H(x,b) = g(x) para todo x € X. Definimos
G : X xC — Z tal que G(z,¢) = (ho H)(x,c). Por la continuidad de h y H tene-
mos que G es continua. Notemos que G(x,a) = h(H(z,a) = h(f(z)) = (ho f)(z) ¥
G(x,b) = h(H(z,b) = h(g(z)) = (hog)(x) para cada z € X. Por lo tanto ho f ~c hog.l
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Los siguientes resultados muestran algunos casos donde la pseudo-contractibilidad y la con-
tractibilidad son equivalentes. Adicionalmente probaremos algunos casos donde la pseudo-

contractibilidad de un espacio implica la pseudo-contractibilidad de otros.

Proposicion 4.0.31 Sean X un continuo, Y un subcontinuo de X y H un hiperespacio
de g-crecimiento de X tal que F1(X) CH y Fi(X) es un retracto de H. Si'Y es pseudo-

contrdactil en X, entonces Y es contrdactil en X.

Demostracion: Consideremos las siguientes funciones i : Y — X la funcién inclusion, j :
X — H un encaje definido por j(z) = {z},r : H — Fi(X) unaretracciony h : Fy(X) — X
el homeomorfismo definido por hA({z}) = z. Por hipdtesis i es pseudo-homotopica a una
funciéon constante en X. Entonces, por el Teorema 4.0.30, joi : Y — H es pseudo-
homotoépica a una funcién constante, aplicando el Teorema 3.0.10, tenemos que j o % es
homotodpica a una funciéon constante, usando de nuevo el Teorema 3.0.10, 2 = horojoi

es homotodpica a una funciéon constante.

Proposicion 4.0.32 Sea X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X tal
que F1(X) C H. Si F1(X) es un retracto de H, entonces X es pseudo-contractil si y solo

st X es contrdctil.

Demostracion: Supongamos que X es pseudo-contractil. Entonces, por el Teorema 4.0.24,
H es contractil. Por el Teorema 4.0.29, F(X) es contractil. Por la Proposicion 1.0.11 y el
Teorema 4.0.5, X es contractil.

Ahora supongamos que X es contractil, por la Observacion 4.0.3, X es pseudo-contractil.

Otra prueba es usando la Proposicion 4.0.31 con X =Y. R

Proposicion 4.0.33 Sea X un continuo. Entonces Fy(X) es pseudo-contrdctil en Fo(X)

si y solo si Fuo(X) es pseudo-contrdactil.

Demostracion: Supongamos que Fj(X) es pseudo-contractil en F..(X), entonces existen
un continuo C, puntos a,b € C'y una funcién continua H : F(X) x C — F(X) tales
que H({k},a) = {k} vy H({k},b) = Ap para algin Ay € F(X) y cada {k} € Fi(X).
Consideremos la funcion G : Fio(X) x C' — F(X) definida por G(K,¢) = |J{H({k},¢) :
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k € K}. Dado que K es un subconjunto finito de X, entonces G(K,c) € F(X). Por el
Lema 1.0.38, GG esta bien definida.

Para mostrar que G es continua. Seane > 0, A, B € F(X)y s,t € C tales que Hy(A, B) <
d y d(s,t) < d. Sip € G(A,t), entonces existe p € A tal que p' € H({p},t). Como
A C Ns(B), existe ¢ € B tal que d(p,q) < §. Asi Hi({p},{q}) < 6. Por otro, lado ya
que d(t,s) < 0 tenemos que Hy(H({p},t), H({q},s)) < e. Por lo que p' € H({p},t) C
N.(H({q},s)) € N.(G(B,s)). De esta manera p’ € N.(G(B,s)) Por lo tanto G(A,t) C
N.(G(B,s)). Analogamente, G(B, s) C N.(G(A,1)).

Ahora tenemos que G(K,a) = |J{H{k},a) : k € K} = JU{{k} : k € K} = Ky
G(K,b) = U{H({k},b) : k € K} = A para cada K € F(X). Por lo tanto, F,(X) es
pseudo-contractil.

Supongamos que F,(X) es pseudo-contractil. Dado que Fi(X) C F.(X), entonces F;(X)
es pseudo-contractil en Fio(X). B

Teorema 4.0.34 Sea X un continuo y H(X) un hiperespacio de X que tiene la propiedad
e tal que F1(X) C H(X) C Fuo(X). Si Fi(X) es un retracto de Fo(X), entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) X es pseudo-contrdctil.
(2) H(X) es pseudo-contrdactil.
(3) Fo(X) es pseudo-contractil.

Demostracion: La prueba de (1) implica (2) es consecuencia del Corolario 4.0.24.

Para mostrar que (2) implica (3). Notemos que Fi(X) C H(X) C Foo(X) v H(X) es
pseudo-contractil, asi F(X) es pseudo-contractil en H(X) y por lo tanto en F(X). Por
la Proposicion 4.0.33, F..(X) es pseudo-contractil.

La prueba de (3) implica (1) es consecuencia de los Teoremas 4.0.28 y 4.0.5. B

Teorema 4.0.35 Sean X un continuo, H(X) un hiperespacio de g-crecimiento de X,
Fi(X) € H(X) y G(X) un hiperespacio tal que F1(X) C G(X) C H(X) N Fo(X). Si

G(X) es un retracto de H(X), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) 2% es contrdctil.
(2) H(X) es contrdctil.
(3) G(X) es contrdctil.
(4) Fo(X) es contractil.

Demostracion: Por el Teorema 4.0.14 tenemos la equivalencia entre (1) y (2).

Por el Teorema 4.0.29, tenemos que (2) implica (3).

Para mostrar que (3) implica (4). Notemos que G(X) es contractil y F1(X) C G(X), en-
tonces F1(X) es contractil en G(X). Ademés, como G(X) C Fo(X), F1(X) es contractil
en F.(X). Por [3, Ejercicio 78.49, p. 408|, concluimos que F(X) es contractil.

Para mostrar que (4) implica (1). Notemos que F,,(X) es contractil entonces F;(X) es
contractil en F,(X). Dado que F,.(X) C 2%, Fy(X) es contractil en 2%. Por el Teorema
4.0.14, 2% es contréactil. W

Sabemos, por el Teorema 4.0.24, que si X es un continuo pseudo-contractil entonces cada
hiperespacio H(X) que tiene la propiedad e es pseudo-contractil. El siguiente resultado da

una condicion que asegura la contractibilidad de H(X) y Fio(X).

Corolario 4.0.36 Sea X un continuo, H(X) un hiperespacio de g-crecimiento de X que
contiene a F1(X) y H(X) un hiperespacio tal que F1(X) C H(X) C H(X) N Fo(X). Si
X es pseudo-contractil y H(X) es un retracto de H(X), entonces H(X) y Fo(X) son

contrdctiles.

Demostracion: Como X es pseudo-contractil y H(X) es un hiperespacio de g-crecimiento
de X, entonces por el Teorema 4.0.24, H(X) es contractil. Asi, por el Teorema 4.0.35 H(X)

y Foo(X) son contractiles. B

Corolario 4.0.37 Sean X un continuo, H(X) un hiperespacio de g-crecimiento de X que
contiene a F1(X) y H(X) un hiperespacio tal que F1(X) C H(X) C H(X) N Fo(X). Si

H(X) es un retracto de H(X), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Fo(X) es pseudo-contractil.
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(2) Foo(X) es contrdctil.
(3) H(X) es pseudo-contrdctil.
(4) H(X) es contrdctil.

Demostracion: Por la Observacion 4.0.3, (2) implica (1) y (4) implica (3).

Mostraremos que (3) implica (4). Dado que Fy(X) C H(X) C 2% y H(X) es pseudo-
contractil, F1(X) es pseudo-contréctil en 2. Por el Teorema 4.0.14, 2% es contractil. Por
el Teorema 4.0.35, concluimos que H(X) es contractil.

Por el Teorema 4.0.35, (2) y (4) son equivalentes.

Para mostrar que (1) implica (4). Notemos F,.(X) es pseudo-contractil, entonces Fi(X)
es pseudo-contractil en 2%. Por el Teorema 4.0.14, 2% es contréctil. Por el Teorema 4.0.35,

concluimos que H(X) es contractil. B

Teorema 4.0.38 Sean X un continuo, H(X) un hiperespacio que tiene la propiedad e tal
que F1(X) C H(X) C Fo(X). Si H(X) es un hiperespacio de g-crecimiento de X que
contiene a Fy(X) y F1(X) es un retracto de H(X), entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) X es contractil.
(2) X es pseudo-contrdctil.
(3) 2% es contrdctil.
(4) H(X) es contrdactil.
(5) H(X) es contrdctil.
(6) H(X) es pseudo-contrdctil.

Demostracion: Por la Proposicion 4.0.32, (1) y (2) son equivalentes. Por el Teorema 4.0.24,
(2) implica (6). Por el Teorema 4.0.14, hay una equivalencia entre (3) y (4). Para mostrar
que (5) implica (3). Supongamos que H(X) es contractil, entonces F(X) es contractil en

2% Por el Teorema 4.0.14 concluimos que 2% es contractil.
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Para mostrar que (4) implica (1). Supongamos que H(X) es contractil, dado que Fj(X)
es un retracto de H(X), F1(X) es contractil y como F;(X) es homeomorfo a X, X es
contractil.

Para mostrar que (6) implica (3). Si H(X) es pseudo-contractil, entonces F;(X) es pseudo-
contractil en 2%. Por el Teorema 4.0.14, 2% es contractil.

Para mostrar que (1) implica (6). Si X es contractil, entonces X es pseudo-contractil. Por
el Teorema 4.0.24, H(X) es pseudo-contréactil. De manera similar podemos demostrar que

(1) implica (5). ®

Teorema 4.0.39 Sean X, Y continuos, H un hiperespacio de g-crecimiento de Y. En-

tonces X es pseudo-contrdctil con respecto a H si y solo si X es contractil con respecto a

H.

Demostracion: Supongamos que X es pseudo-contractil con respecto a H. Asi, si f: X —
‘H una funcién continua, entonces f es pseudo-homotépica a una funciéon constante en H.
Por el Teorema 3.0.10, f es homotopica a una funcién constante H. De esta manera X es
contractil con respecto a H.

Supongamos que X es contractil con respecto a H. Si f : X — H una funcién continua,
entonces f es homotdpica a una funciéon constante en H, por lo que f es pseudo-homotépica

a una funciéon constante en H. Por lo tanto X es pseudo-contractil con respecto a H. B

Los tltimos teoremas de esta seccidon dan una relacién entre la pseudo-contractibilidad
de un continuo y la pseudo-contractibilidad de su hiperespacio cociente con la propiedad

€.

Corolario 4.0.40 Si X es un continuo pseudo-contrdctil, entonces cada hiperespacio co-
ciente Q(X) con la propiedad e es pseudo-contrdctil, y si Q(X) es un hiperespacio cociente

de g-crecimiento, entonces Q(X) es contrdctil.

Demostracion: Como X es pseudo-contréctil, entonces la funcion Idy es pseudo-homotopica
a una funcion constante en X. Por el Teorema 3.0.26, Q(Idy) la funcién g-inducida es
pseudo-homotépica a una funcion constante en QQ(X), finalmente, ya que Q(Idx) = Idgx)

concluimos que Q(X) es pseudo-contractil.
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Ahora si Q(X) es un hiperespacio cociente de g-crecimiento. Por el Teorema 3.0.26, Q(X)

es contractil. B

En particular F"(X) y HS,(X) son pseudo-contractiles y C""(X) es contractil si X es

pseudo-contractil.

Corolario 4.0.41 Sean X wun continuo y H(X) un hiperespacio que tiene la propiedad
e tal que F1(X) C H(X) C Fo(X). Si Fi(X) es un retracto de Foo(X) y H(X) es
pseudo-contrdctil, entonces cada hiperespacio cociente Q(X) con la propiedad e es pseudo-

contrdctil.

Demostracion: Como H(X) es pseudo-contréctil, por el Teorema 4.0.34 tenemos que X es
pseudo-contréctil. Asi, por el Corolario 4.0.40 concluimos que Q(X) es pseudo-contractil.

Teorema 4.0.42 Sean X, Y espacios tales que Y es un subespacio cerrado de X. Si'Y
es un retracto fuerte por pseudo-deformacion de X, entonces el cociente X/Y es pseudo-

contrdctil.

Demostracion: Como Y es un retracto fuerte por pseudo-deformacion de X, existen un
continuo K, puntos a,b € K y una funcion continua G : X x K — X tales que G(z,a) = z,
G(z,b) =r(z) paracadaz € X y G(a,t) =aparacadaa € Yyt € K.Seanq: X — X/Y
la funcién cociente. Sea G' : X/Y x K — X/Y dada por G'(x,t) = YV six =Y y
G'(x,t) = ¢(G(q7(x,t)) six # Y. Dado que G y ¢ son continuas, entonces G’ es continua.
Notemos que G'(x,a) =x y G'(x,b) =Y. Por lo tanto X/Y es pseudo-contractil. B

Corolario 4.0.43 Sean X un continuo, G(X) y H(X) hiperespacios. Si G(X) es un re-
tracto fuerte por pseudo-deformacion de H(X), entonces el cociente Q(X) es pseudo-

contrdctil.

Demostracion: La prueba se sigue del Teorema 4.0.42 con G(X) =Y y H(X)=X. 1



Capitulo 5

Hiperespacios pseudo-homotoépicamente

equivalentes y pseudo-contractibilidad

En este capitulo determinaremos la relacion que hay entre los espacios pseudo-contractiles

y sus espacios homotopicamente equivalentes.

Definiciéon 5.0.1 Sean X y Y espacios topologicos. Diremos que Y es semi pseudo-
homotopicamente equivalente a X, si existe un continuo C' y dos funciones continuas

g:Y > Xy f: X =Y tales que fog~¢c Idy.

Escribiremos Y ~3F X para decir que Y es semi pseudo-homotépicamente equivalente a

X.

Definicion 5.0.2 Sean X y Y espacios topoldgicos. Diremos que Y es semi homotépi-
camente equivalente a X, si existen dos funciones continuas g : Y - X y f: X =Y

tales que fo g~ Idy.
Escribiremos Y ~%F X para decir que Y es semi homotopicamente equivalente a X.

Definicion 5.0.3 Sean X y Y espacios topologicos. Diremos que X y Y son pseudo-
homotdpicamente equivalentes (o tienen el mismo tipo de pseudo-homotopia), si exis-

ten continuos C' y D y dos funciones continuas g : ¥ — X y f : X — Y tales que

fogﬁc [dy ngfSD [dX
Escribiremos X ~% Y para decir que X y Y son pseudo-homotépicamente equivalentes.
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Definiciéon 5.0.4 Sean X y Y espacios topologicos. Diremos que X y'Y son homotopi-
camente equivalentes (o tienen el mismo tipo de homotopia), si existen dos funciones

continuas g:Y — X y f: X =Y tales que fog~Idy ygo f~ Idx.
Escribiremos X ~¥ Y para decir que X y Y son homotépicamente equivalentes.

Teorema 5.0.5 Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es pseudo-contrdctil y Y ~3F X,

entonces Y es pseudo-contrdctil.

Demostracion: Dado que X es pseudo-contréctil, entonces Idy ~¢c xo donde xy es una
funcién constante en X.

Como Y ~%F X, existen dos funciones continuas g : Y — X y f: X — Y y un continuo
K tales que fog ~k Idy. Como f = foldx ~c foxgyyo= foxg: X — Y es una
funcién constante. De manera que f o g ~¢ yo © g, asi existe un continuo D que satisface

Idy ~p ygo g. Por lo tanto Y es pseudo contractil. B

De manera similar podemos demostrar el siguiente Teorema.

Teorema 5.0.6 Sean X yY espacios topoldgicos. Si X es contrdctil yY ~%% X, entonces

Y es contrdctil.

Teorema 5.0.7 Sean X, Y continuos y H un hiperespacio de g-crecimiento de Y. Si

H ~3F X, entonces H ~°F X

Demostracién: Dado que H ~3F X, existen dos funciones continuas g : H — X y
f X — H y un continuo C' tales que f o g ~¢ [dy. Por el Teorema 3.0.10, tenemos
que f o g~ Idy. Por lo tanto H ~°F X. B

Del Teorema 5.0.8 al Corolario 5.0.17 asumiremos que los hiperespacios tienen la pro-

piedad e.

Teorema 5.0.8 Sean X, Y continuos. Si Y ~3F X y H(X) es un hiperespacio de X,
entonces H(Y) ~3F H(X) ysi H(Y) y H(X) son hiperespacios de g-crecimiento, entonces
H(Y)~%F H(X).
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Demostracion: Como Y ~%F X existen un continuo C' y dos funciones continuas g : ¥ —
Xy f:X —Y tales que fog~¢ Idy.

Dado que f o g ~¢ Idy, por el Teorema 3.0.16, se tiene que H(f o g) ~¢c H(Idy). Por el
Teorema 3.0.17, tenemos que H(f) o H(g) ~¢ Idpy). Por lo tanto, H(Y) ~3F H(X).
Ahora bien, si H(Y) y H(X) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema

3.0.16, H(Y) ~5F H(X). A

Corolario 5.0.9 Sean X yY continuos. Si Y ~2F X y Q(X) es un hiperespacio cociente
de X, entonces Q(Y) ~2F Q(X), y si Q(Y) y Q(X) son hiperespacios cocientes de g-

crecimiento, entonces Q(Y) ~5F Q(X).

Demostracion: Dado que Y ~2F X existen un continuo C' y dos funciones continuas
g:Y - Xy f:X — Y tales que fog ~¢ Idy. Por el Teorema 3.0.26, Q(f o g)
~c Q(Idy). Por el Teorema 3.0.23, Q(f) o Q(g) ~c Idg-. Por lo tanto Q(Y) ~3F Q(X).
Ahora, si Q(Y) y Q(X) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema 3.0.26,
QYY) ~F Q(X). |

Corolario 5.0.10 Sean X y Y continuos. Si Y ~% X y H(X) es un hiperespacio de
X. Entonces, HY) ~% H(X). Y si HYY) y H(X) son hiperespacios de g-crecimiento,
entonces H(Y) ~¥ H(X).

Demostracion: Como Y ~E X existen continuos C, D y dos funciones continuas f :
X —=>Yyg:Y — X talesque fog ~¢c Idy y go f ~p Idx. Por el Teorema 3.0.16,
H(fog) ~c H(Idy)y H(gof) ~p H(Idx). Por el Teorema 3.0.17, H(f)oH(g) ~¢ Iduy)
y H(g) o H(f) ~p Idu(x). Asi, H(Y') = H(X).

Ahora, si H(Y') y H(X) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema 3.0.16,
HY)~F H(X). 1

Lo inverso del Corolario 5.0.10 no es valido.
Si X =[0,1] y Y = S. Tenemos que 2¥ ~F 2% y C(X) ~¥ C(Y) porque son homeomor-

fos. Sin embargo, Y no es pseudo-homotopicamente equivalente a X.
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Corolario 5.0.11 Sean X, Y continuos. Si Y ~% X y Q(X) es un hiperespacio cociente
de X, entonces Q(Y) ~% Q(X) y si Q(Y) y Q(X) son hiperespacios cocientes de g-

crecimiento, entonces Q(Y) =¥ Q(X).

Demostracion: Dado que Y ~£ X existen continuos C, D y dos funciones continuas
g:Y > Xy f: X —>Ytalesque fog~cIdy y go f ~p Idx. Por el Teorema 3.0.26,
Q(fog) ~c QIdy) y Q(go f) ~p Q(Idx). Por el Teorema 3.0.23, Q(f) 0 Q(g) ~¢ Idg)

y Q(g) 0 Q(f) ~p Idg(x). Por lo tanto Q(Y) ~F Q(X).
Ahora, si Q(Y) y Q(X) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema 3.0.26,

QY)~" Q(X). m

Corolario 5.0.12 Sean X,Y continuos tales que Y ~3F X y sea H(X) un hiperespacio de
X. Si H(X) es pseudo-contrdctil, entonces H(Y') es pseudo-contrdctil y si H(X) y H(Y)

son hiperespacios de g-crecimiento y H(X) es contrdctil, entonces H(Y') es contrdctil.

Demostracion: Dado que Y ~3F X, por el Teorema 5.0.8, H(Y) ~2¥ H(X). Como H(X)
es pseudo-contractil, por el Teorema 5.0.5, H(Y') es pseudo-contractil.
Ahora, si H(X) y H(Y) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema 5.0.8,

H(Y) ~%F H(Y) y por el Teorema 5.0.6, H(Y) es contractil. B

Corolario 5.0.13 Sea X,Y continuos y H un hiperespacio de g-crecimiento de X. Si X

es pseudo-contrdctil y Y ~3F H, entonces Y es contrdctil.

Demostracion: Por el Teorema 4.0.24, H es contractil. Asi, Y es contractil. Bl

El siguiente corolario se deriva del Corolario 5.0.13

Corolario 5.0.14 Sea X wun continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X. Si

X ~2F H, entonces X es pseudo-contrdctil si y sélo si X es contrdctil.

Corolario 5.0.15 Sean X, Y continuos y Q(X) un hiperespacio cociente de X . Si'Y =P

X y Q(X) es pseudo-contrdctil, entonces Q(Y') es pseudo-contrdctil.

Demostracion: Dado que Y ~2F X, por el Corolario 5.0.9, Q(Y) ~2F Q(X). Ahora, como

Q(X) es pseudo-contractil, por el Teorema 5.0.5, Q(Y') es pseudo-contractil. B
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Corolario 5.0.16 Sean X, Y continuos. Si Y ~5 X y H(X) es un hiperespacio de X .
Entonces H(X) es pseudo-contrictil si y solo si H(Y') es pseudo-contrdctil y si H(X) y
H(Y') son hiperespacios de g-crecimiento, entonces la pseudo-contractibilidad de un hiper-

espacio implica la contractibilidad del otro hiperespacio.

Demostracion: Supongamos que H(X) es pseudo-contractil. Como Y ~£ X por el Co-
rolario 5.0.10, H(Y) ~% H(X). Como H(X) es pseudo-contréctil y Y ~8 X, H(Y) es
pseudo-contractil.

Supongamos que H(Y) es pseudo-contractil. Como Y ~% X, por el Corolario 5.0.10,
H(Y) ~% H(X). Como H(Y) es pseudo-contréctil y Y ~& X, H(X) es pseudo-contractil.
Ahora, si H(X) y H(Y) son hiperespacios de g-crecimiento, entonces por el Corolario
5.0.10, H(X) ~¥ H(Y), la pseudo-contractibilidad de un hiperespacio implica la contrac-
tibilidad del otro hiperespacio. B

Corolario 5.0.17 Sean X, Y continuos. Si Y ~% X y Q(X) es un hiperespacio cociente
de X, entonces Q(Y) es pseudo-contrdactil si y sélo si Q(X) es pseudo-contrdctil.

Demostracion: Supongamos que Q(X) es pseudo-contractil. Como Y ~£ X por el Coro-
lario 5.0.11, Q(Y) ~E Q(X), asi Q(Y') es pseudo-contractil.
Supongamos que Q(Y) es pseudo-contréactil. Como Y ~E X por el Corolario 5.0.11,
Q(Y) =5 Q(X). Por lo tanto Q(X) es pseudo-contractil. B
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