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Introducción

En mecánica cuántica, aparte de la interpretación ortodoxa
de las llamadas �funciones de onda�, existe otra interpreta-
ción de estas variables debido a Louis De Broglie quien con-
sideró a las partículas subatómicas como paquetes de ondas
reales. La dificultad que saltó a la vista en los inicios de la
creación de la mecánica cuántica para no considerarlas como

paquetes de onda de algún campo material, fue precisamente
la propiedad lineal de la ecuación de Schrödinger. Como es
bien conocido, esta propiedad de linealidad sólo inducía la pro-
ducción de paquetes de onda que se dispersaban con el tiempo.
Retomando las ideas de De Broglie, las distintas ecuaciones no
lineales de la física en casos muy interesantes producen solu-
ciones solitónicas, como resultado de la interacción de dos fuer-
zas antagónicas: no linealidad + dispersión. La primera produce
el reforzamiento de los componentes del paquete de mayor am-
plitud en comparación con las del menor. La segunda  produce
la descomposición del paquete al forzar a cada componente a
viajar con su propia velocidad intrínseca distinta de los demás.
Entonces, los solitones aparecen de un delicado equilibrio entre
estas dos fuerzas. Pero también pueden surgir del delicado equi-
librio entre otras dos fuerzas antagónicas, por ejemplo en las
ecuaciones de difusión de materia condensada, la no linealidad
compensa la difusión de partículas y se origina un patrón tipo
solitónico en la dinámica del material en estudio (Kolmogorov,
Piskunov, Petrovsky (KPP), 1937; véase Fillipov, 1988).

Resumen. Se estudian ciertas soluciones de ecuaciones no lineales que modelan procesos físicos, que tienen
semejanzas con estructuras coherentes del tipo de esferas duras, modelo de partículas muy usado en varias
ramas de la física. Estas soluciones compactas (gotas, kinks, etcétera.) interactúan entre sí sólo a cortas
distancias, porque no poseen colas infinitas como los solitones clásicos.
Palabras clave: solitones, compactones, ecuaciones Klein-Gordon.

Compactions, Solutions for Non Linear Equations with a Hard Sphere Structure
Abstract. This paper studies certain solutions of non linear equations that model physical processes having
similarities with coherent structures of the hard sphere type �a model for particles that is widely used in various
branches of physics. These compact solutions (drops, kinks, etc.) interact among themselves only across short
distances, because they do not possess infinite tails live classical solitons.
Keywords: solitons, compactons, Klein-Gordon equations.
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 En esencia, lo que se publicó en aquella época fue un modelo
simple del impulso nervioso. Sólo después de 20-30 años se
pudieron entender mejor las implicaciones científicas del traba-
jo de KPP. Existe una vasta literatura referente a las estructuras
solitónicas (por ejemplo se puede consultar Makhankov, 1990;
Ablowitz y Segur, 1981; Infeld y Row-lands, 1990).

Una característica importante de las ondas solitónicas es que
mantienen su velocidad y forma constantes, por ende su energía
es finita y concentrada. Pero comúnmente  los solitones poseen
colas infinitas (véase la figura 1).

A diferencia de los solitones comúnes, los compactones
son estructuras compactas sin colas infinitas. Pero antes,
veamos un tema que es común en física teórica cuando se
analiza y se modela el comportamiento de materia
condensada, sea gas o líquido, por ejemplo. Es común que
en física estadística se estudie a un conjunto de partículas
confinadas en algún recipiente bajo condiciones de
temperatura y presión adecuadas: se modela así al gas real.
Inicialmente al gas real se le considera como un conjunto de
esferas duras, es decir, un conjunto de partículas con un
potencial de interacción de la forma (véase la figura 2).
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donde a es el radio de la esfera.
Las esferas entran en interacción solamente cuando chocan

entre sí, es decir que un contacto explícito debe de existir
entre ellas. De la misma manera interaccionan los compac-
tones, es decir, a diferencia de los solitones que pueden
interaccionar a largas distancias entre sí debido a sus colas,
éstas sólo interaccionarán al entrar en contacto directo con
otras de su especie.

I. Compactones en la familia de ecuaciones
tipo KdV

Veamos ahora cómo aparecen los compactones. Empecemos
con un solitón de la ecuación de Kortweg y De Vries (KdV)

ut + (u2)x + uxxx = 0                                             (1)

Una solución solitónica está localizada en el espacio y tiene
la forma proporcional a Sech2 (x – vt + x0), por lo que
posee colas infinitas.

Rosenau y Hyman (1993) hicieron un análisis de la
dispersión no lineal en la formación de patrones en líquidos
y se encontró una familia de ecuaciones de KdV (K (m, n)):

ut + (um)x + (un)xxx = 0,     m > 0, 1, 1 < n · 3                     (2)

Para K (2, 2) se considera una cuerda densa inarmónica
con muchas interacciones entre vecinos. Esto consiste en
que no sólo fueron tomadas en cuenta las interacciones
entre los primeros vecinos, sino también las interacciones
entre los segundos (es decir el problema del SNI, por sus
siglas en ingles Second Neighbour Interaction). Al final, ellos
obtuvieron la ecuación no lineal
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ut + (u2)x + (u2)xxx = 0                                                 (3)

Las ondas viajeras u (ξ = x – λt) de la ecuación (3)
satisfacen λ

p1 = uξ 2 + p (u, p0)

2
0

2

43 u

puu
p ++−= λ   (4)

donde p
0
 y p

1
son constantes. Igualando p

0
y p

1
a cero se

obtiene una onda no lineal con soporte compacto.

]4/)[(
3

4
),( 2 txcostxuc λλ −=                                          (5)

donde jx � λtj · 2π y uc = 0 fuera de este intervalo.
Las propiedades importantes que soportan estas solucio-

nes son: 1. No tienen colas infinitas como los solitones co-
munes; 2. Se asemejan a esferas duras, elásticas; 3. Sólo
pueden interaccionar al entrar en contacto entre ellos; 4. La
invariancia ante transformaciones u! �u y t! �t produ-
ce anticompactones.

Durante la realización de experimentos numéricos con
dos, o hasta con cinco compactones, se observó la estabilidad
de las soluciones y no se percibieron pérdidas por radiaciones
o de otra índole.

Por otro lado, en la teoría clásica de solitones la integra-
bilidad del sistema y la interacción elástica entre las
soluciones se interpreta en muchos casos como propiedades
sinónimas. Como se puede observar, el sistema K (2, 2)
no es un sistema integrable en términos clásicos de
integrabilidad. Pero aquí tenemos interacciones entre
soluciones del sistema que sí son elásticas. Entonces, el
mecanismo de elasticidad entre las soluciones podría no
ser originado por la integrabilidad. De la fórmula (5)
podemos inferir que los compactones podrían jugar el papel
de una base no lineal local de funciones y cualquier dato
inicial compacto podría ser descompuesto en compactones
y anticompactones.

1. Ecuación no lineal de Klein-Gordon con
interacción inarmónica
Ahora haremos una pequeña introducción al método de
campos efectivos de partícula análoga. Comúnmente, la
ecuación clásica de Klein-Gordon toma la siguiente forma

utt – uxx + Φ0 (u) = 0, –1 <x, t < +1                            (6)

con un potencial suficientemente continuo. La ecuación (6)
se obtiene del principio variacional

δ ∫dt ∫dxL(u, ux, u t) = 0

con densidad de Lagrange

L )()(2 221 uuu Φ−−= −
xt

Al  encontrar soluciones tipo ondas viajeras u(z) = u(x – ct),
c = const, se obtiene una ecuación diferencial ordinaria o
ecuación de Newton para una �partícula análoga�.

(c2 � 1)uzz + Φ0 (z) = 0

Seguidamente analizaremos un sistema simple discreto que
ha sido un modelo donde se han encontrado soluciones
solitónicas tipo compactones.

Supongamos que tenemos una serie de partículas cuyo
comportamiento está modelado por un sistema del tipo
Klein-Gordon. Las partículas pueden estar acopladas por el
potencial de interacción U (Φn+1 – Φn) y sujetas a un
potencial no lineal de sustrato en cada punto V (Φn). La
magnitud Φn (t) es el grado de libertad en cada punto, que
representa el resultado de la influencia de los demás átomos
en la red y efectos externos (Paulin, 2000).

Consideramos ahora el potencial no lineal de sustrato de
la forma

220 )1(
2

)( nΦ−=Φ V
V n (7)

y al potencial de interacción entre vecinos como:
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U Φ−Φ+Φ−Φ=Φ−Φ +++             (8)

Aquí V0, Cl y Cnl son constantes y controlan la barrera de
potencial de doble pozo y las fuerzas de acoplamiento lineal
y no lineal, respectivamente. Entonces el Hamiltoniano
tendrá la forma
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La ecuación de movimiento en caso general será:

( )[ ( )] 0)(112

2

=Φ′+Φ−Φ′−Φ−Φ′−Φ
−+ nnnnn V

dt

d
UU (10)

Sustituyendo aquí los valores de los potenciales para la n-
ésima partícula tendremos
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          (11)

Cuando las interacciones U′ entre partículas son lineales, las
soluciones tipo kink pueden ser calculadas. Cuando U′ incluye
interacciones inarmónicas, aparecen nuevas estructuras.

En la aproximación estándar continua Φn (t) ! Φ (X, t)

y extendiendo Φn±1, haciendo además 
a

X
x =  (que es la me-

dida de la distancia X en unidades de distancia entre los
puntos discretos de la red a), se obtiene la siguiente ecua-
ción diferencial no lineal:

( ) 023 3
0

2 =Φ−Φ−ΦΦ+Φ−Φ VCC xxxnlxxltt                   (12)

donde Cl representa el cuadrado de la velocidad de onda
lineal. Para Cnl= 0 la ecuación se reduce al modelo continuo
de ϕ4 con acoplamiento lineal, el cual admite soluciones tipo
kinks de la forma tanh.

2. Condición de frontera trivial
Considerando ondas viajeras con velocidad u, hacemos un
cambio de variables: ξ = x – ut y con la condición de
frontera trivial:

ξ!§1, Φ!0, Φξ!0,    y    Φ(ξ)=Φ(x�ut),               (13)

se puede simplificar la ecuación (12) usando las relaciones
(13) y considerando Φt= –uΦ

ξ
, Φx= Φ

ξ
que después de

integrar tenemos:

( ) ( ) 0
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 Φ−+Φ−Φ GF ξξ      (14)

con los nuevos parámetros

( )
nl

l

C
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F
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2 2 −= ,    y    

nlC

V
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3
0= .

Para integrar la ecuación (14), es necesario el cumplimiento
de la siguiente relación:

2 (u2 – Cl)2 – 3V0Cnl = 0 (15)

En seguida expondremos las distintas soluciones que se
obtienen para el modelo.

Gotas compactas. La ecuación no lineal que las produce
es

222–= ΦΦ Fξ

de donde obtenemos la solución:

( )02 ζζ −±=Φ sen (16)

con ξζ
2
E=  y estando Φ acotado entre 2−  y 2 . Sabe-

mos que Φ = 0 cuando ξ ! §1 y está definido solamen-

te en el sector  
20
πζζ <+ . El valor de ζ0 se determina al

centrar la solución. La solución (16) también puede escri-
birse como 2± cos(ζ ), donde el argumento de la función
coseno está definido en el intervalo �π/2 · ζ · π/2.
Como es obvio, la anchura de la solución toma el aspecto

F
2=L π

A este tipo de solución le damos el nombre de �gota-
compacta�. ¿Por qué el nombre? Es fácil de verificar que

cuando u2 se aproxima a Cl (esto es, cuando 
lCu

V

−
=

2
0F

incrementa su valor) y fijamos el valor de V0 en la ecuación
(15), el �área� del compacton tipo gota decrece. En el caso
opuesto, cuando la velocidad se aleja del parámetro Cl, la
magnitud F  decrece mientras su anchura aumenta. En am-
bos casos la altura es constante (véase la figura 3), es decir
sólo aumenta o disminuye de tamaño a lo largo de la
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coordenada ξ,como una gota común sobre una superficie
lisa. El tercer parámetro Cnl se define de la ecuación (15).
Los anti-compactones tipo gota surgen al tomar el signo
negativo de (16). La energía se calcula haciendo uso de la
siguiente expresión:

adxVCCx
x xnlxlt∫ 



 ΦΦ−−Φ+Φ+Φ= 2

1

22
0

4221 )1(
2
1

4
1

2
1

2
1

totalE (17)

Donde los valores de los puntos x
i

están determinados
por la región de existencia en cada caso concreto de las
estructuras solitónicas. Finalmente obtenemos:

)(2
)(

28 2
02

0
l

ldc
Cu

V
ClCVE

−
+−= ππ

u                       (18)

Cuando u2!Cl, la energía (18) tiende a infinito. Por lo
que las velocidades no utilizadas para estas soluciones   son
u0 = ±

lC . Estos valores habilitan la existencia de los
compactones tipo kink (podemos llamarlas del �primer
tipo�) descubiertas con el mismo modelo (Dusuel et al.,
1988).

Aquí podemos inferir que gotas compactas no pueden
coexistir con los kinks compactos del primer tipo, ya que
ambos compactones viven en diferentes regiones de los
parámetros principales delimitados por sus velocidades. Este

crucial valor puede ser considerado como un punto de
bifurcación. Cuando las velocidades de onda viajera se
aproximan al valor de u

0
, los kinks compactos surgen. En

consecuencia, este sistema característico nos sugiere la
apariencia de transición de fase de segundo orden en este
punto de bifurcación. Esto es así porque fuera del valor de
u0, el sistema está situado en un estado que muestra
compactones de tipo gota y exactamente para el valor u0,
tenemos compactones tipo kink, que es el segundo estado
del sistema.

3. Kink compactones
Como en el caso de gotas compactas, para soluciones tipo
ondas viajeras escribimos

Φ(ζ) = Φ(x-ut), tal que

a) Φ!§1 y

b) Φζ!0 cuando ζ!§1,                                       (19)

Retornamos a la ecuación (12), integramos con respecto
a Φ y tomamos en consideración la condición de frontera
(19), y obtenemos

0)1(
2

3)( 220422 =Φ−+Φ−Φ− V
ζζ nll CCu                          (20)

La ecuación (20) puede ser integrada cuando u2 � Cl = 0.
Se tienen dos casos: a) si Cl = 0 (acoplamiento lineal cero,
no existirán ondas lineales); entonces u = 0; b) u = §

l
C las

soluciones correspondientes son del tipo de kinks con so-
porte compacto o compactones (Dusuel et al., 1988)
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senx                                   (21)

que existen sólo en el sector

1y2/)6/( 0
4
1

0 ±=Φ<− πxxCV nl

fuera de este  sector, x0 define la posición del centro del

kink. Para el caso tCx l−=ζ tendremos
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en el segmento

1y,2/)6/( 4
1

0 ±=Φ<− πtlnl CxCV

fuera de este sector. Estas soluciones fueron llamados kink-
compactones. Desde las ecuaciones (21) y (22) podemos
calcular la anchura de la onda:
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L nlπ .

Entonces cuando está presente el acoplamiento no lineal en
los términos de la energía potencial se descubre al solitón

dinámico con velocidad: ( )ll CC −  (Dusuel et al., 1988).
La energía total se obtiene fácilmente usando la fórmula:

adxVCCE xnlxlttotal ∫ 



 −+++= f

i

x
x

22
0

422 )Φ1(
2
1Φ
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1Φ

2
1Φ

2
1

(23)

Donde x
i
 y x

f
determina la región de existencia de la

estructura solitónica del campo Φ.
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πγπγ V
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CaCaE nlltotal ++=

Para el caso de ondas estáticas: 0== lCu  se obtiene

61
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donde 4
1

0

6 





=

nlC

Vγ ,

y podemos notar que la energía está estrictamente
localizada. Como es conocido, un kink con sus largas colas
puede interaccionar con un antikink, pero en el caso del

compactón la interacción es más local, es decir, sólo existe
en contacto directo con el anticompactón. Este
comportamiento es similar a las esferas duras usado en
varias ramas de la física.

Conclusiones

Como se ha analizado, la existencia de soluciones y
especialmente cierta versión particular de estructuras
compactas en ecuaciones no lineales (diferenciales y
discreto-integro diferenciales) implica estrictos requisitos
que deben ser satisfechos. Debido a que las estructuras
solitónicas son soluciones muy especiales, en la segunda
parte de este trabajo hemos obtenido nuevas condiciones
referentes a los parámetros del modelo de Klein-Gordon
no lineal para integrar la correspondiente ecuación no lineal
evolutiva. Hemos demostrado que la anarmonicidad en la
interacción entre �partículas� puede llevar a la aparición
de una rica variedad de estructuras solitónicas estacionarias
viajeras. Las configuraciones obtenidas aquí están
determinadas específicamente aplicando las condiciones
de frontera trivial, además, considerando los signos de los
acoplamientos de los términos inarmónicos del potencial
en cada punto que proporciona una interacción atractiva
o repulsiva entre puntos de la red. Las condiciones de
frontera trivial permiten la aparición de compactones tipo
gota, cuando los parámetros han satisfecho las ecuaciones
algebraicas específicas (15). Estas estructuras comple-
mentan la rica familia de estructuras solitónicas ya re-
portadas en la literatura.

Las gotas compactas no pueden coexistir con los kinks
compactos del �primer tipo� (compactones tipo kink), ya
que ambos compactones existen en diferentes regiones de
los parámetros principales delimitados por sus velocidades.
El valor de la velocidad cuando u2!Cl en (12) habilitan la
existencia de los compactones tipo kink descubiertas con el
mismo modelo en Dusuel et al., (1998). Para el caso cuando
u2 – Cl ≠ 0, según las condiciones de frontera, las estructuras
viajan con distintas velocidades de acuerdo a las ecuaciones
(15) para condición de frontera trivial.

La característica esencial de solitones es su región de
estabilidad, la cual determina las condiciones de validez de
tal descripción y la transición de fase a un nuevo estado.
Todavía no hemos tocado la parte correspondiente a las
interacciones de estas estructuras nuevas solitónicas. Esta
clase de problemas serán abordados en otras publicaciones.
Además, la aplicación práctica de estos resultados en
fenómenos ópticos sería un tema relevante con posibilidades
de aplicaciones futuras.

C O M P A C T O N E S ,  S O L U C I O N E S D E  E C U A C I O N E S N O  L I N E A L E S C O N  . . .
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