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RIGOR O ENTENDIMIENTO, UN VIEJO DILEMA EN LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS: EL CASO DEL CALCULO INFINITESIMAL
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producto de continuos
sefialamientos sobre una supuesta

El Célculo infinitesimal, en particular
el desarrollado por Leibniz y sus
seguidores, a fines del siglo XVII,
mostr6 ser una  herramienta
sumamente poderosa para la
modelacion de fendmenos naturales
y, por lo tanto, para facilitar el
desarrollo de otras ciencias,
situacion que aun hoy puede
apreciarse en textos de ciencias
bésicas y de la ingenieria.

Sin embargo, a partir de la primera
mitad del siglo XIX, y como

falta de rigor, el Calculo infinitesimal
fue sustituido gradualmente por la
propuesta de Cauchy, que es la que,
con algunas modificaciones, se
ensefla actualmente en las aulas.
Esta sustitucion ha tenido efectos
negativos en el aprendizaje, que, sin
embargo, podrian
revertirse si se
recuperara, al menos
parcialmente, el célculo infinitesimal
leibniziano.
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The infinitesimal calculus,
particularly the one developed at the
end of the XVII century by Leibniz
and his school, showed to be a
powerful tool for modeling the
natural phenomena and then for
making easy the development of
another sciences. This situation
could be even nowadays observed in
the basic and engineering sciences
books.

INTRODUCCION

Nevertheless, before the half of the
XIX century, and as a consequence
of continuous critics about the lack
of strictness of this method, the
infinitesimal calculus was
substituted by the Cauchy proposal,
which is almost the one that
nowadays is taught. This
substitution has had negative effects
in the student’s apprenticeship.
These negative effects could be
reversible if the leibnizian calculus is
at least partially recovered.

Uno de los problemas existentes en la ensefianza del Célculo, tanto en
el bachillerato como en el nivel superior, es que la presentacion
normalmente utilizada es la basada en el concepto de limite, la cual
resulta poco comprensible para la mayoria de los estudiantes.

Por otra parte, al analizar los textos usados para la ensefianza en las
escuelas de ingenieria se puede observar, que en aquellos destinados a
la ensefianza de las ciencias, las cantidades infinitamente pequefias o
infinitesimales siguen siendo utilizadas, sobre todo en el proceso de
modelacion, mientras que, en los textos usados para la ensefianza del
Calculo, los infinitesimales, como cantidades fijas, no son utilizados o
siquiera mencionados, de manera que el estudiante encuentra que
aquel Calculo que aprendi6 en los primeros cursos de la licenciatura
no es el mismo que normalmente es aplicado en los cursos
posteriores.

Por otra parte, como se comentara mas adelante, en algunos de los
textos escritos para la ensefianza del Célculo, en el siglo XIX, se aludia
a las cualidades didacticas de la propuesta leibniziana, por ejemplo,
indicando la importancia de la visualizacion (recurso de las figuras)
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como elemento facilitador del aprendizaje de los conceptos bésicos
del Calculo.

En contraparte, en la primera mitad del siglo XX se indicaba que, para
un buen (riguroso) aprendizaje de las Matematicas, incluso de la
Geometria, se deberia prescindir de las figuras. Actualmente resulta
raro encontrarse con profesores de Matemadticas que nieguen que la
visualizacion sea un excelente recurso en la ensefanza.

En resumen, si bien es cierto que durante 300 afos se han venido
sefalando algunas debilidades del Célculo infinitesimal, desde el punto
de vista del rigor, al mismo tiempo se han indicado las ventajas que el
mismo tiene, tanto en el proceso de modelacion, como en el de la
ensefianza y aprendizaje del Célculo, lo que deberia ser motivo de
reflexion por parte de quienes ensefiamos la materia.

Asi pues, en este documento se pretende hacer, desde una perspectiva
de la ensefanza, una revision de algunas de las principales
presentaciones del Calculo, centrando la atencion en la version
infinitesimalista de Leibniz, de finales del siglo XVII, y contrastarla con
la que se presenta actualmente en las aulas, que tuvo sus origenes en
los trabajos de Cauchy y Weierstrass, en el siglo XIX.

EL CALCULO LEIBNIZIANO

En sus origenes, a fines del siglo XVII, y durante las primeras décadas
del XVIII, el Calculo leibniziano se present6 generalmente en un
contexto geométrico, aunque desde los primeros escritos de Leibniz
se manifesté ya la potencialidad de la nueva herramienta para abordar
y resolver problemas de la Fisica.

En aquel Célculo resulté un recurso bdsico la concepcién
infinitesimalista de las curvas, viéndolas como poligonales con una
infinidad de lados, cada uno de ellos infinitamente pequefios. En
palabras de L’Hopital:
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Las poligonales inscritas o circunscritas a las curvas, que por la
multiplicacién infinita de sus lados se confunden finalmente con ellas,
han sido siempre tomadas como las curvas mismas.  (L'Hopital,
1696:16)

Atendiendo al término “siempre”, podemos asumir que esta
concepcion estuvo presente en la mente de los matematicos por
mucho tiempo antes, situacion confirmada por Russell, a principios del
siglo XX:

La nocién (de infinitesimal) fue introducida por los griegos que
consideraron el circulo como difiriendo infinitesimalmente del
poligono con un enorme numero de lados muy pequefios. (Russell,
1915:373)

Con base en esta concepcion de las curvas se obtuvieron una gran
cantidad de resultados relativos a la geometria de las curvas, aunque la
manera de exponerlos no siempre fue accesible para todo lector.? En
particular, esta concepcion de las curvas, brind6é la posibilidad de
obtener la tangente de manera sencilla, mediante un método general
para todas las curvas de interés en esos tiempos. Al respecto, Leibniz
decia:

Encontrar la tangente, es obtener una recta que une dos puntos de la
curva, separados por una distancia infinitamente pequeifia, o el lado de
un poligono con un ndmero infinito de angulos, lo que es, para
nosotros, equivalente a una curva... (Leibniz, 1684:7)

Ademas del problema de la recta tangente (que involucraba la solucién
de problemas de optimizacion), esta nueva herramienta se usé con
mucho éxito en otros problemas geométricos, como el del circulo de
curvatura y la cuadratura y rectificacién de las curvas, por ejemplo.

? Los primeros escritos de Leibniz sobre el Célculo infinitesimal fueron publicados en
las Actas de Leipzig. Debido probablemente a que el destino de las Actas era la
comunidad de matemadticos de la época, no se apreciaba mucha preocupacioén, por
parte de Leibniz, en tratar de que sus trabajos resultaran entendibles a otros lectores.
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La propuesta de Leibniz tuvo rdpidamente muchos adeptos, entre los
cuales cabe sefialar a los hermanos Jacob y Johann Bernoulli y a un
discipulo de este ultimo, el marqués de L'Hopital, quien ahora es
reconocido como el autor del primer libro de texto de Calculo, el
Andlisis de los infinitamente pequefios.

Ahora bien, mientras que Leibniz no dirigla sus escritos a
principiantes, cuando L’Hopital escribié su Andlisis, anuncié desde el
mismo titulo que la obra tenia un caracter didactico, indicando que era
“para el entendimiento de las lineas curvas”.

Aunque se ha sefialado que L’Hopital public6 ademas que su propio
trabajo, aquel que le comunicaba Johann Bernoulli, cabe pensar que la
redaccién y organizacion del contenido, en los que se pueden observar
cualidades didacticas, si se deban al marqués. En esta obra, la primera
definicion se refiere a las cantidades constantes y variables, y en la
segunda define la diferencia, que era, por lo tanto, el concepto
fundamental del Célculo leibniziano:

La parte infinitamente pequefa en la que una cantidad variable
aumenta o disminuye continuamente es llamada la Diferencia. Sea
AMB, por ejemplo, una linea curva cualquiera que tiene como eje o
didmetro a la linea AC y como una de sus ordenadas a la recta PM, y
sea pm otra ordenada infinitamente cercana a la primera. Admitido
esto, si se trazan MR paralela a AC y las cuerdas AM y Am, y luego se
describe, con centro en Ay radio AM, el pequefio arco de circulo MS,
entonces Pp serd la diferencia de AP; Rm la de PM; Sm la de AM, y Mm
la del arco AM. Andlogamente el pequefio tridngulo MAm que tiene
como base al arco Mm serd la diferencia del segmento AM, y el
pequefio espacio MPpm serd la diferencia del espacio comprendido
por las rectas APy PM, y por el arco AM. (L'Hopital, 1696:28)
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Si hacemos una lectura “moderna” del parrafo anterior, poniendo
mucha atencion en las ideas expresadas, y no tanta en el rigor (en el
sentido actual), podemos hacer varias observaciones, una de las cuales
es que la definicion dada para la diferencia, y la figura anexa, nos
permiten establecer, de manera muy sencilla, las expresiones
correspondientes a los elementos de arco y de area bajo la curva,
haciendo sélo pequeiias modificaciones en el lenguaje.

En efecto, supongamos que una particula se mueve en el plano de
manera que describe la curva OPW, seglin se muestra en la figura 2.
Supongamos, ademds, que durante un intervalo de tiempo
infinitamente pequefio, la particula se mueve sobre la curva desde el
punto P al Q, que, por lo tanto, seran dos puntos infinitamente
proximos entre si.
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Podemos observar que, mientras eso ocurre, la abscisa (X~ OE) del

punto tiene un incremento (infinitesimal) EE’, asi que dx= EE=PT

y=0B

Analogamente, la ordenada ( ) del punto tiene un incremento

BB’, es decir, dy= BB'= TQ.

También podemos ver que el arco OP de la curva (indicado por un
trazo mds grueso en la figura 2) tiene como incremento al arco

PQ= ds. Sin embargo, debido a que estos puntos estdn infinitamente
proximos entre si, el arco se puede sustituir por la cuerda, que es la
hipotenusa del triangulo rectangulo PTQ (figura 3).

Ahora bien, para dicho tridngulo rectangulo tenemos que
PQZ:PT2+QT2,pel‘O PQ:dS‘ PT:dxy QT:d}” por IO

tanto, el incremento infinitesimal o elemento de arco, sera:

ds = /dx* + dy2

Por otra parte, si consideramos el darea bajo la curva (figura 4,
izquierda), esto es, en el drea de la region encerrada por la curva, el
eje X y una perpendicular a dicho eje (pueden utilizarse dos rectas
perpendiculares al eje, como ocurre usualmente en los textos),
tenemos que ésta sera el area de la region OEP, cuando la particula se
encuentra en P, y el area de la region OE’Q, cuando la particula se
encuentra en Q, de manera que el incremento de esta 4drea,
correspondiente al movimiento de la particula de P a Q, serd el 4rea
del trapecio EE'QP, es decir (ver figura 4, derecha):

p . vop_ 1 1
dA = drea del trapecio EE'QP = 5 (y+y+dy)dx= 5 2y+dy) dX: ydx

ofé

/ g Vaariy

Figura 4 o
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Como vemos, el proceso se realiza en unos cuantos renglones, en cambio,
con la presentacion actual se requiere de una explicacion y justificacion muy
elaborada que, por lo general, termina por confundir al estudiante, y, lo que
es mas grave, no favorece la comprension del proceso de integracion como el
inverso del de la diferenciacion.

Por supuesto que se requiere un conjunto de reglas (teoremas) que permitan
hacer operaciones aritméticas entre cantidades finitas e infinitamente
pequenas. Al respecto, L’'Hopital incluia algunos postulados, el primero de los
cuales dice:

. Requerimiento o suposicion (postulado)

§2. Se pide que se puedan tomar indistintamente una por otra a dos
cantidades que no difieran entre si mas que por una cantidad infinitamente
pequena, o (lo cual es lo mismo) que una cantidad que no se incremente ni se
haga disminuir mds que por otra cantidad infinitamente menor que ella,
puede considerarse como que permanece siendo la misma... (L'Hopital,
1696:29)

Es mediante este postulado que en una suma pueden “despreciarse”
todos los términos que sean infinitamente pequefios respecto de
otros, que seran los que permanezcan en la suma. Por otra parte, en la
definicién dada por L’'Hopital podemos observar que la diferencial (o
diferencia) de una variable era la medida de un cambio infinitesimal de
la misma, y que la variacién continua de una variable se podia
interpretar como una variacién con “saltos” infinitesimales. Esta
situacion aparentemente contradictoria se describe con mas claridad
en el Calculo infinitesimal de Bezout, medio siglo después del Analisis.
En esta obra se define diferencial como sigue:

Cuando se considera una cantidad variable que crece por grados
infinitamente pequefios y se desea conocer el valor de esos
incrementos, lo que se presenta como mds natural es determinar el
valor de esa cantidad para un instante cualquiera y el valor de esa
misma cantidad para el instante inmediatamente siguiente; entonces,
la diferencia de estos valores es el incremento (o el decremento) que
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recibe esa cantidad: a esto es a lo que se llama diferencial de esa
cantidad. (Bezout, 1770:14)°

Esta definicion estableci6 muy claramente el proceso de la
diferenciacion. Asi por ejemplo, para el caso de la diferenciacion del
producto de dos variables, Bezout indico:

Para obtener la diferencial de xy, hay que considerar que x se convirtié

en X+dX, esto es, se incrementd en la cantidad infinitamente

pequena dx; por su parte, y pasé a ser y+ dy, esto es, se incrementd
en la cantidad infinitamente pequeiia dy. El producto xy serd entonces

(x+dx)(y+ dy) cestoes T xdy + ydx+ dxdy; por consiguiente,

la diferencia de esos dos estados, o sea la diferencial, sera
xy+xdy+ ydx+ dxdy—xyy o Xdy+ ydx+ dxdyy pero para que

el calculo exprese que dx y dy son cantidades infinitamente pequeiias,

como se supone, habrd que omitir a dx dy la que es una cantidad
infinitamente pequefia de segundo orden y, por consiguiente,
xdy y ydx

infinitamente pequefia frente a , que son infinitamente
pequeinos de primer orden. Entonces finalmente, la diferencial de xy o

d(xy) sera Xdy+ ydx_ (Bezout, 1770:15)

Podemos observar, entonces, que la definicion leibniziana de
diferencial proporcion6, con el auxilio de las reglas referidas, un
procedimiento  algebraico realmente sencillo para calcular
diferenciales, lo que, a su vez permitia obtener la ecuacion diferencial
definida por una curva o familia de curvas. Ademads, considerando un
instante como un intervalo infinitesimal de tiempo, y siendo la razén
de cambio un cociente de incrementos finitos, la razén instantanea de
cambio seria, por lo tanto, el cociente de las diferenciales
(incrementos infinitesimales). Este es el concepto de razén de cambio

3 En la presentacion de la edicion en espafiol (LIMUSA, México, 1999), se indica que la
obra original se public6 en 1800 y que el autor naci6 en 1730 y muri6 en 1783. Por
otra parte, Jean Dhombres, en el prélogo del Curso de Analisis de Cauchy, indica que
la obra de Bezout se escribié cincuenta afos antes “de la época de Cauchy”, asi que
eso pudo ser cerca de 1770.
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al que todavia se recurre con frecuencia en textos de ciencias bdsicas y
de la ingenierfa.

En cuanto a las diferenciales de orden mayor, Bezout hizo algunas
consideraciones importantes, indicando que:

...Cuando se trata de diferenciales segundas, se considera que la
variable aumenta por grados desiguales, pero cuya diferencial es
infinitamente pequefia frente a estos incrementos mismos; asi ddx es
infinitamente pequefia frente a esos incrementos mismos...

...Asi pues, para tener las diferenciales segundas, hay que diferenciar
las diferenciales primeras, segun las reglas dadas para obtener estas
diferenciales primeras...

...Sucede, a menudo, que en los calculos donde entran diversas
variaciones, se supone constante la diferencial primera de una de ellas,
digamos la dx. Esta suposicion, que se permite puesto que se puede
tomar siempre una de las diferenciales primeras como término fijo de
comparacion respecto a las otras diferenciales primeras, simplifica los
calculos, ... (Bezout, 1770:15)

La suposicion de que la diferencial de una de las variables es
constante, equivale a considerar esa variable como independiente. En
efecto, bajo este esquema infinitesimalista, la velocidad (rapidez) y la
aceleracion de una particula en movimiento rectilineo estan definidas

por las razones entre diferenciales v=dsldt y 3=d"/d’,
respectivamente, entonces, al aplicar algunas reglas para la
diferenciacion (como la del cociente), y considerando dt constante, ya
que posicion, velocidad y aceleracion, son funciones del tiempo,
tenemos que:

[ ds)  drd(ds)—ds d(dp dt d(ds)
de (di)? _ (d)® _d(ds) _d’s

dt dt d  (d)? d’
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Aqui, el considerar dt constante, es como decir que el tiempo fluye
gradualmente, y que la magnitud constante de ese crecimiento
infinitesimal es dt.

EL CALCULO DE NEWTON

Se ha indicado (Bos, 1974) que la presentacion leibniziana del Calculo
tuvo lugar en un contexto geométrico, sin embargo, sabemos que ésta
fue (y contintia siendo) utilizada con éxito en el estudio de fendmenos
fisicos. Por otra parte, en el caso de la propuesta de Newton,
encontramos una presentacion en el contexto del movimiento, aunque
se manifestara también un interés particular en el estudio de las
curvas. En su Tratado de Métodos de Series y Fluxiones, Newton
indicaba:

Ahora se deben presentar algunos problemas, especialmente los que
se refieren a la naturaleza de las curvas, para ilustrar este arte
analitico. Primero se observara que todas las dificultades se pueden
reducir tan sélo a los siguientes dos problemas:

1. Dada de manera continua la longitud del espacio recorrido, esto es,
en todo instante de tiempo, encontrar la velocidad de movimiento
en cualquier tiempo propuesto.

2. Dada de manera continua la velocidad del movimiento, encontrar la
longitud del espacio descrito en cualquier tiempo propuesto.
(Newton, 1671:81)

Asi pues, Newton indicé la existencia de so6lo dos tipos de problema,
los cuales daban lugar al Calculo diferencial (el primero) y al Célculo
integral (el segundo).

Ahora bien, en lugar de referirse a la velocidad como una razén entre
incrementos (infinitesimales), como sucedia en el Calculo leibniziano,
Newton definia primeramente las velocidades:
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...para distinguir a las cantidades (...) que crecen indefinidamente, de
otras cantidades que (...) seran vistas como conocidas y determinadas
y que seran designadas por las letras iniciales a, b, c, etc., en lo
sucesivo se les llamard cantidades fluyentes y se les designard por las
letras finales v, x, y y z. Y la velocidad con la que fluyen, y con las que
son incrementadas por su movimiento generado (que podria llamar
fluxiones o simplemente velocidades), se les designara por las letras

WX yyZ (Newton, 1671:82)

De esta manera los incrementos de las variables, que tienen lugar en
un intervalo de tiempo infinitesimal resultan ser el producto de las
velocidades (fluxiones) y el tiempo en el que ocurren los incrementos.
Newton denomina como momentos a tales variaciones:

Los momentos de las cantidades fluyentes, esto es, las partes
infinitamente pequefias con las cuales, al ser afiadidas, incrementan en
cada periodo infinitamente pequefio de tiempo, son como sus
velocidades de flujo. Por lo tanto, si el momento de alguna particular,
digamos x, se expresara como el producto de su velocidad X y de una

cantidad infinitamente pequefia o (esto es, por X0) entonces los
momentos de las otras v, y, z, [...], se expresaran por vo yo’ z0
[...], viendo que Y0, X0 YO y 20 son entre si como VX VY Z,
(Newton, 1671:87)

Observemos, pues, que aunque existen notables diferencias entre el
Calculo diferencial de Leibniz y el fluxional de Newton, es claro que en
ambos casos las cantidades infinitamente pequefias resultan ser un
recurso basico.

LA REVISION DE LOS FUNDAMENTOS Y LA PROPUESTA DE LAGRANGE

Desde la publicacion de los primeros trabajos de Leibniz y Newton se
habian sefalado las debilidades que supuestamente presentaba el
Célculo infinitesimal, desde el punto de vista del rigor, sin embargo, la
obtencién continua de nuevos resultados minimiz6 la preocupacion de
los matematicos a ese respecto, tal como lo indicara Russell:
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Los grandes descubrimientos del siglo XVIl —la geometria Analitica y
el Calculo Infinitesimal— fueron tan fructiferos en nuevos resultados
que los matematicos no tuvieron ni el tiempo ni las ganas de examinar
sus fundamentos. (Russell 1915:380)

Sin embargo, a fines del siglo XVIII, los matematicos observaron que la
rapidez con la que se obtenian nuevos resultados en las ciencias por
medio del Célculo estaba decreciendo. En una carta escrita en 1781, y
dirigida a D’Alembert, Lagrange dijo:

“Me parece que la mina de las matematicas es ya muy profunda, y a
menos de que alguno descubra nuevas vetas sera necesario, en algtn
momento, abandonarla. La Fisica y la Quimica ofrecen ahora una
explotacion mas rica y mas facil...” (Pardo, 2003:33)

Esta situacion sugeria la necesidad de descontextualizar el Analisis
para que éste adquiriera mayor “libertad” y pudiera crecer por si solo,
lo que, a su vez, requeria de una profunda revision de sus
fundamentos, en particular en lo referente al recurso de las cantidades
infinitamente pequeiias.

Ahora bien, el propio Leibniz era consciente de esa aparente falta de
rigor, sin embargo, consideré mds importantes las virtudes del Calculo
infinitesimal que sus posibles deficiencias. Asi, en referencia a las
criticas del matematico holandés Nieuwentyt, Leibniz indico:

Ciertamente, yo respeto a aquellos que tienden a demostrar todas las
cosas siguiendo principios basicos y a establecer el estudio con base
en los mismos; sin embargo, yo no aconsejaria que un obstdculo sea
tan escrupulosamente puesto al arte de inventar, o que rechazaramos
las cosas encontradas bajo tal pretexto, y privarnos a nosotros mismos
de sus frutos... (Leibniz, 1695:43)

Por su parte, Newton también recibié criticas hacia su trabajo en el

Calculo infinitesimal, entre las cuales resultaron notorias las del obispo
Berkeley. Es como dijo Newman:
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No era dificil ridiculizar el concepto de “términos evanescentes”;
exponer la absurdidad del infinitésimo: una cantidad mayor que cero,
pero tan pequeiia que ningun multiplo de ella alcanza un tamano
mesurable... (Newman, 1956:211-212)

Asi pues, cuando a finales del siglo XVIII disminuye la rapidez con la
que se obtuvieron nuevos resultados, la falta de rigor presente en el
Calculo infinitesimal se mira con mayor atencién, haciendo que los
matematicos hicieran nuevas propuestas.

En ese contexto fue que Lagrange escribié su Teoria de las funciones
analiticas, en la que prometia: “(esta obra) contiene los Principios del
Calculo diferencial, desprovistos de toda consideracion de los
infinitamente pequefios, de los evanescentes, de los limites y las
fluxiones, y se reducen al andlisis algebraico de cantidades finitas”.

En la introduccion de dicha obra, Lagrange explic6 porqué su
propuesta no presenté las deficiencias de las presentaciones
disponibles del Calculo diferencial, especificamente la leibniziana y la
newtoniana. Asi, respecto de la primera, sefialo:

Los primeros gedmetras que emplearon el calculo diferencial, Leibniz,
los Bernoulli, L’Hopital, etc. lo hicieron bajo la consideraciéon de
cantidades infinitamente pequefias de diferentes 6rdenes, y bajo la
suposicion de que se pueden ver, como iguales, las cantidades que no
difieren entre ellas sino por una cantidad infinitamente pequena
respecto de ellas mismas. Contentos por haber obtenido mediante ese
calculo, de una manera rapida y segura, resultados exactos, ellos nunca
se ocuparon en demostrar sus principios. Aquellos que los siguieron,
Euler, d’Alembert, etc., buscaron eliminar esa deficiencia, haciendo
ver, para aplicaciones particulares, que las diferencias que se
supusieron infinitamente pequeiias, deben ser absolutamente nulas, y
que sus razones, las dnicas cantidades que entran realmente en el
calculo, no son otra cosa que los limites de esas razones entre
diferencias finitas o indeterminadas... (Lagrange, 1813:2)

Después expuso las deficiencias de la presentacion newtoniana,
primeramente, en cuanto al Calculo fluxional:
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Newton, para evitar la suposicion de los infinitamente pequefios,
consider6 las cantidades matemadticas como engendradas por el
movimiento, y encontré un método para determinar las rapideces, y
mas aun, la razén entre rapideces variables con las que las cantidades
son producidas; que es lo que se ha denominado, después de él, el
método de las fluxiones o el calculo fluxional, ya que el nombro a tales
rapideces como fluxiones de las cantidades. (Lagrange, 1813:3)

Y, enseguida arremeti6 contra el método de las dltimas razones:

También el mismo Newton, en su libro de los Principios, prefirio, por
mas corto, el método de las ultimas razones de cantidades
evanescentes, y fue mediante los principios de este método que hizo a
final de cuentas las demostraciones relativas a las fluxiones. Pero este
método tiene, como el de los limites, del cual he hablado mas
ampliamente, y que no es propiamente sino una traduccion algebraica,
el gran inconveniente de considerar las cantidades en el estado en el
cual ellas cesan, por asi decirlo, de ser cantidades, ya que, si bien se
concibe bien la razén de dos cantidades, en tanto que ellas
permanecen finitas, esa razén no ofrece mads, al espiritu una idea clara
y precisa, en el momento en el que devienen, la una y la otra, nulas a la
vez. (Lagrange, 1813:4)

Observemos aqui, que cuando hablé Lagrange (1813) del método de
los limites, se refirio a una “traducciéon algebraica” del método de las
ultimas razones. Como veremos mas adelante, se sigui6 hablando asi a
lo largo de casi todo el siglo XIX, a pesar de que, en la década de 1820,
Cauchy propuso una presentacion del Calculo en la que el limite, que
seria entonces el concepto fundamental, se defini6 de manera parecida
a como se define en los textos actuales.

Una vez hechos los sefialamientos indicados, Lagrange describio el
objetivo de su Teoria, indicando que su propuesta tenia el rigor
necesario en la matemadtica, sin desatender la solucion de los
problemas de la geometria y de la mecanica:

El objetivo de esta Obra es dar la teoria de las funciones, consideradas

como primitivas y derivadas; de resolver por esta teoria, los principales
problemas del andlisis, de la geometria y de la mecanica,

91

Tiempo de educar



concernientes al cdlculo diferencial; y dar, mediante la misma teoria, a
la solucion de estos problemas, todo el rigor de la demostracion de los
Antiguos. (Lagrange, 1813:6)

Asi pues, Lagrange se propuso hacer una presentacién del Célculo
totalmente algebraica, que no recurrié a la geometria de las curvas
aunque pudo resolver los problemas planteados en ésta, y que
tampoco recurri6 a las fluxiones, sin embargo, pudo resolver
problemas de la mecanica.

Para ello, Lagrange escribi6 su Teoria en tres partes. En la primera hizo
una “exposicion de la teoria, con sus principales usos en el analisis”,
en la segunda hablé de la “aplicacion de la teoria de las funciones a la
geometria”, y, en la tercera, de la “aplicacion a la mecanica”.

Al observar la problemdtica considerada en sus aplicaciones, tanto en
la geometria como en la mecanica, resulta indudable que Lagrange
consigue los propdsitos planteados. Sin embargo, cabe preguntarse si,
eliminando los inconvenientes, que desde el punto de vista del rigor,
tuvieron las presentaciones anteriores del Calculo, esta nueva
propuesta resultaria al menos igualmente ventajosa, desde el punto de
vista de la ensefanza, que aquellas, en particular, la de Leibniz.

Ahora bien, observando la Teoria, podemos suponer que el aspecto
didéctico no era una gran preocupacién de Lagrange, ya que no incluye
ninguna figura, ni siquiera al tratar los problemas geométricos, a pesar
de que una caracteristica de los textos de la época, desde el Andlisis de
L’Hopital, era el recurso de las figuras. *

* De hecho, puede reconocerse un periodo, mis o menos entre el medio siglo XVIII y
el medio siglo XIX, en el que autores importantes dejaron de utilizar las figuras en las
obras dedicadas al Calculo (o al Andlisis).
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PRESENTACIONES DEL CALCULO A FINES DEL SIGLO XVIII: LAS REFLEXIONES
DE CARNOT

Se ha dicho que, hacia fines del siglo XVIII, aumentaron las criticas
sobre el Calculo leibniziano, particularmente en cuanto al uso de las
cantidades infinitamente pequefias, lo que dio lugar al surgimiento de
nuevas propuestas, y la eventual sustitucion del Calculo infinitesimal
por alguna de ellas.

Preocupado por tal situacion, Lazare Carnot escribe sus Reflexiones
sobre la Metafisica del Andlisis Infinitesimal, en donde expone, con
algiin detalle, las caracteristicas de las diferentes versiones que del
Célculo se tenian en la época.’ Refiriéndose como Andlisis Infinitesimal
a la propuesta leibniziana, Carnot indico, en la introduccién de sus
Reflexiones:

Hay varias maneras de resolver cuestiones que son de la competencia
del analisis infinitesimal; y aunque ninguna de ellas parece reunir las
mismas ventajas, no es menos interesante conocer cudles son los
distintos puntos de vista desde los cuales los principios de esta teoria
pueden ser enfocados; es por esto que yo me propongo aqui echar un
vistazo sobre los diversos métodos con los que se cuenta y que la
pueden sustituir... (Carnot, 1813:5)

Vemos entonces que, de entrada, Carnot asumi6é que las distintas
presentaciones del Célculo no son mutuamente excluyentes, de
manera que puede ser utilizada una de ellas en lugar de otra. En su
libro, describio, en los dos primeros capitulos, los “principios
generales del Andlisis Infinitesimal”’, asi como algunas de sus
aplicaciones, y en el tercero y ultimo, “los Métodos por los que el
Andlisis Infinitesimal puede ser sustituido”.

> La primera edicion de las Reflexiones se publicé en 1797, y la segunda, en 1813. La
version consultada es una reimpresion (1921) de la segunda ediciéon y consta de dos
voliimenes, el primero de los cuales contiene los dos primeros capitulos.
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Los métodos analizados por Carnot fueron: el de exhaucion, el de los
indivisibles, el de las indeterminadas (que atribuia a Descartes), el de
las primeras y ultimas razones o de los limites, el de las fluxiones, el
de las cantidades evanescentes (para el que sefiala como principal
representante a Euler) y el de la Teoria de las Funciones Analiticas o
funciones derivadas.®

Una cuestion que llama la atencion, es la indicacién de Carnot de que
todas las presentaciones antes indicadas son equivalentes entre si, no
siendo mas que distintas versiones del método de exhaucion de los
antiguos griegos:

...los diversos métodos, cuya idea hemos dado en este escrito, no son,
para hablar propiamente, sino un mismo método, presentado desde
diversos puntos de vista. Siempre es el método de exhaucién de los
antiguos, mas o menos simplificado, mds o menos felizmente
adaptado a las necesidades del calculo y reducido a un algoritmo
regular... (Carnot, 1813:159)

Sin embargo, estuvo convencido de que la propuesta leibniziana fue la
que, desde el punto de vista de la modelacién de fenémenos fisicos (o
de la inventiva, como dijeron en la época), present6 mds ventajas. Por
otra parte, es claro que para entonces era inminente que, en la
busqueda del rigor, los matematicos terminaron por desechar los
infinitesimales del Andlisis, y con ello todo un método con las ventajas
sefialadas. Esa situacion parece haber provocado cierta angustia en
Carnot, quien sefialo:

El mérito esencial, el sublime, podria decirse, del método infinitesimal,
es el de reunir la facilidad de los procedimientos ordinarios de un
simple calculo de aproximacién, con la exactitud de los resultados del
analisis ordinario. Esta inmensa ventaja se perderia, o al menos, seria
fuertemente disminuida, si a este método puro y simple, como el que
nos ha dado Leibniz, se deseara, bajo la apariencia de un mayor rigor,

® De la Teoria de las Funciones Analiticas, de Lagrange, también se publicaron dos
ediciones, coincidentemente, en los mismos aiios que las de las Reflexiones de Carnot
(1797 y 1813). Es practicamente seguro, entonces, que la referencia de la 7eoria (1813)
en las Reflexiones de Carnot, no haya aparecido en la primera edicién.
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sustituir por otros menos naturales, menos comodos, menos
conformes a la marcha probable de los inventores...

Si este método es exacto, como nadie lo duda hoy en dia, si es a él al
que siempre se recurre para las cuestiones dificiles, como todo el
mundo conviene, {por qué recurrir a medios desviados y complicados
para sustituirlo? (Carnot, 1813:73-74)

De acuerdo con el texto, aunque aqui no indicé Carnot a cual método
se refiri6 en particular en esta interrogante, parece ser que el método
referido es el de Lagrange. Ahora bien, si Carnot se mostr6
preocupado por que el Andlisis Infinitesimal leibniziano pudiera ser
sustituido por la propuesta de Lagrange, mas lo habria estado si
hubiese conocido la propuesta de Cauchy. Carnot murié exiliado en
1823; el mismo afio en que se publicaron las Lecciones sobre Calculo
infinitesimal, y dos afios después de la publicacion del Curso de
Andlisis, ambas obras de Cauchy.

LOS DISTINTOS CALCULOS EN LOS TEXTOS DEL SIGLO XIX

Al parecer, la Teoria de Lagrange fue bien recibida por muchos, tanto
por eliminar los infinitesimales como por su caracter marcadamente
algebraico, en el que una herramienta basica lo fue el desarrollo en
serie de potencias de las funciones. Siendo publicada su segunda
edicion en 1813, pronto aparecieron otros libros cuyos autores
adoptaron la propuesta lagrangiana, situacion que se dio
practicamente a lo largo de todo el siglo XIX, a pesar de que, a partir
de la segunda mitad del mismo, ya eran conocidos los trabajos de
Cauchy y Weierstrass.

En México también se percibio la influencia de esta obra, sobre todo
porque, al no recurrir a los infinitesimales, se librarian de las
consabidas criticas. Uno de los autores mexicanos que, apoyandose en
la propuesta lagrangiana, hizo su propia aportacion al Andlisis, fue
Francisco Diaz Covarrubias, quien en su Andlisis Trascendente, o
Calculo Infinitesimal, prometio, al igual que Lagrange, enseguida del
titulo, que éste estaba “basado en nuevos principios, independiente de
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toda consideracion de limite y de cantidades infinitesimales o
evanescentes’.

En la introduccion de este libro encontramos algunas cuestiones
interesantes. En primer lugar, Diaz Covarrubias hablé de “cantidades
auxiliares”, indicando que, uno de los artificios a los que se recurre en
toda ciencia matematica, lo fue el de:

“Introducir en el curso de las investigaciones, ciertas magnitudes cuyo
objeto inmediato, siendo tnicamente el de facilitar la reduccion de
cada problema & otro mds sencillo, hacen el papel de verdaderas
auxiliares y, generalmente, desaparecen luego que se obtiene la
relacion que se busca entre las magnitudes 6 elementos primitivos del
problema.” (Diaz Covarrubias, 1890:11)

Llama la atencién que esta referencia a cantidades auxiliares fue hecha,
casi 100 afos antes, ’ por Carnot, en sus Reflexiones, pero refiriéndose
éste, a que los infinitesimales eran cantidades auxiliares, que
“desaparecian” una vez que se hubiera llegado al resultado buscado.
En el caso de Diaz Covarrubias, quien eligi6 no recurrir a los
infinitesimales, un auxiliar lo fue, por ejemplo, la derivada de una
funcion en un punto, a la que él llam6 coeficiente diferencial.

Las cantidades auxiliares tuvieron, en esta propuesta, una importancia
central, al grado de que el mismo Andlisis infinitesimal se defini6 en
esos términos:

Teniendo, pues, presente la naturaleza de este sistema de magnitudes
subsidiarias, podemos decir que el andlisis llamado trascendente o
infinitesimal tiene por objeto introducir en los célculos ciertas
cantidades auxiliares, con el fin de facilitar el establecimiento de las
ecuaciones entre los diversos elementos de una cuestién, dando en
seguida métodos para eliminar los auxiliares, 4 fin de obtener las
relaciones que se buscan entre las cantidades principales del
problema. (Diaz Covarrubias, 1890:20)

Por otra parte, también llama la atenciéon que, si bien es palpable el
recurso de las series de potencias como herramienta basica, lo que nos

7 Se consulté la segunda edicion de la obra de Diaz Covarrubias, publicada en 1890.
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indica una cierta inclinacion por la propuesta lagrangiana, también se
presentan elementos del cdlculo newtoniano, por ejemplo, al referirse
a las curvas, Diaz Covarrubias dice que:

Toda linea puede suponerse originada por el movimiento continuo de
un punto que varia continuamente de direccion... (Diaz Covarrubias,
1890:20)

La obra de Diaz Covarrubias fue claramente reconocida en México. En
un texto escrito casi simultdneamente con la segunda edicion del
Andlisis de Diaz Covarrubias, el autor, Manuel Gargollo y Parra decia:

Tres son los sistemas comunmente usados por los autores de Calculo:
el Leibniziano, 6 de las infinitesimales; el Newtoniano, 6 de los limites;
y el de Lagrange, 6 de las derivadas algebrdicas. A estos tres debe
agregarse en México el adoptado por nuestro sabio mexicano el Sr.
Diaz Covarrubias, en su apreciable Tratado sobre Andlisis
Trascendente y que pudiera llamarse de las auxiliares trigonométricas.
(Gargollo y Parra, 1882:7)

Aproximadamente medio siglo antes, un autor francés, Boucharlat,
manifest6 la misma inquietud de tomar elementos de cada una de las
tres propuestas; la de los infinitesimales de Leibniz, la de los limites de
Newton, y la algebraica de Lagrange, con la finalidad de conformar un
contenido mas accesible a los estudiantes:

El método de los infinitamente pequefios, no es sino un medio
expedito de encontrar los diferenciales de diversas funciones, él grava
sus diferenciales en nuestra memoria mediante figuras geométricas
reducidas al ultimo grado de simplicidad, y que hablan mas a la
imaginacion que las ideas abstractas; en fin, este método deviene
indispensable en las partes altas de la mecanica y la astronomia, en
donde, sin él, la resolucion de los problemas tendrian una extrema
dificultad...

Si el método de los limites complementa al de los infinitamente
pequeios, rectificando aquello poco que este ultimo podia tener
defectuoso, el método de Lagrange complementa a su vez al de los
limites, haciendo depender los coeficientes diferenciales de la pura
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Algebra. Se puede entonces considerar entonces a estos tres métodos
como formando uno solo... (Boucharlat, 1858:6-7)

Podemos reconocer, entonces, que para los autores de libros para la
ensefianza del cdlculo, en el siglo XIX, resulté6 sumamente importante
el aspecto didactico. Se pretendié tomar los elementos positivos de
cada una ellas para conseguir un texto que resultara mas accesible
para quienes se iniciaban en el estudio de esta ciencia, y, al mismo
tiempo, tratar de corregir las deficiencias que, desde el punto de vista
del rigor, pudiera tener alguna de ellas.

Veamos otro autor mas de fines del siglo XIX, Bowser, quien se
manifest6 partidario de la presentacion infinitesimalista del Célculo:

El presente trabajo sobre Calculo Diferencial e Integral esta disefiado
como un libro de texto para bachillerato y escuelas cientificas. El
proposito ha sido el de exhibir la materia de una manera concisa y
simple aunque consistente con el rigor de la demostraciéon, para
hacerlo tan atractivo al principiante como la naturaleza del Célculo lo
permita...

He adoptado el método de los infinitesimales, habiendo aprendido de
la experiencia que los principios fundamentales de la materia resultan
ser mas inteligibles a los principiantes con el método de los
infinitesimales que con el de los limites, ademas de que, en las
aplicaciones practicas del Célculo, las investigaciones son realizadas
totalmente por el método de los infinitesimales. Sin embargo, un
conocimiento mds profundo de la materia requiere que el estudiante
esté familiarizado con ambos métodos, razén por la cual el capitulo III
estd dedicado exclusivamente al método de los limites... (Bowser,
1928, prefacio)

Asi pues, vemos que este autor afirma que su propuesta es entendible
pero, a la vez, rigurosa. Ademads, afirma que “el método de los
infinitesimales” es mds accesible que el de los limites, aunque
reconoce que resulta conveniente estudiar también este dltimo si se
requiere “un conocimiento mas profundo”.
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En el capitulo Ill, que dedica al “método de los limites”, se hace una
presentacion de los concepto de limite y derivada de una manera,
ahora si, mas parecida a la de los textos actuales, pero de ninguna
manera define el limite con “épsilon y delta”. Asi pues, podemos decir
que este autor el “método de los limites” puede coexistir con otros en
el mismo libro. En cuanto a las cantidades infinitesimales y la
diferencial, este autor nos dice que:

Una cantidad infinita, o un infinito, es una cantidad que es mayor que
cualquier cantidad asignable. Un infinitesimal es una cantidad que es
menor que cualquier cantidad asignable. (Bowser, 1928:7)

Si suponemos que una variable, como X, experimenta un cambio, tal
cambio es llamado un incremento; el incremento de x es usualmente

denotado por AX, que se lee “diferencia x”, o “delta x”, donde es
tomada como una abreviacion de la palabra diferencia...

Cuando el incremento o diferencia se supone infinitamente pequeifia, o
infinitesimal, es llamada una diferencial, y es representada por dx, que
se lee “diferencial x”, donde d es una abreviacion de la palabra
diferencial... (Bowser, 1928:15)

Podemos observar aqui dos cosas, la primera, que la definicién para la
diferencial coincide con la dada en la época de Leibniz (con mas de dos
siglos de diferencia) y la segunda, que el autor proporciona una
definicién para los infinitesimales (y para las infinitamente grandes),
aceptandolas como cantidades que, siendo positivas, es decir, mayores
que cero, son menores cualquier nimero real.

Este es probablemente uno de los dltimos autores que se atrevid a
utilizar los infinitesimales (como cantidades fijas) en un texto de
Calculo. Sin embargo, en textos de ciencias de la ingenieria todavia
podemos encontrarlos:

La variacién infinitesimal de una propiedad se indicard con el simbolo
de la diferencial d antepuesta al simbolo de la propiedad. Por ejemplo,
el cambio infinitesimal en la presién de un sistema estd dado por dp...
(Wark, 1987:12)
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Podemos concluir, entonces, que a pesar de las presiones existentes
desde sus origenes, el Calculo infinitesimal ha mostrado sus bondades,
particularmente en el proceso de modelacion de fenémenos fisicos, a
tal grado de que continda siendo utilizado, al menos parcialmente, en
la ingenieria y ciencias fisicas.

Sin embargo, y a pesar también de sus ya comentadas virtudes
didacticas, el Célculo infinitesimal fue sustituido, en la ensefianza, por
la propuesta de Cauchy, si bien este proceso de sustitucion se dio a lo
largo de casi un siglo, como se comentard a continuacion.

LA PROPUESTA DE CAUCHY Y LA EXCLUSION DE LOS INFINITESIMOS

Con la propuesta de Lagrange, a finales del siglo XVIII, comenzaron a
explorarse propuestas del Célculo en las que dejaran de utilizarse las
cantidades infinitamente pequeiias. En la tercera década del siglo XIX,
Cauchy escribia su Curso de Andlisis, en el que utilizaba mucho la
terminologia infinitesimalista, sin embargo, el infinitesimal ya no era
una cantidad fija, sino una variable que decrece convergiendo a cero:

Decimos que una cantidad variable deviene infinitamente pequeifia
cuando su valor numérico decrece indefinidamente de manera a
converger al limite cero. (Cauchy, 1823:83)

Asi pues, en lugar de cantidades infinitamente pequenas, en el Analisis
de Cauchy vemos “limites y convergencia”, términos que subsisten
hasta ahora. Por otra parte, como lo indica Jean Dhombres, con la
propuesta de Cauchy se adopté un Célculo totalmente
descontextualizado:®

En el Andlisis algebraico Cauchy no hace ninguna referencia a la fisica
matemadtica, a pesar de que él mismo la cultivd con mucho talento, y
no parece interesarse en el conocimiento del mundo sensible ni en las

8 Jean Dhombres escribié la introduccién de la edicién en espaiol del Curso de
Andlisis de Cauchy, publicada por la UNAM (México, 1994). De tal introduccion es de
donde se tomo este parrafo.
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aplicaciones de la ciencia matemadtica (...) Si bien no es el primer texto
de matemadticas puras, la obra de Cauchy es tal vez la primera, en
andlisis, que por sus objetivos, no intenta ninguna justificacion ajena a
las relaciones intrinsecamente matemadticas. Muy sintomatica es
también la diferencia con manuales como los de Bezout, sus cursos de
matemadticas para el uso de la artilleria o para el uso de los guardias de
la marina, redactados cincuenta afios antes, pero editados en la época
de Cauchy y en los cuales muchas pdginas evocan las aplicaciones,
libros en los cuales el calculo diferencial mismo no se presenta sino
como preliminar a la mecanica y sélo para su utilizacién practica.

Asi pues, a diferencia de Lagrange, quien a pesar de haber hecho una
presentacion de los conceptos de su teoria de manera
descontextualizada, dedico, sin embargo, el resto de su obra a las
aplicaciones a la geometria y a la mecanica, Cauchy no mostré ningin
interés en aplicacion alguna. El Andlisis, por fin, habia sido “liberado”
de sus aplicaciones.

Ahora bien, el principal impulsor de la propuesta de Cauchy fue
Weierstrass, de manera que, actualmente, se habla del modelo de
Cauchy- Weierstrass para hacer referencia a esta propuesta, que es,
con pequefos cambios, la que se ensefia actualmente en las escuelas.
De acuerdo con Boyer, fue Heine, bajo la influencia de Weierstrass,
quien, en 1872, enunci6 la siguiente definicion de limite:

Si dado cualquier , existe un T tal que para 0 <n<mn, , la
+7)—

diferencia fx, +m) - L es menor en valor absoluto que , entonces

se dice que L es el limite de f(x) para X=% (Citado por Boyer,

1969:696)

Esta es, con insignificantes diferencias en la simbologia, la definicién
de limite que adn se ensefia en las escuelas. Y, como indica el mismo
Boyer, marcé, de manera definitiva, el fin del recurso de las cantidades
infinitamente pequefias o de puntos moviéndose para generar curvas:

En esta definicion fria, precisa y estdtica ya no hay la menor sugerencia
a cantidades que fluyan engendrando magnitudes de dimensiones
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superiores, ni al menor recurso a puntos moviéndose sobre curvas, ni
a despreciar cantidades infinitamente pequefas. No han quedado nada
mds que numeros reales, la operacion de sumar y su opuesta la de
restar, y la relacién «menor que» entre numeros reales. (Boyer,
1969:696-7)

Asi pues, con esta nueva propuesta, el Andlisis se vio “liberado” de
toda imprecision, empresa largamente buscada por los matematicos.
Al respecto, a principios del siglo XX, Russell escribia:

Lo infinitesimal jugaba antes un importante papel en las matemadticas.
Creci6 gradualmente en importancia hasta que Leibniz inventé el
Calculo Infinitesimal y pareci6 transformarse en la nocién fundamental
de la matemadtica superior...

El Célculo requeria continuidad, y la continuidad, se pensaba, requeria
a su vez de lo infinitamente pequefio. Lo cual no era evidentemente
igual a cero, pues sumando un ndmero lo bastante grande de
infinitesimales hacian un todo finito. Pero nadie podia descubrir una
fraccion que fuera distinta de cero y ademas no finita. Era pues un
circulo vicioso. Pero al fin Weierstrass descubrié que no se necesitaba
en absoluto lo infinitesimal y que todo podia hacerse sin él. Por
consiguiente, no hubo ya necesidad de suponer por mas tiempo que
tal cosa existia... (Russell, 1915:373)

LA ENSENANZA DEL CALCULO EN EL SIGLO XX

Si s6lo nos limitamos al desarrollo de la Matemdtica como ciencia,
resulta totalmente comprensible que, en la btsqueda del rigor, haya
tenido lugar la sustitucion del modelo infinitesimal por el basado en el
concepto de limite. Sin embargo, cuando nos referimos a la
Matematica, y mas especificamente al Célculo, como un lenguaje para
el modelado de fendmenos fisicos, la eliminacion de los infinitesimales
ya no parece haber sido un evento tan afortunado.

Si consideramos, ademds, que actualmente, en nuestro pais, sélo el 1%
(aproximadamente) de los estudiantes del bachillerato habran de
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estudiar ciencias, no parece justificable el utilizar, en la ensefanza del
Calculo, en el nivel medio superior, un modelo que se desarroll6 a
partir de las necesidades de los profesionales de la Matematica.

Asi pues, mientras el modelo infinitesimalista contintia siendo
utilizado en otras ciencias bdsicas y de la ingenieria, en los cursos
dedicados a la ensefianza del Calculo, los infinitesimales han sido
totalmente desechados. Como lo indicara Grattan-Guinness:

El planteamiento de CauchyWeierstrass, basado en los limites, se ha
convertido naturalmente en la forma habitual de ensefanza en los
cursos dedicados al calculo o al andlisis (puro). Sin embargo, en los
cursos de mecanica, astronomia, fisica matematica e ingenieria a
menudo se emplea la forma euleriana del calculo diferencial por su
flexibilidad intuitiva en la construccion de los modelos diferenciales de
los fendémenos fisicos en cuestion...” (Grattan-Guinness, 1991:3)

A partir de esta experiencia puede afirmarse que, cuando el rigor
légico es requisito para el desarrollo de una ciencia, como es el caso
de la Matemdtica, y esa ciencia se pretende llevar a las aulas, con toda
esa carga de rigor, habra de presentarse una disyuntiva entre el rigor y
el entendimiento, tanto en el momento de escribir los textos como en
la presentacion de los mismos en las aulas.

Si ademads se pretende ensefiar la matemdtica de manera impecable, en
cuanto al rigor 16gico con el que se presentan y usan los conceptos, tal
vez se deberd renunciar a buscar entendimiento por parte de un
estudiante promedio.

Al respecto, Russell manifest6, a principios del siglo XX, y haciendo
referencia a Los Elementos de Euclides, que no fue posible conciliar,
en un solo texto, inteligibilidad y correccion:

Un libro tendria que tener inteligibilidad o correccién; combinar
ambas es imposible, pero carecer de ambas es no merecer el lugar que

Euclides ha ocupado en la educacion... (Russell, 1915:380)

Debido, entonces, a este afan por el rigor, la presentaciéon del Calculo,
como tiene lugar en las aulas en la actualidad, presenta otra grave
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deficiencia: excluye cualquiera de las viejas presentaciones (tal vez
exceptuando la de Lagrange), ya que en ésta, como lo indicara Boyer,
no caben ni los infinitesimales ni las cantidades evanescentes ni
puntos moviéndose para generar curvas o variables fluyendo en el
tiempo. Sélo hay ndmeros reales y operaciones aritméticas. Esta
presentacion de los conceptos del Célculo (como el de limite),
aparentemente sencilla, en cuanto a los recursos involucrados, resulta
sin embargo, muy poco comprensible para el comin de los
estudiantes.

La disyuntiva planteada por Russell, entre la correccién y la
inteligibilidad, parece ser ineludible en el caso de la ensefianza a
futuros profesionales de la Matematica, sin embargo, en el caso de las
escuelas de ingenieria, deben ofrecerse opciones en cuanto a la
manera de plantear la ensefianza del Célculo, y tal vez fue Lagrange
quien nos haya dado una pista.

En efecto, en su Teoria, Lagrange no definié las diferenciales, sin
embargo, supo que los lectores estaban familiarizados con ellas, de
manera que, cuando estudié el problema de la rectificaciéon de las
curvas, es decir, del cdlculo de la longitud de un arco, Lagrange dijo:

r2
. Si x y y estdn dadas en funcién de otra variable,

' r2 r2
= —+ . . -
como t, tenemos que s ENX Yo Siguiendo el calculo

’ ’

diferencial, las funciones derivadas S y Y serdn expresadas como
ds dy

T T r_ ’2 _ 2 2
dx y dx | y la ecuaciéon ° ~ I+y devendra ds =[dx” +dy ,
férmula conocida para las rectificaciones. (Lagrange, 1813:220)

s'=A/l+y

Por otra parte, en su Mecanica Analitica, escrita mas o menos en el
mismo tiempo que su Teoria, en la primera parte, dedicada a la
estdtica, Lagrange indico:

...las lineas rectas iguales a p, q, r, etc., en las direcciones de sus

potencias; y designemos, en general, por dp, dq, dr, etc., las
variaciones, o diferencias de esas lineas, en tanto que ellas pueden
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resultar de un cambio cualquiera, infinitamente pequefio...(Lagrange,
1788:24)

Observemos que Lagrange aceptd y manejo los infinitesimales como
en el calculo leibniziano. Sin embargo, el recurso de este Calculo para
el tratamiento de problemas de la Mecdnica se manifestaria mas
claramente en la segunda parte de libro, dedicada a la dindmica:

...la invencién del calculo infinitesimal puso a los geémetras en
posibilidades de reducir a ecuaciones analiticas las leyes del
movimiento de los cuerpos... (Lagrange, 1788:208)

...esta fuerza debe ser medida por la razén entre crecimiento o
decrecimiento de la velocidad durante un instante cualquiera y la
duracion de ese instante, es decir, por la diferencial de la velocidad
dividida por la del tiempo; y como la velocidad misma esta expresada
en un movimiento variado, por la diferencial del espacio dividida por la
del tiempo, se sigue que la fuerza de la que se refiere serda medida por
la diferencial segunda del espacio, dividida por el cuadrado de la
diferencial primera del tiempo, supuesta constante... (Lagrange,
1788:211)

Asi pues, mientras que su Teoria contenia los principios del Calculo,
desprovistos de toda consideracion de los infinitamente pequefios y
otras cosas, su Mecanica Analitica utilizaba, definitivamente, el célculo
infinitesimal leibniziano.

En mi opinién puede verse una sugerencia implicita en este doble
discurso: si se ensefia a futuros profesionales de la matematica, debe
hacerse énfasis en el rigor, pero si se ensefia a personas para quienes
el Calculo serd una herramienta (en las escuelas de ingenieria, por
ejemplo) o un elemento mas bien cultural (como ocurre en el
bachillerato), debe procurarse que los estudiantes entiendan lo mas
claramente posible los conceptos, alin si eso significa renunciar a
cierto nivel de rigor.
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Respecto de esta posicién en la ensefianza, tenemos un ejemplo muy
interesante en el texto de Ecuaciones Diferenciales de Simmons, quien
en el prefacio manifiesta claramente su punto de vista:

El problema del rigor matemdtico. En las altas cumbres de la
matemadtica pura, cualquier argumento que pretenda ser una
demostracion ha de ser capaz de superar las severas criticas de los
expertos escépticos. Es una de las reglas del juego y quien desee jugar
ha de acatarlas. Mds no es éste el tinico juego de la ciudad...

Hay algunas partes de las matematicas, quiza la teoria de niimeros y el
algebra abstracta, en las que un alto grado de rigor puede ser
aconsejable en todos los niveles. Ahora bien, en ecuaciones
diferenciales elementales una insistencia escrupulosa en exactitudes
doctrinarias tiende a exprimir el jugo del tema, quedando tan sélo un
hollejo enjuto. Mi principal objetivo en este libro es ayudar al
estudiante a captar la naturaleza y el interés de las ecuaciones
diferenciales, y a tal fin prefiero, sin la mas minima duda, ser
ocasionalmente impreciso pero inteligible que adoptar una actitud
perfectamente precisa e ininteligible. No tengo interés alguno en
edificar una estructura matemadtica l6gicamente impecable en la que
las definiciones, teoremas y demostraciones rigurosas se amalgaman
entre si en una mole desafiante que el lector ha de penetrar...
(Simmons, 1991:16-17)

A partir de los trabajos de Cauchy y Weierstrass, pero mds claramente
desde los albores del siglo XX, se ha pretendido dar, en las aulas, una
presentacion rigurosa del Calculo, bajo el supuesto de que, de esa
manera no solo se entenderian los conceptos de la materia de una
manera correcta, sino que, al exponer los conceptos de una manera
abstracta, los estudiantes no los “amarrarian” a un determinado
contexto, y estarian habilitados (automaticamente) para entender la
aplicacion de esos conceptos en cualquiera otra ciencia.

La experiencia nos indica que se ha fracasado rotundamente en la
consecucion de tal proposito. Los estudiantes promedio no sélo no
han sido capaces de reconocer el significado de los conceptos del
Calculo cuando estudian otras ciencias, sin que, incluso, no han
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aprendido claramente esos conceptos, atn suponiendo que han
aprobado los cursos.

Por ultimo debe mencionarse que, a partir de los trabajos de Robinson
sobre el Andlisis no estandar, hace cuatro décadas, no hay razén para
seguir descalificando el uso de los infinitesimales, ya que el Andlisis no
estandar se fundamenta en un conjunto numérico (los hiperreales) que
contiene al conjunto de los niimeros reales como subconjunto y que
tiene elementos (positivos) menores que cualquier nimero real, es
decir, cantidades infinitamente pequenas.

Resulta, por lo tanto, altamente recomendable, que los profesores de
Calculo, al menos en el bachillerato y en las escuelas de ingenieria,
trabajemos en el disefio de un curso que recupere las cualidades
didacticas del Calculo leibniziano, a fin de conseguir que los conceptos
basicos de la materia sean mejor comprendidos y, a su vez, puedan ser
reconocidos y utilizados para acceder al conocimiento de otras
ciencias.

COMENTARIOS FINALES

La investigacion en educacion y la experiencia docente

Es cierto que en un trabajo de investigacion en educaciéon no pueden
hacerse afirmaciones categéricas recurriendo Unicamente a la
experiencia docente, sin embargo, ésta si deberia ser una fuente y
directriz de algunos trabajos de investigacion, sobre todo si se desea
que el producto de ese trabajo pueda comunicarse a los docentes y
motivarlos a la reflexion, asi como proporcionarles ideas y sugerencias
al respecto de su actividad.

La investigacion referente al Cilculo infinitesimal y el andlisis no
estandar

El presente trabajo tiene sus origenes, en gran medida, en los

seminarios de andlisis infinitesimal que tuvieron lugar en el
Departamento de Matematica Educativa del Centro de Investigacion y
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de Estudios Avanzados (CINVESTAV) del Instituto Politécnico Nacional,
a mediados de la década de los 90, bajo la conducciéon del Dr. Carlos
Imaz, quien impulsé significativamente la investigacion en esta drea.

De hecho, en un documento que el Dr. Imaz escribi¢ para un evento
que tuvo lugar en el CINVESTAV, hizo referencia a los trabajos que
habiamos realizado algunos de sus tesistas de doctorado: Salat (1993),
Kemel (1998), Selem (1998), Camarena (1999) y Arcos (2000).

El haber participado en dichos seminarios, y el haber desarrollado los
trabajos de Tesis, tanto de maestria como doctoral, bajo la direccién
del Dr. Imaz, seguramente me han llevado a escribir,
inconscientemente, algunas cosas que alguno de los colegas
mencionados, o el mismo Dr. Imaz, pudieron haber escrito en algtin
trabajo anterior.

Algo similar debo decir que ocurre cuando hago referencia, por
ejemplo, a trabajos como los Elementos de Diaz Covarrubias, de quien
habl6 ampliamente mi colega y amigo Alberto Camacho, en su tesis
doctoral.

Investigacion para la docencia

Por dltimo quisiera decir que con este documento pretendo mostrar
mi punto de vista de lo que puede ser la investigacion en el drea de la
Matematica Educativa, cuando se plantea, como objetivo principal, el
de motivar a la reflexiéon a los companeros profesores de Calculo,
respecto de su practica docente, e invitarlos y animarlos a llevar a cabo
las acciones que consideren necesarias para mejorar sus cursos.
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