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Te amo mi pequeño.

Finalmente a mi mentora Dra. Maŕıa del Roćıo Rojas Monroy,
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Introducción

Sea D una digráfica, donde V (D) y F (D) denotan respectivamente los vértices y
las flechas de D. Decimos que una digráfica es m-coloreada si sus flechas estan colorea-
das con m-colores. Un conjunto N ⊂ V (D) es núcleo por trayectorias monocromáticas
de D si N es un conjunto independiente y además todo x ∈ V (D) − N es absorbido
mediante una trayectoria monocromática por algún vértice en N . Nótese que el con-
cepto de núcleo por trayectorias monocromáticas es una generalización del concepto de
núcleo (definición 2.1.1).

En [13], Sands, Sauer y Woodrow demuestran que toda digráfica 2-coloreada tiene
núcleo por trayectorias monocromáticas, en particular ellos prueban que todo torneo
2-coloreado T tiene un vértice v tal que desde cualquier otro vértice u de T existe
una trayectoria monocromática dirigida hacia v. Tambien plantearon el siguiente pro-
blema: Sea T un torneo m-coloreado tal que no tiene ciclos dirigidos de longitud 3,
3-coloreados, ¿debe tener T un vértice que satisfaga lo anterior?

En [11] Shen Minggang prueba que si al problema anterior se pide además que no
tenga subtorneos transitivos de orden 3, 3-coloreados entonces existe tal vértice. Tam-
bien prueba que este resultado es el más cercano a la conjetura anterior, para 5 ≤ m. Él
presenta una serie de torneos m-coloreados, con 5 ≤ m, tales que no tienen ningún ci-
clo de longitud 3, 3-coloreado y estos no tienen núcleo por trayectorias monocromáticas.

En 2010 H. Galeana Sánchez y R. Rojas Monroy demuestran que el problema plan-
teado por Sands, Sauer y Woodrow no es valido para m = 4, esto por medio de un
contraejemplo (figura 2.13) que puede ser visto a detalle en [7].

El caso m = 3 (si T es un torneo 3-coloreado tal que todo ciclo dirigido es cuasi-
monocromático entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas) continua
abierto.

Durante el desarrollo del presente trabajo nos enfocaremos en analizar teoremas es-
tablecidos sobre núcleos por trayectorias monocromáticas para digráficas m-coloredas
en general, aplicados principalmente a torneos 3-coloreados en virtud del problema
establecido por Sands, Sauer y Woodrow, con el objetivo principal de establecer resul-
tados centrados en torneos m-coloreados, como consecuencia de aquellos que ya existen
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para digráficas m-coloreadas pero con hipótesis más débiles por tratarse de torneos.

A lo largo del Caṕıtulo 1 se verán algunos conceptos y resultados referentes a digráfi-
cas en general, los cuales nos resultaran de mucha utilidad a lo largo del desarrollo del
presente, junto con ellos se mencionaran algunas referencias cuya consulta facilitara de
gran manera la comprensión del tema que aqúı se desarrollará.

Durante el Caṕıtulo 2 el lector se adentrará en el mundo de las digráficas colorea-
das, aqúı se definirán conceptos de suma importancia tales como núcleo por trayectorias
monocromáticas ó digráficas m-coloreadas, además se presentaran algunos de los resul-
tados más importantes sobre la existencia del núcleo por trayectorias monocromáticas.
Tambien se incluirá la historia de la conjetura establecida por Sands, Sauer y Woo-
drow, para torneos m-coloreados.

En el Caṕıtulo 3 se presentarán principalmente 3 teoremas que surgierón al enfocar
resultados ya conocidos acerca de la existencia del núcleo por trayectorias monocromáti-
cas en digráficas m-coloreadas a torneos m-coloreados, además mediante algunos ejem-
plos veremos con más claridad como estos últimos se aplican.

A lo largo del Caṕıtulo 4 se desarrollarán dos teoremas que surgieron al aplicar
un resultado para digráficas m-coloreadas tales que sus ciclos son monocromáticos. Se
ofrecerán las demostraciones de cada uno de estos y también se verán algunos ejemplos
acerca de estos mismos, veremos como es que la conexidad afecta ó no el resultado
aplicado a torneos.

En el penúltimo Caṕıtulo de este trabajo se mostrarán conceptos relativamente nue-
vos para digráficas m-coloreadas, tales como γ-ciclo ó seminúcleo por trayectorias mo-
nocromáticas. Además se establecerán tres nuevos teoremas para torneos m-coloreados,
como resultado de enfocar un último teorema acerca de la existencia del núcleo por
trayectorias monocromáticas considerando particiones del conjunto de colores usados
para colorear las flechas del torneo aśı como ciertas propiedades que serán definidas
más adelante.

Finalmente en el último caṕıtulo se mostrará mediante una serie de ejemplos como
es que los resultados que surgieron a lo largo del desarrollo de este trabajo no dependen
uno del otro, es decir son independientes pues las hipótesis de cada teorema no implican
que se cumplan necesariamente las de otro teorema. Además se presentara un cuadro
comparativo mediante el cual se pretende facilitar la consulta de esto último.
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Caṕıtulo 1

Conceptos Básicos

Este caṕıtulo tiene como objetivo presentar algunos conceptos y resultados referen-
tes a digáficas aśı como algunas demostraciones de teoremas que nos serán de utilidad
más adelante, de igual manera se incluyen algunas referencias que pueden ser consul-
tadas por el lector para una mejor comprención del tema, estas son [12] y [1].

1.1. Digráficas

Definición 1.1.1 Una digráfica D es un par ordenado (V (D), F (D)) donde V (D)
es un conjunto no vaćıo de objetos llamados vértices y F (D) es un conjunto de pares
ordenados de vértices a los que denominamos flechas. Una digráfica es de orden n si
V (D) consta de n vértices.

Definición 1.1.2 Sea f = (u, v) una flecha en F (D), decimos que u y v son los
extremos de f . A u lo llamamos extremo inicial y a v extremo final.

Definición 1.1.3 Sea D una digráfica, un camino P = (u0, u1, u2, ..., un) en D es una
sucesión de vétices tal que para cada i ∈ {0, 1, 2, ..., n−1} se tiene que (ui, ui+1) ∈ F (D).

Definición 1.1.4 Sea D una digráfica, una trayectoria dirigida T = (u0, u1, u2, ..., un)
en D es una sucesión de vértices tal que para cada i ∈ 0, 1, 2, ..., n− 1 se tiene que
(ui, ui+1) ∈ F (D) y para todo i, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} tal que i 6= j se tiene que ui 6= uj.

Definición 1.1.5 Sea D una digráfica, una semi-trayectoria T = (u0, u1, u2, ..., un)
en D es una sucesión de vértices tal que para cada i ∈ 0, 1, 2, ..., n− 1 se tiene que
(ui, ui+1) ∈ F (D) ó (ui+1, ui) ∈ F (D) y para todo i, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} tal que i 6= j se
tiene que ui 6= uj.

Definición 1.1.6 Sea D una digráfica, un camino cerrado C = (u0, u1, u2, ..., un = u0)
en D es una sucesión de vértices tal que para cada i ∈ {0, 1, 2, ..., n} se tiene que
(ui, ui+1) ∈ F (D), los ı́ndices se toman módulo n+ 1.
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Definición 1.1.7 Sea D una digráfica, un ciclo C = (u0, u1, u2, ..., un) en D es una
sucesión de vértices tal que para cada i ∈ {0, 1, 2, ..., n} se tiene que (ui, ui+1) ∈ F (D)
(tomando los ı́ndices módulo n + 1) y para todo i, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} tal que i 6= j se
tiene que ui 6= uj.

Definición 1.1.8 Sea D una digráfica, C es un ciclo hamiltoniano de D si V (D) =
V (C).

Definición 1.1.9 Sea D una digráfica, decimos que D es aćıclica si no contiene ciclos
dirigidos.

Observación 1.1.1 Sea D una digráfica, tal que H es un camino, una trayectoria o
un ciclo, la longitud de H se denota como l(H).

Definición 1.1.10 Sea H una digráfica, decimos que H es subdigráfica de D si
V (H) ⊆ V (D) y F (H) ⊆ F (D).

Definición 1.1.11 Sea D una digráfica, H es D ∼= H si y sólo si H es subdigráfica
de D y D es subdigráfica de H.

Definición 1.1.12 Sea D una digráfica, decimos que H es una subdigráfica gene-
radora de D si V (H) = V (D).

Definición 1.1.13 Una flecha (u1, u2) ∈ F (D) es llamada asimétrica (resp. simétrica)
si (u2, u1) /∈ F (D) (resp. (u2, u1) ∈ F (D)). La parte asimétrica de D (resp. parte
simétrica de D) que se denota como Asym(D) (resp. Sym(D)), es la subdigráfica
generadora tal que todas sus flechas son asimétricas (resp. flechas simétricas) de D.

Definición 1.1.14 Sea D una digráfica, D es llamada asimétrica si Asym(D) = D
(respectivamente simétrica si Sym(D) = D).

Ejemplo 1 Sean D1, D2 y D3 digráficas tal como se muestran en la figura 1.1.

D1 es una digráfica simétrica dado que para cada (u,w) ∈ F (D1) se tiene que
(w, u) ∈ F (D1) de donde Sym(D1) = D1. D2 es una digráfica asimétrica dado que
para cada (u,w) ∈ F (D2) se tiene que (w, u) 6∈ F (D2) de donde Asym(D2) = D2.

Por otra lado, D3 no es una digráfica asimétrica ni una digráfica simétrica, dado que
como se muestra en la figura 1.2 se tiene que Asym (D3) 6= D3 dado que en particular
la flecha (z, t) ∈ F (D3) y (z, t) 6∈ F (Asym(D3)) y Sym (D3) 6= D3, pues (z, s) ∈ F (D3

y (z, s) 6∈ F (Sym(D3)).

Definición 1.1.15 Sea S un subconjunto no vaćıo de V (D), entonces la subdigráfica
D[S] inducida por S es la digráfica con vértices en S y cuyas flechas son las flechas
de D cuyos ambos extremos están en S.
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Figura 1.1: D1 es una digráfica asimétrica, D2 es una digráfica asimétrica y D3 no es
ni simétrica ni asimétrica
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Figura 1.2: Asym(D3) y Sym(D3

Ejemplo 2 Sea D una digráfica tal como se muestra en la figura 1.3.

Sea S ⊂ V (D), tal que S = {u,w, x, y}, entonces la subdigráfica D[S] inducida por
S para D, queda definida como se muestra en la figura 1.4

Definición 1.1.16 Un conjunto I ⊂ V (D) es independiente si A(D[I]) = ∅.

Ejemplo 3 Sea D la digráfica mostrada en la figura 1.3, I ⊂ V (D) definido como
I = {s, r, z, x} es un conjunto independiente para D dado que V (D[I]) = ∅.

Definición 1.1.17 Una digráfica D es llamada completa si para cualquier par de
vértices u, v distintos de D al menos una de las flechas (u, v) ó (v, u) esta presente en
D.

Ejemplo 4 La digráfica D que se muestra a continuación es completa, dado que entre
cada par de vértices u, v ∈ V (D) existe al menos una de las flechas (u, v) ó (v, u).
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Figura 1.3: Digráfica

Definición 1.1.18 Un torneo es una digráfica completa asimétrica.

Ejemplo 5 Las digráficas mostradas en la figura 1.6 son ejemplos de torneos de orden
1, 2, 3 y 4 respectivamente.

Definición 1.1.19 Una digráfica D es llamada transitiva si siempre que (u, v) ∈
F (D) y (v, w) ∈ F (D) se tiene que (u,w) ∈ F (D), donde u, v y w son vértices distin-
tos de D.

Ejemplo 6 En la figura 1.7 se muestra una digráfica transitiva.

Definición 1.1.20 Sea T un torneo, T1 es un triángulo de T si es una subdigráfica
de T inducida por tres vértices y T1 ∼= C3.

1.2. Conexidad

Definición 1.2.1 Sea D una digráfica decimos que D es conexa (resp. discone-
xa) si dado cualquier par de vértices u, v existe una uv-semitrayectoria en D (resp. si
existe una par de vértices u,w tales que no existe ninguna semi-trayectoria entre ellos).
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Figura 1.4: Subdigráfica inducida por S
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Figura 1.5: Digráfica completa

Ejemplo 7 Sean D1, D2 digráficas definidas como en la figura 1.8

D1 es un ejemplo de una digráfica conexa pues entre cada par de vértices existe una
semitrayectoria que los une, D2 es una digráfica disconexa, dado que para s, t ∈ V (D2)
no existe una semitrayectoria que conecte a ambos.

Definición 1.2.2 Sea D una digráfica decimos que D es débil ó débilmente cone-
xa si para cualesquiera u, v ∈ V (D) existe una uv-trayectoria en D no necesariamente
dirigida.

Definición 1.2.3 Sea D una digráfica decimos que D es fuerte o fuertemente co-
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Figura 1.6: Ejemplos de torneos
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Figura 1.7: Digráfica transitiva

nexa si para cualesquiera u, v ∈ V (D) se tiene que existe una uv-trayectoria dirigida
en D y una vu-trayectoria dirigida en D.

Ejemplo 8 Sean D1, D2 digráficas tal como se muestran en la figura 1.9.
De acuerdo con las definiciones anteriores se tiene que D1 es una digráfica fuerte-

mente conexa, mientras que D2 es una digráfica debilmente conexa y no es fuerte.

Teorema 1.2.1 Sea D una digráfica, D es fuerte si y sólo si D contiene un camino
cerrado generador.

Definición 1.2.4 Sea D una digráfica, H es componente fuerte de D si y solo śı H
es una subdigráfica fuerte de D y además es maximal con la propiedad de ser fuerte.

Definición 1.2.5 Sea D una digráfica y sea F una componente fuerte de D, decimos
que F es una componente fuerte terminal de D si {(u, v) ∈ F (D) : u ∈ V (F) y
w ∈ V (D)− V (F)} = ∅.
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Figura 1.8: Digráfica conexa, digráfica disconexa
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Figura 1.9: D1 es fuerte y D2 es debil

Definición 1.2.6 Sea D una digráfica, la digráfica de condensación de D, deno-
tada por D esta definida como: V (D) = {H : H es una componente fuerte de D} y
(F1,F2) ∈ F (D) si y sólo si existe un v ∈ V (F1) y w ∈ V (F2) tales que (v, w) ∈ F (D),
donde F1 y F2 son componentes fuertes de D.

Ejemplo 9 Sea D la digráfica como se muestra en la figura 1.10.

De acuerdo con la definición las componentes fuertes de D, F1, F2, F3, F4, F5, F6,
F7 y F8 quedan definidas como se muestra en la figura 1.11.

Recordemos que las componentes fuertes de D son subdigráficas tales que para cual-
quier par de vértices en ellas existe una trayectoria dirigida que lleva de uno al otro
además de ser maximales con la propiedad de ser fuertes. Tenemos que Fi tal que
3 ≤ i ≤ 7 son digráficas triviales (de un sólo vértice), por ende son fuertes, además si
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Figura 1.10: Digráfica

a alguna de ellas le agregamos algún otro vétice o más vértices esta deja de ser fuer-
te, de ah́ı que son maximales. Ahora bien F1 contiene a C = (o,m, q, p, o) un camino
cerrado generador, de ah́ı que F1 es fuerte, luego si agregamos algún otro vértice o
más vértices a F1 no es posible encontrar un camino cerrado generador, de donde es
maximal con respecto a esta propiedad. F2 es fuerte pues contiene a C1 = (n, i, z, n)
un camino cerrado generador, además si a F2 le agregamos algún otro vértice deja de
ser fuerte, i.e. es maximal. Finalmente para F8, se tiene que C2 = (y, x, w, v, u, w, s, y)
es una camino cerrado generador, de donde F8 es fuerte; por otro lado si le agregamos
otro vértice o más vértices a F8 no es posible encontrar un camino cerrado generador,
i.e. es maximal con la propiedad de ser fuerte.

Por lo tanto para D se tiene que Fi con 1 ≤ i ≤ 8 es componente fuerte.

Por otro lado las componentes fuertes terminales de D, de acuerdo con la defini-
ción son aquellas componentes fuertes tales que de ellas no salen flechas hacia ningún
vértice de otra componente fuerte. De donde las componetes fuertes terminales de D
son aquellas que se muestran en la figura 1.12.

Finalmente, de acuerdo con la definición la digráfica de condensación de D, donde
los vértices son las componentes fuertes de D y hay flechas entre ellas siempre y cuan-
do exista alguna flecha entre los vértices que estas contienen, queda definida como se
muestra en la figura 1.13.
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Figura 1.12: Componentes fuertes terminales de D

El teorema que se muestra a continuación es un resultado clasico en la Teoria de
Digráficas.

Teorema 1.2.2 Sea D una digráfica entonces la digráfica de condensación D siempre
es aćıclica, es decir no existen ciclos dirigidos contenidos en D.

Teorema 1.2.3 Sea T un torneo entonces la digráfica de condensación T es un torneo.

Demostración: Sea T un torneo. Por demostrar que T es un torneo.

Sean F1, F2 ∈ V (T). Veamos que existe una flecha entre este par de vértices, dado
que Fi ∈ V (T) para i ∈ {1, 2} se tiene que V (Fi) es distinto del vacio, de donde existe
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Figura 1.13: Digráfica de condensación

un vértice de T tal que pertece a V (Fi). Luego entonces dado que T es un torneo, se
tiene que en T existe una flecha entre F1, F2 pues en el torneo original dado un vértice
en F1 y uno en F2 se tiene que existe una flecha que los une. Sin pérdida de generalidad
supongamos que la flecha que existe es la (F1, F2).

Ahora bien sólo resta probar que la flecha (F2, F1) no pertenece a las flechas de
T. Supongamos que (F2, F1) ∈ F (T), luego entonces C = (F1, F2, F1) es un ciclo en
T , lo cual no es posible dado que por el Teorema 1.2.2 sabemos que la digráfica de
condensación es aćıclica.

Por lo tanto podemos concluir que la digráfica de condensación de un torneo es un
torneo.

Corolario 1.2.1 Si T es un torneo entonces, existe una única componente fuerte ter-
minal.
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Caṕıtulo 2

Núcleos por trayectorias
monocromáticas

Durante el desarrollo de este caṕıtulo se procederá a definir conceptos propios de la
teoŕıa de núcleos (núcleo y núcleo por trayectorias monocromáticas). De igual manera
se analizarán algunos ejemplos propios de las definiciones establecidas en el transcurso
de este caṕıtulo.

A lo largo de la primera sección definiremos el concepto de núcleo aśı como el de
digráfica núcleo perfecta, en adelante procederemos a enunciar algunos resultados clási-
cos que nos seran de gran utilidad conforme avancemos en el desarrollo del presente
trabajo. Durante la sección titulada ”Digraficas m-coloreadas”se definiran conceptos
tales como digáfica monocromática ó cuasi-monocromática, aśı como la cerradura de
una digráfica.

Finalmente durante el último apartado de este caṕıtulo se establecerán condiciones
para la existencia de un núcleo por trayectorias monocromáticas dada una digráfica
m-coloreada, además haremos un breve repaso en la historia de la Teoria de Digráfi-
cas para aśı tener un panorama general de la conjetura establecida por Sands, Sauer
y Woodrow para torneos m-coloreados sin C3 arcóıris, además de los resultados que
surgieron apartir de dicha conjetura (el Teorema de Shen Mingang y el contraejemplo
establecido por H. Galeana Sánchez y R. Rojas Monroy para torneos 4-coloreados).

2.1. Núcleos

Definición 2.1.1 Un núcleo N de D es un conjunto independiente de vértices tal que
para cada z ∈ (V (D)−N) existe un u ∈ N tal que (z, u) ∈ F (D).

Ejemplo 10 Sea D una digráfica definida tal como se muestra en la figura 2.1.
Afirmación
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N = {z, y, x, w, r} es núcleo de D.

r 

z 

y 

x 

w 

u 

p 

s 

v 

t 

D

Figura 2.1: Digráfica con núcleo

Demostración: N es independiente dado que entre cada par de vértices de N no existe
ninguna flecha que los una, i. e. cumple la condición de independencia.

Veamos que N es absorbente, tenemos que V (D)−N = {p, t, v, s, u} ahora bien vea-
mos que para cada vértice a de V (D)−N existe un vértice b en N tal que (a, b) ∈ F (D)
:
-Para p tenemos que z ∈ N y (p, z) ∈ F (D).
-Para t tenemos que y ∈ N y (t, y) ∈ F (D).
-Para v tenemos que y ∈ N y (v, y) ∈ F (D).
-Para s tenemos que r ∈ N y (s, r) ∈ F (D).
-Finalmente para u, r ∈ N y (u, r) ∈ F (D).

De donde se tiene que N es absorbente.

Por lo tanto N es núcleo de D.

u v

wD

Figura 2.2: Digráfica sin núcleo
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Ejemplo 11 Sea D una digráfica definida tal como se muestra en la figura 2.2.
Afirmación:
D no tiene núcleo.

Demostración: Supongamos que existe N ⊂ V (D) tal que N es núcleo de D.

Dado que N es núcleo de D tenemos que N es independiente, luego entonces consta
de un sólo vértice. Sin pérdida de generalidad supongamos que N = {w}, tenemos que
N absorbe a u pero no aśı a v, de donde N no es un conjunto absorbente, i.e. N no es
núcleo de D.
Por lo tanto D no tiene núcleo.

Definición 2.1.2 Una digráfica es llamada núcleo perfecta o KP-digráfica si cada
subdigráfica inducida de D tiene núcleo.

Definición 2.1.3 Una digráfica es llamada núcleo perfecta cŕıtica si salvo la digráfi-
ca original toda subdigráfica inducida de D tiene núcleo.

Ejemplo 12 Sea D la digráfica definida en la figura 2.2.
Afirmación:
D es núcleo perfecta.

Demostración: Sea D la digráfica definida en la figura 2.2. Por demostrar que D es
núcleo perfecta cŕıtica.

Sea S ⊂ V (D) veamos que D[S] tiene núcleo siempre que D[S] no sea igual a la
digráfica original. Ahora bien existen tres posibilidades para S.

Caso A: S consta de un sólo elemento.

Sin perdida de generalidad supongamos que S = {w}, luego entonces D[S] es una
digráfica trivial, para la cual N = {w} es núcleo pues es independiente al con-
tar con un sólo elemento y es absorbente pues contiene a todos lo vértices de D[S].

Caso B: S consta de dos elementos.

De ah́ı que S = {w, u} ó S = {w, v} ó bien S = {u, v}. Si S = {w, u} entonces
tenemos que N = {w} es núcleo de D[S], pues absorbe a u y al constar de un solo
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elemento es independiene. Luego si S = {w, v} se tiene que N = {v} es núcleo
de D[S], pues v absorbe a w y además al ser un solo vértice es independiente.
Finalmente si S = {u, v} se tiene que N = {u} es núcleo de D[S] dado que es
independiente y absorbe a v por una flecha.

Caso C: S consta de tres elementos.

De ah́ı que S = {w, u, v}, i.e. D[S] = D, y como ya se ha visto con anterioridad
para esta digráfica no existe núcleo.

Por lo tanto, para ambos casos D[S] siempre tiene núcleo, i.e. D es núcleo perfecta
cŕıtica.

Por otro lado, siempre que una digráfica D tenga núcleo esto no implica que sea
núcleo perfecta, como lo podemos observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 13 Sea H una digráfica definida tal como se muestra en la figura 2.3.

u v

w

H

x

y

z

Figura 2.3: Digráfica

Tenemos que H tiene núcleo, de hecho N = {x, v, y} es núcleo de H pues es in-
dependiente (no hay flechas entre estos vértices) y además es absorbente (para todo
vértice a ∈ V (H) − N existe un vértice b ∈ N tal que (a, b) ∈ F (D)). Pero H no es
núcleo perfecta, veamos por qué:

Dado S = {w, u, v}, tenemos que D[S] queda definida como en la figura 2.4 , digráfi-
ca para la cual, según vimos antes no existe núcleo. Por lo tanto H no es núcleo perfecta.
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u v

wD

Figura 2.4: Subdigráfica inducida por S

El siguiente resultado fue demostrado por Berge y Duchet en [1], y nos será de gran
utilidad más adelante.

Teorema 2.1.1 Una digráfica es una KP -digráfica si y sólo si todo ciclo dirigido tiene
al menos una flecha simétrica

Ahora bien procederemos a enunciar algunos resultados clásicos para la existencia
del núcleo en digráficas simétricas, transitivas y aćıclicas.

Teorema 2.1.2 Sea D una digráfica simétrica (Sym(D) = D). Entonces D tiene
núcleo.

Teorema 2.1.3 Sea D una digráfica aciclica. Entonces D tiene núcleo.

Teorema 2.1.4 Sea D una digráfica transitiva. Entonces D tiene núcleo, más aún
cada núcleo se obtiene al elegir un solo vértice de cada componente fuerte terminal de
D.

Las demostraciones de los teoremas anteriores y demás resultados clásicos aśı como
el problema para la existencia de núcleos pueden ser consultados en [12].

2.2. Digráficas m-coloreadas

Definición 2.2.1 Decimos que D es una digráfica m-coloreada si D esta coloreada
con m colores.

Observación 2.2.1 Sea D una digráfica m-coloreada, si (u,w) ∈ F (D) se tiene que
c (u,w) = n con n ≤ m un número natural, denota el color usado para colorear a (u,w).
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Definición 2.2.2 Una digráfica D es llamada monocromática si todas sus flechas
tienen el mismo color, es llamada cuasi-monocromática si salvo una todas sus flechas
tienen el mismo color.

Definición 2.2.3 Una subdigráfica H de D es llamada arcóıris si todas sus flechas
tienen distinto color.

Ejemplo 14 Sea H la digráfica definida en la figura 2.5.

1

1

1

1

4

2

2 33

3

x y z

w

u

v

t

s

H

Figura 2.5: Digráfica m-coloreada

Se ha asignado a cada una de las flechas de H un color, por ejemplo a la flecha
(x, y) le hemos asignado el color 2, a la flecha (u, v) le hemos asignado el color 1,
ahora bien de acuerdo con la notación antes descrita tenemos que c (x, y) = 2 y que
c (u, v) = 1. Luego para colorear a H hemos utilizado 4 colores diferentes i.e. H es una
digráfica 4-coloreada.

Ahora bien consideremos a H1, H2 y H3 subdigráficas de H definidas como en la
figura 2.6.

Tenemos que H1 es una digráfica monocromática, dado que a todas las flechas de
D1 se les ha asignado un solo color, el color 1. Luego H2 es una digráfica cuasi-
monocromática pues salvo la flecha (v, y) que tiene color 4, el resto de sus flechas
tienen el mismo color, el 3. Finalmente H3 es una digráfica arcóıris, pues dadas
las flechas (v, z), (v, y), (y, z) ∈ F (H3) se tiene que 2 = c (v, z) 6= c (v, y) = 4,
2 = c (v, z) 6= c (y, z) = 1 y que 1 = c (y, z) 6= c (v, y) = 4.
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s
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H3

Figura 2.6: H1 es monocromática, H2 es cuasi-monocromática y H3 es arcóıris

Definición 2.2.4 Sea D una digráfica m-coloreada la cerradura de D denotada por
C(D) es la multidigráfica m-coloreada definida como: V (C(D)) = V (D), F (C(D)) =
F (D) ∪ {(u, v)con color i: existe una uv-trayectoria monocromática de color i en D}.

Ejemplo 15 Sea D una digráfica 4-coloreada, tal como se muestra en la figura 2.7

3

3

3

3

u

x

y

z

v

wD

s

t 1

1

2
4

4

2

Figura 2.7: Digráfica

Ahora bien en D tenemos varias trayectorias monocromáticas que según la defini-
ción de cerradura daran origen a nuevas flechas pertenecientes a C(D). Estas son:

-T1 = (z, s, x) una trayectoria de color 4, que da origen a la flecha (z, x) de color 4
en C(D).
-T2 = (w, y, z) una trayectoria de color 3, que da origen a la flecha (w, z) de color 3 en
C(D).
-T3 = (v, x, u) una trayectoria de color 2, que da origen a la flecha (v, u) de color 2 en
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C(D).
-T4 = (u, y, z) una trayectoria de color 3, que da origen a la flecha (u, z) de color 3 en
C(D).

Luego cada flecha en D es una trayectoria monocromática, de donde cada flecha en
D es una flecha en C(D), además de las flechas antes mencionadas que se originaron
de trayectorias monocromáticas no triviales. Finalmente de acuerdo con la definición
anterior, C(D) queda definida como en la figura 2.8

3

3

3

3

u

x

y

z

v

wC(D)

s

t 1

1

2 4

4

2

1

2

3

4

Figura 2.8: Cerradura de D

Lema 2.2.2 Para toda digráfica D m-coloreada C(C(D)) ∼= C(D).

Definición 2.2.5 Sea D una digráfica m-coloreada ξ(u) denota el conjunto de colo-
res asignados a las flechas tal que inician ó terminan en el vértice u, ξ+(u) denota el
conjunto de colores asignados a las flechas tal que terminan en el vértice u y finalmen-
te ξ−(u) denota el conjunto de colores asignados a las flechas que inician en el vértice u.

Ejemplo 16 Sea H una digráfica 4 coloreada definida como se muestra en la figura 2.9.

Se tiene que V (H) = {s, r, t, u, v, w, x, y, z}, ahora bien dado un a ∈ V (D) veamos
quien es ξ(a), ξ+(a) y tambien ξ−(a).
-Para s ∈ V (D) tenemos que ξ(s) = {2}, dado que ξ+(s) = ∅ pues en H no hay flechas
que terminen en s y ξ−(s) = {2}.
-Para r ∈ V (D) tenemos que ξ(r) = {1}, dado que ξ+(r) = {1} y ξ−(r) = ∅ pues en
H no hay flechas que inicien en r.
-Para t ∈ V (D) tenemos que ξ(t) = {1}, dado que ξ+(t) = {1} y ξ−(t) = ∅ pues en H
no hay flechas que tengan a t como vértice inicial.
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Figura 2.9: Digráfica

-Para u ∈ V (D) tenemos que ξ(u) = {1, 4, 3}, dado que ξ+(u) = {4, 3} y ξ−(u) = {1}.
–Para v ∈ V (D) tenemos que ξ(v) = {1, 4, 2}, dado que ξ+(v) = {1, 2} y ξ−(v) = {4}
dado que en H solo hay una flecha que tenga a v como vértice inicial.
-Para w ∈ V (D) tenemos que ξ(w) = {3, 2, 1}, dado que ξ+(w) = ∅ pues en H no
existe ninguna flecha que tenga a w como vértice final y ξ−(w) = {3, 2, 1}.
-Para x ∈ V (D) tenemos que ξ(x) = {3}, dado que ξ+(x) = ∅ y ξ−(x) = {3}.
-Ahora bien para y ∈ V (D) tenemos que ξ(y) = {1}, dado que ξ+(r) = {1} y ξ−(r) = ∅
pues en H no hay flechas que inicien en y.
-Finalmente para z ∈ V (D) tenemos que ξ(z) = {3, 2, 1}, dado que ξ+(r) = {2, 3} y
ξ−(r) = {2, 1}.

Definición 2.2.6 Sea D una digráfica m-coloreada y {C1, C2} una partición de C,
el conjunto de colores de D, Di denota a la subdigráfica generada por el conjunto
{f ∈ F (D) : c(f) ∈ Ci}.

Ejemplo 17 Sea D una digráfica 5-coloreada definida como se muestra en la figura
2.10.

Se tiene que el conjunto de colores usados para colorear a D es C = {i; 1 ≤ i ≤ 5}.
Ahora bien consideremos la partición del conjunto de colores de D, C1 = {3, 5} y
C2 = {1, 2, 4}.

Ahora bien de acuerdo con la definición anterior tenemos que V (D1) = {u, v, w, z, y, r}
pues es el conjunto de vértices de D tales que son extremo de alguna flecha con color
en C1, además F (D1) = {f : f ∈ F (D) y c(f) = 3 ó 5}, luego entonces de manera
similar V (D2) = {r, s, t, u, v, x, y} dado que son los vértices que son extremo de las
flechas en D tales que tienen color 1, 2 ó 4 y F (D2) = {f : c(f) ∈ C2}.

Luego entonces Di con i ∈ {1, 2} queda definida tal como se muestra en la figura
2.11.
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Figura 2.10: Digráfica
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Figura 2.11: D1 y D2

2.3. Núcleos por trayectorias monocromáticas

Definición 2.3.1 Un conjunto N ⊂ V (D) es llamado núcleo por trayectorias mo-
nocromáticas si satisface las siguientes dos condiciones:
(i) Para cada par de vértices distintos u, v ∈ N no existe una trayectoria monocromáti-
ca entre ellos

(ii) Para cada vértice x ∈ (V (D) − N) hay un vértice y ∈ N tal que existe una
xy-trayectoria monocromática.

Ejemplo 18 Sea H una digráfica 4-coloreada, como se muestra en la figura 2.12.

Afirmación:
N = {x, y} es núcleo por trayectorias monocromáticas de H.

Demostración: Sea H una digráfica 4-coloreada definida como se muestra en la figura
2.12, sea N ⊂ tal que N = {x, y}. Por demostrar que N es núcleo por trayectorias
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monocromáticas de H.

u
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x
3
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13

H

Figura 2.12: Digráfica con núcleo por trayectorias monocromáticas

Podemos afirmar que N es independiente pues en H no existe ninguna trayectoria
monocromática que una a x con y, ni de ida ni de regreso.

Ahora bien para cada vértice en V (H) − N tenemos que verificar que existe un
vértice en N tal que absorbe al anterior por una trayectoria monocromática. Tenemos
que V (H)−N = {v, z, r, t, s, u} de donde:
-Para v ∈ V (H) − N existe x ∈ N tal que en H hay una trayectoria monocromática
de color 3, esta es T1 = (v, x).
-Para z ∈ V (H)−N existe y ∈ N tal que existe T2 = (z, y) una zy-trayectoria mono-
cromática de color 4.
-Para r ∈ V (H)−N existe y ∈ N tal que en H existe T3 = (r, t, y) una ry-trayectoria
monocromática de color 1.
-Para el vértice t ∈ V (H) − N se tiene que existe y ∈ N tal que en H hay una ty-
trayectoria monocromática de color 1, esta es T4 = (t, y).
-Para s ∈ V (H)−N existe el vértice Y ∈ N tal que T5 = (s, u, y) es una sy-trayectoria
monocromática de color 3 en H.
-Finalmente para el vértice u ∈ V (H) − N existe y ∈ N tal que T6 = (u, y) es una
trayectoria que conecta a u con y.

Por lo tanto podemos concluir que N es absorbente por trayectorias monocromáticas,
i.e. N es núcleo por trayectorias monocromáticas de H.

Teorema 2.3.1 Sea D una digráfica m-coloreada, N ⊂ V (D) es núcleo por trayecto-
rias monocromaticas de D si y sólo si N es núcleo de C(D).
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Demostración: Sea D la digráfica m-coloreada tal que N ⊂ V (D) es núcleo por tra-
yectorias monocromáticas de D. Por demostrar que N es núcleo de C(D).

Veamos que N es independiente en C(D). Sean u, v ∈ N por demostrar que no exis-
ten flechas entre ellos, se tiene que existe flecha entre u y v si y solo si en D existe una
trayectoria monocromática entre ellos, pero esto no ocurre pues N es independiente
por trayectorias monocromáticas en D, de aqui se tiene que N es independiente por
flechas en C(D).

Ahora veamos que N es absorbente por flechas para C(D), sea x ∈ V (D) − N
por demostrar que existe la flecha (x, v) en C(D) para algún v ∈ N , dado que N es
núcleo por trayectorias monocromáticas de D entonces en D existe una xv-trayectoria
monocromática para algún v ∈ N i.e. x, v ∈ (C(D)), luego entonces N es absorbente
por flechas para C(D).

Por lo tanto N es núcleo de C(D).

Inversamente, sea D una digráfica m-coloreada tal que N ⊂ V (D) es núcleo de
C(D). Por demostrar que N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D.

Veamos que N es independiente por trayectorias monocromáticas en D. Sean v, w ∈
N tenemos que en C(D) no existen flechas entre ellos esto pasa si y solo si no existen
trayectorias monocromáticas de uno al otro en D, de ahi que N es independiente por
trayectorias monocromáticas.

Ahora bien sea x ∈ V (D) − N por demostrar que existe un w ∈ N tal que en D
hay una xw-trayectoria, dado que N es núcleo de D entonces existe un w ∈ N tal que
(x,w) ∈ F (C(D)) esto pasa si y solo si existe una xw-trayectoria monocromática en
D, de aqui N es absorbente por trayectorias monocromáticas.

Por lo tanto N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D.

Corolario 2.3.1 Sea D una digráfica m-coloreada si C(D) es una KP-digráfica enton-
ces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración: Sea D una digráfica m-coloreada tal que C(D) es una KP-digráfica.
Por demostrar que D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Dado que C(D) es una KP-digráfica entonces toda subdigráfica inducida de C(D)
tiene núcleo en particular C(D), i.e. de acuerdo con el teorema anterior D tiene núcleo
por trayectorias monocromáticas.
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Por lo tanto, si C(D) es una KP-digráfica entonces D tiene núcleo por trayectorias
monocromáticas.

En [13] Sands, Sauer y Woodrow prueban el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2 Toda digráfica 2-coloreada tiene núcleo por trayectorias monocromáti-
cas.

En [2] V. Chvátal y L. Lovász demostraron el siguiente resultado.

Teorema 2.3.3 Toda digráfica tiene un conjunto independiente Q tal que para cada
z ∈ (V (D)−Q) existe una zy-trayectoria dirigida de longitud al más dos para y ∈ Q

Ahora bien resulta sencillo observar que del teorema anterior, puede obtenerse un
resultado aplicado a torneos en virtud de la existencia de un núcleo por trayectorias
monocromáticas. Dicho resultado es el siguiente:

Teorema 2.3.4 Todo torneo 1-coloreado tiene núcleo por trayectorias monocromáti-
cas.

Demostración: Sea T un torneo 1-coloreado. Por demostrar que existe N ⊂ V (T ) tal
que N es núcleo por trayectorias monocromáticas de T .

De acuerdo con el teorema anterior toda digráfica tiene un conjunto independiente
Q tal que para cada z ∈ V (D) − Q existe una zy-trayectoria dirigida de longitud a
lo más dos para algún y ∈ Q, de aqui se tiene que Q absorbe a todos los vértices de
V (D)−Q mediante una trayectoria de longitud uno ó dos, en cualquiera de estos casos
es una trayectoria monocromática.

Ahora bien, dado un torneo, si Q es un conjunto independiente por flechas entonces
Q consta de un solo elemento, de ah́ı que Q tambien es independiente por trayectorias
monocromáticas.
Por lo tanto Q es núcleo por trayectorias monocromáticas de D, i.e. todo torneo 1-
coloreado tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Lema 2.3.5 Sea T un torneo m-coloreado si N ⊂ V (T ) es núcleo por trayectorias
monocromáticas de T , entonces N consta de un solo elemento.

Demostración: Sea T un torneo m-coloreado tal que N ⊂ V (T ) es núcleo por trayec-
torias monocromáticas de T . Por demostrar que N consta de a lo más un elemento.
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Procedamos por reducción al absurdo:
Supongamos que 2 ≤| N |, entonces existen w y u vértices de T tal que w, u ∈ N .

Ahora bien dado que T es un torneo (w, v) ∈ F (T ) ó (v, w) ∈ F (T ) de donde N no
es independiente por trayetorias monocromáticas.

Por lo tanto | N |= 1.

En [13] Sands, Sauwer y Woodrow prueban el siguiente resultado.

Teorema 2.3.6 Todo torneo 2-coloreado tiene núcleo por trayectorias monocromáti-
cas.

2.3.1. Historia de la Conjetura de Sands, Sauer y Woodrow

En [13] Sands, Sauer y Woodrow probaron que toda digráfica 2-coloreada tiene un
conjunto de vértices S de D tal que para todo vértice x ∈ V (D)−S existe una trayec-
toria monocromática de x a los vértices de S.

En particular ellos probaron que todo torneo 2-coloreado tiene núcleo por trayec-
torias monocromáticas. Tambien plantearon la siguiente conjetura: Sea T un torneo
m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 es cuasi-monocromático entonces T tiene
núcleo por trayectorias monocromáticas.

En [11] Shen Minggang prueba que si T es un torneo m-coloreado tal que todo
ciclo de longitud 3 es cuasi-monocromático y todo torneo transitivo de orden 3 es
cuasi-monocromático entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, en el
caṕıtulo siguiente se dara una demostración distinta a la dada por Shen Minggang
usando una técnica desarrollada por H. Galeana Sánchez. El también prueba que es-
te resultado es el más cercano a la conjetura para torneos m-coloreados. De hecho
probó que para cada 5 ≤ m existe un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud
3 es cuasi-monocromático y T no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.
En [7] H. Galeana Sánchez y R. Rojas Monroy presentaron un torneo 4-coloreado tal
que todo ciclo de longitud 3 es cuasi-monocromático (figura 2.13) y T no tiene núcleo
por trayectorias monocromáticas.

Luego de esto la conjetura establecida por Sands, Sauer y Woodrow ha quedado
reducida a lo siguiente: ”Sea T un torneo 3-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3
es cuasi-monocromático, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas”.

Con el fin llegar a generar resultados que lleven a la solución de la conjetura ante-
rior, apartir del siguiente Caṕıtulo y por el resto del presente trabajo nos enfocaremos

30



1

1

2

2

3

3

u x

yz

v w

2

3

T

4

4

4

4

1

1

Figura 2.13: Contraejemplo por H. Galeana-Sánchez y R. Rojas-Monroy

en analizar únicamente ejemplos de torneos 3-coloreados.
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Caṕıtulo 3

Torneos

En el presente caṕıtulo se abordaran algunos teoremas acerca de la existencia del
núcleo por trayectorias monocromáticas en torneos m-coloreados, tales como el Teore-
ma de Shen Minggang y otro par que fueron consecuencia de resultados ya existentes
para digráficas m-coloreadas en general, en cada caso se demostrarán estos mismos
mediante una técnica que fuera introducida con anterioridad por H. Galeana-Sánchez.
A su vez se mostrarán algunos ejemplos para ilustrar de mejor manera cada uno de
estos resultados.

Teorema 3.0.7 Sea T un torneo m-coloreado sin C3 arcóıris ni torneos transitivos de
orden 3 arcóıris, entonces en C(T ) todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica.

Demostración: Sea C = (x0, x1, x2, ..., xn = x0) en C(T ). Tenemos dos casos:

Caso 1 Si C no es un ciclo de T entonces existe una flecha en C tal que no pertenece
a F (T ), digamos (xi, xi+1) para algún i ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} luego entonces dado
que T es un torneo se tiene que (xi+1, xi) ∈ F (T ) y por ende en C(T ).

Por lo tanto C tiene una flecha simétrica.

Caso 2 Supongamos que C es un ciclo que pertenece a T . Procederemos por inducción
sobre l(C).

i)Base de inducción
Si l(C) = 3, se tiene que C = (x1, x2, x3, x1) ahora bien por hipótesis tenemos que
C está coloreado con a lo más dos colores. Sin pérdida de generalidad supongamos
que c (x1, x2) = c (x2, x3) = 1 entonces P = (x1, x2, x3) es una x1x3-trayectoria
monocromática en T por lo que en C(T ) debe existir la flecha (x1, x3), de donde
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C tiene una flecha simétrica en C(T ).

Por lo tanto se cumple.

Hipótesis de inducción
Supongamos que si l(C) ≤ k entonces en C(T ), C tiene al menos una flecha
simétrica.

Paso inductivo
Sea C = (x0, x1, x2, ..., xk, xk+1 = x0) un ciclo de T con l(C) = k + 1, por de-
mostrar que C tiene una flecha simétrica. Notemos que nuevamente tenemos dos
subcasos:

Subcaso A Supongamos que C es un ciclo monocromático.

Entonces P1 = (x2, x3, ..., xk, xk+1 = x0, x1) es una x2x1-trayectoria monocromt́ica
por lo que en C(T ) debe existir la flecha (x2, x1), i.e. C tiene una flecha simétrica.

Subcaso B Supongamos que C no es monocromático.

Entonces existen al menos dos flechas con colores distintos; sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que c (x0, x1) = 1 y c (x1, x2) = 2. Dado que T es un torneo
entonces entre x0 y x2 debe existir una flecha, i.e. tenemos dos posibilidades:

1.Si (x2, x0) ∈ F (T ), entonces C0 = (x0, x1, x2, x0) es un ciclo de longitud tres
y dado que c (x0, x1) = 1 y c (x1, x2) = 2 entonces c (x2, x0) = 1 ó c (x2, x0) = 2
pues por hipótesis todo C3 es a lo más dos coloreado.

- Si c (x2, x0) = 1 entonces P1 = (x2, x0, x1) es una x2x1-trayectoria monocromáti-
ca de color 1 de donde (x2, x1) es una flecha de la cerradura de T ; aśı pues (x1, x2)
y (x2, x1) son flechas en C(T ).

Por tanto C tiene una flecha simétrica.

-Si c (x2, x0) = 2 se tiene que P3 = (x1, x2, x0) es una x1x0-trayectoria mono-
cromática de color 2 por lo que (x1, x0) es una flecha de la cerradura de T , i.e.
(x0, x1) y (x1, x0) están en la cerradura de T .
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Por lo tanto C tiene una flecha simétrica.

2. Supongamos que (x0, x2) ∈ F (T ). Notemos que C0 = (x0, x2, x3, ..., xk, xk+1 = x0)
es un ciclo de longitud menor que k, i.e. por hipótesis de inducción C0 tiene una
flecha simétrica, si dicha flecha es simétrica a alguna flecha del ciclo original ter-
minanos.

Sin embargo si la flecha que es simétrica es (x0, x2), entonces existe una trayecto-
ria monocromática en T de x2 a x0 digamos P4 = (x2 = z0, z1, ..., zm = x0), ahora
bien tenemos varias posibilidades:

-Si P4 es de color uno, entonces P4∪(x0, x1) es una x2x1-trayectoria monocromáti-
ca de color uno, por lo que en C(T ) debe existir la flecha (x2, x1). Por lo tanto C
tiene una flecha simétrica.

-Si P4 es de color dos, entonces (x1, x2)∪P4 es una x1x0-trayectoria monocromáti-
ca de color dos, por lo que la flecha (x1, x0) pertenece a la cerradura de T . Por
lo tanto C tiene una flecha simétrica.

-Supongamos que P4 no es de color uno ni dos, digamos que P4 es de color 3.
Afirmación (I)
Para todo i ∈ {1, 2, 3, ...,m− 1} la flecha entre xi y zi no es de color 3.

Procedamos por reducción al absurdo: Supongamos que existe alguna flecha de
color 3. Sabemos que existe zi para algún i ∈ {1, 2, 3, ...,m − 1} tal que el color
de la flecha entre x1 y zi es 3, entonces para esta flecha tenemos dos posibilidades.

-Si (x1, zi) ∈ F (T ), tenemos que (x1, zi) ∪ P5 donde P5 = (zi, zi+1, ..., zm = x0),
es una x1x0-trayectoria monocromática de color 3 en T por lo que (x1, x0) ∈
F (C(T )). Por lo tanto C tiene una flecha simétrica.

-Si (zi, x1) ∈ F (T ), tenemos que P6∪(zi, x1) es una x2x1-trayectoria monocromáti-
ca de color 3 en T por lo que (x2, x1) ∈ F (C(T )) , donde P6 = (x2 = z0, z1, ..., zi).
Por lo tanto C tiene una flecha simétrica.

Afirmación (II)
Si para todo i ∈ {1, 2, ...,m− 2,m− 1} el color de la flecha que hay entre x1 y zi
no es de color 3, entonces el color de dicha flecha es 2.
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Procedamos por inducción sobre i.

Base de inducción:
Para i = 1 dado que T es un torneo entonces entre x1 y z1 debe existir una
flecha y como (x1, x2 = z0) y (x2 = z0, z1) son flechas en T , entonces con la flecha
que existe entre x1 y z1 se forma un torneo transitivo de orden 3 ó un C3 (de-
pendiendo de la orientación de la flecha entre estos vértices), además dado que
c (x1, x2 = z0) = 2 y c (x2 = z0, z1) = 3 y como por hipótesis todo T3 transitivo y
C3 es a lo más dos coloreado entonces el color de la flecha que existe entre x1 y
z1 debe de ser 2 ó 3, pero ya probamos que no puede ser de color 3 por lo que es
de color 2.

Por lo tanto, para i = 1 la afirmación es cierta.

Hipótesis de inducción:
Supongamos que el color de la flecha entre x1 y zk es dos.

Paso inductivo:
Por demostrar que el color de la flecha entre el vértice x1 y zk+1 es dos.

Notemos que (zk, zk+1) ∈ F (T ) y c (zk, zk+1) = 3 pues dicha flecha pertenece a
P4 y P4 es monocromática de color 3, dado que T es torneo entonces entre los
vértices x1 y zk existe flecha y por la hipótesis de inducción c (x1, zk) = 2; también
entre los vértices x1 y zk+1 debe existir flecha, aśı al fijarnos en las adyacencias
entre los vértices x1, zk y zk+1 tenemos un T3 transitivo ó un C3 los cuales por
hipótesis son a lo más dos coloreados por lo que el color de la flecha entre x1 y
zk+1 es dos ó tres pero por hipótesis no es de color tres por lo tanto es de color dos.

Por lo tanto la Afirmación anterior se cumple.

Una vez probado lo anterior observemos lo siguiente, debido a la Afirmación an-
terior el color de la flecha entre los vértices x1 y zm−1 es dos y además tenemos
que el c (zm−1, zm = x0) = 3 y (zm = x0, x1) = 1 por lo que al fijarnos en las
adyacencias entre los vértices x1, zm−1 y zm tenemos, dependiendo de la direc-
ción de la flecha entre x1 y zm−1, un T3 transitivo ó un C3 tres coloreado, lo cual
claramente es una contradicción.

Por lo tanto podemos concluir que dado cualquiera de los casos anteriores, si C es
un ciclo en C(T ) entonces C tiene al menos una flecha simétrica.
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El siguiente resultado puede ser consultado con mayor detalle en [11].

Teorema 3.0.8 (Shen Minggang)
Sea T un torneo m-coloreado sin C3 arcóıris ni torneos transitivos de orden 3 arcóıris

entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración: Sea T un torneo m-coloreado sin C3 arcóıris ni T3 transitivos arcóıris.
Por demostrar que T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

De acuerdo con el teorema anterior todo ciclo en C(T ) tiene al menos una flecha
simétrica, de aqui C(T ) tiene núcleo esto por el teorema 2.1.1.

Por lo tanto T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas esto por el teorema
2.3.1.

El resultado que se muestra a continuación puede ser consultado en [10].

Teorema 3.0.9 Sea D una digráfica finita m-coloreada. Supongase que se tiene una
partición C = C1 ∪ C2 del conjunto de colores de D y que todo ciclo en la subdigráfica
D[i] obtenida con las flechas de colores en Ci es monocromático. Supongamos además
que C(D) no contiene ni triángulos arcóıris ni P3 arcóıris que involucren los colores de
C1 y C2. Entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Notese que el teorema anterior generaliza el teorema 2.3.2 ya que:

1. Una digráfica 2-coloreada es una digráfica m-coloreada para m = 2.

2. Una digráfica 2-coloreada se puede dividir en dos subdigráficas generadoras mo-
nocromáticas D1 y D2 donde Di = D[Ci], C1 = {Color1} y C2 = {color2} tales
que F (D1) ∩ F (D2) = ∅, F (D1) ∪ F (D2) = F (D).

3. Cada ciclo en Di es monocromático, para i ∈ {1, 2} pues cada Di lo es.

4. Además en C(D) no hay triángulos arcóıris ni P3 arcóıris, dado que D es 2-
coloreada.

Por lo tanto toda digráfica 2-coloreada, cumple con las hipótesis del teorema ante-
rior y como la conclusión de los dos teoremas es la misma se tiene efectivamente que
el teorema 3.0.9 generaliza el teorema de Sands, Sauer y Woodrow.
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Figura 3.1: Torneo y su Cerradura

Ejemplo 19 Sea T un torneo de orden 5 tal como se muestra en la figura 3.1.
T cumple con las condiciones del teorema 3.0.9. Veamos por que:

Consideremos la partición C1 = {color 1}, C2 = {color 2, color 3}.

Resulta sencillo verificar que cada ciclo en Di es monocromático. Además en C(D)
no existen ni triángulos arcóıris ni P3 arcóıris. Por ende, T satisface las condiciones
del teorema anterior.

A continuación mostraremos una serie de pasos mediante los cuales para cada n ge-
neraremos un torneo T de dicho orden que cumpla las condiciones del teorema anterior
para C(T ).

Sea T un torneo de orden n, donde no se consideran lazos.

Para obtener las flechas de T y su coloración hemos de seguir los pasos que se des-
criben a continuación:

1. Pinte la flecha (v2, vn) de color 1.

2. Pinte la flechas (vn, v1) y (v1, v2) de color 2.

3. Proceda a pintar el conjunto {(v2, v3, (vn−1, vn} de color 3.

4. Pinte la flecha (v1, vn−1) de color 2.
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5. Pinte el conjunto {(vi, vi+3) ; 2 ≤ i ≤ n− 3} ∪ {(v2, v4), (vn−2, vn)} de color 3.

6. Pinte el conjunto {(vj, vj+1) ; 3 ≤ j ≤ n − 2} ∪ {(vi, v1) ; 3 ≤ i ≤ n − 1} ∪
{(vi, vi+2) ; 3 ≤ i ≤ n− 3} de color 2.

7. Finalmente si para i ≤ j con 0 ≤ i, j ≤ n se tiene que (vi, vj) y (vi, vj) no han sido
pintadas aún mediante los pasos anteriores, se procedera a completar el torneo
mediante las flechas de la forma (vi, vj) asignandoles el color 3.

En la figura 3.2 se muestran los primeros cuatro elementos de la familia T.
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Figura 3.2: Primeros cuatro elementos de T

Consideremos T = {T ; T es un torneo pintado siguiendo los pasos anteriores }

Afirmación:
Sea T un torneo 3 coloreado de orden n tal que T ∈ T entonces en C(T ) no existen
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triángulos arcóıris ni P3 arcóıris.

Demostración: Sea T un torneo 3-coloreado de orden n tal que T ∈ T. Por demostrar
que en C(D) no existen ni triángulos arcóıris ni P3 arcóıris.

Supongamos que en C(T ) existe P un P3 arcóıris. Luego entonces (v2, vn) ∈ V (P ),
dado que según los pasos anteriores es la única flecha de color 1 en T y por ende en C(T ).

Luego entonces tenemos que una sucesión de colores posible en P es 3, 2, 1.

La cual no da origen a ningún P3, pues dada una trayectoria de color 3 en T esta
inicia o termina en algún extremo de (v2, vn).

La otra sucesión posible de colores para P es 1, 2, 3, pero en C(T ) la única flecha
de color 2 que inicia en vn es la (vn, vn−1) y la única flecha en C(T ) que es de color
3 y tiene como extremo inicial a vn−1 es la (vn−1, vn) la cual es simétrica a la ante-
rior. Por ende esta sucesión de colores para las flechas de P no da origen a un P3 arcóıris.

Estas son las únicas posibles dado que ξ+(vn) = {color2} y ξ−(vn) = {color 1, 3}.

Por lo tanto en T no existen los P3 arcóıris.

De manera similar podemos probar que en T no se tiene ningún C3 arcóıris, dado
que al igual que para los P3 las posibles sucesiones de colores dan origen a alguna flecha
simétrica en T .

Por lo tanto T no contiene ningún C3 arcóıris.

En busqueda de torneos que satisfagan tener núcleo por trayectorias monocromáti-
cas, se ha hecho evidente que varios de los teoremas establecidos para digráficas m-
coloredas pueden ser aplicados a torneos tal como lo veremos a lo largo de los siguientes
caṕıtulos.

El siguiente teorema nos será de gran utilidad para demostrar la primera aplicación
a torneos de ciertos resultados establecidos para digráficas en general.

Teorema 3.0.10 Sea T un torneo m-coloreado tal que no contiene ni triángulos ar-
cóıris ni P3 arcóıris entonces en C(T ) todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica.
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Demostración: Sea C = (v0, v1, v2, ..., vn, v0) un ciclo en C(T ), vamos ha analizar dos
casos:

Caso A C no es un ciclo contenido en T .

Entonces existe una flecha (vi, vi+1) ∈ F (C(T )) tal que (vi, vi+1) 6∈ F (T ). De aqui
(vi+1, vi) ∈ F (T ) dado que T es un torneo, luego entonces (vi+1, vi) ∈ F (C(T )).

Por lo tanto C tiene una flecha simétrica en C(T ).

Caso B C es un ciclo contenido en T .

Procedamos por inducción sobre la longitud de C.
i) Base de inducción
Para l(C) = 3 con C = (v1, v2, v3, v1).
Esisten dos posibilidades para C:

1) C es monocromático entonces en C(T ) existe la flecha (v2, v1) pues hay una
v2v1-trayectoria monocromática en T . De aqui C tiene una flecha simétrica.

2) C es dos coloreado, sin perdida de generalidad supongamos que (v1, v2) y
(v2, v3) son de color 1 y c (v3, v1) = 2, luego entonces en C(T ) existe la flecha
(v1, v3) pues en T hay una trayectoria de color 1 de v1 a v3.

Por lo tanto C tiene una flecha simétrica en C(T ).

ii)Hipótesis de inducción
Supongamos que C es un ciclo en T tal que l(C) ≤ k entonces C tiene una flecha
simétrica en C(T ).

iii)Paso inductivo
Sea C = (v0, v1, v2, ..., vk+1, v0) un ciclo en T con l(C) = k + 1. Por demostrar
que C tiene una flecha simétrica en C(T ).

Tenemos dos subcasos que analizar:

Subcaso 1 C es monocromático.
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Luego entonces existe una v0vk+1-trayectoria monocromática en T de donde
(v0, vk+1) ∈ F (C(T )), luego entonces C tiene una flecha simétrica en C(T ).

Subcaso 2 C es dos coloreado.

Entonces existen dos flechas tales que tienen colores distintos, sin perdida de ge-
neralidad supongamos que c (v0, v1) = 1 y c (v1, v2) = 2. Ahora bien dado que T
es un torneo debe existir la flecha (v0, v2) o bien la flecha (v2, v0).

-Si (v2, v0) ∈ F (T ), entonces C1 = (v0, v1, v2, v0) es un ciclo en T , tal que es dos
coloreado de donde c (v2, v0) = 1 ó c (v2, v0) = 2. Si c (v2, v0) = 1 entonces T =
(v2, v0, v1) es una v2v1-trayectoria monocromática, de aqui (v2, v1) ∈ F (C(T )) y
entonces C tiene una flecha simétrica. Si c (v2, v0) = 2 entonces T = (v1, v2, v0)
es una v1v0-trayectoria monocromática, de aqui (v1, v0) ∈ F (C(T )) y entonces C
tiene una flecha simétrica.

-Si (v0, v2) ∈ F (T ), entonces C2 = (v0, v2, v3, ..., vk+1 = v0) es un ciclo de longitud
menor que k+ 1. Por lo que C2 tiene una flecha simétrica en C(T ), si dicha flecha
es simétrica a una que pertenece originalmente a C ya acabamos. Si la flecha
que existe es la (v2, v0), es decir (v2, v0) ∈ F (C(T )), entonces en T existe una
v2v0-trayectoria monocromática digamos T1 = (v2 = z1, z2, z3, ..., zj = v0) para lo
cual tenemos que analizar 3 posibilidades:

1. T1 es de color 1, entonces T1
⋃

(v0, v1) es una v2v1-trayectoria monocromática
de color 1, de donde la flecha (v2, v1) ∈ F (C(T )) por lo tanto C tiene una flecha
simétrica en C(T ).

2. T1 es de color 2, entonces (v1, v2)
⋃
T1 es una v1v0-trayectoria monocromática

de color 2 de donde (v1, v0) ∈ F (C(T )) por lo tanto C tiene una flecha simétrica
en C(T ).

3.T1 no es de color 1 ni de color 2, entonces (v0, v1)
⋃

(v1, v2)
⋃

(v2, z1) es un P3

arcóıris, lo cual por hipótesis no es posible. Por lo tanto esto no puede ocurrir.

De aqúı podemos concluir que para este caso C tiene una flecha simétrica en
C(T ).

Teorema 3.0.11 Sea T un torneo m-coloreado tal que no contiene ni triángulos ar-
cóıris ni P3 arcóıris entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.
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Demostración: Por el teorema anterior tenemos que en C(T ) todo ciclo tiene al menos
una flecha simétrica, de donde por el teorema 2.1.1 C(T ) tiene núcleo.

Por lo tanto, de acuerdo con el teorema 2.3.1 T tiene núcleo por trayectorias mo-
nocromáticas.

Podemos notar que el Teorema 3.0.11 resulta ser una versión más sencilla del teo-
rema 3.0.9 (esto por contar con hipótesis más debiles), dado que las condiciones que se
pedian originalmente en la cerradura de la digráfica sobre los C3 y los P3 arcóıris, en el
caso exclusivo para torneos basta con que las cumplan en el torneo original. Además
de que la condición sobre los ciclos en D1 y D2 no es necesaria en las hipótesis del
Teorema 3.0.11.

Ahora bien por otro lado la condición requerida sobre los C3 en el Teorema 3.0.11
no puede ser eliminada. Como lo veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 20 Sea T1 un torneo de ornen 3, 3-coloreado tal como se muestra en la figura
3.3. Se puede observar que este torneo no contiene P3 arcóıris, sin embargo no existe
un v ∈ V (T1) tal que v es núcleo por trayectorias monocromáticas. Veamos por que:

Afirmación:
No existe un v ∈ V (T1) tal que v es núcleo por trayectorias monocromáticas.
Demostración:
Veamos uno a uno por que cada vértice de V (T1) no forma un núcleo por trayectorias
monocromáticas para T1.

v no absorbe mediante una trayectoria monocromática a w. De donde v no es núcleo
por trayectorias monocromáticas para T1.

w no absorbe mediante una trayectoria monocromática a u. De donde w no es núcleo
por trayectorias monocromáticas para T1.

u no absorbe mediante una trayectoria monocromática a v. De donde u no es núcleo
por trayectorias monocromáticas para T1.

Por lo tanto T1 no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Definición 3.0.2 Una digráfica es transitiva por trayectorias monocromáticas
si cada vez que existe una xy-trayectoria monocromática y una yz-trayectoria mono-
cromática, entonces existe una xz-trayectoria monocromática siempre que x, y, z sean
vértices distintos.

Ejemplo 21 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 5 tal como se muestra en la figura
3.4.
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Figura 3.4: Torneo transitivo por trayectorias monocromáticas

Veamos que T es transitivo por trayectorias monocromáticas.

Sean P1 = (x, y) una trayectoria monocromática de color 2 y P2 = (y, z) una trayec-
toria monocromática de color 3, tenemos que en T existe P3 = (x, z) una xz-trayectoria
monocromática de color 2.

Para P4 = (x, v) y P5 = (v, y) trayectorias monocromáticas de color 3 tenemos que
existe P6 = P4 ∪ P5 una xy-trayectoria monocromática de color 3.

Dadas P7 = (x, v) y P8 = (v, y, z) trayectorias monocromáticas de color 3 existe en
T P9 = P7 ∪ P8 una xy-trayectoria monocromática de color 3.

Ahora bien para P10 = (x,w) y P11 = (w, y) trayectorias monocromáticas de color 1
y 2 respectivamente, existe P12 = (x, y) una trayectoria monocromática de color 2 que
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conecta a x con y.

Siguendo con un proceso similar al anterior podemos comprobar que dado cualquier
par de trayectorias monocromáticas tales que el vértice final de la primera sea el inicial
de la segunda, se tiene que existe Pj una trayectoria monocromática que cumple las
condiciones de la definición anterior.

Definición 3.0.3 Una digráfica D es transitiva por trayectorias monocromáti-
cas para k colores, k ≤ m donde m es la cardinaldad del conjunto de colores usados
para colorear las flechas de D, si existe un subconjunto S con | S |= k, del conjunto
de colores usados para colorear a D tal que la subdigráfica inducida por las flechas con
color en S es transitiva por trayectorias monocromáticas.

Ejemplo 22 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 6 tal como se muestra en la figura
3.5.
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Figura 3.5: Torneo transitivo por trayectorias monocromáticas para dos colores

Tenemos que T es transitivo por trayectorias monocromáticas para el subconjunto
de colores {1, 2}, además no es transitivo para ningún otro subconjunto de colores con
cardinalidad mayor a uno. Veamos por que:

Para P1 = (u, v) una trayectoria monocromática de color 1 y P2 = (v, z, x) una
trayectoria monocromática de color 2 se tiene que existe P = (u, x) una trayectoria
monocromática de color 2.

Ahora bien para P3 = (u, v) una trayectoria monocromática de color 1 y P4 = (v, z)
una trayectoria monocromática de color 2 se tiene que existe P = (u, z) una uz-
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trayectoria monocromática de color 2.

Luego dada la coloración y la estructura de las flechas de T se tiene que si Pj y
Pi son trayectorias monocromáticas de color 1 ó 2 tales que el vértice final de Pj es
el inicial de Pi y además no son iguales a ninguna de las trayectorias mencionadas
con anterioridad, entonces ambas son de color 1 o bien ambas son de color 2 de donde
basta con considerar a la trayectoria P = Pj∪Pi que resultaun camino monocromático,
el cual contiene una trayectoria monocromática y une el extremo inicial de Pj con el
extremo final de Pi.

Por lo tanto T es transitivo por trayectorias monocromáticas para los colores 1 y 2.

Se tiene que T no es transitivo por trayectorias monocromáticas para los colores 1
y 3. Pues dadas P1 = (u, v) una trayectoria monocromática de color 1 y P2 = (v, w)
una traycetoria monocromática de color 3, en T no existe una uw-trayectoria mono-
cromática de color 1 ó 3.

De igual manera T no es transitivo por trayectorias monocromáticas para los co-
lores 2 y 3. Pues considerando P3 = (z, x) y P4 = (x, y) trayectorias monocromáticas
de color 2 y 3 respectivamente tenmos que no existe una traycetoria monocromática en
T que conecte a z con y de ningún color, pues ξ(z)+ = {2} y ξ(y)− = {3}. De aqui
tambien se puede concluir que T no es transitivo por trayectorias monocromáticas para
el conjunto {1, 2, 3}.

Teorema 3.0.12 Sea T un torneo 3 coloreado transitivo por trayectorias monocromáti-
cas para dos colores, entonces en C(T ) todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica.

Demostración: Sea T un torneo 3 coloreado transitivo por trayectorias monocromáti-
cas para los colores 1 y 2. Por demostrar que en C(T ) todo ciclo tiene al menos una
flecha simétrica.
Sea C = (v0, v1, ..., vn = v0) un ciclo en C(T ). Vamos analizar dos posibles casos:

Caso 1 C no esta contenido en T .

Entonces existe (vi, vi+1) ∈ F (C) tal que (vi, vi+1) 6∈ F (T ), dado que T es un
torneo se tiene que (vi+1, vi) ∈ F (T ) luego entonces (vi+1, vi) ∈ C(T ).

Por lo tanto C tiene una flecha simétrica en C(T ).
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Caso 2 C esta contenido en T .

Procedamos por inducción sobre la longitud de C.
i) Base de inducción
Para l(C) = 3, tal que C = (v0, v1, v2, v0)

Tenemos nuevamente dos posibilidades:
- C es monocromático ie. existe en T una v0v2-trayectoria monocromática de don-
de la flecha (v0, v2) esta presente en C(T ), i.e. C tiene una flecha simétrica en C(T ).

- C no es monocromático i.e. si C está coloreado sólo con los colores 1 y 2 dado
que T es transitivo para estos dos colores y C está contenido en dicho torneo
entonces la flecha (v0, v2) está contenida en C(T ). Si alguna de las flechas de C
tiene color 3, entonces dos flecha en C tienen colores distintos ahora bien, sin
perdida de generalidad supongamos que c (v0, v1) = 3 y que c (v1, v2) = 1 , luego
dado que T es un torneo entonces tenemos que c (v2, v0) = 3 ó que c (v2, v0) = 1
ó 2, si es de color 3 entonces existe en T una v2v0-trayectoria monocromática de
donde (v2, v0) ∈ F (C(T )), i.e. C tiene una flecha simétrica en C(T ); si es de color
1 ó 2 entonces dado que T es transitivo por trayectorias monocromáticas existe
una v1v0-trayectoria monocromática en T i.e. (v1, v0) ∈ F (C(T )).

Por lo tanto C tiene al menos una flecha simétrica en C(T ).

Hipótesis de inducción:
Supongamos que para todo ciclo C en T tal que l(C) ≤ k, éste tiene al menos una
flecha simétrica.

Paso inductivo:
Sea C = (v0, v1, v2, ..., vk, vk+1 = v0) un ciclo en T . Por demostrar que C tiene al menos
una flecha simétrica en C(T ).

Tenemos dos posibles casos:

Caso 1 C es monocromático.

De aqúı existe una v0vk+1-trayectoria monocromática en T de donde (v0, vk+1) ∈
F (C(T )). Luego entonces C tiene una flecha simétrica en C(T ).

Caso 2 C no es monocromático.
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Vamos a analizar dos subcasos:

Subcaso 2.1 Ninguna en C está coloreada con el color 3.
Afirmación:
Existe una v0vk+1-trayectoria monocromática en T .

Demostración:
Sea T1 = C − (vk+1, v0). Procedamos por inducción sobre la longitud de T1.
i)Base de inducción:
Para l(T1) = 2 tal que T1 = (v0, v1, v2) tenemos que existe una trayectoria mono-
cromática de v0 a v2. Por lo tanto se cumple.

ii)Hipótesis de inducción:
Supongamos que para l(T1) ≤ m se tiene que existe una trayectoria monocromáti-
ca que une el extremo inicial de T1 con el final.

iii)Paso inductivo:
Sea T1 = (v0, v1, ..., vm+1), por demostrar que existe una trayectoria monocromáti-
ca de v0 a vm+1, ahora bien T2 = (v0, v1, ..., vm) es una trayectoria cuya longitud
es menor o igual a m de donde por hipótesis de inducción existe una trayectoria
monocromática de v0 a vm de color 1 ó 2, luego entonces existe una v0vm+1-
trayectoria monocromática en T .

Por lo tanto la afirmación anterior es cierta.

Luego entonces en T existe la v0vk+1-trayectoria, i.e. (v0, vk+1) ∈ F (C(T )). Por
lo tanto C tiene una flecha simétrica en C(T ).

Subcaso 2.2 Existe (vj, vj+1) ∈ F (T ) tal que c (vj, vj+1) = 3.

Entonces existen en C al menos dos flechas consecutivas tales que tienen colores
distintos, con una que es de color 3, sin perdida de generalidad supongamos que
c (v0, v1) = 1 y que c (v1, v2) = 3.

Ahora bien dado que T es un torneo entonces tenemos que existe la flecha (v2, v0)
o bien la flecha (v0, v2), vamos a analizar ambas posibilidades:

-Si (v2, v0) ∈ F (T ) y c (v2, v0) = 3 entonces T3 = (v1, v2, v0) es una v1v0-
trayectoria monocromática de color 3, i.e. (v1, v0) ∈ F (C(T )). Si c (v2, v0) = 1 ó 2
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dado que c (v0, v1) = 1 y T es transitivo por trayectorias monocromáticas enton-
ces existe una v2v1-trayectoria monocromática en T de donde (v2, v1) ∈ F (C(T )),
i.e. C tiene al menos una flecha simétrica.

-Si (v0, v2) ∈ F (T ) c (v0, v2) = 1 ó 2, entonces C1 = (v0, v2, v3, ..., vk+1 = v0)
es un ciclo de longitud menor ó igual a k, entonces por hipótesis de inducción
existe una flecha simétrica en C(T ), si dicha flecha es simétrica a una del ciclo
original entonces ya acabamos. Ahora bien si la flecha que existe es la (v2, v0)
entonces en T existe una v2v0-trayectoria monocromática digamos T4, si es de
color 1 entonces T4

⋃
(v0, v1) es una v2v1-trayectoria monocromática en T , i.e.

(v2, v1) ∈ F (C(T )) que es simétrica a una flecha del ciclo original. Si T4 es de
color 2 dado que (v0, v1) es de color 1 y T es transitivo por trayectorias mo-
nocromáticas para estos dos colores, entonces existe en T una v2v1-trayectoria
monocromática, i.e. (v2, v1) ∈ F (C(T )), que es simétrica a (v1, v2) ∈ F (C). Si
T4 es de color 3 entonces (v1, v2)

⋃
T4 es una v1v0-trayectoria monocromática de

color 3 i.e. (v1, v0) ∈ F (C(T )) que es simétrica a (v0, v1) ∈ F (C).

Por lo tanto dado un ciclo C en T tenemos que C tiene al menos una flecha simétrica
en C(T ).

Teorema 3.0.13 Sea T un torneo 3 coloreado tal que es transitivo por trayectorias
monocromáticas para 2 colores entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáti-
cas.

Demostración: Sea T un torneo 3 coloreado tal que es transitivo por trayectorias
monocromáticas para 2 colores. Por demostrar que T tiene núcleo por trayectorias mo-
nocromáticas.

En virtud del teorema anterior tenemos que en C(T ) todo ciclo tiene al menos una
flecha simétrica luego entonces por el teorema 2.1.1 C(T ) es una KP-digráfica i.e. por
el teorema 2.3.1 se tiene que T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.
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Caṕıtulo 4

Torneos con ciclos monocromáticos

A lo largo de este Caṕıtulo se precentaran algunos resultados que surgieron al en-
focar el Teorema 4.0.14 a torneos m-coloreados, en los que se hace hincapié en si el
torneo es fuertemente conexo ó no lo es, dado que apartir de este hecho suirierón nuevos
resultados, además se hace uso particularmente de conceptos y resultados propios del
Caṕıtulo 2.

Teorema 4.0.14 Sea D una digráfica m-coloreada tal que todo ciclo en D es mono-
cromático entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

El teorema anterior puede ser consultado con mayor detalle en ??.

Ejemplo 23 Sea T un torneo de orden 4 tal como se muestra en la figura 4.1 Tenemos

2 3

2

1

1

1

v

y x

w

Figura 4.1: Torneo

que es un torneo que cumple con las hipótesis del teorema anterior, y en particular es
un torneo que no es fuertemente conexo.

Ahora bien veamos que ocurre con un torneo fuerte.
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Figura 4.2: Torneo fuerte

Ejemplo 24 Sea T un torneo de orden 4 tal como se muestra en la figura 4.2
Ahora bien, vamos a colorear a T de tal forma que cumpla con las condidiones del

Teorema anterior. Tenemos que C1 = (w, x, z, y, w) es un ciclo en T , i.e. todas sus
flechas deben tener el mismo color digamos 1, luego C2 = (y, w, z, y) es otro ciclo en T
el cual debe de ser monocromático pues aśı lo pide el Teorema anterior, dado que las
flechas (w, y) y (z, y) pertenecen tambien a C1 éstas tienen color 1 de donde la flecha
(w, z) tambien debe de ser color 1. Finalmente solo resta colorear a la flecha (x, y), ésta
pertenece al ciclo C3 = (w, x, y, w) en el cual salvo ésta el resto de sus flechas se les
ha asignado el color 1 y dado que todos los ciclos en T deben de ser monocromáticos
entonces esta última flecha tambien tiene color 1.

Podemos notar que hemos coloreado a todas las flechas presentes en T bajo las con-
diciones del teorema anterior y esto dio como resultado un torneo monocromático.

Teorema 4.0.15 Sea T un torneo fuerte tal que todo ciclo en T es monocromático
entonces T es monocromático.

Demostración: Sea T un torneo fuerte de orden n.

Dado que T es fuerte entonces existe un ciclo hamiltoniano en T digamos C =
(u1, u2, u3, ..., un−1, un, u1) que es monocromático, esto por hipótesis, digamos que C es
de color 1.

Afirmación:
Si (ui, uj) ∈ F (T ) entonces c(ui, uj) = 1

Demostración:
Tenemos 2 casos:
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Caso A Supongamos que i < j

Entonces (ui, uj) ∈ F (C1) con C1 = (u1, u2, ..., ui, uj, uj+1, ..., un, u1) un ciclo en
T que por hipótesis es monocromático de donde se tiene que c(ui, uj) = 1 dado
que el resto de las flechas en C1 tienen ese color.

Caso B Supongamos que j < i

Entonces (ui, uj) ∈ C2 con C2 = (uj, uj+1, ...ui, uj) un ciclo en T que por hipótesis
es monocromático, luego entonces c(ui, uj) = 1 pues el resto de las flechas en C2

tienen ese color por pertenecer originalmente a C.

Por lo tanto T es monocromático.

Teorema 4.0.16 Sea T un torneo tal que la componente fuerte terminal de T es mo-
nocromática, entonces T tiene nucleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración: Sea T un torneo tal que la componente fuerte terminal es mono-
cromática.

Sea F(T ) = {Fi;Fi es componente fuerte de T}, sin perdida de generalidad conside-
remos que F1 es la componente fuerte terminal de T y es la única esto por el corolario
1.2.1.

Por hipótesis tenemos que F1 es monocromática, luego entonces F1 tiene núcleo por
trayectorias monocromáticas, más aún {x} es núcleo por trayectorias monocromáticas
para cualquier x en F1.

Afirmación:
{x} es núcleo por trayectorias monocromáticas de T .

Demostración:
Sea w ∈ (V (T )−V (F1)). Por demostrar que existe una wx-trayectoria monocromática
en T .

Sin pérdida de generalidad supongamos que w ∈ V (F2). Luego entonces se sabe que
la digráfica de condensación es un torneo esto por el Teorema 1.2.3, de aqui tenemos 2
casos :
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Caso A (F2, F1) ∈ V (H), donde H denota la digráfica de condensación fuertes de T .

Entonces para todo u ∈ V (F2) se tiene que en T existe flecha desde u hacia cada
uno de los vértices de F1, en particular existe la flecha (w, x), luego entonces x
absorbe por una trayectoria monocromática a w.

Caso B (F1, F2) ∈ V (H), donde H denota la digráfica de condensación de T .

Este caso no es posible por ser F1 componente fuerte terminal de T .

De aqúı se concluye que {x} es núcleo por trayectorias monocromáticas de T .

Por lo tanto, si T es un torneo tal que la componete fuerte terminal de T es mono-
cromática entonces T tiene núcleo.

Corolario 4.0.2 Sea T un torneo tal que todo ciclo en la componente fuerte terminal
es monocromático entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.
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Caṕıtulo 5

Torneos y seminúcleos modulo D2

En el presente caṕıtulo abordaremos conceptos relativamente nuevos tales como
γ-ciclo ó seminúcleo, de los cuales se desprenden resultados importantes acerca de la
existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas en digráficas en general, tales
como el Teorema 5.2.3 o el Teorema 5.2.4. Los cuales al ser enfocados esclusivamente a
torneos generan nuevos resultados. Además se incorporán algunos ejemplos para acla-
rar ciertas definiciones y de igual manera algunos teoremas.

5.1. γ- ciclos y Torneos m-coloreados

Definición 5.1.1 Sea D una digráfica m-coloreada un γ-ciclo en D es una secuencia
de vértices γ = (u0, u1, u2, ..., un) tal que:
i) ui 6= uj para cada i 6= j.

ii)Para cada i ∈ {0, 1, 2, ..., n} existe una uiui+1-trayectoria monocromática en D
(los ı́ndices se toman modulo n+ 1).

iii)Para cada i ∈ {0, 1, 2, ..., n} no existe una ui+1ui-trayectoria monocromática en
D.

Diremos que el γ-ciclo es trivial si para cada i ∈ {0, 1, 2, ..., n} la trayectoria mo-
nocromática que existe de ui a ui+1 es de longitud uno.
La longitud de γ es l(γ) = n.

Ejemplo 25 Sea T tal como se muestra en la figura 5.1
Tenemos que para T γ = (w, x, z, v, w) es un γ-ciclo. Veamos por qué:

De acuerdo con la definición debe de existir una trayectoria monocromática entre
w y x, de hecho en T (w, x) ∈ F (T ), y no existe una trayectoria monocromática que
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Figura 5.1: Torneo con γ-ciclos

conecte a x con w.

Luego para x y z tenemos que (x, z) ∈ F (T ) y en T no existe una trayectoria mo-
nocromática que conecte a z con y.

Ahora bien para z y v no existe una trayectoria monocromatica que conecte v con
z, pero (z, v) ∈ F (T ) por lo que existe una zv-trayectoria monocromática.

Finalmente para v y w, se tiene que existe en T la flecha (v, w) por lo que hay en
T una trayectroria monocromática de v a w pero no la hay de regreso.

Por lo tanto podemos concluir que γ es un γ-ciclo, pues cumple con la definición
anterior.

Una digráfica, en particular un torneo, no siempre tiene γ-ciclos, como lo podemos
observar a continuación.

Ejemplo 26 Sean T1 y T2 tal como se muestran en la figura 5.2:

T1 no tiene γ-ciclos dado que contiene un ciclo hamiltoniano monocromático, por
medio del cual cada par de vértices en V (T ) estan conectados por una trayectoria mo-
nocromática, luego entonces en T resulta imposible que exista un γ-ciclo.

Notese que dicha condición (existencia de un ciclo hamiltoniano monocromático)
es suficiente para que en cualquier digráfica que la cumpla no existan γ-ciclos. Sin
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Figura 5.2: Torneo sin γ-ciclos

embargo dada una digráfica sin γ-ciclos ésta no necesariamente contiene un ciclo ha-
miltoniano monocromático, como lo podemos observar en T2.

Afirmación
No hay γ-ciclos en T2.

Ahora bien procederemos a analizar algunos casos para cada vértice en T2.

Sea Ck es una sucesión de vértices tales que cumplen las condiciones i) e ii) de la
definición de γ-ciclo.

Para x se tiene que este vértice está contenido en algunas sucesiones Ck tales
que cumplen con las primeras dos condiciones de la definición anterior, algunas de
estas son C1 = (x, y, z, x), donde en particular existe una T1 = (y, w, x) una yx-
trayectoria monocromática de color 1 en T . Luego entonces C1 no es un γ-ciclo. Para
C2 = (x, y, z, u, w, x) tenemos que nuevamente para los vértices x, y existe P1 una
yx-trayectoria monocromática de color 1, i.e. C2 no es un γ-ciclo. Finalmente para
C3 = (x, u, w, x) se tiene que en P2 para los vértices x, u existe P3 = (u, y, w, x) una
ux-trayectoria monocromática de color 1, de donde C3 no es un γ-ciclo para T2. Si-
guiendo un procedimiento muy parecido al anterior podemos concluir queT2 no tiene
ningún γ-ciclo que contenga a x.

Para y se tiene que está contenido en algunas sucesiones tales que cumplen las pri-
meras dos condiciones de la definición de γ-ciclo. Algunas de estas son C1 = (x, y, z, x),
C2 = (x, y, z, u, w, x) y finalmente C4 = (y, z, u, y), notese que ya se ha visto que C1

y C2 no son γ-ciclos, luego entonces solo resta verificar a C4, para los vértices z, y se
tiene que en T2 existe P4 = (z, u, y) una zy-trayectoria monocromática de color 1, luego

55



entonces C3 no es un γ-ciclo, de aqui siguiendo un procedimkento similar para el resto
de sucesiones tales que contengan a y se puede concluir que T2 no contiene γ-ciclos
tales que y este contenido en alguno de ellos.

Para z tenemos que existen algunas sucesiones de vérties tales que cumplen las
primeras dos condiciones de la definición de seminúcleo, estas son algunas de ellas
C4 = (y, z, u, y), C2 = (x, y, z, u, w, x) y por tambien C5 = (z, u, w, z), al igual que para
y las primeras dos sucesiones para z ya fueron analizadas y se llegó a la conclusión
de que no eran γ-ciclos, luego para C5 se tiene que en T existe P5 = (u,w, z) una
uz-trayectoria monocromática de color 2, luego entonces C5 no es un γ-ciclo, de donde
siguiendo un proceso similar para el resto de sucesiones con estas caracteristicas se
puede concluir que z no pertene a ningún γ-ciclo en T2.

Para u tenemos que existen algunas sucesiones de vérties tales que cumplen las
primeras dos condiciones de la definición de seminúcleo, estas son algunas C4 =
(y, z, u, y), C2 = (x, y, z, u, w, x) y C6 = (u,w, z, u), los primeros dos ya han sido
descartados como γ-ciclos en el parrafo anterior, de donde solo resta verificar a C6,
tenemos que existe P5 una uz-trayectoria monocromática en T2, luego entonces C3 no
es un γ-ciclo en T2.Por lo tanto siguiendo un proceso similar para el resto de sucesiones
con estas caracteristicas se puede concluir que no existen γ-ciclos en T2 que contengan
a u.

Finalmente para el vértice w, tenemos que en T2 existen algunas sucesiones de vérti-
ces tales que cumplen con las condiciones i) e ii) de la definición anterior, estos son:
C6 = (u,w, z, u), C2 = (x, y, z, u, w, x) y C7 = (u,w, xu), notese que C6 y C2 ya han
sido descartados con anterioridad como posibles γ-ciclos, de donde basta con verificar
a C3, pero para C3 se tienen los vértices u,w para los cuales existe en T2 P7 = (w, x, u)
una wu-trayectoria monocromática, de donde C7 no es un γ-ciclo. Por lo tanto luego
de analizar el resto de sucesiones similares a las anteriores se qpuede concluir que en
T2 no existe un γ-ciclo que contenga a w.

Por lo tanto podemos concluir que T2 no contiene ningún γ-ciclo.

En [10] se prueba el siguiente resultado respecto a la existencia de γ-ciclos en una
digráfica.

Teorema 5.1.1 Sea D una digráfica m-coloreada si todo ciclo en D es monocromático
entonces D no tiene γ-ciclos.

5.2. Seminúcleos por Trayectorias Monocromáticas

Definición 5.2.1 Sea D una digráfica m-coloreada. Un conjunto S ⊂ V (D) es un
seminúcleo por trayectorias monocromáticas si:
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i)S es independiente por trayectorias monocromáticas.

ii)Para cada z ∈ V (D)− S existe una zS-trayectoria monocromática.

Observación 5.2.1 Si S es seminúcleo por trayectorias monocromáticas de un torneo
entonces S consta de un sólo elemento.

Lema 5.2.2 Sea T un torneo m-coloreado, S ⊂ V (T ) es seminúcleo por trayectorias
monocromáticas de T si y solo śı S es núcleo por trayectorias monocromáticas de T .

Demostración: Sea T un torneo m-coloreado tal que S = {x} ⊂ V (T ) es seminúcleo
por trayectorias monocromáticas de T . Por demostrar que S es núcleo por trayectorias
mnocromáticas de T .

Sea w ∈ V (T ) − S por demostrar que existe una wx-trayectoria monocromática
contenida en T . Vamos a analizar dos casos:

a) (w, x) ∈ F (T ).

Si esto pasa entonces ya acabamos.

b) (w, x) 6∈ F (T ).

Entonces dado que T es un torneo tenemos que (x,w) ∈ F (T ), luego entonces
dado que S es seminúcleo por trayectorias monocromáticas de T tenemos que
existe una wS-trayectoria en T .

Por otro lado, la condición de independencia para S se cumple pues S consta de un
sólo elemento. Por lo tanto S es núcleo por trayectorias monocromáticas de T .

Inversamente, sea T un torneo m-coloreado tal que S = {x} ⊂ V (T ) es núcleo por
trayectorias monocromáticas de T . Por demostrar que S es seminúcleo por trayectorias
monocromáticas de T .

Sea u ∈ V (T )− S tal que existe una Su-trayectoria monocromática en T . Por de-
mostrar que existe una uS-trayectoria monocromática en T . Dado que u ∈ V (T )−S y
S es núcleo por trayectorias monocromáticas de T entonces existe una uS-trayectoria
monocromática en T . Por lo tanto se cumple la condición antes mencionada.
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Luego la condición sobre la independencia se cumple pues S consta de una solo
elemento.
Por lo tanto S es seminúcleo por trayectorias monocromáticas.

El siguiente resultado puede ser analizado a profundidad consultando [9].

Teorema 5.2.3 Sea D una digráfica m-coloreada tal que no tiene γ-ciclos. Entonces
existe un x ∈ V (D) tal que x es seminúcleo por trayectorias monocromáticas de D.

Corolario 5.2.1 Sea T un torneo m-coloreado tal que no tiene γ-ciclos entonces T
tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración: De acuerdo con el teorema anterior se tiene que existe x ∈ V (T ) tal
que {x} es seminúcleo por trayectorias monocromáticas de T , luego entonces por el
Lema 5.2.2 se concluye que {x} es núcleo por trayectorias monocromáticas de T .

Por lo tanto si T es un torneo sin γ-ciclos entonces T tiene núcleo por trayectorias
monocromáticas.

Definición 5.2.2 Sean D, C1, C2, D1, D2 como en la definición 2.2.6 y S ⊂ V (D),
decimos que S es seminúcleo por trayectorias monocromáticas módulo D2 de
D si:

i)S es independiente por trayectorias monocromáticas.

ii)si existe una Sz-trayectoria monocromática contenida en D1 entonces existe una
zs-trayectoria monocromática contenida en D.

Ejemplo 27 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 6 tal como se muestra en la figura
5.3
Consideremos:
C1 = {color3} y C2 = {color1, color2} una partición del conjunto de colores de T .

Luego entonces de acuerdo a la definición 2.2.6 D1 y D2 quedan definidas como se
muestra en la figura 5.4

Afirmación:
S = {z} es seminúcleo por trayectorias monocromáticas módulo D2.

Demostración: Sea S = {z} ⊂ V (T ). Por demostrar que S es seminúcleo por trayec-
torias monocromáticas modulo D2.
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Figura 5.3: Torneo

Veamos que para todo c ∈ V (T ) tal que hay una Sc-trayectoria monocromática en
D1 existe una cS-trayectoria monocromática en T .

Notemos que las únicas Sc-trayectorias monocromática contenidas en D1 son:

T1 = (z, w, y) para la cual existe la trayectoria T2 = (y, z) contenida en T .
T3 = (z, w) para la cual existe la trayectoria T4 = (w, x, z) contenida en T .

Por lo tanto se cumple dicha condición. Luego S es independiente pues consta de
un sólo elemento.

De donde se concluye que S es seminúcleo por trayectorias monocromáticas módulo
D2.

El [9] se prueba el siguiente resultado referente a núcleos por trayectorias monocromáti-
cas módulo D2.

Teorema 5.2.4 Supongamos que D1 no tiene γ-ciclos entonces existe x0 ∈ V (D) tal
que {x0} es seminúcleo por trayectorias monocromáticas módulo D2 de D,

Definición 5.2.3 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en la
definición 2.2.6. Si C = (u0, u1, ...., uk = v0, v1, ..., vm = w0, w1, ..., wn = u0) es un ciclo
dirigido decimos que C es una (C1, C1, C2) subdivisión de C̄3, 3-coloreada si:

1. T1 = (u0, u1, ..., uk) es una trayectoria dirigida monocromática de color a en D1.
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2. T2 = (v0, v1, ..., vm) es una trayectoria dirigida monocromática de color b en D1.

3. T3 = (w0, w1, ..., wn) es una trayectoria dirigida monocromática de color c en D2.

Tales que a, b ∈ C1 y c ∈ C2, con a, b y c distintos entre śı.

Definición 5.2.4 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en la
definición 2.2.6. Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en la de-
finición 2.2.6. Si P = (u0, u1, ...., uk = v0, v1, ..., vm = w0, w1, ..., wn) es una trayectoria
dirigida decimos que P es una (C1, C1, C2) subdivisión de P̄3, 3-coloreada si:

1. T1 = (u0, u1, ..., uk) es una trayectoria dirigida monocromática de color a en D1.

2. T2 = (v0, v1, ..., vm) es una trayectoria dirigida monocromática de color b en D1.

3. T3 = (w0, w1, ..., wn) es una trayectoria dirigida monocromática de color c en D2.

Tales que a, b ∈ C1 y c ∈ C2, con a, b y c distintos entre śı.

Definición 5.2.5 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en
la definición 2.2.6. Si C = (u0, u1, u2, u0) es un ciclo en D, decimos que C es un
(C1, C1, C2) − C̄3, 3-coloreado si a = c (u0, u1) ∈ C1, b = c (u1, u2) ∈ C1 y c =
c (u2, u0) ∈ C2, con a, b y c distintos entre śı.

60



Definición 5.2.6 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en
la definición 2.2.6. Si P = (u0, u1, u2, u0) es una trayectoria en D, decimos que P
es un (C1, C1, C2) − P̄3, 3-coloreado si a = c (u0, u1) ∈ C1, b = c (u1, u2) ∈ C1 y
c = c (u2, u0) ∈ C2, con a, b y c distintos entre śı.

Ejemplo 28 Sea T un torneo de orden 6 tal como se muestra en la figura 5.5.
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Figura 5.5: Torneo

Consideremos la partición C1 = { color 1, color 2}, C2 = { color 3}. Tenemos que
D1, D2 quedan definidas tal como en la figura 5.6.

Afirmación:
C = (x, y, z, u, v, w, x) es una (C1, C1, C2) subdivisión de C̄3, 3-coloreada.

Demostración: Basta con ver que C = T1 ∪ T2 ∪ T3 con Ti una trayectoria de color a,
tal que a ∈ C1 si i ≤ 2 y a ∈ C2 si i = 3.

Ahora bien consideremos T1 = (x, y, z), claramente es una trayectoria pues no se
repite ningún vértice además es monocromática de color 2, de donde T cumple con
la condición requerida. Para T2 = (z, u, v), se tiene que T2 es una trayectoria mo-
nocromática de color 1, por lo tanto también cumple con lo pedido. Finalmente para
T3 = (v, w, x) tenemos que todas las flechas en T3 son de color 3, i.e. es monocromática
y además es una trayectoria dado que en T3 no se repite ningún vértice.

Por lo tanto C es una una (C1, C1, C2) subdivisión de C̄3, 3-coloreada para T .
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Afirmación:
P = (v, y, z, w, x) es una (C1, C1, C2) subdivisión de P̄3, 3-coloreada.

Demostración: Basta con probar que P = P1∪P2∪P3 con Pi una trayectoria de color
a, tal que a ∈ C1 si i ≤ 2 y a ∈ C2 si i = 3.

Consideremos P1 = (v, y), tenemos que P1 es una trayectoria 1-coloreada que cons-
ta de una sola flecha de color 1. Luego para P2 = (y, z) es una trayectoria 2-coloreada
pues consta de una sola fecha coloreada con este color. Finalmente P3 = (z, w, x) es
una trayectoria (dado que no repite vértices) monocromática de color 3.

Por lo tanto P es una (D1, D1, D2) subdivisión de P3, 3-coloreada, pues cumple con
las condiciones antes descritas.

Definición 5.2.7 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en la
definición 2.2.6.Decimos que la digráfica D satisface la propiedad A si:

i)D1 no tiene γ-ciclos.

ii)C(D) posee las siguientes dos propiedades:

-Todo (C1, C1, C2)− C̄3 3-coloreado tiene al menos 2-flechas simétricas.
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-Si (u, z, w, x) es un (C1, C1, C2)− P̄3 3-coloreado entonces (u, x) ∈ F (C(D)).

A continuación procederemos a analizar un torneo tal que cumple la propiedad A.

Ejemplo 29 Sea T un torneo 3-coloreado como se muestra en la figura 5.7. Consideremos
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Figura 5.7: Torneo que satisface la propiedad A

la partición C1 = {color 1, color 2} y C2 = {color 3} del conjunto de colores usados
para colorear las flechas de T . De ah́ı que D1 y D2 quedan definidas como se muestra
en la figura 5.8

Podemos notar que D1 no contiene γ-ciclos, de ah́ı que T cumple ls primera con-
dición de la propiedad A. Ahora bien veamos que sucede con la cerradura de T .

Tenemos que los únicos Hi ciclos dirigidos tales que Ci son un (C1, C1, C2) − C̄3,
3-coloreado en C(T ) son H1 = (w, x, y, w), H2 = (w, u, v, w), los cuales tienen respec-
tivamente dos flechas simétricas, para H1 son la flecha (x,w) y la (w, y), mientras que
para H2 las flechas simétricas en C(D) son (u,w) y la flecha (v, u).

Por lo tanto la condición sobre los C̄3 en la cerradura de T se cumple.

Ahora veamos que ocurre con las trayectorias de longitud 3. Tenemos que P =
(u, v, w, y) es un P̄3, 3-coloreado, y en C(D) se encuentra la flecha (u, y), i.e. P cum-
ple la condición requerida. Ahora para P1 = (u, v, w, x), tenemos que existe la flecha
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(u, x) en F (C(T )), i.e. tambien cumple la condición requerida sobre los P̄3. Finalmen-
te para P2 = (u, x, w, z), se tiene que (u, z) ∈ F (C(T )), por lo tanto este y los otros
(C1, C1, C2)− P̄3 3-coloreados cumplen con la última condición de la propiedad A.

Por lo tanto efectivamente, T , satisface la propiedad A.

Definición 5.2.8 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en la
definición 2.2.6. Decimos que D satisface la propiedad A(T ) siD es un torneo y
satisface la propiedad A para digráficas en general.

El ejemplo anterior satisface la propiedad A(T ), dado que satisface la propiedad A
y es un torneo.

Definición 5.2.9 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en la
definición 2.2.6. Decimos que una digráfica satisface la propiedad B si:
i)Todo ciclo contenido en D1 es monocromático.

ii)D no contiene (C1, C1, C2) subdivisiones de C̄3 3-coloreados.

iii)Si (u, z, w, x) es un (C1, C1, C2) subdivisión de P̄3 3-coloreado entonces existe
una trayectoria monocromática entre u y x en D.

A continuación se muestra un torneo que satisface la propiedad B.
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Figura 5.9: Cerradura de T

Ejemplo 30 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 5 como se muestra en la figura
5.10. Dada la siguiente partición C1 = {1, 2} y C2 = {3} del conjunto de colores usa-
dos para colorear a T , D1 y D2 se muestran en la figura 5.11.

Claramente en D1 todos sus ciclos son monocromáticos, además T no contiene
ningún (C1, C1, C2) subdivisión C̄3 dado que si este existiera la flecha (w, y) estaria
contenida en dicha subdivisión pero xi−(w) = {2} y xi+(y) = {2}, luego entonces no
existe ningún (C1, C1, C2) subdivisión C̄3 . Ahora bien dado un P = (v0, v1, v2, ..., vn),
(C1, C1, C2) subdivisión P̄3 se tiene que entre v0 y vn siempre existe una flecha que los
une, dado que T es un torneo.

En conclusión, T es un torneo 3-coloreado tal que satisface la propiedad B.

Definición 5.2.10 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en
la definición 2.2.6. Decimos que D satisface la propiedad B(T ) si D es un torneo y
además:
i)Todo ciclo contenido en D1 es monocromático.

ii)D no contiene (C1, C1, C2) subdivisiones de C̄3 3-coloreados.

Afirmación
Sea T un torneo, T satisface la propiedad B si y sólo si satisface la propiedad B(T ).
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Figura 5.11: D1 y D2

Demostración: Sea T un torneo tal que satisface la propiedad B(T ) entonces tenemos
que cumple las primeras dos dos condiciones de la propiedad B, finalmente si (u, z, w, x)
es un (C1, C1, C2) − P̄3 3-coloreado hay que probar que existe una trayectoria mono-
cromática entre u y x en T ; dado que T es un torneo esto siempre se cumple pues
entre cada par de vértices existe una flecha que los une y por ende una trayectoria
monocromática entre ellos.

Por lo tanto T satisface la propiedad B.

Inversamente, supongamos que T satisface la propiedad B. Entonces T satisface la
propiedad B(T ).
Esto ocurre claramente pues las dos condiciones de la propiedad B(T ) están presentes
en la propiedad B para digráficas en general.

Por lo tanto T satisface la propiedad B(T ).
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Definición 5.2.11 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en la
definición 2.2.6. Decimos que una digráfica satisface la propiedad C si:

i)D1 no tiene γ-ciclos.

ii)D no contiene vértices con tres colores en su vecindad.

iii)D no contiene (C1, C1, C2) subdivisiones de C̄3 3-coloreados.

iv)Si (u, z, w, x) es un (C1, C1, C2) subdivisión de P̄3, 3-coloreado entonces existe
una trayectoria monocromática entre u y x en D.

Ejemplo 31 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 5 tal como se muestra en la figura
5.12.

3

12

2

T

z

x

y

v

w

2 3

3

3

1

1

Figura 5.12: Torneo que satisface la propiedad C

Claramente D no contiene vértices con tres colores en su vecindad, de donde T
cumple con la segunda condición de la propiedad C.

Consideremos la partición C1 = {color 1, color 2}, C2 = { color 3}. De donde D1,
D2 quedan definidas como se muestra en la figura 5.13.
Podemos notar facilmente que D1 no tiene γ-ciclos, i.e. satisface la primera condición
de la propiedad C. Además T no contiene subdivisiones de C̄3, 3-coloreadas de donde
cumple con la segunda condición requerida en la propiedad C.

Por otro lado dado C una (C1, C1, C2) subdivisión de P̄3, 3-coloreada se tiene que
en T existe una flecha tal que une a los vértices inicial y final de C, pues T es un torneo.
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Por lo tanto de acuerdo con lo analizado anteriormente se tiene que T satisface la
propiedad C.

Definición 5.2.12 Sea D una digráfica m-coloreada, C1, C2, D1 y D2 tal como en
la definición 2.2.6. Decimos que D satisface la propiedad C(T ) si D es un torneo y
además:

i)D1 no tiene γ-ciclos.

ii)D no contiene vértices con tres colores en su vecindad.

iii)D no contiene (C1, C1, C2) subdiviciones de C̄3 3-coloreados.

Afirmación
Sea T un torneo, T satisface la propiedad C si y sólo si satisface la propiedad C(T ).

Demostración: Sea T un torneo tal que satisface la propiedad C(T )de aqúı T cumple
con las primeras tres condiciones de la propiedad C, dado que satisface la propiedad
C(T ). Ahora bien si (u, z, w, x) es un (C1, C1, C2) subdivisión de P̄3, 3-coloreado hay
que demostrar que existe una trayectoria monocromática entre u y x en T , i.e. dado
que T es un torneo entre cualquier par de vértices u y x tenemos que existe una flecha
entre ellos y por ende una trayectoria monocrmática que los une.

Por lo tanto T satisface la propiedad C.
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Inversamente supongamos que T satisface la propiedad C. Entonces satisface la
propiedad C(T ), esto ocurre dado que las tres condiciones de la propiedad C(T ) están
incluidas en la propiedad C.

Por lo tanto T satisface la propiedad C(T ).

En [9] está probado el siguiente resultado para núcleos por trayectorias mono-
cromáticas haciendo uso de las propiedades A, B y C según corresponde.

Teorema 5.2.5 Sea D una digráfica, C1, C2, D1 y D2 como en la definición 2.2.6. Si
D2 es transitiva por trayectorias monocromáticas y D satisface una de las propiedades
A, B ó C, entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

A continuación se muetran losteoremas que resultan de enfocar el teorema anterior
a torneos 3-coloreados.

Teorema 5.2.6 Sea T un torneo 3-coloreado, con colores C = {1, 2, 3}. Consideremos
la siguiente partición del conjuntos de colores de T C1 = {1, 2} y C2 = {3}, D1 y
D2 como en la definición 2.2.6. Si D1 satisface que no tiene γ-ciclos y C(T ) satisface
que todo C3 3-coloreado tiene al menos dos flechas simétricas y si (u, z, w, x) es un
P3 (1, 2, 3) ó (2, 1, 3) 3-coloreado entonces (u, x) ∈ C(T ). Entonces T tiene núcleo por
trayectorias monocromáticas.

Teorema 5.2.7 Sea T un torneo 3-coloreado, con colores C = {1, 2, 3}. Consideremos
la siguiente partición del conjuntos de colores de T C1 = {1, 2} y C2 = {3}, D1 y
D2 como en la definición 2.2.6. Si todo ciclo en D1 es monocromático y T no contie-
ne (C1, C1, C2) 3-coloredo subdivisiones C̄3. Entonces T tiene núcleo por trayectorias
monocromáticas.

Teorema 5.2.8 Sea T un torneo 3-coloreado, con colores C = {1, 2, 3}. Considere-
mos la siguiente partición del conjuntos de colores de T C1 = {1, 2} y C2 = {3}, D1

y D2 como en la definición 2.2.6. Si D1 satisface que no tiene γ-ciclos y T satisfa-
ce que no contiene vértices con tres colores en su vecindad, además de no contener
(C1, C1, C2) subdivisiones de C̄3 3-coloreadas. Entonces T tiene núcleo por traycetorias
monocromáticas.
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Caṕıtulo 6

Análisis de condiciones suficientes
para la existencia de núcleo por
trayectorias monocromáticas en
Torneos

En este último cápitulo nos enfocaremos en comparar las hipótesis de los teoremas
obtenidos en caṕıtulos anteriores, éstos resultaron al aplicar algunos resultados cono-
cidos para digráficas en general a torneos, estos son 3.0.11, 3.0.8, 3.0.13, 5.2.6, 5.2.7 y
5.2.8 mediante una serie de ejemplos veremos como algunos de estos no son consecuen-
cia uno de otros.

A continuación se muestra un cuadro conparativo en el cual, se han considerado los
principales teoremas que surgieron a ráız del presente trabajo. En este se han utilizado
los siguientes caracteres para indicar la regla de correspondencia entre un teorema y
otro: la entrada ( Teorema I, Teorema J) es 1 si el Teorema I implica el Teorema J , 0
si se desconoce si es valida la implicación, y finalmente, si el Teorema I no implica al
Teorema J se indica el ejemplo que lo muestra.

TEOREMAS Teo. 3.0.8 Teo. 3.0.11 Teo. 3.0.13 Teo. 5.2.6 Teo. 5.2.7 Teo. 5.2.8

Teo. 3.0.8 1 Ejemplo 35 Ejemplo 37 Ejemplo 40 Ejemplo 44 Ejemplo 47

Teo. 3.0.11 Ejemplo 32 1 Ejemplo 38 Ejemplo 41 Ejemplo 45 Ejemplo 48

Teo. 3.0.13 0 0 1 Ejemplo 42 0 0
Teo. 5.2.6 Ejemplo 33 0 0 1 0 0
Teo. 5.2.7 0 0 0 0 1 0
Teo. 5.2.8 Ejemplo 34 Ejemplo 36 Ejemplo 39 Ejemplo 43 Ejemplo 46 1

Ejemplo 32 Sean T1 y T2 torneos 3-coloreados de orden 4 y 5 respectivamente tal co-
mo se muestran en la figura 6.1.
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Figura 6.1: Torneos que satisfacen el Teorema 3.0.8

Tenemos que T1 y T2 cumplen las condiciones del teorema 3.0.8 dado que no existen
C3 arcóıris ni torneos transitivos de orden 3 arcóıris en ninguno de estos dos torneos.
Luego en T1 existe P = (z, w, x, y) un P3 arcóıris, i.e. T1 no cumple las condiciones
del teorema 3.0.11, para T2 tenemos que existe T = (z, v, w, x) un P3 arcóıris de donde
T2 no cumple las hipótesis de teorema 3.0.11.

Por lo tanto podemos concluir que el Teorema 3.0.11 no implica el Teorema 3.0.8.

Ejemplo 33 Sea T2 un torneo 3-coloreado de orden 5, tal como se muestra en la figura
6.1. Se ha probado con anterioridad que T2 cumple con las hipótesis del Teorema 3.0.8.
Ahora bien veamos que ocurre con el Teorema 5.2.6, tenemos que en C(T2) (observe
figura 6.2) existe P = (x, y, z, v) un P3 3-coloreado, sin embargo (x, v) 6∈ F (C(T2)), i.
e. no cumple con una de las hipótesis del Teorema 5.2.6.

Por lo tanto, podemos concluir que el Teorema 5.2.6 no implica el Teorema 3.0.8.

Ejemplo 34 Sea T2 un torneo 3-coloreado de orden 5, tal como se muestra en la figura
6.1. Se ha observado con anterioridad que dicho torneo cumple con las hipótesis del
Teorema 3.0.8, sin embargo z ∈ V (T2) y es un vértice que consta de 3 colores en su
vecindad, de aqúı T2 no cumple con las condiciones del Teorema 5.2.8.

Por lo tanto el Teorema 5.2.8 no implica el Teorema 3.0.8.
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Figura 6.2: Cerradura de T

Ejemplo 35 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 5 tal como se muestra en la figura
6.3.
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Figura 6.3: Torneo que satisface el Teorema 3.0.11

Se tiene que T cumple las hipótesis del teorema 3.0.11, dado que en T no existen
ni P3 ni C3 arcóıris. Sin embargo dado S = {w, x, v} subconjunto de los vértices de T
se tiene que D[S] es un torneo transitivo de orden 3, 3-coloreado, i.e. T no cumple con
una de las hipótesis del Teorema 3.0.8.

Por lo tanto podemos concluir que el Teorema 3.0.8 no implica en Teorema 3.0.11.
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Ejemplo 36 Sea T un torneo 3 coloreado de orden 5 tal como se muestra en la figu-
ra 6.3. En el ejemplo anterior se prueba que este torneo cumple con las hipótesis del
Teorema 3.0.11, sin embargo w ∈ V (T ) y es un vértice con tres colores en su vecindad,
i.e. T no cumple con las condiciones del Teorema 5.2.8.

Por lo tanto el Teorema 5.2.8 no implica el Teorema 3.0.11.

Ejemplo 37 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 5, tal como se muestra en la figura
6.4.
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3

Figura 6.4: T transitivo para dos colores

T es transitivo por trayectorias monocromáticas para los colores 1 y 2, pues dadas
Ti, Tj trayectorias monocromáticas de colores 1 ó 2 existe Tr una trayectoria mono-
cromática de color 1 ó 2 que une al vértice incial de Ti con el vértice final de Tj.

Ahora bien C = (x, z, v, x) es un C3 arcóıris que esta contenido en T , luego enton-
ces T no cumple una de las hipótesis del Teorema 3.0.8. Por lo tanto podemos concluir
que el Teorema 3.0.8 no implica el Teorema 3.0.13.

Ejemplo 38 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 6 tal como se muestra en la figura
6.5.

T es transitivo por trayectorias monocromáticas para los colores 1 y 2, pues dadas
Ti, Tj trayectorias monocromáticas de colores 1 ó 2 existe Tr una trayectoria mono-
cromática de color 1 ó 2 que une al vértice incial de Ti con el vértice final de Tj.
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Figura 6.5: T transitivo para dos colores

Pero P = (w, y, z, u) es un P3 arcóıris contenido en T , de donde T no cumple las
hipótesis del Teorema 3.0.11, i.e. podemos concluir que el Teorema 3.0.11 no implica
el Teorema 3.0.13.

Ejemplo 39 Sea T un torneo 3 coloreado de orden 5 tal como se muestra en la figura
6.4 hemos observado que T cumple con las hipótesis del Teorema 3.0.13, pero no aśı las
del Teorema 5.2.8, dado que w ∈ V (T ) y es un vértice con 3 colores en su vecindad,
de donde no cumple con una de las hipótesis de este teorema.

Por lo tanto el Teorema 5.2.8 no implica el Teorema 3.0.13 .

Ejemplo 40 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 6 tal como se muestra en la figura
5.7. Se ha probado con anterioridad que considerando la siguiente partición para los
colores usados al colorear las flechas de T , C1 = {1, 2} y C2 = {3}, este torneo cumple
con la propiedad A, i.e. cumple con las hipótesis del Teorema 5.2.6. Sin embargo, no
cumple con todas las condiciones del Teorema 3.0.8, dado que como se muestra en la
figura 6.6 la subdigráfica inducida por S = {w, x, y} subconjunto de los vértices de T ,
es un torneo transitivo 3-coloreado.
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Por lo tanto el Teorema 3.0.8 no implica el Teorema 5.2.6.

1
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x

y

w

D[S]

1

3

Figura 6.6: Subdigráfica inducida por S

Ejemplo 41 Sea T un torneo de orden 6, 3-coloreado tal como se muestra en la figura
5.7. Hemos visto que este torneo cumple con la propiedad A y por ende con las hipótesis
del teorema 5.2.6. Por otro lado P = (u, v, w, y) es un P3 3-coloreado contenido en T ,
de donde dicho torneo no cumple con ls hipótesis del Teorema 3.0.11.

Por lo tanto, el Teorema 3.0.11 no implica el Teorema 5.2.6.

Ejemplo 42 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 6 tal como se muestra en la figura
5.7. Este torneo satisface las hipótesis del Teorema 5.2.6. Sin embargo T no satisface el
Teorema 3.0.13 dado que no es transitivo por trayectorias monocromáticas para ningún
par de colores. Veamos por que, sea Ci ⊂ C donde C es el conjunto de colores usados
para colorear a T .

C1 = {1, 2} Se tiene que: T1 = (w, x) es una trayectoria monocromática de color 1 y T2 =
(x, y) es una trayectoria monocromática de color 2 en T sin embargo no existe
una wy-trayectoria monocromática de color 1 ó 2, esto dado que ξ+(w) = {1, 3}
y ξ−(y) = {2, 3}. De donde T no es transitivo por trayectorias monocromáticas
para los colores 1 y 2.

C2 = {1, 3} Tenemos que: T1 = (y, z) es una trayectoria monocromática de color 3 y T2 =
(z, u) es una trayectoria monocromática de color 1 en T pero no existe una
yu-trayectoria monocromática de color 1 ó 3, dado que aunque ξ+(y) = 2, 3 y
ξ−(u) = {1, 3}, la única flecha de color 3 que llega a u desde un vértice distinto
de y es (x, u) y a x no le llega flecha desde y. De aqui T no es transitivo para los
colores 1 y 3.
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C3 = {2, 3} Ahora bien T1 = (v, w) es una trayectoria monocromática de color 2 y T2 = (w, y)
es una trayectoria monocromática de color 3 en T sin embargo no existe una
vy-trayectoria monocromática de color 2 ó 3, esto dado que ξ+(v) = {1, 2} y
ξ−(y) = {2, 3}, y la única flecha que tiene a v como vértice inicial y tiene color
2 es la (v, w), pero de w no sale ninguna flecha que tenga dicho color. De donde
T no es transitivo por trayectorias monocromáticas para los colores 2 y 3.

Por lo tanto T no es transitivo por trayectorias monocromáticas para ningún par
de colores, i.e. el Teorema 3.0.13 no implica el Teorema 5.2.6.

Ejemplo 43 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 6 tal como se muestra en la figura
5.7, T satisface las hipótesis del Teorema 5.2.6. Pero no cumple con el Teorema 5.2.7
pues w ∈ V (T ), y dicho vértice cuenta con tres colores en su vecindad.

Por lo tanto el Teorema 5.2.8 no implica el Teorema 5.2.6.

Ejemplo 44 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 5 como se muestra en la figura
5.10 satisface la propiedad B, i.e. satisface las hipótesis del Teorema 5.2.7. Sin embar-
go como se muestra en la figura 6.7 la subdigráfica inducida por S = {w, y, z} es un
torneo transitivo 3-coloreado, de donde dicho torneo no cumple con una de las hipótesis
del Teorema 3.0.8.

2

D[S] x

yw

3

1

Figura 6.7: Subdigráfica inducida por S

Por lo tanto el Teorema 3.0.8 no implica el Teorema 5.2.7.

Ejemplo 45 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 4 como se muestra en la figura
5.10. Dada la siguiente partición C1 = {1, 2} y C2 = {3} del conjunto de colores usa-
dos para colorear a T se ha probado que este torneo cumple con la propiedad B, i.e.
satisface las condiciones del Teorema 5.2.7. Ahora bien P = (w, y, z, v) es un P3 3-
coloreado contenido en T , de donde no se satiface una de las condiciones del Teorema
3.0.11.

Por lo tanto el Teorema 3.0.11 no implica el Teorema 5.2.7.
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Ejemplo 46 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 4 como se muestra en la figura
5.10. En el cápitulo anterior se prueba que aquel torneo cumple con la propiedad B,
considerando la siguiente partición C1 = {1, 2} y C2 = {3} del conjunto de colores
usados para colorear a T . Luego entonces satisface las condiciones del Teorema 5.2.7.
Ahora bien y ∈ V (T ) y es un vértice con tres colores en su vecindad, de donde T no
satisface las condiciones del Teorema 5.2.8.

Por lo tanto el Teorema 5.2.8 no implica el Teorema 5.2.7.

Ejemplo 47 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 5 tal como se muestra en la fi-
gura 5.12. Se mostró en el capitulo anterior que T cumple con la propiedad C, dada
la siguiente partición del conjunto de colores usados para colorear las flechas de T
C1 = {1, 2} y C2 = {3}, de aqúı este torneo satisface las hipótesis del Teorema 5.2.8.
Sin embargo no satisface las condiciones del Teorema 3.0.8, dado que como muestra en
la figura 6.8 la subdigráfica inducida por S = {w, x, y} es un torneo transitivo arcóıris.

D[S] x

y
w

2 3

1

Figura 6.8: Subdigráfica inducida por S

Por lo tanto el Teorema 3.0.8 no implica el Teorema 5.2.8.

Ejemplo 48 Sea T un torneo 3-coloreado de orden 5 tal como se muestra en la figura
5.12. Se mostró con anterioridad que T cumple con la propiedad C, dada la parti-
ción C1 = {1, 2} y C2 = {3} del conjunto de colores usados para colorear las flechas
de T , luego entonces este torneo satisface las hipótesis del Teorema 5.2.8. Ahora bien
P = (z, w, x, y) es un P3 arcóıris contenido en T , i.e. este torneo no satisface una de
las condiciones del Teorema 3.0.11.

Por lo tanto el Teorema 3.0.11 no implica el Teorema 5.2.8.
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