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RESUMEN

La interaccion de fotones con la materia es de total interés en
areas de la Fisica Médica como radioterapia, radiodiagnostico, pro-
teccion radiologica, etc., ya que se debe cuantificar la cantidad de
energia depositada por fotones ionizantes en la region irradiada.
La medicion se puede realizar de manera directa con detectores.
También de manera indirecta, por ejemplo, con simulacion Monte
Carlo. Sin embargo, la simulacion Monte Carlo suele ser temporal
y computacionalmente costosa, ya que se tienen que simular los
procesos involucrados como son: Rayleigh, Compton, fotoeléctrico
y produccion de pares por lo menos. Sin embargo, se sabe que la
interaccion mas tardada en simular es el proceso Compton debido
a que ésta no aniquila al foton solo lo desvia y continua la simula-
cion. Por lo que el objetivo de este trabajo es comparar la velocidad y
precision de los distintos métodos existentes para realizar el mues-
treo de los angulos de dispersion polar (AP) y azimutal (AA) para
el Compton y proponer una nueva metodologia mas rapida para el
muestreo de los angulos mencionados.

Se realizo el calculo para obtener el AP para el efecto Compton
en el agua mediante 3 métodos de muestreo (Clasico, Kahn y EGS)
con distintas energias (desde 1 keV hasta 150 keV). Se determino el
mejor método y se calcularon las funciones analiticas de distribu-
cion angular de ésta radiacion dispersada. Las funciones analiticas
(FDP’s) se usaron para realizar el muestreo sobre ellas y calcular el
angulo polar usando el método directo, del rechazo y mixto lo cual
representa la nueva metodologia de muestreo del angulo mencio-
nado. Por otro lado, AA se muestreo con el método del rechazo y se
determinaron sus FDP’s.

Los resultados muestran que el método del EGS es el que con-
cuerda mejor con lo reportado en la bibliografia, por lo que sus
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FDP’s se usaron para obtener el AP por el método del rechazo ya
que las FDP’s mencionadas no son invertibles por lo que no se les
puede aplicar el método de muestreo directo. Se determiné que el
muestreo para el AA con el método del rechazo debido a que su fun-
cion de distribucion acumulativa no era invertible, y en general la
distribucion angular es del tipo sinusoidal con mayor frecuencia a
90°y 270°.

Se puede concluir que el método de muestreo del rechazo es mas
rapido, 1.34 veces mas (74.75 % del tiempo requerido), que el EGS
para el angulo polar. Las FDP’s obtenidas nos son invertibles pero
si fuesen invertibles seria mas rapido con el método directo, apro-
ximadamente 4.5 veces que el EGS.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Las radiaciones ionizantes son aquellas radiaciones que tienen
la energia suficiente para arrancar electrones ligados al atomo. En
ésta investigacion se trabajo con fotones ionizantes (radiacion elec-
tromagnética). Seguin su origen y su energia se clasifican en rayos
Xy rayos gamma.

El estudio de la interaccion de fotones con la materia es de mu-
cho interés en la Fisica Médica, especificamente en radioterapia,
radiodiagnostico y proteccion radiologica. Por ejemplo, en radiote-
rapia (tratamiento oncologico para eliminar las células tumorales,
generalmente cancerigenas), se utilizas las radiaciones ionizantes
para destruir las células malignas y asi impedir que crezcan y se
reproduzcan, evitando la extirpacion del tumor.

Cuando el impacto de los fotones ionizantes tiene lugar en la
cadena de ADN ocasiona pequenos cambios estructurales, ya que
la ionizacion rompe los enlaces entre sus atomos, lo que impide la
division celular y la célula muere por bloqueo de su capacidad de
proliferacion. En esta tesis se trabaja con la dispersion de los foto-
nes ionizantes en agua, tomando en cuenta que el agua del cuerpo
se encuentra en un 63 % en el interior de las células. (McJunkin,
1988)

Ahora, cuando un haz de fotones interacciona con la materia
normalmente el niumero de procesos que toman lugar son dema-
siados por lo cual es imposible predecir los resultados de tal inter-
accion. Por lo cual se recurre a la simulacion por computadora. La
forma mas precisa de realizar simulaciones es utilizando el llamado



meétodo Monte Carlo que permite resolver problemas matematicos
mediante la simulacion de variables aleatorias. Este método propor-
ciona toda la informacion posible a partir de la cual se pueden ob-
tener valores promedios. El método Monte Carlo para la simulacion
de procesos fisicos es perfectamente conocido desde hace mucho
tiempo y para conseguir resultados estadisticamente significativos
es necesario simular un gran numero de casos. La importancia de
este método destaca en aquellos problemas que no pueden tratarse
analiticamente o cuyo tratamiento es demasiado complicado.

La desventaja de utilizar el Método de Monte Carlo en la simula-
cion del transporte de radiacion es el gran numero de calculos que
se necesita, lo que se traduce en un largo tiempo de computacion
si se quieren resultados con incertidumbres relevantemente peque-
nas.

Uno de los procesos que mas nos interesa de los fotones ionizan-
tes es el Efecto Compton, el cual es mediante una colision elastica
entre un electron ligado y un fotén incidente aumentando la energia
de éste electron orbital lo suficiente para provocar su expulsion. El
mayor tiempo de consumo en la simulacion de trasporte de radia-
cion ionizante en Monte Carlo es debido a la dispersion Compton
ya que realiza el calculo de las coordenadas y los angulos de dis-
persion. Por lo cual se plantea un nuevo método de muestreo para
dispersion Compton de fotones ionizantes por Monte Carlo, lo que
permitira disminuir el tiempo de calculo.

La importancia de dicho trabajo, contribuira generalmente a rea-
lizar mas rapido los calculos dosimetricos, ya que es necesario co-
nocer la energia que se deposita cuando se utilizan este tipo de
radiaciones. Esta nueva metodologia de muestreo para realizar de
manera mas rapida el calculo impactara en el area clinica ya que los
tiempos de calculo seran menores lo que llevara a que los pacientes
reciban antes sus tratamientos de radioterapia.

1.1. HIPOTESIS

El angulo polar de dispersion Compton en agua se puede simular
por Monte Carlo mas rapido y eficientemente a través de funciones
de distribucion angular.



1.2. OBJETIVOS

1.2.1. General

» Determinar una funcion de distribucion angular 6ptima para
el angulo polar en la dispersion Compton en agua.

» Calcular mas rapidamente los angulos polar y azimutal en la
dispersion Compton por un método seminanalitco.

1.2.2. Especificos

= Realizar el calculo del angulo polar de dispersion por al menos
3 métodos establecidos de muestreo (Clasico, Kahn y EGS).

= Calcular la funcion de distribucion de la radiacion dispersada
por efecto Compton producida por el agua.

» Determinar cual de los métodos es el mejor.



Capitulo 2
MARCO TEORICO

2.1. RADIACION

La radiacion es la emision o transmision de energia en forma de
ondas o particulas a través del espacio o de un medio material. Esto
incluye:

» Radiacion electromagnética, como las ondas de radio, luz vi-
sible, rayos X y rayos gamma (todas estas formas de radiacion
electromagnética se componen por fotones).

= Radiacion de particulas, tales como radiacion alfa (nucleos de
helio), radiacion beta (electrones o positrones) y la radiacion
de neutrones.

» Radiacion acustica, tal como ultrasonido, sonido, y las ondas
sismicas.

» Radiacion gravitatoria, la radiacion que toma la forma de las
ondas gravitacionales en la curvatura del espacio-tiempo.

La radiacion a menudo se clasifica como ionizante y no ionizante
en funcion de la energia de las particulas irradiadas. (Ortega and
Jorba, 1996)



Ondas de Radio

1010 1014 1016 1018

10°
MHz

10°
GHz

10"

KHz

Radiaciones no ionizantes

Figura 2.1: Espectro Electromagnético.
(www.mimagnetoterapia.com/Espectro %20Tabloid.jpg)

En ésta tesis se va analizar la interaccion de la radiacion electro-
magneética, en forma de rayos Xy rayos gamma (que se componen de
fotones), sobre la materia. Debido a sus propiedades ionizantes, los
rayos X y los rayos gamma son los que se emplean en radioterapia
para eliminar células cancerigenas.

2.2. IONIZACION

La ionizacion es el proceso por el cual un atomo o una molécula
adquiere una carga negativa o positiva al ganar o perder electrones
(formando iones). La ionizacion o excitacién ocurre cuando hay un
choque entre un foton o una particula cargada, con un electron que
se encuentra enlazado a un atomo. Se puede remover un electron
enlazado débilmente al nucleo, al aplicar una determinada cantidad
de energia, formando un atomo ionizado. A esta energia se le conoce
como potencial de ionizacion y varia entre 4 y 25€V. Igualmente, el
electron que es removido y el atomo ionizado, reciben el nombre de
par ionico. A este proceso se le conoce como ionizacion. (Tachino
et al., 2006)
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Figura 2.2: Esquema del proceso de ionizacion.
(www-naweb.iaea.org/nahu/DMRP/images/faq01_ionization.jpg)

2.3. RADIACION IONIZANTE

La radiacion ionizante es aquella que tiene una energia mayor
a 10 eV, suficiente para ionizar los atomos y moléculas, y romper
enlaces quimicos. Esta es una distincion importante, debido a la
gran diferencia de nocividad para los organismos vivos. Una fuen-
te comun de radiacion ionizante son los materiales radiactivos que
emiten radiacion alfa (nucleos de helio), beta (electrones o positro-
nes) 6 gamma (fotones).

Los rayos gamma y los rayos X constituyen la parte ionizante del
espectro electromagnético (se denomina espectro electromagnético
al grafico que muestra los diferentes tipos radiacién electromag-
nética, ver figura 2.1). Y la luz visible, luz infrarroja, microondas y
ondas de radio constituyen la no ionizante debido a su baja energia,
su principal efecto en la interaccion con el tejido es el calentamien-
to. Este tipo de radiacion solo dana las células si la intensidad es
suficientemente alta como para causar un calentamiento excesivo.
La radiacion ultravioleta tiene algunas de las caracteristicas de las
radiaciones ionizantes y no ionizantes.(Attix, 2008)

En éste trabajo se analiza unicamente la radiacion ionizante
electromagnética: este tipo de radiacion esta formada por fotones
con energia suficiente como para ionizar la materia. Segun su ori-
gen y su energia se clasifican en rayos X y rayos gamma. Este tipo
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de radiacion es la que lleva suficiente energia para liberar electro-
nes de los atomos o moléculas, es decir, los ioniza.

La radiacion ionizante es invisible y no directamente perceptible
por los sentidos humanos, por lo que los instrumentos de deteccion
de radiacion, tales como contadores Geiger se requieren.

La radiacion ionizante se aplica de manera constructiva en una
amplia variedad de campos como la medicina, la investigacion, fa-
bricacion, construccion, y muchas otras areas. También puede pre-
sentar un peligro para la salud si no se siguen las medidas adecua-
das para evitar la exposicion no deseada. La exposicion a la ra-
diacion ionizante causa dano a la vida del tejido, y puede resultar
en mutacion, enfermedad por radiacion, cancer, y muerte. En éste
trabajo se analiza la radiacion ionizante electromagnética. Segun
su origen y su energia se clasifican en rayos X y rayos gamma.

2.3.1. Rayos Gamma

La radiacion gamma o rayos gamma, se denotan por la letra grie-
ga gamma en minuscula v, es un tipo de radiacion electromagnéti-
ca, y por tanto constituida por fotones, producida generalmente por
elementos radiactivos o por procesos subatomicos como la aniqui-
lacion de un par positron-electron.

Debido a las altas energias que poseen, los rayos gamma consti-
tuyen un tipo de radiacion ionizante capaz de penetrar en la materia
mas profundamente que la radiacion alfa y la beta. Pueden causar
grave dano al nucleo de las células, por lo cual se usan para este-
rilizar equipos médicos y alimentos.

La energia de esta naturaleza se mide en megaelectronvolts (MeV).
Un MeV corresponde a fotones gamma de longitudes de onda infe-
riores a 107! m o a frecuencias superiores a 10 Hz. (Attix, 2008)

Los rayos gamma se producen por desexcitacion de un nucleon
de un nivel o estado excitado a otro de menor energia y por desin-
tegracion de isotopos radiactivos. Se diferencian de los rayos X en
su origen.



2.3.2. Rayos X

Los rayos X son una radiacion electromagnética de la misma na-
turaleza que los rayos gamma. La diferencia con los rayos gamma
es que los rayos X surgen de fenomenos extranucleares, a nivel de
la orbita electronica, fundamentalmente producidos por desacele-
racion de electrones.

Cuando un foton con una energia igual o mayor a 87.95 keV
(energia de enlace del electron) golpea a un electron, este es expul-
sado del atomo, dejando un espacio vacante. Inmediatamente, uno
de los electrones que se encuentra en las capas exteriores cae en el
espacio dejado por el electron expulsado (fotoelectron).

Cuando esto sucede un foton es emitido, si es un foton con ener-
gia alta, se dice que es un rayo-X. Los rayos X son una radiacion
ionizante porque al interactuar con la materia produce la ionizacion
de los atomos de la misma, al igual que los rayos gamman, origina
particulas con carga (iones).(Als-Nielsen and McMorrow, 2011)

2.4. INTERACCION DE RADIACION IONIZAN-
TE CON LA MATERIA

Los fotones al atravesar la materia interaccionan tanto con los
electrones como con los nucleos atomicos de manera que solamente
los fotones absorbidos ceden su energia al medio (Brosed, 2012).
Otros fotones, al interaccionar con el medio, son desviados de su
trayectoria pero no ceden energia en esta interaccion, sino que solo
se dispersan como se muestra en la figura [2.3].
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Figura 2.3: Procesos de interaccion de fotones ionizantes.
(http://images.slideplayer.es/2 /300957 /slides/slide_44.jpg)

En esta tesis se toma en consideracion la interaccion de fotones
mono energéticos con moléculas de H,O neutras, la razéon por la
que se estudia la interaccion de la radiacion en agua es debido a
que se quiere analizar la interaccion de los fotones en el tejido con-
siderando que el 60% del peso de un hombre adulto promedio es
agua.

2.4.1. Procesos de Interaccion del Foton con Res-
pecto a su Energia

A continuacion se presentan los 4 tipos procesos en interaccion
de fotones con la materia que se encuentran dentro de los rangos
de energia que son de interes:

= Dispersion Rayleigh
» Efecto Compton

» Efecto fotoeléctrico



» Produccion de pares

Para el efecto Compton, el efecto fotoeléctrico y la produccion
de pares es necesario considerar la energia del foton y el nimero
atomico (Z) del medio absorbente, ya que de esto dependera el tipo
de interaccion que ocurra. El numero atomico 6 Z es el numero de
protones que hay en el nucleo del atomo de un elemento. Para los
medios con Z bajo (por ejemplo, el carbono, el aire, el agua, el tejido
humano) la region de dominio del efecto Compton es muy amplia,
se extiende desde 0.02 MeV y 30 MeV. Este dominio se estrecha
gradualmente con el aumento de Z como se ve en la figura 2.4 (Attix,
2008)

TrerTTrmr o rorTTTTm U B RALL e e an B RLL
1204~ :
2 ook Efecto' ) Produccion’
g . Fotoeléctrico de Pares -
5 80f B
2 ol '
s Wr Efecto o
5=
g 4o Compton .
2 20 -]
N 0
001 00505 05 | 510 50100

Energia del foton hv, en MeV

Figura 2.4: Procesos de interaccion en el medio en funcion de la
energia del foton.(Attix, F. 1986. p. 125)

2.4.2. Dispersion Rayleigh.

En la dispersion de Rayleigh, los fotones sufren procesos elasti-
cos sin deposicion o transferencia de energia (dispersion coherente).
Este proceso se produce cuando un foton incidente interacciona con
la nube electronica del atomo, dando como resultado un fotén con la
misma energia incidente dispersado un pequeno angulo respecto la
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trayectoria inicial que puede calcularse por las seccion transversal
diferencial de Thomson que se define por:

dor(0) 5 [1+ cos®d)]
o 02
donde ¢ es el angulo de dispersion y r, es el radio clasico del

electron.
Radio clasico del electron:

(2.1)

r. = 2,8179403267x10" ¥m (2.2)

SRR

Foton Incidente b

Figura 2.5: Dispersion de Rayleigh.
(http://images.slideplayer.es/4 /1549245 /slides/slide_25.jpg)

Debido a que los fotones incidentes sufren cambios en la direc-
cion pero sin cambios en la energia, no contribuyen en la deposicion
de esta en el medio. (Fulea et al., 2009)

La seccion eficaz o transversal es un area efectiva que cuanti-
fica la probabilidad intrinseca de un evento de dispersion cuando
un haz incidente golpea un objeto de destino, hecho de particulas
discretas. Por lo general se denota con la letra griega en minuscula
oy se mide en unidades de area.

11



En experimentos de dispersion, es a menudo de interés saber
qué probabilidad se produce en un evento determinado. Sin em-
bargo, la tasa depende fuertemente de las variables experimentales
tales como la densidad del material del blanco, la intensidad del
haz, o el area de superposicion entre la viga y el material diana.
Para el control de estas diferencias mundanas, se puede factorizar
estas variables, lo que resulta en una cantidad area similar cono-
cida como la seccion transversal.

2.4.2.1. Seccion eficaz para la dispersion Rayleigh

Para conocer la medida con la cual los fotones interaccionan con
los atomos esta se describe en términos de cantidades conocidas
como secciones eficaces (o). Para la seccion eficaz Rayleigh tiene la
siguiente forma (Morin, 1982):

Op = %[1 + Cos*(0)][F(q, 2)]? (2.3)

donde r, es el radio clasico del electron, ¢ es el angulo polar
de dispersion, ¢ es el parametro de transferencia de la cantidad de

movimiento: . 0
q= )\—Osen (5) (2.4)

Y F(q,Z) es el factor de forma atomico.

2.4.3. Efecto Compton
2.4.3.1. Importancia de la interaccion del efecto Compton

Es ésta investigacion se trabaja exclusivamente con el efecto Com-
pton, ya que es el que mas interacciones tiene a diferencia de la dis-
persion Rayleigh (coherente), efecto fotoeléctrico o produccion de
pares y el que toma mas tiempo de computo, tomando en cuenta
que el objetivo es reducir tiempos en la simulacion de dispersion de
radiacion. Es posible interpretar que el efecto Compton es el proce-
so mas probable ya que el efecto fotoeléctrico es dominante a bajas
energias del foton, la produccion de pares en altas energias y el do-
minio del efecto Compton es muy amplio, se extiende desde = 20
keV hasta = 30,000 keV (regresar a figura 2.4) y es para medios
con numero atomico bajo por ejemplo; carbono, aire, agua, tejido
humano. Y el codigo de transporte de radiacion para calcular la
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radiacion dispersa con el método de Monte Carlo requiere que el
calculo de la dispersion Compton producida por el agua sea mas
rapido.

2.4.3.2. Cinematica de la interaccion del efecto Compton

La figura 2.6 muestra esquematicamente un fotéon de energia
hv colisionando con un electréon. Un fotén de energia cuantica in-
cidente hv desde la izquierda golpea un electréon estacionario no
confinado, dispersandolo con un angulo ¢ respecto a la direccion
del foton incidente, con energia cinética T'. El fotén dispersado hv’
sale con un angulo 6 en el lado opuesto de la direccion original,
en el mismo plano de dispersion. La energia y el momento se con-
servan. La suposicion de un electron no confinado significa que las
relaciones cinematicas por encima son independientes del nuiumero
atomico del medio.

Figura 2.6: Cinematica del efecto Compton.
(http://klaihem.tripod.com)
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A medida que la energia del foton aumenta, su longitud de onda
decrece y hay una mayor tendencia a interactuar con los electrones
individuales y no con el atomo en su conjunto como en el caso del
efecto Rayleigh.

La radiacion en la direccion del angulo azimutal se distribuye
homogéneamente, pero en el caso del angulo polar no ocurre asi.
Lo que significa que en plano en el que es dispersado el foton la
dispersion fotonica es uniforme pero en plano perpendicular a este
no lo es.

El siguiente conjunto de tres ecuaciones, cada una en tres va-
riables, ofrece en forma conveniente una solucion completa a la ci-
nematica de las interacciones Compton. (Attix, 2008)

La energia incidente del foton y su energia de dispersion se dan
por la siguiente ecuacion:
h
h' = Y (2.5)
hv
1+ (1 — cosb)

M2

Energia cinética que adquirio el electron:

T =hv—ht (2.6)

Cotangente del angulo del electron en funcién de las energias
iniciales y del angulo en que se disperso el foton:

cotp = (1 + Wiwcz)tan(g> (2.7)

donde 6 es el angulo de dispersion del foton con respecto a su
eje original, y ¢ es el angulo en el que desvia el electron despues de
la colision.

Constante de Plank: h = 6,62606957 x 10734 Js
Velocidad de la luz: ¢ = 299792458 m/s

Masa del electron: m, = 9,10938356 x 1073 kg
Carga de electron: e = 1,602176565 x 1071 C
Electronvolt: 1 eV = 1,602176565 x 107 J

Energia del electron en reposo: m.c? = 0,511 MeV
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Sin embargo para determinar completamente lo que ocurre en
dicho proceso hay que calcular varias cantidades: la probabilidad
de que ocurra la interaccion en funcion de la energia del foton in-
cidente y las nuevas direcciones y energias del foton y del electron
después de la colision. La nueva direccion del foton se calculara con
la seccion eficaz diferencial del efecto Compton, que viene dada por
la formula de Klein-Nishina: (Evans, 1958)

dogn 72 1 5 a?(1 — cosh)
== 1 0 2.8
ds) 2 [1+ a(l + cosb)] sty + a(1 — cosb) (2.8)
donde ok es la seccion eficaz por electron, €2 es el angulo solido,
r. es el radio clasico del electron y a = hv/m.c* es la energia del foton
incidente en términos de la masa en reposo del electron.

Debido esto la diferencia de energia entre el foton incidente y el
foton dispersado es transferida al electrén libre por lo tanto contri-
buye a la deposicion de energia en el medio. (Attix, 2008)

2.4.3.3. Seccion eficaz para el efecto Compton

Integrando la seccion diferencial oy (Klein-Nishina) para todo
el angulo solido se obtiene la seccion eficaz total del proceso, que
nos da la probabilidad de que ocurra un efecto Compton en funcion
de la energia del foton incidente (Attix, 2008):

1+ a (2(1—|—a) - Ln(1+2a)> L In(l+20) 1430

= 27r{ - 2.9
oc WTO[ a? 14 2« « 2 (14 2a)? (2.9)

donde o = hv/m.c* en el cual hv es expresado en MeV y m.c? es
igual a 0.511 MeV.

2.4.4. Efecto Fotoeléctrico

Es el proceso mas importante de interaccion de radiacion con la
materia a bajas energias asi como para materiales absorbentes con
numero atéomico grande. Una caracteristica de este efecto es que la
velocidad de los fotoelectrones crece al aumentar la frecuencia de
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la radiacion incidente y no de su intensidad, solo se puede obtener
efecto fotoeléctrico a una frecuencia minima para cada material.

En el proceso fotoeléctrico toda la energia del foton incidente
E = hv, es cedida a un electron ligado de un atomo que resulta
expulsado del mismo con una energia cinética, ver figura [2.7].

T=hw—W (2.10)

donde T es la energia cinética impartida al electron y W es el po-
tencial de ionizacion del electron. Este mecanismo de interaccion
de fotones con la materia es el dominante cuando la energia de los
fotones es baja, (inferior a los 50 keV), originando un electron libre,
este puede asi salir del absorbente o, mas probablemente, ser reab-
sorbido casi de inmediato debido al corto alcance de los electrones
en el medio.

Foton ——

Fotoelectron

Figura 2.7: Efecto fotoeléctrico.
(http:/ /en.wikibooks.org/wiki/Basic_Physics_of_Digital Radiography)

Un ejemplo claro donde uno puede encontrar este efecto es en
una celda solar que es un dispositivo que transforma la energia
luminica del Sol (fotones) en energia eléctrica (flujo de electrones
libres) y esta compuesta de un material particular que presenta el
efecto fotoeléctrico (absorber fotones de luz y emitir electrones).
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2.4.4.1. Seccion transversal para efecto fotoelectrico

Si bien no existe una expresion analitica tiinica para describir la pro-
babilidad del efecto fotoeléctrico en un atomo para todos los rangos
de energia y numero atomico, es posible escribir la siguiente apro-
ximacion cuando la energia de los fotones es superior a la energia
de enlace de los electrones del atomo Attix (2008):
Z’n
> 2.11

oF DE ( )
siendo k una constante de proporcionalidad, y n varia entre 4 y 5
en el rango de energias de intereés.

2.4.5. Produccion de Pares

Un foton incidente cerca del nucleo tiende a desaparecer debido
a la interaccion coulombiana y como consecuencia; la creacion de
un electron y un positron [antiparticula del electron]. Para esto, el
foton debe tener una energia que exceda los 1.022 MeV (la suma de
las energias en reposo de un electréon y un positron).

Después de que el positron y el electron son proyectados, van
perdiendo su energia cinética por excitacion, ionizacion o bremss-
trahling. El positron al perder toda su energia se une a un electron,
produciendo dos fotones de 0.511 MeV, cada uno. A esto se le co-
noce como radiacion de aniquilamiento, ver figura 2.8.
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Figura 2.8: Produccion de pares.
(http://slideplayer.es/slide/1549245/)

2.5. METODO MONTE CARLO

El nombre "Monte Carlo"fue popularizado por los investigado-
res de fisica Stanislaw Ulam, Enrico Fermi, John von Neumann y
Nicholas Metropolis, entre otros. EI nombre hace referencia al Ca-
sino de Monte Carlo en Monaco, donde el tio de Ulam tomaba dinero
prestado para apostarlo. El uso de la aleatoriedad y de la naturaleza
repetitiva en el método de Monte Carlo es analogo a las actividades
que se llevan a cabo en un casino. La simulacion de Monte Carlo
data del ano 1940, cuando Neuman y Ulam la aplicaron en el cam-
po de la experimentacion de armas nucleares.

El método de Monte Carlo es un método no determinista o esta-
distico numérico, usado para aproximar expresiones matematicas
complejas y costosas computacionalmente de evaluar con exacti-
tud. El método de Monte Carlo proporciona soluciones aproxima-
das a una gran variedad de problemas matematicos posibilitando
la realizacion de experimentos con muestreos de numeros pseudo-
aleatorios en una computadora. El método es aplicable a cualquier
tipo de problema, ya sea estocastico (basado en la teoria de la pro-
babilidad) o determinista.

Es utilizado a menudo para problemas fisicos y matematicos, es

muy util cuando es dificil o imposible usar otros métodos matema-
ticos. El método de Monte Carlo se utiliza principalmente en tres
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clases de problemas distintos: optimizacion, integracion numeérica,
y la generacion de sorteos de una distribucion de probabilidad.

En los problemas relacionados con la fisica, el método de Monte
Carlo es muy favorable para los sistemas de simulacion con muchos
grados de libertad acoplados, como los fluidos, materiales desor-
denados, solidos fuertemente acoplados, y estructuras celulares.
Otros ejemplos incluyen fenémenos de modelado con una impor-
tante incertidumbre en insumos tales como el calculo de riesgo en
los negocios y, en matematicas, evaluacion de integrales definidas
multidimensionales con condiciones de frontera complicados. (Jen-
kins et al., 1988)

2.5.1. Aplicacion del Método Monte Carlo al Trans-
porte de Radiacion Ionizante en la Materia

En el método Monte Carlo se combinan conceptos estadisticos
como lo es el muestreo aleatorio, con la generacion de numeros
aleatorios y la automatizacion de los calculos. Es un procedimiento
matematico que consiste en la generacion numeérica de series me-
diante un muestreo aleatorio de las distribuciones de probabilidad.

Todos los procesos que involucran el transporte de particulas
tienen naturaleza estocastica, es decir, no se puede prever qué tipo
de interaccion se va a producir en cada momento y lugar sino que
solamente se puede asignar una probabilidad a cada uno de los po-
sibles sucesos. Sin embargo, las distribuciones de probabilidad que
describen el comportamiento del sistema que se quiere estudiar son
conocidas. El método de Monte Carlo construye un modelo estocas-
tico, que basandose en las funciones de densidad de probabilidad
modela secuencialmente eventos individuales de una variable alea-
toria. Teoricamente se siguen todos los eventos o interacciones que
sufre cada particula desde su origen hasta que alcanza una condi-
cion terminal, ya sea por absorcion, escape, energia de corte, etc.
Lo mismo se aplica para todas las particulas creadas en el proceso.

El método de Monte Carlo es considerado el mas preciso para
simular el transporte de particulas en un medio. Para cualquier
evento, el método de Monte Carlo genera un numero aleatorio fun-
damentandose en las funciones de distribucion de probabilidad,
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que definira el tipo de interaccion y otros parametros. Posterior-
mente, se calcula el valor esperado de todos los eventos simulados.
El valor esperado de una o varias variables aleatorias es equivalen-
te al valor de una cantidad fisica del sistema estudiado.

La historia de una particula comienza calculando mediante pro-
cesos aleatorios la probabilidad de que se cree una particula, de
manera analoga se obtiene la energia, la posicion y la direccion ini-
cial de la trayectoria de dicha particula, tomando en cuenta que
éstas son independientes entre si, ver figura 2.9. Posteriormente,
se simula la distancia libre que recorrera antes de interaccionar y
el tipo de colision que sufrira. La energia y direccion de las parti-
culas dispersadas son variables aleatorias que también se calculan
en la simulacion. Este proceso continua para cada uno de las par-
ticulas que se van generando hasta que se alcanza una condicion
terminal. Siendo posible obtener con este método, paso por paso, el
“trayecto aleatorio” de las particulas a través del medio, obteniendo
asi la distribucion exacta de estas. (Bielajew, 2001)
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Figura 2.9: Trayectoria aleatoria de una particula a través de un
medio.
(www.ptolomeo.unam.mx:8080/jspui/
bitstream/132.248.52.100/720/5/A5.pdf)

2.5.2. Meétodo Clasico

Es un método que utiliza la técnica Monte Carlo para el muestreo
del angulo polar de dispersion Compton. Considera la dispersion
Compton como un proceso clasico, donde los fotones sufren una
pérdida de energia por la interaccion con los electrones atomicos o
con electrones libres, y depositan energia en el tejido (Fulea et al.,
2009). Para calcular la nueva direccion del foton se basa de la for-
mula exacta de seccion transversal diferencial del efecto Compton,
que viene dada por la ecuacion de Klein-Nishina.

La ecuacion de Klein-Nishina para la seccion transversal dife-

rencial de la dispersion no coherente o dispersion Compton de la
radiacion electromagnética no polarizada en un electron libre en
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reposo se visualiza de ésta forma:

2
oxn(hV/,0) 1.V hv' h'
_ = —— 1 - — 0 2.12

a0 2w |t S (2.12)

Una forma para muestrear el angulo polar desde (2.12) es con-
siderar la parte con mayor dependencia (peso) de § que seria:

2
hv' ha'
= |1 — | — —sin%6 2.1
v + (hv) hv St ( 3)

donde w seria la variable de ponderacion que tiene un valor maximo
de 2 y es la que determina el peso o la validez del angulo generado.
De acuerdo a la ecuacion (2.5) se tiene

hv " hv
h' MeC?

(1 — cosf) (2.14)

hv .. .
donde o es maxima cuando ¢ = 7 y minima cuando 6 = 0, por lo
14
tanto el valor maximo y el minimo de ésta relacion serian igual a:

(h“> _ 1492 (2.15)

hv' MeC?

hv
— =1 2.1
(hv/)mfn ( 6)

Ahora se define a un numero aleatorio » que se encuentra en el
rango [0, 1]. La ecuacion (2.15) se elevara a r, donde éste numero
aleatorio determinara el valor de la ecuacion (2.14) de la siguiente
manera:

hv

1
* MeC?

(1 — costl) = (1+2 hv )T (2.17)

MeC?

sl r es igual a 1 entonces el valor sera maximo y si r es igual a 0
entonces el valor sera igual a 1.

Se despeja (1 — cosf) y se obtiene la siguiente ecuacion:

mec? hv \"
(1 —cosb) = o [(1 + 2m602> — 1] (2.18)
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donde (1 — cosf) tiene un valor maximo de 2.

Ahora se determina u = 1 — cos#, y se ontendra la ecuacion que
mas nos importa para el muestreo del angulo polar:

(1+2 h“2)r—1] (2.19)
MeC

La dispersion del angulo polar, 6, es entonces computarizado
aplicando:

MeC?
u =
hv

0 = arccos (1 — u) (2.20)

el angulo se aceptara si se cumple la siguiente desigualdad:

w > 2r (2.21)

ya que al elegir los valores de w mayores a 2r se estan escogiendo
los valores mas probables.

2.5.3. Método Kahn

Al igual que el método clasico, el método de Kahn es un método
de muestreo para calcular la dispersion del angulo polar por efecto
Compton, utilizando la técnica Monte Carlo. El algoritmo desarro-
llado por Kahn tiene sus fundamentos en la ecuacion de seccion
transversal de Klein-Nishina suponiendo a los electrones libres y
en reposo en el dispersor. (Ljungberg, 1998)

La ecuacion de Klein-Nishina puede escribirse como:

dogn(o,0) 12 1 + cos®0 ) a?(1 — cosh)?
dQ 2 [1+ a1l — cosh)]? * (14 cos?0)[1 + a1 — cosb)]
(2.22)
siendo r. = 2,818z107'm. el radio clasico del electréon, 6 el angulo
polar de dispersion del foton y o = hv/m.c? la energia del foton inci-
dente expresada en unidades de la energia masica del electron en
reposo.
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Si se sustituye: d)2 =sinf-df - dy, y se integra a través del angulo
azimutal, ¢, se tiene la expresion:

dogn(a,0) s  1+cos?0 a?(1 — cos)? ,
— =TT, 1+ -sin 6
do 1+ a(l —cosf)]? (1+cos?0)[1+ a(l —cosb)]

(2.23)

cuyo reajuste conduce a la ecuacion:

dogn(a,0) 2 sin 0
db e [1+ a(l —cosh))?

1+ a(l —cosf)]?+1—[1+ a(l —cosh)] + [1+ a(l —cosb)]? - cosh)?
14+ a(l —cosb)]

(2.24)

De las leyes de conservacion de la energia y el impulso se con-

cluye que la energia del foton dispersado, en unidades de la masa
en reposo del electron, puede expresarse segun:

’ (0%

= 2.25

“ [1+ a(l —cosh) ( )

Si se define v = & = 1 + a1 — cosf) y se sustituye en la ecuacion

2.24, se tiene:

d 0 1 1
oxn(, ):ﬂ-rg-—' x4+ — —cosf?—1|-sinf (2.26)
do 72 r
aplicando la transformacion %2 = 9.9 donde % = o-sinf, se obtiene:
d 0 21 1
UKZix, ) _ Ware et |:;E+E—COS€2—1:| -dr (2.27)

Si se considera que para el muestreo de la variable » mediante el
meétodo de rechazo, la constante de normalizacion no necesita ser
especificada, es posible definir la funcion de densidad de probabi-
lidad de = como:

1

o - 22

f(z,0,a) = . {az + é — cos#* — 1} . (2.28)

siendo cosf =1 — %‘1 cuando se valua en 6 = 0 el valor de z es mi-
nimo y cuando § = 7 el valor de x es maximo, es decir, 1 < x < 1+42a.
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El método de muestreo propuesto por Kahn parte del reajuste
de la FDP (2.28) y su descomposion en la suma de dos funciones
de densidad de probabilidad, cada una de ella compuesta por una
funcién normalizada y otra acotada en el intervalo 1 < z < 1 + 2a,
para obtener la siguiente expresion:

f(z,0,a) =

20+1 1 4 1 1 8 20+1 1
x a2

1

. . Z 204 =

2049 2a %19 2022 Q(COS T
(2.29)

20+l tomando en cuenta que

2012

Si se denotan: g,(z) = 5=, g2(2) =

14+2a 14+2a
/ g1(x)dx = / g2(x)dr =1 (2.30)
1 1

y tambien se define a h,(z) = 4 <l - i) Yy ho(z) = 3 <<3os2 6 + %) donde

méx(hy(z)) = max(he(z)) = 1, entonces el procedimiento consiste en
el muestreo segun fi(z) = g1(z)h1(2) y fo(x) = g2(x)he(z) con frecuen-

: ; 2041 :
cias relativas 5= y 5.5 respectivamente.

El muestreo segun f;(x)(i = 12) se realiza aplicando el método de
inversion a g;(z) para obtener la realizacion de la variable x, la que
es aceptada o no mediante el método de rechazo segun h;(z).

Acorde con el método de inversion, la realizacion de la variable x
se obtiene entonces resolviendo una de las siguientes ecuaciones:

N — L
’Y:/l g1(2)dx’ = 2a($ 1) (2.31)
Y= /m ga(a')dz' = 2ot (1 — l) (2.32)
1 2ce T

siendo v un nuamero aleatorio uniformemente distribuido en el in-
tervalo (0,1).

Para g;(x) el valor de = se obtiene como = = 2a - v + 1, mientras
que para g,(z) el valor de = se obtiene segun: z = 2241, (Ozmutlu,
1992)
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2.5.4. Método EGS (Electron Gamma Shower)

El sistema de codigo de computadora EGS es un paquete de pro-
posito general para la simulacion Monte Carlo del transporte aco-
plado de electrones y fotones en una geometria arbitraria para par-
ticulas con energias de unos pocos keV hasta varios TeV.

Existen dos direcciones que utilizan el codigo fuente del proyecto
ya existente: EGSnrc, mantenida por el Grupo de Estandares de ra-
diacion ionizante, Instituto de Estandares Nacionales de medicion,
Consejo Nacional de Investigacion de Canada y el EGS, mantenida
por la KEK, el centro de investigacion de la fisica de particulas japo-
nesa. En éste trabajo nosotros se utiliza el EGS, en su version mas
actual, EGS5.

Para el muestreo del angulo polar de dispersion este método se
basa de la formula de seccion transversal diferencial del efecto Com-
pton, que viene dada por la ecuacion de Klein-Nishina tal como en
los métodos anteriores, que se visualiza en la siguiente ecuacion:

do(hv)  Xonmrimec?

dhv' (hv)?

(2.33)

C
<f+02> Je+Cs+¢

donde
Xy = longitud de la radiacion (cm),
n = densidad de electrones (electron/cm?),
r. = radio clasico del electron (cm),
mec? = energia del eletron en reposo (MeV),
hv = energia del foton incidente (MeV),
hv' = energia del foton disperso (MeV),

e = hv'/hv,

hv

mec?’

hVQ =
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Cl = (hV0>_2,
02 =1-— 2(1 + hl/o)/(hyo)2,
Cs = (1 + 2hwy)/(hip)?.

La seccion transversal de Compton integrada sobre el rango de
energia de hv; a hv, puede ser expresada como:

/"”2 do(hv) Xonmr
A dhv' hvg

vy

1 1
Cl (- — —) + Cg ln§—2 +€2(Cg + 52/2) — 61(03 +51/2) (234)
1

€1 €9
donde
g1 = hvy/hv
E9 = hl/g/hl/

Se sabe que la energia de dispersion del foton es igual a:
siguiente ecuacion:

h' = hw (2.35)

hv
1+ e (1 — cosb)

El valor maximo y el minimo de hv’ ocurre cuando 6 =0, 7, 6

hv! .. = hvy = hv (2.36)
hv
W = hy = — 2.37)
P12ty

Tenga en cuenta que éste tratamiento, considera los electrones
atomicos como no unidos al atomo y en reposo. Cuando existen
efectos debido a ésta aproximacion.

Para fotones de alta energia estas suposiciones son razonables,

pero a energias mas bajas iniciales, la union atomica de electrones
tiene el efecto de disminuir la seccion eficaz de dispersion Compton
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dada por la ecuacion 2.33, en particular en la direccion hacia ade-
lante. Sin embargo, aun considerando €stas suposiciones, éste mé-
todo sigue siendo de los mas eficientes para fotones de baja energia.

Ahora hay que tratar las técnicas de muestreo de la energia del
rayo gamma dispersado. Si se define la variable que se quiere mues-
trear como:

e=hv'/hv, (2.38)

es posible ver de las ecuaciones (2.36) y (2.37) que ¢ debe estar en
el intervalo (g9, 1), donde

B hv
_1+2 hv

Mec?

€0 (2.39)

Se inicia con una forma de la seccion transversal diferencial si-
milar a la dada por Butcher y Messel (Butcher and Messel, 1958):

£sin’d
1+ &2

do(hv)  Xonmrimec® [1
de hv

x f(e)g(e) (2.40)

Se muestrea f(c) = % + ¢ sobre (g, 1) y utilizar g(¢) = [1 - %}

como una funcion de rechazo. Se factoriza [% + 5] sobre (e, 1) como
sigue

2
fle) = % +e=> aifile) (2.41)

=1

donde
1 1
o = 111(1/6), f1(5) = m (g) ,E € (50, ].) (242)
an = (1= 2)/2, fule) = (13—553),5 € (c0,1). (2.43)
Se muestrea f; al permitir que

g = gope™” (2.44)
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donde r es un numero aleatorio uniformemente distribuido en el
intervalo (0, 1). Podria muestrearse f, tomando el mayor de dos nu-
meros aleatorios si es esta dispuesto a rechazar los valores mues-
treados menores que ¢,, pero esto podria ser muy ineficiente para
fotones de baja energia. En lugar de eso, se realiza un cambio de
variables. De la siguiente manera:

,_6—80

£ (2.45)

n 1— 50.
A continuacion, con el fin de dar una adecuada distribucion a e,
¢’ debe tener la distribucion

de
FU(E) = Jale) 5 = A (E) + Sy (€) (2.46)
donde
. ') =2 ¢ € (0,1) (2.47)
Vo + 177 ’ ’
1
I ne_n o /
aQ—hVO+1, ,(e)=1,¢¢€(0,1) (2.48)

Ambas sub-distribuciones son muestreadas facilmente.

Para calcular la funcion de rechazo, es necesario obtener sin® 6.
Se define

mec?(1 —€)

t= (2.49)
hv-e
Usando la ecuacion
2\7 ., . 2
cosf — (hv +mec®)h' — hv - mec (2.50)
hv - hv/'
se entiende que
2
e 1 -
cosg=1- M=) (2.51)
hv - ¢
entonces
sin?f =1 —cos?6 = (1 — cos0)(1 +cosf =) = (2 — t). (2.52)

Cuando se acepta el valor de ¢, entonces el sinf y el cosf se ob-
tienen a través de
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sinf = Vsin? 0 (2.53)

cos =1—1t¢. (2.54)

2.6. MUESTREO MONTE CARLO

De aqui en adelante se demuestra como los numeros al azar se
pueden emplear para tomar muestras de distribuciones de proba-
bilidad. Toda simulacion estadistica se basa en la creacion de un
modelo estocastico (analizable en términos de probabilidad) del sis-
tema bajo estudio, de forma que los valores buscados de las magni-
tudes fisicas que caracterizan al sistema se deducen a partir de los
valores esperados de determinadas variables aleatorias (Persliden,
1983). Estas variables se obtienen a su vez como combinaciones
de otras variables aleatorias que describen los diferentes procesos
acontecidos en el sistema.

2.6.1. Funcion de Densidad de Probabilidad (FDP)

Es una funcion que describe la probabilidad que tendra la varia-
ble aleatoria para tomar un valor a lo largo de todo su dominio. La
integral definida de la FDP de cada intervalo coincide con la proba-
bilidad de los mismos. Es decir, es posible identificar la probabili-
dad de un intervalo observando el area bajo la curva de la FDP, ver
figura 2.10.
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Densidad
de
Probahilidad

Valor Estimado
Amay

p(x)

Probabilidad (%)

34% | 34%

I14%

Valor de la ' b
Warisble

Figura 2.10: Ejemplo de una Funcion de Densidad de Probabilidad.
Definida sobre el dominio [a,b], se puede observar que la suma de
la probabilidad de cada intervalo es igual a 100 %.

Para describir como esta distribuida alguna variable aleatoria,
se utiliza una funcién de densidad de probabilidad p(z) la cual debe
cumplir con la condicion de normalizacion expresada en la ecua-
cion.

/ N p(z)dr =1 (2.55)

[e.9]

Esta integral significa que al sumar todas las probabilidades de
la variable aletoria al tomar un valor en = debe ser igual a 1, que
puede visualizarse como un 100 %.

2.6.2. Funcion de Distribucion de Probabilidad Acu-
mulada
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A partir de la funcion de densidad de probabilidad es posible
construir ésta funcion de distribucion de probabilidad acumulada
que expresa la probabilidad que tiene la variable aleatoria = de caer
en un intervalo [a¢ < = < z,], sabiendo que el dominio completo es
[a < x <] y esta definida con la ecuacion:

c(xy) = /I1 p(z)dr Ja <z <] (2.56)

Al observar la figura 2.11, es posible entender que la probabili-
dad de que la variable aleatoria caiga entre a y b es de un 100 % ya
que es todo el dominio completo (todos los valores que puede tomar
la variable).
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100%
1 L LcL e

854%

c(x)

a X b

Figura 2.11: Ejemplo de una Funcion de Distribucion de Proba-
bilidad Acumulada, c¢(z). Definida sobre el dominio [a,b], se puede
observar que cada intervalo es la suma de la probabilidad de ese
intervalo con el anterior.

Ahora que ya se conoce las diferencias entre una funcion de den-
sidad de probabilidad y una funcion de distribucion de probabilidad
acumulada es posible continuar con los 3 métodos de muestreo.

2.6.3. Meétodo Directo (funcion de distribucion de
probabilidad acumulada invertible)

Para generar las variables aleatorias que son necesarias para la
simulacion, se generan numeros aleatorios uniformemente distri-
buidos entre [0, 1], por lo que la funcion de densidad de los nameros
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aleatorios r se define como p(r) = 1, lo que nos dice es que la proba-
bilidad de que r sea un numero entre Oy 1 es del 100 % (ver figura
2.12), cualquier numero entre O y 1 tienen la misma probabilidad
de generarse.

Densidad de 4
Probabilidad

1

o | 2
0 1 r

Figura 2.12: Funcion de Densidad de Probabilidad de los nimeros
aleatorios, p(r). Definida sobre el dominio [0, 1].

Por lo tanto, la funcién de distribucién de probabilidad acumu-
lada para los numeros aleatorios esta dada por la ecuacion 2.57.

c(r) = /0 lp(r>dr=r1 (2.57)

donde: 0<r; <1

Al igualar el valor de la funcion de distribucion de probabilidad
acumulada de la variable aleatoria z; con la funcién distribucion
de probabilidad acumulada de los numeros aleatorios r, es decir
c(x1) = ¢(r1), se logra un mapeo uno a uno entre los valores z; y
r1, por lo anterior se obtiene la ecuacion 2.59. Los valores de la
variable aleatoria = obtenidos utilizando la ecuacion 2.59, seguiran
la funcion de densidad p(z).

r = c(z1) (2.58)
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r = /I1 p(z)d(x) (2.59)

Lo que nos da a entender que el numero aleatorio r; es igual al
valor de la probabilidad que tiene de caer la variable aleatoria en en
intervalo [a, x;] como se muestra en la siguiente figura:

clx)
i
/
f';
L
/
/
/
/
/
/
/
I
a X, X, b

Figura 2.13: Funcion de Distribucion de Probabilidad Acumulada
(c(x)) obtenida al integrar p(z). Definida sobre el dominio [a, b].

Después de haber asignado los niumeros aleatorios en la funcion
de distribucion de probabilidad acumulativa, es decir, ¢(z) = r, se
puede invertir €sta ecuacion para obtener el valor de » a partir de
un numero aleatorio:

T = c_l(r) (2.60)

Todas las funciones de distribucion de probabilidad acumulada
que se derivan de las funciones de densidad de probabilidad ade-
cuadamente definidas son invertibles, numéricamente, si no anali-
ticamente (Bielajew, 2001).
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Entonces, al elegir r’s aleatoriamente a través de una distribu-
cion uniforme en el intervalo [0,1] y sustituyendo en la ecuacion
anterior, se generan z’s de acuerdo con la FDP apropiada. A partir
de esta secuencia de numeros aleatorios con distribucion uniforme
se realiza el muestreo de cada variable en Monte Carlo.

2.6.4. Meétodo de rechazo

Mientras que el método que se vié anteriormente siempre es posi-
ble, al menos en principio, a menudo es poco practico para el calcu-
lo de ¢7(), ya que puede ser muy complicado matematicamente o
contiene estructura matematica que es di culto a controlar. Otro
enfoque consiste en utilizar el método de rechazo.

Este método consiste en primeramente en generar un valor de
la variable aleatoria y enseguida probar que dicho valor simula-
do proviene de la funcién de densidad de probabilidad que se esta
analizando. Para comprender la logica de este método, suponga que
p(z), es una FDP acotada y con rango finito, es decir, a < x < b. De
acuerdo a esta funcion de densidad de probabilidad, la aplicacion
del método de rechazo o método de Neumann [Neumann, 1951] im-
plica el desarrollo de los siguientes pasos:

1. Generar un numero aleatorio, 7, uniforme en el rango [0, 1] y
usarlo para obtener una z la cual es uniforme en el rango de
la funcion de densidad de probabilidad, [a,b]. Para hacer esto,
se calcula el valor de z de la siguiente forma:

r=a+ (b—a)r (2.61)

Uno puede observar en ésta ecuacion que si el numero aleato-
rio es igual a O entonces z sera igual al valor minimo del rango
que es a y sl es igual a 1 entonces sera igual al valor maximo
que es b, es decir, el numero aleatorio r dara como resultado
una x que se encuentre dentro del intervalo [a, b].

2. Escalar la funcion de densidad de probabilidad p(z) con su
valor maximo, p,,..(z), obteniendo una nueva FDP (f(z)), ver
figura 2.14, de la siguiente manera:

fw) = 22 (2.62)



Esta nueva FDP tiene un valor maximo de 1 que ocurre cuando
x tiene el valor mas probable o estimado).

Figura 2.14: Funcion de densidad de probabilidad escalada para el
meétodo de rechazo.

3. Evaluar el valor calculado de z en la funcion de densidad de
probabilidad f(z).

4. Generar un segundo numero aleatorio, r,, uniforme en el rango
[0,1] al igual que el primero. Si se cumple:

p(x)

ro <
Prmaz(2)

(2.63)

Entonces aceptar el valor de z, de lo contrario repetir toda la
secuencia. Lo que nos quiere decir ésta desigualdad es que so-
lamente se aceptaran los valores con una mayor probabilidad
de acuerdo a la FDP utilizada, es decir, que el valor de la f(x)
sea mayor que 75, por lo tanto se aceptara una mayor cantidad
de variables que sean mas probables, y una menor cantidad
de las que sean menos probables.
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Este método genera z’s utilizando directamente la funcion de
densidad de probabilidad. Algunos consideran que este método des-
perdician numero aleatorios a diferencia del método anterior que
utiliza la funcién de distribucion de probabilidad acumulada inver-
tida. Sin embargo, se puede ahorrar tiempo de calculo si el ¢c7!() es
muy complicado. Uno tiene que perder muchos numeros aleatorios
para su uso como mucho tiempo de calculo como en la evaluacion
de una funcion trascendental. (Bielajew, 2001)

2.6.5. Meétodo Mixto

Este método es una combinacion de los dos métodos vistos an-
teriormente. Ahora, uno se imagina que la FDP es muy dificil de
integrar e invertir (muchas funciones densidad de probabilidad tie-
nen este caracter negativo), entonces se descarta el método directo,
y el método del rechazo es ineficiente debido a su costoso tiempo
de simulacion. Entonces se recurre a éste método que en ciertos
casos podria evitar el uso del método del rechazo (que es el menos
conveniente debido a que es el mas tardado en muestreo), claro,
su posibilidad de que pueda ser usado éste método depende de la
complejidad matematica de la p(x) (o FDP).

El primer paso es factorizar la FDP:

p(x) = f(z)g(z) (2.64)

donde f(z) es una funcion que puede ser invertible y g(z) es la fun-
cion que contiene la mayoria de la complejidad matematica. El desa-
rrollo del método mixto es de la siguiente forma:

1. Normalizar f(z) produciendo una f(z) tal que f; f(x)de < 1.

2. Se genera un numero aleatorio r, uniforme en el rango [0, 1]
para obtener una x = f~1(ry).

3. Sustituir el valor de z en g(z) produciendo una g(r) tal que
it
fofa fz)d= g(r1)dry = 1.

4. Se genera un segundo numero aletorio, r,, uniforme en el ran-
go [0,1].
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5. Aplicar el método del rechazo utilizando g(r;). Si ry < g (Tz) 7
Gmax \T
aceptar a z, de otro modo regresar al paso 2.

La eficiencia de éste método conciste en saber factorizar la fun-
cion para que la funcion g(x) sea lo mas sencilla posible, claro, com-
pleja matematicamente, pero que no involucre un calculo costoso
al momento de evaluarla usando la variable z.
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Capitulo 3
METODOLOGIA

3.1. MUESTREO DEL ANGULO POLAR DE
DISPERSION DEL FOTON DEBIDO AL
EFECTO COMPTON

El algoritmo para el transporte de radiacion por Monte Carlo nos
dice que un fotén entra en el material, es absorbido por efecto fo-
toeléctrico, o experimenta sucesivas dispersiones debidas al efecto
Compton, en las que va perdiendo energia y variando su trayecto-
ria, hasta que sale del material o es absorbido por efecto fotoeléc-
trico; o bien interacciona produciendo un par iones. Pero como se
menciono anteriormente, el proceso reelevante en este trabajo es el
efecto Compton ya que es el que esta tomando mas tiempo en su
simulacion debido a que tiene el mayor numero de incidencias en
comparacion con los otros procesos de interaccion.

3.1.1. Simulacion del angulo polar por 3 métodos
conocidos
Existen varios métodos para la simulacion de dispersion angular

de radiacion por efecto Compton basados en Monte Carlo. En éste
trabajo se utilizan los 3 métodos siguientes:

-Método Clasico

-Método de Kahn
-Método EGS (Electron Gamma Shower)
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Con cada método se muestrean los angulos polares de dispersion
de los fotones para distintas energias, se generan las distribuciones
angulares de frecuencias respecto a cada energia y de ahi se obser-
va cual método fue el mas eficiente.

Para realizar las distribuciones angulares, lo primero que se tie-
ne que hacer es muestrear los angulos en la computadora a par-
tir de los codigo que siguen los algoritmos de cada método con
100, 000, 000 historias (angulos). Mediante el uso de matrices dinami-
cas, en el codigo, se crea una matriz con 30 entradas, cada entrada
es un intervalo de 6° hasta llegar a los 180°, es decir, el primer inter-
valo es [0°—6°), el segundo es [6°—12°)..., y asi sucesivamente hasta
llegar al ultimo que es [174 — 180]. Cada angulo que genera el codigo
es seleccionado y sumado al intervalo que pertenece y de éste modo
se genera una distribucion angular de frecuencias.

Las distribuciones angulares se deben de escalar en un porcen-
taje del 100 %, esto significa dividir entre 1,000,000 (1 % del total de
historias) el nimero de incidencias de cada invervalo. De esta for-
ma, cada intervalo de la distribucion angular representara un por-
centaje de probabilidad.

3.1.1.1. Método Clasico

El angulo polar de dispersion, se genera aplicando la ecuacion
(2.20) y este se somete a prueba, si w satisface la condicion (2.21).
Estas valoraciones hacen que el angulo polar siga la distribucion
Klein-Nishina donde la dispersion en angulos pequenos es mas a
menudo que se produzca.

El siguiente diagrama de flujo muestra el algoritmo empleado
por el método clasico:
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Introducir la energia
incidente del fotdn
hv

L J
Generar un nimero
. -
aleatorio, K entre0y 1
v
Calcular el valor de o
L
Calcular elvalorde @
L J
Calcular el valor de w
L J
No

Si

Guardar el valor de 8

Figura 3.1: Diagrama de flujo del método clasico.
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3.1.1.2. Método de Kahn

El método de muestreo propuesto por Kahn permite dar solucion
a la seccion eficaz diferencial de Klein-Nishina para la obtencion del
angulo polar de dispersion () ademas de la energia h/ que llevara
el foton dispersado.

El siguiente diagrama de flujo muestra el algoritmo empleado
por este método:

R=20+l. Tzi

R+8
"Y1 Y2 Y3 N=27,[¢
+ - . R
a-n+l
w:(;-n+1 ! 1
w_
u=1-——
o
+
L
cosf=1-m 1JX=W|L-
o
o =—
X

Figura 3.2: Diagrama de flujo del método de Kahn.

3.1.1.3. Meétodo EGS (Electron Gamma Shower)

El proceso de muestreo del angulo polar dispersado por efecto
Compton del método EGS se presenta a continuacion:
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1. Calcular los parametros que estan en funcion de hv, pero no
de ¢, como: hvy, €9, a1 y Q.

2. Muestrear ¢ de la siguiente forma: Si a; > (ag + ) - 71, utilizar
£ = goe®"2, Si no se cumple entonces utilizar ¢ = gy + (1 — gg)e’,
donde ¢’ es determinada por

e’ = max(rs,ry) si hvy > (hvy + 1) - ro
0 desde

¢’ = r3 si no se cumple la condicién anterior.

3. Calcular ¢ y la funcién de rechazo g(¢). Si r, (or 75) >g(¢), recha-
zar y volver al paso 2. (Hirayama and Namito, 2005)

El siguiente diagrama de flujo en la figura 3.5 muestra el algo-
ritmo empleado por éste método:
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si

Introducir la energia incidente
del fotdn kv

E=gp

+ @@

no

l

Calcular
hvg. g, 00q y 23

l

Generar 5 nimeras
aleatorios entre (0,1)
PLTRTLTLYIS

%

i ey = (e )Ty : :
no

::::_'::_ P hvg = (hvg + 1)rs : __:"_:‘

si

£ = max (r.Ty)

no

£ =r

£E=gg+((1—gglie")

- Calcular ad
t(£) ygle)

si

L

| g = arccosil — |

Figura 3.3: Diagrama de flujo del método de EGS.

3.1.1.4. Determinacion del Mejor Método de Muestreo

Se establece cual es mejor método de muestreo tomando en cuen-
ta las siguientes consideraciones:

45



1. Las distribuciones de frecuencias angulares proporcionadas
por la simulacion con el método de muestreo deben cubrir los
180°.

2. Las distribuciones de frecuencias angulares simuladas por el
meétodo de muestreo deben tener una distribucion suave y poco
invariante en su forma.

3. Independientemente del valor de la energia (especificamente
pequenas energias) se debe poder distinguir el intervalo angu-
lar con mayor probabilidad en la distribucion angular.

4. El comportamiento de las distribuciones angulares deben es-
tar en funcion de lo observado experimentalmente, de acuerdo
a los datos que se tienen en la literatura donde se reportan al-
gunas distribuciones para energia especifica.

3.1.2. Simulacion del angulo polar por método se-
mianalitico

Después de haber realizado la simulacion del angulo polar por
los 3 métodos de muestreo que mencionados anteriormente se se-
lecciona el mas eficiente.

Se ajustan funciones analiticas a cada distribucion de frecuen-
cias del angulo polar del foton dispersado por efecto Compton, que
nos proporciona el mejor método seleccionado, para distintas ener-
gias del foton incidente, en éste caso, desde hr = 1 keV hasta 150
keV, cada 10 keV.

Por medio del Rijustado se da validez al ajuste de cada funcion
analitica a las distribuciones angulares. Rijusmdo €s un ajuste para
el Coeficiente de Determinacion (R?) que te penaliza por los puntos
que no encajan en el modelo. Si se agregan mas y mas variables
inudtiles a un modelo, R4, S€ reducird. Si agregan mas variables
- . 2 . -
utiles, RY;, 404, S€ inCrementara.

Hay una diferencia principal entre R*y el R?,;.q4,: R* asume que
cada variable individual explica la variacion en la variable depen-
diente. El R%;,,.4, indica el porcentaje de variacion de las variables
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independientes que realmente afectan a la variable dependiente.
La ecuacion para obtener R? es:

n 2
>im (Y —9)?
lo que significa que es la relacion entre la suma de los cuadrados

de los residuos (6 suma residual de cuadrados) y la suma total de
cuadrados (proporcional a la varianza de los datos).

.- 2 .
La ecuacion para obtener R Ajustado ©S°

(1-R*)(n-1)
n—=k

2 —
RAjustado =1-

] € (0,1) (3.2)

donde: n es el niumero de datos (tamano de la muestra), k es el
numero total de regresores independientes, es decir, el numero de
datos que no encajan en el modelo.

Al tomar en cuenta el Coeficiente de Determinacion Ajustado es
posible corroborar que cada funcion elegida es la que mas se ajusta
a cada Distribucion Angular, respectivamente.

Al estar seguros de la validez de cada funcion analitica ajustada,
ahora cada una de ellas se convertira en una Funcion de Densidad
de Probabilidad (FDP) que se utilizara para el muestreo del angulo
polar con respecto a una energia dentro del intervalo que se ha de-
terminado.

Para realizar el muestreo Monte Carlo, se debe considerar que
este tiene tres vertientes: Método Directo, Método del Rechazo y Mé-
todo Mixto, especificando que cada uno de ellos tiene sus propias
condiciones sobre la FDP (dependiendo de las ventajas de su facto-
rizacion o si es invertible), para que el método sea aplicable.

Con el método que haya aceptado la FDP, bajo sus condiciones
se van a muestrear 100 millones de angulos.
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3.1.2.1. Aplicacion del Método Directo

Ahora, se va a trabajar con cada Funcion Analitica Ajustada
[p(6)], 1a cual se convertira en la Funcién de Densidad de Proba-
bilidad (6 FDP).

Note que el numero de total de intervalos en que se divide la Dis-
tribucion Angular de Frecuencias (en el muestreo del angulo polar
con el mejor método) es 30, de 6° cada uno. Por lo tanto, cada 6 re-
sultante debe multiplicarse por 6 para obtener su valor en el rango
(0°,1807).

Como se vio anteriormente, en el método directo, lo primero que
se tiene que hacer es normalizar la funcién analitica ajustada que
ahora es la FDP 6 p(f) a utilizar. Para este caso la normalizacion de
la FDP se necesita de una constante N ya que la integral definida de
p(#) de 0 a 30 es igual a 100 (las distribuciones de frecuencias fueron
graduadas de un 100 %), es decir:

p(e)Normalizada =N- p(e); [33)

1
donde N = 100 es la constante de normalizacion.

Ahora, se obtiene la funcion de distribuciéon de probabilidad acu-
mulativa, ¢(f), para ésto se integra la p(0) yormatizada d€ 0 @ 0:

0
C(e) = / p(el)Normalizada o' =r e (0, 1),
0

Para que el método directo sea exitoso, la funcion de distribucion
de probabilidad acumulativa, ¢(#), debe ser invertible, por lo que
significa que es posible despejar ¢, es decir:

0 =c(r), 0<6<30, (3.4)

de este modo se realiza el muestreo de cada angulo polar con res-
pecto a un numero aleatorio generado uniformemente entre Oy 1. Y
para obtener el valor de 6 en grados:

0 =0-6, 0°<6 <180° (3.5)

El siguiente diagrama de flujo muestra el algoritmo empleado
por el método directo:
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Generar un numero
aleatorior € (0,1)

Generar un valor de

0 € (0,30)

Calcular
6’ € (0,180)

Guardar el valor de
BF

Figura 3.4: Diagrama de flujo del método directo.

3.1.2.2. Aplicacion del método de rechazo
1. Generar un numero aleatorio r € (0,1).

2. Generar un angulo, 6, con el numero aleatorio:

0=230-r. (3.6)
3. Sustituir ¢ en p(h).
4. Calcular 0
p
9) = ) (3.7)
10 =)

5. Generar un segundo numero aleatorio r, € (0,1).
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6. Si ry, >f(0) regresar al paso 1. De lo contrario, aceptar 6 cuyo
valor en grados es:

0 =0-6, 0°<6 <180° (3.8)

Se obtiene el numero esperado de las iteraciones que son necesa-
rias para que una 6,,,,.q4io S€a aceptada en ésta técnica del rechazo,
y esta definido como:

30
M= ! / p0) d6, 1<M<oo  (3.9)
0

p (epromedio)
ro < —m— 2
! ( = paa 0)
Esta es la relacion entre la probabilidad del numero total de los
pares de numeros aleatorios empleados y la probabilidad del nu-
mero esperado de los pares de numeros aleatorios que se aceptan,

como una medida de la complejidad computacional del algoritmo,
donde

Pmiax 0 +p Qmin
p (Qpromedio) - ( ) 9 ( )

El siguiente diagrama de flujo muestra el algoritmo empleado
por el método del rechazo:
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Generar un nimero
aleatorio ry € (0,1)

Generar un valor de @

L

Evaluar p(8)

Calcular £(8)

Generar otro ndmero
aleatorio ry € (0,1)

No

S1

Guardar el valor de 8

Figura 3.5: Diagrama de flujo del método del rechazo.
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3.1.2.3. Aplicacion del método mixto

Se normaliza la p(f) y se factoriza de la forma mas favorable:

p(e)Normalizada = f(e) ' 9(9)7 (3 10)

se considera la parte "susceptible", la que tiene las condiciones ne-
cesarias para integrarla analiticamente y que sea una funcion in-
vertible, en éste caso f(f). Se integra la f(f) de 0 a 0:

0
0(9):/0 HOX 2 (3.11)

la funcién de distribucion de probabilidad acumulada, ¢(6), se igua-
la anr,

30
rr=c(0), 0<r< f(0) do ~ 1 (3.12)
0

e invertida,

0 =ct(r), (3.13)

y ahora se tiene que muestrear, sustituyendo la 6 generada con el
numero aleatorio en g(0).

Se genera un segundo numero aleatorio, r,, si se cumple que

6
ry < 910
Jmax (0)
se aceptara el angulo generado, de lo contrario, regresar a la ecua-
cion (3.13).

(3.14)

El numero de iteraciones para una 6,,,m.qi, para €ésta técnica del
rechazo esta definida como:

1 J5° 1(0)do
M = / g(0) df, 1< M<oo. (3.15)
0

g (epromedio)
< =~ - 7
b [r2 N Imax (0> ]

El siguiente diagrama de flujo muestra el algoritmo empleado
por el método mixto:
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Generar un ndmero
aleatorior; € (0,1)

Generar un valor de 6

l

Evaluar g(0)

‘

g(6)

Calcular
Imax(6)

.

Generar otro ndmero
aleatorior, € (0,1)

Guardar el valor de @

Figura 3.6: Diagrama de flujo del método mixto.
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3.1.3. Comparacion en la Rapidez de la Generacion
del Angulo Polar

3.1.3.1. Tiempos y Exactitud de los Métodos de Muestreo

Ahora, se mide el tiempo de simulacion de cada método de mues-
treo, (Kahn, EGS y Clasico), es decir, cuanto se tarda cada uno en
generar 100,000,000 millones de historias (angulos).

Se repite esta medicion de tiempo treinta veces (30 rutinas) y se
obtiene el promedio de tiempo de las rutinas para cada método.

Obteniendo estos resultados se vuelven a comparar los tres mé-
todos, y nuevamente se selecciona cual es el mas exacto ahora con-
siderando también tanto sus tiempos de rutina como sus distribu-
ciones angulares.

3.1.3.2. Tiempo de Método Semianalitico

Se mide el tiempo de simulacion del muestreo por funciones
analiticas ajustadas al generar 100, 000, 000 millones de angulos. De
igual forma se obtiene el promedio de tiempo de treinta rutinas.

3.1.3.3. Comparacion

Una vez analizado los tiempos y exactitud de los tres métodos
de muestreo y el tiempo del método semianalitico se compara y se
observa si fue conveniente el empleo de funciones analiticas ajus-
tables o es mejor seguir utilizando los métodos tradicionales para
muestrear el angulo polar de dispersion del foton por efecto Com-
pton.

3.2. MUESTREO DEL ANGULO AZIMUTAL
DE DISPERSION DEL FOTON DEBIDO
AL EFECTO COMPTON

Se muestrea la distribucion del angulo azimutal (¢) y se constru-
yen las FDP’s del angulo azimutal para determinar su dependencia
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con la energia.

FOTONES NO POLARIZADOS (DISTRIBUCION ISOTROPICA)

Para fotones no polarizados la distribucion angular en la direc-
cion azimutal del foton dispersado se considera isotropica. El an-
gulo azimutal se genera de manera uniforme en el intervalo (0, 27).
Es decir:

=277 (3.106)

donde r es un numero aleatorio uniformemente distribuido entre
(0,1).

FOTONES POLARIZADOS (DISTRIBUCION ANISOTROPICA)

Para fotones polarizados linealmente se considera la dispersion
Compton de rayos gamma (fotones) polarizados linealmente. La sec-
cion eficaz diferencial Klein-Nishina para fotones polarizados es:
2w

2
W‘FE—Q—FZLCOB S

do r

(3.17)

a0 4

donde © is el angulo entre los dos vectores de polarizacion. En tér-
minos del angulo polar y del angulo azimutal (0, ¢) ésta seccion efi-
caz puede ser escrita como:

2 /
3—52%- [%—FZ—Z—QCOSQQbSinQQ] (3.18)
La integracion de esta seccion transversal sobre el angulo azimu-
tal produce la seccion transversal estandar. La distribucion angular
y de energia son obtenidas de la misma manera que para el proceso
estandar. Utilizando estos valores para el angulo polar y la energia,
el angulo azimutal es muestreado de la siguiente distribucion:

p(6) = 1- 7 cos” (9) 5.19)

donde a = sin’f y b = € + 1/¢. ¢ es la relacion entre la energia de
/

h
los fotones dispersos y la energia incidente de fotones, h—y (Heitler,
14
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1954)

Tomar en cuenta la normalizacion de la funcion (3.19):

2m 2m
/ p(gb)Normalizada d¢ =N- / 11— % COS2 (¢) d¢ — 1; (320)
0 0

1
donde N = ————— es la constante de normalizacion:

HE
)

p(¢)N0rmalizada = ) g
b s

Al integrar (3.21) de 0 a # se tiene la funcion de distribucion
acumulativa:

(3.21)

_ 2a¢+ asin(2¢) — 4b¢
) =r = e

La aplicacion del método directo para el calculo del angulo azi-
mutal en fotones polarizados no es posible debido a que la funcion
de distribucion acumulativa no es invertible. Por lo tanto se opta
por el método del rechazo.

(3.22)

3.2.1. Simulacién del Angulo Azimutal por Método
Directo (Fotones No Polarizados)

El siguiente diagrama de flujo muestra el algoritmo empleado pa-
ra generar el angulo azimutal por el método del directo para fotones
no polarizados:
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Generar un numero
aleatorio r € (0,1)

Generar un valor de
¢ € (0,2m)

Guardar el valor de

@

Figura 3.7: Diagrama de flujo para generar el angulo azimutal con
el método del directo para fotones no polarizados.

3.2.2. Simulacién del Angulo Azimutal por Método
del Rechazo (Fotones Polarizados)

Se muestrea el angulo azimutal del foton de dispersion polariza-
do linealmente haciendo uso del Método del Rechazo con la funciéon
(3.21), de la siguiente forma:

1. Utilizar el valor del angulo polar (¢) con mayor probabilidad pa-
ra determinada energia, hv. Obteniendo ésta informacion del
muestreo del angulo polar con el mejor método que se haya
elegido.

2. Calcular hv' con la ecuacion (2.5), a 'y b.
3. Generar un numero aleatorio r; € (0,1).

4. Generar un angulo ¢ € (0,2r), con el namero aleatorio de la
siguiente forma:
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¢ =(2m) - 1. (3.23)

5. Sustituir ¢ en

g eos?(9)]
(@) Normatizada = -
p ( ) -

(3.24)

2 _ =
b

la funcién (3.24) tiene dos maximos en ¢ = 7/2y en ¢ = 37/2.

6. Calcular
p(¢) Normalizada
= , (3.25)
f(¢) pméx(¢)N0rmalizada
donde )
pméx(¢)Normalizada = —CL (326)
(2-5) -

7. Generar un segundo numero aleatorio r, € (0, 1).

8. Sir, >f(¢) regresar al paso 3. De lo contrario, aceptar ¢.

El siguiente diagrama de flujo muestra el algoritmo empleado
para generar el angulo azimutal por el método del rechazo:
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Intreducir la energia
[hv] v el valor del
angulo polar [F)

1

‘ Calcularhv’, a y b

L 3

Generar un nimero
aleatorow € (0,1

L 3

Generar un valorde ¢

1

‘ Calcular fig) ‘

L 4

Generar otro numero
aleatoror & (0,1

e no
{ﬂiﬂzrz“ﬁ}___

""'\-\.\_\_\_\_\_ --____.-

si|

Guardar el vAordegd ‘

Figura 3.8: Diagrama de flujo para generar el angulo azimutal con
el método del rechazo para fotones polarizados linealmente.
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Capitulo 4
RESULTADOS Y ANALISIS

4.1. MUESTREO DEL ANGULO POLAR DE
DISPERSION DEL FOTON DEBIDO AL
EFECTO COMPTON

Para la simulacion del angulo polar se usaron los tres algoritmos
de los métodos de muestreo (Clasico, Kahn, EGS) mencionados en
el capitulo anterior. Los algoritmos se realizaron a traves del len-
guaje C++ en el IDE Microsoft Visual C++ 2006.

4.1.1. Simulacion del angulo polar por 3 métodos
conocidos

El algoritmo mas comunmente utilizado para generar numeros
aleatorios es el de congruencia lineal que se enuncia de la forma
siguiente:

rp = (multiplicador *Tp_1 + incremento) Y%modulo, 4.1)

se observa que cada numero es una secuencia, y esta es llamada
secuencia pseudoaleatoria, ya que cada namero generado depende
del anterior generado y tiene como semilla el tiempo del reloj interno
de la computadora.

Para la generacion de numeros aleatorios distribuidos uniforme-
mente entre 0 y 1 que nos piden los métodos se utilizé una funcion
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que se basa del algoritmo de congruencia lineal. (Ceballos, 2004)

La funcion no causa desbordamiento en un ordenador que ad-
mita un rango de enteros de —2%' a 23! — 1 y es la siguiente:

donble rnd(long& random)

i
random=({25173*random+135849) $65536;
retorn statiq_pastcdoublebirandnm]IEEEEE;

4.1.1.1. Meétodo Clasico

Se simularon 100, 000, 000 de angulos con el Método Clasico para
cada energia (desde 1 keV hasta 150 de 10 en 10 keV). Y se seleccio-
naron dentro de 30 intervalos, como se muestra en la figura:
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PROGRAMA PARA GEMEMERAR EL ANGULO POLAR POR EL METODO CLASICO

Ingrese el Mumero de Angulos gue Desee Generar:

1 A88B0EaE

Ingrese la Energia Incidente del Foton [HeUl:
.8a1

Ingrese el Mumero Intervalos para la Distribucion de Frec. con RangolB.1881:

Frecuencias (A.6> = 558384
Frecuencias (6.12> = 1.64581e+BB6
Frecuencias €12.18> 2.71824e +886
Frecuencias €18.24> 3.767e +B06
Frecuencias (24,382 4.769%7e +086
Frecuencias ¢38.36> 5.72082e +806
Frecuencias (36,42 6.6075e +BA6
Frecuencias (42 48> 7.42%7e +B086
Frecuencias (48 ,54> 8.16086e +BB6
Frecuencias ¢54.68> 8.86294e+B86
Frecuencias C68.66) 2.35331e+886
Frecuencias (66.72) 2.7967e +B06
Frecuencias (72.78> 1.81361e+8A7
Frecuencias (78.84> 1.83623e+807
Frecuencias C84,.98> 1.8181%e+8687
Frecuencias 98,.96>
Frecuencias (96.182)> =
Frecuencias C182.188>
Frecuencias €188 .114>
Frecuencias €114.128>
Frecuencias {128.126>
Frecuencias (126.132>
Frecuencias (132.138>
Frecuencias (138 144>
Frecuencias (144, 158>
Frecuencias 158,156
Frecuencias €156.162)
Frecuencias C162.168>
Frecuencias (168.174>
Frecuencias (1?4.188>

Tiempo de la rutina = 275.825 segundos

Figura 4.1: Salida del codigo para generar el angulo polar por el
Método Clasico para la energia de 1 keV.

A continuacion se muestran algunas distribuciones angulares
para ciertas energias:
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DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.001 MeV
Método Clasico

g 711:|_,f‘c|"ﬁ‘:‘.-2
9.8

9.4

0
2 14 15 16 17 1B 18
INTERVALOS DEMEDIDA DE 6 GRADOS

Figura 4.2: Distribucion angular polar por el Método Clasico para
la energia de 1 keV.

DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.050 MeV
Método Cléasico

=]
:
z
g

INTERVALOS DEMEDIDA DE 6 GRADOS

Figura 4.3: Distribucion angular polar por el Método Clasico para
la energia de 50 keV.
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DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.150 MeV
Método Clasico
11,958

E
2
F
]
g

INTERVALOS DEMEDIDA DE 6 GRADOS

Figura 4.4: Distribucion angular polar por el Método Clasico para
la energia de 150 keV.

4.1.1.2. Método de Kahn

Se simularon 100, 000,000 de angulos con el Método Kahn para
cada energia (desde 1 keV hasta 150 de 10 en 10 keV). Y se seleccio-
naron dentro de 30 intervalos, como se muestra en la figura:
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PROGRAMA PARA GENENERAR EL ANGULO POLAR POR EL METODO KAHM

Ingrese el Numero de Angulos gue Desee Generar:

Ingrese la Energia Incidente del Foton [MelUl:
.8a1

Ingrese el Numero Intervalos para la Distribucion de Frec. con Rangol®.1881]:

Frecuencias (A.6> = 415140
Frecuencias (6,12> = 1.22734e+806
Frecuencias €12.18> 1.96793e+806
Frecuencias €18.24> 2.61198e+806
Frecuencias (24,38> 3.17785e +BA6
Frecuencias (38.36> 3.63563e+B0B6
Frecuencias (36 .42 3.99143e+806
Frecuencias (42 48> 4_21578e+806
Frecuencias (48 54> 4_25703e+A06
Frecuencias (54.68> 4.2595%e+A06
Frecuencias (68,662 4.23383e+806
Frecuencias (66 .72> 4.17768e+806
Frecuencias 72,78 4.A3525e +BA6
Frecuencias (78 .84> 3.96307e +BB6
Frecuencias (g4,.98> 4_01208e +A06
Frecuencias (98, 96> 3.98636e+AB6
Frecuencias (96.182> = 3_92955e+086
Frecuencias <182 .188> 4. 840845 +B86
Frecuencias 188.114> 4.88686e +8BH6
Frecuencias (114.128> 4.15391e+886
Frecuencias (128,126 4_2363%e +BH6
Frecuencias (126,132 4_38341 e +886
Frecuencias (132,.138> 4._14358e +886
Frecuencias (138, 144> 3.94245e +8B086
Frecuencias (144, 158> 3.58918e +8086
Frecuencias (158,156 3.186%93e+8086
Frecuencias (156.162> 2.66352e +BH6
Frecuencias (162.168> 1.9879%e +8H6
Frecuencias (168.174> 1.21703e +BH6
Frecuencias 174,.188> 484800

Tiempo de la r»utina = 173.518 seqgundos

Figura 4.5: Salida del codigo para generar el angulo polar por el
Método Kahn para la energia de 1 keV.

A continuacion se muestran algunas distribuciones angulares
para ciertas energias:
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DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.001 MeV
Método Kahn

16
INTERVALOS DEMEDIDA DE6 G

Figura 4.6: Distribucion angular polar por el Método Kahn para la
energia de 1 keV.

DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.050 MeV
Método Kahn

011 12 13 14 15 16 18
INTERVALOS DEMEDIDA DE 6 GRAD!

Figura 4.7: Distribucion angular polar por el Método Kahn para la
energia de 50 keV.
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DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.150 MeV
Método Kahn

g
2
[=]
g

Figura 4.8: Distribucion angular polar por el Método Kahn para la
energia de 150 keV.

4.1.1.3. Método EGS (Electron Gamma Shower)

Se simularon 100, 000, 000 de angulos con el Método EGS (Electron
Gamma Shower) para cada energia (desde 1 keV hasta 150 de 10 en
10 keV). Y se seleccionaron dentro de 30 intervalos, como se muestra
en la figura:
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A continuacion se muestran algunas distribuciones angulares
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Figura 4.9: Salida del codigo para generar el angulo polar por el
para ciertas energias:

Método Kahn para la energia de 1 keV.



DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.001 MeV
Método EGS

INTERVALOS DEMEDIDA DE

Figura 4.10: Distribucion angular polar por el Método EGS para la
energia de 1 keV.

DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.050 MeV
Método EGS

2,
:
-

15 14 15 16 19
INTERVALOS DEMEDIDA DE &6 GRADOS

Figura 4.11: Distribucion angular polar por el Método EGS para la
energia de 50 keV.
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DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.150 MeV
Método EGS

Figura 4.12: Distribucion angular polar por el Método EGS para la
energia de 150 keV.

4.1.1.4. Determinacion del Mejor Método de Muestreo

La comparacion entre las distribuciones del angulo polar por dis-
persion Compton de los 3 métodos se observa en las siguientes gra-
ficas:

70



Distribucion Angular Polar 0.001 MeV
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Figura 4.13: Distribucion del angulo polar de dispersion en 30 in-
tervalos de 6 grados cada uno, mediante el uso de 3 diferentes al-

goritmos para 1 keV.

Distribucion Angular Polar 0.080 MeV
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Figura 4.14: Distribucion del angulo polar de dispersion en 30 in-
tervalos de 6 grados cada uno, mediante el uso de 3 diferentes al-

goritmos para 80 keV.
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Distribucion Angular Polar 0.150 MeV
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Figura 4.15: Distribucion del angulo polar de dispersion en 30 in-
tervalos de 6 grados cada uno, mediante el uso de 3 diferentes al-
goritmos para 150 keV.

Distribucion Angular Polar 0.711 MeV
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Figura 4.16: Distribucion del angulo polar de dispersion en 30 in-
tervalos de 6 grados cada uno, mediante el uso de 3 diferentes al-
goritmos para 711 keV.
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Distribucion Angular Polar 1.332 MeV
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Figura 4.17: Distribucion del angulo polar de dispersion en 30 in-
tervalos de 6 grados cada uno, mediante el uso de 3 diferentes al-
goritmos para 1332 keV.

De acuerdo a las consideraciones que se explican en el capitu-
lo anterior, el mejor método para el muestreo del angulo polar de
dispersion por efecto Compton es el Método EGS ya que el compor-
tamiento de las distribuciones angulares conforme el aumento de la
energia es suave y consistente, abarca el rango de los 180°, se puede
visualizar mas facilmente el intervalo con mayor probabilidad que
con los otros métodos de muestreo (Clasico y Kahn) en energias pe-
quenas y en funcion de lo observado experimentalmente (ver figura
4.18) el método EGS es el mas preciso.

La siguiente figura muestra la distribucion angular de los fotones
y electrones dispersados en el interior de un detector, como resulta-
do de multiples interacciones, por fotones incidentes con energias
iniciales de 80, 711 y 1332 keV:
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Figura 4.18: Distribuciones angulares de rayos gamma y electrones
dispersados dentro de un detector para fotones incidentes de 80,
711y 1332 keV. (Venturinia et al., 2007)

Es posible corroborar el comportamiento y la precision de las
distribuciones angulares del EGS al observar la distribuciones an-
gulares de color verde (Photon Compton) en la figura anterior.

Se obtuvo el valor promedio del intervalo con mayor numero de
frecuencia para determinadas energias (80 keV, 711 keVy 1332 keV)
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se comparo con el valor aproximado del angulo mas probable de los
datos experimentales.

Promedio del Intervalo Angular con Mayor Probabilidad

Energia (keV) | Experimental (°) | Clasico (°) Kahn (°) EGS (°)
80 ~57 75 (=57+18) | 45 (=57-12) | 69 (=57+9)
711 ~39 57 (=39+18) | 33 (=39-6) | 45 (=39+6)
1332 ~33 45 (=33+12) | 27 (=33-6) | 33 (=33+0)

Cuadro 4.1: Valor promedio del intervalo angular con mayor proba-
bilidad. Los numeros en negritas refieren a cuan lejos de los valores
reales (experimentales) se encuentran los valores muestreados mas

probables.

Se promediaron los valores en negritas del cuadro 4.1 y se ob-
tuvo la desviacion experimental para cada método.

Desviacion Experimental Promedio de cada Método

Clasico (°)

Kahn (°)

EGS (°)

+ 16

+8

+5

Cuadro 4.2: Desviaciones experimentales angulares de las distri-
buciones dadas por los métodos de muestreo.

Y para asegurarse que los algoritmos de cada método se emplea-
ron de forma correcta, se observa la figura 4.19 y se compara con
la figura 4.20.
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Angular distribution 0.700 MeV
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Figura 4.19: Distribucion del angulo polar de dispersion en 12 inter-
valos de 15 grados que cubren el rango de O a 180 grados mediante
el uso de diferentes algoritmos. (Fulea et al., 2009)
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= Clasico
B Kahn
mEGS

Probabilidad [%]

1L 2 3 4 > & 7, 8 9 10 11 12

Intervalos de medida de 15 grados

Figura 4.20: Distribucion del angulo polar de dispersion en 12 in-
tervalos de 15 grados cada uno, mediante el uso de 3 diferentes
algoritmos para 700 keV.

El tiinico método que no coincidio con las distribuciones angula-
res de la figura 4.19 fue el Método Kahn. Se volvi6 a revisar exhaus-

76



tivamente en la literatura y se encontraron los siguientes algoritmos
(figura 4.21 y 4.22):

ENTER
£

Exif

KAHN subprogram for Compton scattering.

Figura 4.21: Algoritmo de Kahn para generar el angulo polar de
la dispersion Compton obtenido de una fuente alternativa. (Jaeger
et al., 1968)

Generate
o

LY

N N

Y Py 5| h

v
=

Figura 4.22: Algoritmo de Kahn para generar el angulo polar de la
dispersion Compton obtenido de otra fuente. (B.Kadhim and Mahdi,
2013)
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Se compararon estos 2 algortimos con el que se propuso ante-
riormente (figura 3.2) y se observo que practicamente son idénticos
por lo que es posible decir que la distribucion para el método de
Kahn mostrada en la figura 4.19 es incorrecta.

Dado que el EGS es el mejor método, este se uso para construir
las Funciones Analiticas de las distribuciones angulares para ob-
tener por un Método Seminanalitico el muestreo del angulo polar.

4.1.2. Simulacion del angulo polar por método se-
mianalitico

Después de haber realizado la simulacion del angulo polar por
los 3 métodos de muestreo que se vieron anteriormente se seleccio-
na cual fue el mas eficiente, en éste caso el EGS.

Se generaron 16 distribuciones angulares de frecuencias (una
para cada energia incidente establecida que van desde 1 keV hasta
150 keV, cada 10 keV) con ayuda del programa que se ha creado
con base en el algoritmo de este método. Se utiliza éste rango de
energias (de 1 keV a 150 keV) ya que el #"Tc emite fotones de 140 keV
y es el mas usado en la medicina nuclear.

%mTe (TECNECIO-99 METAESTABLE)

E1%™Tc es un elemento radiactivo artificial y el mds utilizado para
el diagnoéstico de muchas enfermedades. Por ejemplo, para detectar
algunos tipos de cancer (especialmente tumores dificiles de localizar)
se incorpora *™Tc a un anticuerpo monoclonal, una proteina del sis-
tema inmunitario capaz de unirse a células cancerosas. Pocas horas
después de la inyeccion, se detectan los rayos gamma emitidos por
el " Tc con el correspondiente equipo médico; altas concentraciones
indican donde se localiza el tumor. (IAEA, 2009)

Se utiliza éste radionuclido debido a sus propiedades fisicas de
desintegracion, las cuales son: emision de fotones de 140 keV y tiem-
po de vida media de 6.029 horas lo que se traduce en una rapida
eliminacion del organismo.
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Se ajustaron funciones analiticas a cada distribucion de frecuen-
cias del angulo polar del foton dispersado por efecto Compton, como
se muestra en lal siguiente figura:

Equation Fy[]}::f}’;z;}cp(-[]ﬁ*((
H-MC )
Adj. R-Square 0.99999
. . - Value Standard Error
Distribucién Angular W 93141 0.14694
L 4 x 15 485 0.00276
Método EGS w 15 87232 0.09639
1 keV A 1454987 014579
9 A . . B
/ 7 g AnlpllFude version o.f
A0 Gaussian peak function
A
4| A0
3 o
3 o
8 3| aln
5. 1
2 n
e Al
@ A7
Zlzlels
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2 o
)
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0 5 10 30

Intervalos de medida de 6 grados

Figura 4.23: Ejemplo del ajuste de una funcion a una distribucion,
es este caso a la distribucion angular del Método EGS para 1 keV.

Las funciones analiticas ajustadas para cada distribucién angu-
lar de frecuencias son:

_1, (9*16 )2
p(0)130kev =Yo + A-e 2\ @ (4.2)
Version de Amplitud de la Funcion de Pico Gaussiana

Esta fue la funcion que mejor se ajusto a las primeras 4 distribu-
ciones, para energias de 1 keV, 10 keV, 20 keV y 30 keV.

) (00

w

p(0)a0-150kev = Yo + A - € . 4.3)
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Funcion Extrema en Estadistica

Esta fue la funcion que mejor se ajusto a las 12 distribuciones res-
tantes, para energias de 40 keV, 50 keV, 60 keV, 70 keV, 80 keV, 90
keV, 100 keV, 110 keV, 120 keV, 130 keV, 140 keV y 150 keV.

Solo cambian los parametros de dichas funciones que cambian
en funcion de la energia y estos se muestran a continuacion en la

tabla 4.3.

VALORES DE LAS FUNCIONES AJUSTADAS

Energia [MeV]

Yo

T

w

A

0,001

-9, 314070661

15, 484999739

15, 872306963

14, 549839851

0,010

—9,261100753

15, 344095269

15, 834643866

14,498511714

0,020

—8&, 625651089

15,195710697

15, 417876436

13, 868340726

0,030

—7,652867035

15,051626023

14, 759186553

12,903920025

0,040

—25,995984158

14, 104612566

24,214047070

31, 191258393

0,050

—18,169636794

13, 844532022

20,577471892

23, 388176414

0,060

—13, 729649824

13,610854518

18, 185628728

18,973075665

0,070

—10, 899836109

13,396156392

16, 479694360

16, 168075538

0,080

-9, 030368902

13, 199605001

15, 240752444

14, 323479552

0,090

—7,701152294

13,017654912

14, 290586701

13, 018799503

0,100

—6, 756037727

12, 852928822

13, 567139137

12,097581713

0,110

—95,990519550

12,698206704

12,953315184

11, 355116118

0,120

-9, 386396920

12, 552151761

12, 446264013

10, 772827713

0,130

—4,641786608

12, 345678421

11, 795218863

10, 059328745

0,140

— 4, 415788144

12,278731275

11, 592233975

9, 843587459

0,150

—4,013897278

12,149794205

11, 223692251

9,461061539

Cuadro 4.3:
distribucion

Valores de las funciones analiticas ajustadas a cada
angular de frecuencias desde una energia hr = 0,001
MeV hasta 0,150 MeV de 10 en 10 keV.

Al tomar en cuenta el Coeficiente de Determinacion Ajustado es
posible corroborar que cada funcion elegida es la que mas se ajusta
a cada Distribucion Angular, respectivamente. También se tiene un
promedio de los R%;,,.q’s igual a 0,9985 por lo que es posible decir
que todos los ajustes son aceptables.

80




4.1.2.1. Aplicacion del Método Directo

Ahora, se va a trabajar con la Funcion Analitica Ajustada [p(6)],
la cual se convertira en la Funcion de Densidad de Probabilidad (6
FDP).

Por los tanto, solo se tienen dos funciones para analizar. Como se
vio anteriormente, en el método directo, lo primero que se tiene que
hacer es normalizar la FDP. La funcion de densidad de probabilidad
normalizada en el primer caso, ecuacion (4.2), es:

O—xc

o+ A e v (5) ] , 0<0<30, (4.4

p(Q)Normalizada =N-

1
donde N = 100 es la constante de normalizacion.

El ntmero de intervalos en que se dividio la Distribucion Angu-
lar de Frecuencias fue 30, es decir, los 180° de rango estan dividos
en 30 intervalos de 6° cada uno. Por lo tanto, cada 6 resultante debe
multiplicarse por 6 para obtener su valor en el rango (0°, 180°).

Ahora, se obtiene la funcion de distribucion de probabilidad acu-

mulativa, ¢(0);1-30 kev, para ésto se integra la FDP normalizada de 0
af.

0
c(0)1-30 kev = / P(0") Normatizada 9" =1 € (0,1)
0

9,716

0 _1.
0(9)1-30kev=N'/ y+A-e 2( “ )dQ/
0

(4.5)
donde erf(z) es la_funcién de error encontrada en la integracion de
la distribucion normal (que es una forma normalizada de la funcion
de Gauss). Es una funcion entera, se define por

erf(z) = % /02 e~ dt. (4.6)
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Es posible decir que la funcion de distribucion de probabilidad
acumulativa, ¢(0)1-30 kev, que se ve en la ecuacion (4.5) no es inver-
tible, por lo tanto no se puede despejar 6, es decir:

0 =c'(r). 4.7)

Se realiza el mismo procedimiento para la segunda ecuacion,
(4.3) y se obtiene:

97IC+1 ZTc

c(0)a0-150kev =N -y -0 + N - A-w (6_6_ v —e " +1) 4.8)

la cual tampoco es una funcion invertible.

Tomando en cuenta la ecuacion (4.5) y (4.8), el método directo
es descartado.

4.1.2.2. Aplicacion del método de rechazo

El método del rechazo se puede aplicar a cualquier funcion de
densidad de probabilidad sin importar su complejidad matematica
por lo tanto, este método se aplica a las funciones analiticas ajus-
tadas obtenidas normalizando cada una de ellas.

Para una energia de 1 keV:

1 00—z 2
2 p(8) df o+ Ae #(%5<) ap 99.8 %
Ml kevV — = 1 = P
p(2,61316) 1 50 %
plre < ——a=t P{" =5
= p(5,22632)
(4.9)

la Mj gev €s igual a 1,99 (= 2). Lo que significa que aproximadamente
se necesita repetir 2 veces el proceso (generar dos pares de numeros
aleatorios) para generar un angulo promedio que sea aceptado por
el codigo.

Se simularon 100, 000,000 de angulos con el Método Semianalitico

para cada energia (desde 1 keV hasta 150 de 10 en 10 keV). Y se
seleccionaron dentro de 30 intervalos, como se muestra en la figura:
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A continuacion se muestran algunas distribuciones angulares

Figura 4.24: Salida del codigo para generar el angulo polar por el
para ciertas energias:

Método Semianalitico para la energia de 1 keV.



DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.001 MeV
Método Semianalitico
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INTERVALOS DE MEDIDA DE 6 GRADOS

Figura 4.25: Distribucion angular polar por el Método Semianalitico
para la energia de 1 keV.

DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.050 MeV
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Figura 4.26: Distribucion angular polar por el Método Semianalitico
para la energia de 50 keV.
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DISTRIBUCION ANGULAR POLAR 0.150 MeV
Método Semianalitico
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Figura 4.27: Distribucion angular polar por el Método Semianalitico
para la energia de 150 keV.

En la figura 4.28 se observa como se relaciona la distribucion
angular del Método Semianalitico con las obtenidas directamente
con el Método de muestreo del EGS y que tan buena es su correla-
cion.
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Figura 4.28: Comparacion de la Distribucion angular polar por el
Método EGS con el Método Semianalitico para la energia de 150 keV.

Es posible decir que el método semianalitico se comporta de ma-
nera muy similiar al EGS y por lo tanto es aceptable su distribucion
angular.

4.1.2.3. Aplicacion del método mixto

Se factoriza la ecuacion (4.2), cuya fatorizacion mas favorable es:

0.z 0-z¢ _%.<92+2x2>
P(0)1-30 kev = (6 w? ) fyo-e v +A-e s (4.10)

se considera la parte "susceptible", la que tiene las condiciones ne-
cesarias para integrarla analiticamente y que sea una funcion in-
vertible, en éste caso f(6) sera:

FO) =eWF, 0<0<30, (4.11)
se normaliza e integra directamente la funcion anterior de 0 a 6:
0 9/<zc w2 0-xc
N-/ew2 d&’:N-—-<6w2—1>, 4.12)
0 Le
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2
¢ W

donde N = x >. Es bien sabido que la ecuacion (4.12) es la fun-

630-:1:C-w
cion de distribucion de probabilidad acumulada, ¢(#), la cual se va
a igualar a r,

2 30

r:c(e):N-w—-(e%“_Q, 0<r< | N-f(6)dd~1 (4.13)
e 0
e invertida,
o) = (14 L (4.14)
r)= ) n N oz ) .

Se realiza un cambio de variables,

2 2 , 30
= N 1) e:w_.m(1+ u x) o<us [ NO) dom
0

T T N - w?
(4.15)
y ahora se tiene que muestrear,
0-c _%.<92+212)
g@)=1yo-e v +A-e v (4.16)
se sustituye el nuevo valor de ¢ en (4.16):
2, - xe \]? ,
1 1 “‘n(”\f-w?) o
g(u) =Y ) - xc_ + A e 2’ w? . (4.17)
+ N - w?

Se genera un segundo numero aleatorio, r,, si se cumple que

< W (4.18)
Jméx (1)
se aceptara el angulo generado, de lo contrario, regresar a la ecua-
cion (4.14).

El numero de iteraciones para una u,,,m.si, para €sta técnica del
rechazo esta definida como:

1 S N-f(0)d0
M = / g(u) du, 1< M<oo. (4.19)
0

D [7‘2 < g (upromedio)]

Imax (u)
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Para la energia de 1 keV:

86,5778
’ d 999
Moo 9w du 998 % (4.20)

Ll 50 %
PA"™ =79 3783

la M esigual a 1,99 (= 2). Lo que significa que aproximadamente se
necesita repetir 2 veces el proceso para generar un angulo promedio
que sea aceptado por el codigo.

Nuestra funcion ¢(#) que contiene la mayor parte de la compleji-
dad matematica en p(6)1.30 kev, tomara mucho tiempo en su simula-
cion (muestreada con el método de rechazo) ya que es una ecuacion
muy extensa y complicada de resolver. A pesar de que el numero
de iteraciones es igual que en el método anterior pero tendra que
realizar mas pasos y mas calculos, lo que consumira mas tiempo al
simular el transporte de radiacion que con el metodo del egs. Por lo
tanto, el método mixto es descartado.

4.1.3. Comparacion en la Rapidez de la Generacion
del Angulo Polar

4.1.3.1. Tiempos y Exactitud de los Métodos de Muestreo

Se midio el tiempo de simulacion de cada método de muestreo,
(Kahn, EGS y Clasico) es decir, cuanto se tarda cada uno en generar
100, 000, 000 millones de historias (angulos).

Se repitio esta medicion de tiempo para 30 rutinas y se obtuvo el

promedio de tiempo de las rutinas para cada método que se mues-
tran a continuacion:
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PROGRAMA PARA GENENMERAR EL ANGULO POLAR POR EL METODO CLASICO
RUTINAS: 38. ANGULOS: 168.008.800.

Ingresze la Energia Incidente del Foton [Mell:

B.0081

186.188 szegundos
186 .877 zegundos
186.18% szegundos
186 .892 szegundos
186 .878 segundos
186 .877 zegundos
186 .861 szegundos
186 .846 szegundos
186 .83 szegundos

Tiempo de la rutina
Tiempo de la rutina
Tiempo de la rutina
Tiempo de la rutina
Tiempo de la rutina
Tiempo de la rutina
Tiempo de la rutina

Tiempo de la rutina

1
2
3
4
5
[
?
8
?

Tiempo de la rutina
Tiempo de la rutina 186.124 segundos
Tiempo de la rutina 186 .878 segundos
Tiempo de la rutina 186.188 szegundos
Tiempo de la rutina 186.893 szegundos
Tiempo de la rutina 186.893 szegundos
Tiempo de la rutina 186 .861 zegundos
Tiempo de la rutina 186 .862 zegundos
Tiempo de la rutina 186 .861 szegundos
Tiempo de la rutina 186 .846 szegundos
Tiempo de la rutina 186 .846 szegundos

Tiempo de la rutina 186 .846 szegundos

Figura 4.29: Tiempos de rutina del programa del Método Clasico
para la energia de 1 keV.
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PROGRAMA PARA GEMEMERAR EL ANGULO POLAR POR EL METODO KAHN
RUTINAS: 328. ANGULOS: 160.008.800.

Ingresze la Energia Incidente del Foton [Mell:

26.255% zegundos
26.286 zegundos
26.23% zegundos
26.255% zegundos
26.23% zegundos
26.23% zegundos
26.255% zegundos
26.23% zegundos
26.286 zegundos
26.255% zegundos
26.255% zegundos
26.255% zegundos
26.255% zegundos
26.23% zegundos
26.24 segundos
26.254 zegundos
26.255% zegundos
26.24 segundos
26.254 zegundos
26.255% zegundos

de la rutina
de la rutina
de la rutina
de la rutina
de la rutina
de la rutina
de la rutina

de la rutina

1
2
3
4
5
[
?
8
?

de la rutina

[y
=

de la rutina

[y
[y

de la rutina

[y
]

de la rutina

Y
w

de la rutina

[y
W

de la rutina

Y
30}

de la rutina

[y
=2}

de la rutina

e
=d

de la rutina

[y
==}

de la rutina

Y
w0

de la rutina

2
=

de la rutina

Figura 4.30: Tiempos de rutina del programa del Método Kahn para
la energia de 1 keV.
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PROGRAMA

PARA GENEMERAR EL ANGULO POLAR POR EL METODO EGS

RUTINAS: 38. ANGULOS: 168.0608.800.

Ingresze la Energia Incidente del Foton [Mell:

8.881

Tiempo de la rutina

Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo

Tiempo

Tiempo

Figura 4.31: Tiempos de rutina del programa del Método EGS para

de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de
de

1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1a
1la

rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina

rutina

la energia de 1 keV.

: 26.
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26
: 26

316 zegundos

.535% zegundos
.193 zegundos
.145% zegundos
.13 segundos
.255% zegundos
.89% zegundos
177 zegundos
.192 zegundos

.115% zegundos
.13 segundos
177 zegundos
.13 segundos
.13 segundos
.14% zegundos
.B84 zegundos
.B52 zegundos
.B67 zegundos
.B68 zegundos
.899 zegundos

COMPARACION DE RAPIDEZ

Método de Muestreo | Tiempo de Rutina Promedio [s]
Meétodo Clasico 186,094
Meétodo Kahn 26,248
Meétodo EGS 26,142

Cuadro 4.4: Comparacion en la rapidez en la generacion de

100, 000, 000 angulos polares con una energia hv = 0,001 MeV.

Se compararon los tres métodos, y nuevamente se selecciono
cual es el mas exacto ahora considerando sus tiempos de rutina.
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En éste caso es posible observar que el mejor método tanto en la
forma de su distribucion angular y su rapidez para generar el an-
gulo polar es nuevamente el Método EGS.

4.1.3.2. Tiempo de Método Semianalitico

Se midio6 el tiempo de simulacion del muestreo por funciones
analiticas ajustadas al generar 100, 000, 000 millones de angulos. De
igual forma se obtiene el promedio de tiempo de treinta rutinas.

PROGRAMA PARA GEMNENERAR EL ANGULO POLAR POR EL METODO SEMIAMALITICO
RUTIMAS: 3@. ANGULOS : 188,860,808 .

Ingrese la Energia Incidente del Foton ¢ 1[KeUl — 15@[KeU1 > =

Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo
Tiempo

Tiempo

rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina
rutina

rutina

T S e T = T = Sy Sy
® W 0 A Tt b W N R @
o o o o o0 e 00 oo o0 oo

1:
2 :
3=
:
5 =
6 =
? =
g :
?:

.64 =
. 766
.532
.527
.552
.78
.185
.b16
.?16

.B?4
.B?7
.87
.B55
.958
.16
.921
.786
.927
.81
.784

egundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos
segundos

segundos

Figura 4.32: Tiempos de rutina del programa del Método Semiana-
litico para la energia de 150 keV.
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4.1.3.3. Comparacion

Ahora ya que se ha analizado los tiempos y exactitud de los tres
meétodos de muestreo, y se escogio el Método EGS como el mas pre-
ciso y el mas rapido, se compara el tiempo de rutina del método
semianalitico con el método EGS.

METODO EGS vs. METODO SEMIANALITICO
Método de Muestreo | Tiempo de Rutina Promedio [s]
Método EGS 26,142
Método Semianalitico 19,541

Cuadro 4.5: Comparacion en la rapidez en la generacion de
100,000,000 angulos polares con una energia hv = 0,001 MeV entre
el mejor método de muestreo y el método semianalitico.

Se comparararon los 2 métodos y se observa que el tiempo de
computo de Método Semianalitico representa un 74,75 % del tiempo
del Método EGS, es decir, el método semianalitico es 1,34 veces mas
rapido. Por lo que si es conveniente el empleo de_funciones analiticas
agjustables para disminuir el costo computacional en el muestreo del
angulo polar de dispersion del foton por efecto Compton.

El método semianalitico basado en el método del rechazo es mas
rapido que el EGS. Las FDP’s acumulativas obtenidas no fueron
invertibles pero si fuesen invertibles, el Metodo Semianalitico seria
mas rapido al aplicarle el Método Directo lamentablemente ninguna
de las funciones ajustadas, al integrarlas para obtener la funcion
de distribucion acumulativa, es invertible.

EJEMPLO DE UNA FUNCION DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
ACUMULATIVA INVERTIBLE

La distancia, z, para una interaccion en un medio uniforme, in-

finito y homogéneo se rige por la siguiente funcion de distribucion

de probabilidad:

p(z) = pe 0<z<o0 (4.21)

donde 1 es el coeficiente interaccion. La p(z) cumple la condicion
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/ pe Mdz = 1. (4.22)
0

La probabilidad de que una particula haya interactuado dentro
de una distancia z es

c(z) = / e Fdy =1—e ™ =7 (4.23)
0

que es la funcion de distribucion acumulativa invertible. Al inver-
tirla:

z:—%ln(l—r), 0<r<l, (4.24)
esta es exactamente la forma utilizada para el calculo de la distan-
cia de una particula para una interaccion en todos los codigos de
Monte Carlo. Ahora se realiza el muestreo de las distancias para
100, 000, 000 interacciones considerando ; = 1, como se muestra en
la siguiente figura:

PROGRAMA PARA GENERAR LA DISTANCIA DE INTERACCION PFOR EL METODO DIRECTO

Ingreze el Numero de Interacciones gue Dezee Generar:

Ingresze el Mumero Intervalos para la Distribucion de Frecuencias:

6.32126e+887
2.32528e+087
8 .55564e +B86
3.14635%e +HH6
1.15815%e +8B86

Interacciones entre (B.1>
Interacciones entre 1.2
Interacciones entre <2.3)>
Interacciones entre (3.4
Interacciones entre (4.5>
Interacciones entre 5.6
Interacciones entre <6.7>
Interacciones entre (/.8
Interacciones entre (B.9>
Interacciones entre ¢9.18> = 2153
Interacciones entre (18.11> = 1526
Interacciones entre (11.12» = 1526
Interacciones entre ¢12.13> =8

Tiempo de la wutina : 67.217 szegundos

Figura 4.33: Salida del codigo para generar 100, 000, 000 distancias de
interaccion, distribuidas entre 13 intervalos con el método Directo.
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A continuacion se muestra los tiempos de 30 rutinas al generar
100, 000, 000 historias:

PROGRAMA PARA GEMERAR LA DISTANCIA DE INTERACCION POR EL METODO DIRECTO
RUTIMAS: 38. HISTORIAS: 188,880,004 .

rutina 5.767 segundos
5.754 segundos

5.757 segundos

rutina
rutina
rutina 5.769 segundos
rutina 5.75 segundos
rutina 5.812 segundos
rutina 5.817 segundos

rutina 5.838 segundos

L~ B - - NN D - L o B N L L

rutina 5.83 segundos

[y
=

rutina 5.828 segundos

Y
[y

rutina 5.829 segundos

[y
[t

rutina 5.842 segundos

[y
3L

rutina 5.92%7 segundos

oy
e

rutina 6 .828 segundos

[y
3]

rutina 5.8? segundos

[y
(=]

rutina

5.83 segundos

oy
=J

rutina 5.88? segundos

oy
[=-]

rutina 5.922 segundos

[y
L]

rutina 5.9372 segundos

5=}
=

rutina 5.83? segundos

Figura 4.34: Tiempos de rutina para generar 100, 000, 000 distancias
de interaccion con el método Directo. El tiempo de rutina promedio
es: 5,833 segundos.

Por lo que es posible decir que si las funciones de distribucion
acumulativas que se obtuvieron a partir de las funciones analiti-
cas que ajustamos a las distribuciones de frecuencias hubieran si-
do invertibles, el método semianalitico seria mas rapido en tiem-
po de computacion, aproximadamente 4,48 veces mas rapido en un
comparacion con el método EGS pues solo representa un 22,3 % del
tiempo promedio del mismo. Lamentablemente en la naturaleza las
funciones que describen su comportamiento normalmente son muy
complejas matematicamente y no son invertibles en la mayoria de
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los casos.

4.2. MUESTREO DEL ANGULO AZIMUTAL
DE DISPERSION DEL FOTON DEBIDO
AL EFECTO COMPTON

4.2.1. Simulacién del Angulo Azimutal por Método
Directo (Fotones No Polarizados)

Para este caso no fue necesario muestrear el angulo azimutal
para cada energia ya que obviamente se obtendra una distribucion
homogenea, como se observa a continuacion:

DISTRIBUCION ANGULAR AZIMUTAL
(FOTONES NO POLARIZADOS)
Método Directo

(=]
=
2
= 3
=
=
-~
[=]
&=
e

/f 8 9 10111213 141516 17 1
INTERVALOS DE MEDIDA DE 12 GRADOS

Figura 4.35: Distribucion angular azimutal (isotropica) por método
del directo para fotones no polarizados.
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4.2.2. Simulacién del Angulo Azimutal por Método
del Rechazo

Se muestreo la distribucion del angulo azimutal de dispersion
para fotones polarizados linealmente y se construyeron las FDP’s
del angulo azimutal (¢) para varias energias desde 1 hasta 150 keV
cada 10 keV y de este modo determinar su dependencia con la ener-
gia haciendo uso del método del rechazo.

Se obtuvieron los valores maximos del las funciones ajustadas a
las distribuciones angulares que nos proporciono el muestreo EGS
y de este modo se calculo el valor del angulo polar mas probable de
la distribucion en relacion a las energias de la siguiente forma:

ANGULO MAS PROBABLE PARA CADA ENERGIA
Energia (MeV) Angulo Polar Mas Probable (°)

0,001 87

0,010 87

0,020 87

0,030 87

0,040 87

0,050 87

0,060 87

0,070 75

0,080 75

0,090 69

0,100 69

0,110 69

0,120 69

0,130 63

0,140 63

0,150 63

Cuadro 4.6: Funciones analiticas ajustadas a cada distribucion an-
gular de frecuencias desde una energia hrv = 0,001 MeV hasta 0,150
MeV de 10 en 10 keV.

Haciendo uso del Método del Rechazo se muestreo el angulo azi-
mutal. Se tiene la funcion de distribucion del angulo azimutal para
fotones polarizados linealmente en la ecuacion (3.19) y con ella se
aplico el Método del Rechazo utilizando los datos del cuadro 4.6. .
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PROGRAMA PARA GEMENERAR EL AMGULO AZIMUTAL POR EL METODO DEL RECHAZOQ

Ingresze el Mumero de Angulos gue Desee Generar:

1 BERBBRAA

Ingrese &l Mumero Intervalos para la Distribucion de Frec. con Rango [B.3681:

Ingresze la Energia Incidente del Foton ¢ 1 [KelUl — 158 [HKell >:

Frecuencias CA.12> = 2_266le+B06
Frecuencias (12,24 2.45%795e +806
Frecuencias C24.36> 2.79766e +BB6
Frecuencias 36 .48 3.20%231e+A06
Frecuencias C48 68> 3.688%e +086
Frecuencias ChB@,. 720 4 .@7258e +806
Frecuencias (72.84> 4.34836e +BB6
Frecuencias B4, .96 4_.36434e +A06
Frecuencias C%6.188> = 4_32837e+006
Frecuencias (188 .126> 4.88854e +A06
Frecuencias C128.132> 3.67672e +BB6
Frecuencias 132 144> 3.2212%e+AB6
Frecuencias 144 _1562 2.78%66e +806
Frecuencias (156 .168> 2.44595e +806
Frecuencias <168 .18@> 2 .278008%e +BB6
Frecuencias 1881922 2.2621e+886
Frecuencias 92,284 2.449%4e +806
Frecuencias A4,.216> 2.78565e +806
Frecuencias 16.228> 3.23728e +B86
Frecuencias 28,2485 3.672% +HA6
Frecuencias 4@, 252> 4 _@B766e +006
Frecuencias 52,264 4.32838e+806
Frecuencias 64,2762 4_.36433e +BB6
Frecuencias 7h,. 288> 4.3323%7e+A06
Frecuencias 88,368 4 _@725%e +806
Frecuencias (38@,.312> 3.680%e +886
Frecuencias C312,.324> 3.2292%e +BB6
Frecuencias <324_.3362 2.7856%e +A06
Frecuencias (3363482 2.445%2e +806
Frecuencias (348,360 2.2580%e+806

Tiempo de la wutina : 188.334 segundos

Figura 4.36: Salida del codigo para generar el angulo azimutal por
el Método del Rechazo para la energia de 1 keV.

A continuacion se muestran algunas distribuciones angulares
para ciertas energias:
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DISTRIBUCION ANGULAR AZIMUTAL 0.001 MeV
Método del Rechazo

PROBABILIDAD []
w

¥ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
INTERVALOS DE MEDIDA DE 12 GRAD

Figura 4.37: Distribucion angular azimutal por el Método del Re-
chazo para la energia de 1 keV, 30 intervalos de 12 grados cada
uno.

DISTRIBUCION ANGULAR AZIMUTAL 0.050 MeV
Método del Rechazo

=
(=]
<
=1
=3
-}
<
8
&
&

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
INTERVALOS DE MEDIDA DE 12 GRADOS

Figura 4.38: Distribucion angular azimutal por el Método del Re-
chazo para la energia de 50 keV, 30 intervalos de 12 grados cada
uno.
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DISTRIBUCION ANGULAR AZIMUTAL 0.150 MeV
Método del Rechazo

=
(=]
<
(=1
S,
0o
<
g
=
-

1 2 3 456 7 8 9 101112131415 16 17 18 19 20
INTERVALOS DE MEDIDA DE 12 GRADOS

Figura 4.39: Distribucion angular azimutal por el Método del Re-
chazo para la energia de 150 keV, 30 intervalos de 12 grados cada
uno.

Se observa que conforme aumenta la energia, la distribucion an-
gular azimutal se hace mas uniforme. Es posible intuir que a ener-
gias de incidencia mas altas la distribucion en el angulo azimutal
se hace isotropica. En las figuras 4.37, 4.38 y 4.39 se muestra que
en general la distribucion angular es del tipo sinusoidal con mayor
frecuencia a 90° y 270°.

En éste caso no se ajustaron Funciones Analiticas a las distri-
buciones angulares de cada energia debido a que el muestreo para
el Angulo Azimutal se realizo con el método del rechazo, tomando
en cuenta que la funcion de distribucion acumulativa obtenida a
partir de la ecuacion (3.24) no es invertible.

Al ajustar funciones analiticas se tendria que integrarlas para
obtener Funciones de Distribucion de Probabilidad Acumulativas
las cuales NO serian invertibles y de nuevo realizar el muestreo a
partir del método del rechazo (para cada energia determinada). Lo
que significa que se terminaria en lo mismo, un método similar (me-
nos eficiente) que tardaria un tiempo de computo aproximadamente
igual. Todo un trabajo arduo de manera innecesaria.
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4.3. CONCLUSIONES

El nuevo método de muestreo que se ha referido a el, en esta
tesis, como "METODO SEMIANALITICO"(utilzando el muestreo del
rechazo) es 1.34 veces mas rapido que el método EGS (74.75 % del
tiempo requerido por el EGS) para genrerar el muestreo el angulo
polar. Se observa que conforme aumenta la energia incidente del
foton la distribucion angular se va sesgando a la izquierda lo que
quiere decir que entre mayor sea la energia menor sera la dispersion
del foton por efecto Compton.

Las Funciones de Distribucion de Probabilidad Acumulativas
obtenidas de las FDP’s nos son invertibles pero si fuesen inverti-
bles seria mas rapido con el método directo, aproximadamente 4.5
veces que el EGS. Lamentablemente en la naturaleza las funciones
que describen el comportamiento de un fenomeno de esta indole
normalmente son muy complejas matematicamente y no son inver-
tibles en la mayoria de los casos.

Se determind que el muestreo para el Angulo Azimutal con el
meétodo del rechazo debido a que su funcion de distribucion acu-
mulativa no era invertible, y en general la distribucion angular es
del tipo sinusoidal con mayor frecuencia a 90° y 270°. Se observa
que conforme aumenta la energia, la distribucion angular azimutal
se hace mas uniforme. Es posible intuir que a energias de incidencia
mas altas la distribucion en el angulo azimutal se hace isotropica.

Para concluir, se construyo una nueva metodologia para la dis-
persion Compton de fotones ionizantes por Monte Carlo (que con-
siste en la generacion de numeros aleatorios) y al implementarla a
un codigo de transporte de radiacion consumira menos tiempo al
simular que con el metodo del EGS. Esto contribuira generalmente
a realizar mas rapido los calculos dosimetricos; realizar de manera
mas rapida el calculo impactara en el area clinica ya que los tiempos
de calculo seran menores lo que llevara a que los pacientes reciban
antes sus tratamientos de radioterapia.

101



Bibliografia

Als-Nielsen, J. and McMorrow, D. (2011). Elements of modern X-ray
physics. John Wiley & Sons.

Attix, F. H. (2008). Introduction to radiological physics and radiation
dosimetry. John Wiley & Sons.

Bielajew, A. F. (2001). Fundamentals of the Monte Carlo method for
neutral and charged particle transport. The University of Michigan.

B.Kadhim, A. and Mahdi, H. S. (2013). Study the Variation of Gam-
ma - Ray Backscattered Count Rate for Halley’s Nucleus. Depart-
ment of Astronomy and Space, College of Science, University of
Baghdad.

Brosed, A. (2012). Fundamentos de Fisica Médica. Sefm.

Butcher, J. C. and Messel, H. (1958). Electron number distribution
in electron-photon showers. Phys. Rev.

Ceballos, F. J. (2004). Enciclopedia del lenguaje c++. Alfaomega
Grupo Editor.

Evans, R. D. (1958). Compton effect. Springer.

Fulea, D., Cosma, C., and Pop, G. (2009). Monte Carlo method for
radiological X-ray examinations. Romanian Journal in Physics.

Heitler, W. (1954). The quantum theory of radiation.

Hirayama, H. and Namito, Y. (2005). The EGS5 Code System. High
Energy Accelerator Research Organization (KEK).

IAEA (2009). Technetium-99m Radiopharmaceuticals: Status and
Trends. International Atomic Energy Agency.

102



Jaeger, R. G., Blizard, E. P., Grotenhuis, M., and Eisenlohr, H. H.
(1968). Engineering Compendium on Radiation Shielding: Volume
I: Shielding Fundamentals and Methods. Springer-Verlag Berlin
Heidelberg GmbH.

Jenkins, T. M., Nelson, W. R., and Rindi, A. (1988). Monte Carlo
transport of electrons and photons. Plenum Press.

Mcdunkin, F. E. (1988). Agua y salud humana. Editorial LIMUSA,
S.A de C.V.

Morin, L. (1982). Molecular form factors and photon coherent scatte-
ring cross sections of water. J. Phys. Chem. Ref. Data.

Ortega, X. and Jorba, J. (1996). Radiaciones ionizantes: utilizacion
y riesgos, volume 25. Univ. Politéc. de Catalunya.

Ozmutlu, E. N. (1992). Sampling of angular distribution in Compton
scattering. Elsevier.

Persliden, J. (1983). A Monte Carlo program for photon transport
using analogue sampling of scattering angle un coherent and in-
coherent scattering processes. Computer Programs in Biomedici-
ne.

Tachino, C. A., Galassi, M. E., and Rivarola, R. D. (2006). Estudio
tedrico de procesos de ionizacion multiple en colisiones entre iones
y moléculas. Universidad Nacional de Rosario.

Venturinia, L., Maidana, N. L., and Vanin, V. R. (2007). Aramis: a
computer code to estimate total and peak efficiencies of an HPGe
photon detector. Instituto de Investigaciones Energéticas y Nu-
cleares, Universidad de San Pablo - Departamento de Fisica Ex-
perimental.

103



