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Introduccion

La presente tesis pertenece al area de la Topologia conocida como Teoria de continuos
y sus hiperespacios. En esta tesis estudiamos propiedades topolégicas de espacios que son
métricos, compactos, conexos y no vacios conocidos como continuos y sus hiperespacios, los
cuales son ciertas familias de subconjuntos de un continuo con alguna caracteristica particu-
lar.
Tiene como principal objetivo el estudio de la Contractibilidad y Pseudo-contractibilidad en
los hiperespacios de continuos; analizaremos estos conceptos de acuerdo a las referencias [10],
[3] v [8] senaladas en la bibliografia.
Para facilitar la lectura, se han incluido los resultados necesarios de Topologia General, conti-
nuos e hiperespacios que se requieren para su comprension y se organiza el material en cinco
capitulos.
En el Capitulo 1 se mencionan algunos conceptos bésicos necesarios para desarrollar el tema
principal, por ejemplo, la definiciéon de continuo, nombrando también algunos ejemplos. Se
enuncian resultados que nos servirdn para obtener demostraciones importantes para el desa-
rrollo de este trabajo. En el Capitulo 2 se hace referencia a los hiperespacios, exponiendo los
més conocidos, se introduce una métrica, conocida como la métrica de Hausdorff utilizada
para los hiperespacios y se mencionan algunos resultados sobre conexidad y compacidad de
los hiperespacios, asi como también sobre funciones de Whitney y arcos ordenados. En el
Capitulo 3 se presentan algunos modelos de hiperespacios, los cuales nos serviran para dar
ejemplos de algunos resultados de los capitulos siguientes. En el Capitulo 4 analizamos los
conceptos de:

1. Contractil.

2. Contractil con respecto a...
3. Contréctil en...

4. Propiedad de Kelley.

Ademas se demuestra que para un continuo X dado, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) Fi(X) es contractil en C'(X),

b) Fi(X) es contractil en 2%,
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c) C(X) es contractil,

)

d) 2% es contractil,

e) Cn(X) es contractil,
f) Cs(X) es contractil.

Y que si X es un continuo localmente conexo, entonces X tiene la propiedad de Kelley.
Por ultimo, el Capitulo 5 es la parte fundamental del trabajo, aqui mencionamos las defini-
ciones de:

1. Pseudo-contractil.
2. Pseudo-contractil en...
3. Pseudo-contractil con respecto a...

Asi como también se prueba, que si X es un continuo, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) F1(X) es contractil en C'(X),

o

) F1(X) es contréctil en 2%,

) C(X) es contractil,

@]

oL

) 2% es contréctil,

) C,(X) es contractil,

@D

—

) Coo(X) es contractil,

) F1(X) es pseudo-contractil en C(X),

o

h) Fi(X) es pseudo-contractil en 2%,

i) C(X) es pseudo-contractil,

j) 2% es pseudo-contractil,

)
)
k) C,(X) es pseudo-contractil,
)

Cw(X) es pseudo-contractil.
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Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo presentamos los conceptos bésicos de la Teoria de Continuos y de sus
Hiperespacios, ademés de algunos resultados que son necesarios para el desarrollo del presente
trabajo. Algunos de los cuales no se probaran pero se dejara la referencia para consultar la
demostracion.

1.1. Conceptos Basicos

Definicion 1. Sea X un conjunto y 7 una familia de conjuntos de X. Decimos que T es una
topologia para X si:

1.0, X e,
2. SiC C 1, entonces | JC € T,
3. Si A,B €T, entonces ANB € 7.

La pareja (X, 7) se le llama espacio topoldgico, o simplemente espacio. Por comodidad
denotaremos por X al espacio topologico, de ser necesario se usard la notacion anterior.
Si 7 es una topologia para X, a los elementos de T los llamaremos abiertos.

Observacion 2. Si X \ A C 7, entonces se dird que el conjunto A es un conjunto cerrado
en X.

Definicion 3. Una métrica en un conjunto X es una funcion d : X x X — R que cumple
las siguientes propiedades:

1. 0 < d(z,y) para todos z,y € X; la igualdad se da si y sdlo si, x = y.
2. d(z,y) = d(y,z) para todos z,y € X.

3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) para todos x,y,z € X.
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Definicion 4. Sean X un conjunto no vacio y d una métrica para X. La pareja ordenada
(X,d) formada por el conjunto X y la métrica d en X es llamado espacio métrico. Al igual
que en espactos topologicos se usard X para denotar un espacio métrico si no hay confusion.

Definicién 5. Dados e >0 yp € X, se define:
B(e,p) ={q € X :d(p,q) < e}, la bola de radio ¢ alrededor de p.

Definicién 6. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Decimos que v € A
sty solo st para todo U € T que cumple que x € U se tiene que U N A # 0.
Al conjunto A se le llama la cerradura de A en X.

Definicion 7. Sean X un espacio topologico y D C X. Decimos que D es denso en X si
D=X.

Definiciéon 8. Sean X un espacio topoldgico y E un subconjunto de X . Llamaremos cubierta
de E a una coleccion {An}acr de subconjuntos de X tales que E C UA"' Si cada A,

n
de la cubierta es un conjunto abierto, entonces diremos que la cubierta es abierta. Una
subcubierta de E es una subcoleccion de {Ag}aer la cual es una cubierta.

Definicion 9. Se dice que un conjunto K de un espacio topologico X es compacto si toda
cubierta abierta de K contiene una subcubierta finita, en otras palabras si {Aa}acr €s una
cubierta abierta de K entonces existe un numero finito de indices oy, Qa, ..., a,, tal que

wella,

i=1
Proposicion 10. Todo subconjunto cerrado A de un espacio compacto X es compacto.

Demostracion. Sea {Aa}aer una cubierta abierta de A. Cada elemento de {A,}aer es de
la forma A, = ANU,, donde U, es un conjunto abierto de X. La coleccion {X — A} U
{U,}aer €s una cubierta abierta de X y como X es compacto, entonces tiene una subcubierta
abierta finita. Las intersecciones con A de los elementos de esta cubierta finita, forman una
subcubierta finita de {A, }acr para A. Por lo tanto A es compacto. O

Definicion 11. Se dice que una sucesion {p,}5°, en un espacio X, converge si existe un
punto p € X tal que para cada € > 0, existe un nimero entero N tal que sin > N entonces
d(pn,p) < €. En este caso, decimos que {p,}5°, converge a p, o que p es el limite de {p,}5°,
y escribimos nh_}n(glopn =p. Si{pn}>2, no converge, se dice que diverge.

Definicion 12. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es secuencialmente compacto
st cada sucesion de puntos de X contiene una subsucesion convergente.

La demostracion de la siguiente proposicion se encuentra en |7, Teorema 28.2].

Proposicion 13. Sea X un espacio métrico. Entonces las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:
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1. X es compacto,
2. X es secuencialmente compacto.

Definiciéon 14. Dos conjuntos A y B de un espacio X se dice que son mutuamente sepa-
rados st ANB=ANB =.

Definicion 15. Sea X un espacio topologico. Una separacion de X es un par A, B de
conjuntos mutuamente separados y no vacios cuya union es X.

Definicion 16. Un conjunto E C X se dice que es conexo si no existe una separacion de
E.

Proposicién 17. Si los conjuntos C' y D son una separacion de X y Y es un subespacio
conezxo de X, entonces Y es un subconjunto de C' o de D.

Demostracion. Supongamos que C NY # () y DNY # (), probaremos que los conjuntos
CNY y DNY son una separaciéon de Y. Sia € (CNY)N(DNY), entonces a € C, a €Y,
a€DyaecY, porloque, en particular, a € C'N D, lo cual es una contradiccion pues C'y

D son mutuamente separados, por lo tanto (CNY)N(DNY) = (. De la misma manera se

prueba que (DNY)N(CNY)=10. Porloque CNY y DNY son una separacion de Y, lo
cual contradice la conexidad de Y. Por lo tanto Y C C o Y C D. O

La demostracion de la siguiente proposicion se encuentra en |7, Teorema 23.3].

Proposicion 18. La union de una coleccion de subespacios conexos de X que tienen un
punto en comin es un conjunto conexo.

Lema 19. Sea X un espacio topoldgico. Si A es un subconjunto conexo de X, entonces para
todo B subconjunto de X tal que A C B C A, se tiene que B es conexo.

Proposicion 20. Sea X un espacio topoldgico. Si existe un subconjunto denso y conexo D
de X, entonces X es conezxo.

Demostracion. Supongamos que existe un conjunto conexo D de X, entonces por el Lema
19, D es conexo y como D = X, X es conexo. ]

Definicion 21. Sean X, Y espacios topoldgicos. Una funcion f : X — Y se dice que es
continua si para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~1(V) es un abierto de X .

Proposicion 22. Sean X, Y dos espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion. Entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. f es continua.
2. [(A) € [(A).

3. La tmagen tnversa de cada subconjunto cerrado de Y es cerrado en X.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 4

Demostracion. 1) = 2) Sean A un subconjunto de X, € A y V un conjunto abierto tal
que f(z) € V. Como f es continua, entonces f~(V) es un conjunto abierto en X que tiene
a = e intersecta a A en algin punto y. Asi f(y) € V N f(A), por lo que f(z) € f(A). Por lo
tanto f(A) C f(A).

2) = 3) Sea B un cerrado de Y y sea A = f~1(B). Se tiene que f(A) = f(f~'(B))) C B. De

aqui que, si x € A, f(z) € f(A) C f(A )g = B, porloque z € f1(B) = A. Asi, A C A,
entonces A = A, es decir A es cerrado.

3) = 1) Sea V un conjunto abierto de Y. Entonces

CTYAV) =NV =X\ Y.

Como Y \ V es cerrado, por hipotesis f~1(Y \ V) es cerrado, por lo que f~1(V) es abierto y
por tanto, f es continua. n

Proposicion 23. La imagen de un espacio compacto bajo una funcion continua y suprayec-
tiva es un espacio compacto.

Demostracion. Sea f: X — Y continua con X compacto. Sea { A, }aes una cubierta abierta
de Y. Veamos que la coleccion {f~!(A,)}aer es una cubierta abierta de X. Cada f~1(4,) es
abierto pues f es continua. Por otra parte si z € X, f(z) € Y, por lo que existe A € {A,}aer
tal que f(z) € A. De esta manera x € f~1(A). Por lo tanto {f7'(A4)}aer €s una cubierta
abierta de X. Dado que X es compacto, existe un nimero finito de ellos que cubren a X,

digamos f~1(Ay),..., f71(A,) es decir, X C U fH(Ay). Asi
k=1

Y=rx)crJrA)=Uru @ clJa
k=1 k=1 k=1

Entonces los conjuntos Aq, ..., A, cubren Y, por lo que Y es compacto. n

Proposicion 24. Sean X, Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y wuna funcion. Si f es
continua entonces para cada sucesion de puntos {p,}2>, en X que converge a un puntop € X

se tiene que lim f(p,) = f(p).
n—r00

Demostracion. =] Sea V un conjunto abierto tal que f(p) € V, entonces p € f~1(V), por
lo que existe N € N tal que p, € f~}(V) paran > N. Asi f(p,) € V paran > N.

<] Sea A C X. Demostraremos que f(A) C f(A). Sea p € A, entonces existe una sucesion
{pn}22, de puntos en A que converge a p. Por hipotesis, f(p,) converge a f(p), dado que
f(pn) € f(A), entonces f(p) € f(A). Por lo que f(A) C f(A), entonces f es continua. O

La demostracion del siguiente lema la podemos ver en |7, Teorema 18.3].

Lema 25. Sea X = AU B, donde A y B son conjuntos cerrados en X. Sean f : A — Y
yg:B —Y funciones continuas. Si f(x) = g(x) para cada x € AN B, entonces f y g se
combinan para dar una nueva funcion continua h : X —'Y definida mediante

| flx) si xe A
h(x)—{ g(x) si x€B.
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Definicion 26. Un conjunto A es llamado conjunto ordenado si existe un orden =< que
tiene las mismas propiedades relativas al orden que R, es decir, si es reflexivo (para toda
a € A: a = a), transitivo (para todos a,b,c € A: a = by b = ¢, entonces a <X ¢) y
antisimétrico (para todos a,b € A: a <byb = a, entonces a =b).

El siguiente teorema es conocido como el teorema del valor intermedio y su demostracion
la podemos encontrar en |7, Teorema 24.3].

Teorema 27. Sea f: X — Y una funcion continua, donde X es un espacio conexo yY un
conjunto ordenado. Si a y b son dos puntos de X y r es un punto de Y que se encuentra
entre f(a) y f(b), entonces existe un punto ¢ en X tal que f(c) =r.

Definicion 28. Un espacio topologico X se denomina espacto de Hausdorff si para cada
par de puntos distintos x1, xo de X, existen conjuntos abiertos disjuntos Uy y Uy que contienen
a x1 Yy To, respectivamente.

Definicion 29. Un espacio topologico X se dice que es normal si para cada par de conjuntos
cerrados disjuntos A y B de X, existen conjuntos abiertos disjuntos que contienen a A y B
respectivamente.

Proposicion 30. Todo espacio métrico es normal.

Demostracion. Sea X un espacio métrico con distancia d. Sean A y B subconjuntos cerrados
disjuntos de X. Para cada a € A, elijamos &, de manera que B(e,,a) N B = (), esto es posible

ya que A y B son disjuntos. De la misma manera, para cada b € B, elijamos ¢, de manera
que B(gp, b) N A = (). Definamos

U= UB(%“,a) vV = UB(%,Z)).

a€A beB

Entonces U y V son conjuntos abiertos que contienen a A y B respectivamente y afirmamos
que son disjuntos. De no ser asi, es decir, si existiera z € UNV/, entonces z € B(%,a)NB(2,b)
para algin a € A y algin b € B. Utilizando la desigualdad del triangulo se tiene que
d(a,b) < d(a,z) +d(z,b) < % +% = %i”) Si e, < &, entonces d(a,b) < &, por lo que
a € Bley, b). Si g, < g,, entonces d(a,b) < &,, por lo que b € B(e,,a). Lo cual no es posible.
Por lo tanto U y V son disjuntos, asi X es normal. O]

Definicion 31. Un espacio topoldgico X es localmente conexo, si para cada v € X y para
cada U € 7 tal que v € U, existe V € T conexo tal que v € YV C U.

Definicion 32. Un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias si para cualesquiera
p,q € X existe una funcion « : [0,1] — X continua tal que a(0) =p y a(l) = q.

Definicion 33. Decimos que X es un arco, si X es homeomorfo al intervalo [0,1] con la
topologia usual de R.
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Definicion 34. Un espacio topologico X es conexo por arcos o arco conero si para
cualesquiera p,q € X existe un arco con extremos p y q.

Proposicion 35. Sea X un espacio topologico. Si X es arco conexo, entonces X es conexo.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo, es decir, que existe A, B una separacion.
Tomemos p € Ay q € B, dado que X es arco conexo, existe un arco con extremos p y ¢,
asf por la Proposicion 17, ese arco es un subconjunto de A o B, lo cual es una contradiccion
pues el arco va de un punto de A a un punto de B. Por lo tanto, X es conexo. O

Observacion 36. Si X es un espacio topoldgico conexo por arcos, entonces es conexo por
trayectorias.

Observacion 37. No siempre se tiene que todo espacio conexo es arco conero o conero por
trayectorias.

Figura 1.1: SU F

Sea S = {(z,sen(2)) : 0 <z < 1}. Como S es la imagen del conjunto conezo (0,1] bajo
la funcion g : (0,1] — R? definida como g(z) = (z,sen(L)), entonces S es conexo. Dado
que S es la union de S con el conjunto F = {(0,z) : —1 < x < 1}, entonces S también
es conero. Supongamos que erxiste una trayectoria f : [0,1] — S tal que f(0) = (0,0) y
f(1) = (1,sen(1)). El conjunto f~'(F) es cerrado pues f es continua y, por tanto, tiene
un mdrimo que denotaremos por b. Entonces f : [b,1] — S es una trayectoria que satisface
que f(b) € F, mientras que f((b,1]) C S. Sustituimos a [b,1] por [0,1]; de tal manera
que f(t) = (z(t),y(t)), donde z(0) = 0, mientras que x(t) > 0 y y(t) = sen(ﬁ) para
t > 0. Construiremos una sucesion {t,}>°, tal que lim t, = 0 y y(t,) no es convergente,
contradiciendo la continuidad de f. Para encontrar ng C7)”Lozime7"os t, procedemos del siguiente
modo: dada n, elegimos u con 0 < u < z(X) tal que sen(L) = (—1)". Usando el Teorema 27
podemos encontrar t, con 0 < t, < % tal que z(t,) = u. Por lo tanto S no es conexo por
trayectorias, asi no es conexo por arcos.
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Observacion 38. Sea X es un espacio topoldgico. Si X es conexo por trayectorias, no ne-
cesartamente se cumple que sea conexro por arcos.

Como ejemplo se tiene X = {0,1}, con la topologia de Sierpinski, 7 = {0,{0}, X}. X es
conexo por trayectorias, pues existe o : [0,1] — X continua definida por

[0 st te]0,1)
O‘(t>_{1 si t=1

pero no es conexo por arcos, pues no existe un arco que conecte a {0} con el punto {1}.
La demostracion de la siguiente proposicion se puede ver en |7, Teorema 26.6].

Proposicion 39. Sean X, Y espacios topoldgicos. Si X es compacto, Y es Hausdorff y
f: X =Y una funcion continua y biyectiva, entonces f es homeomorfismo.

La siguiente proposicion es demostrada en |11, Corolario 31.6].

Proposicion 40. Sea X un espacio topologico Hausdorff. Entonces X es conexo por trayec-
torias si y solo si X es conexo por arcos.

Definicion 41. Sea X un espacio topologico conexo. Decimos que X es unicoherente si,
dados A y B conjuntos cerrados y conexos en X tales que X = AU B, tenemos que AN B
es comero.

Ejemplo 42. Sea X = [0, 1] con la topologia usual, X es unicoherente pues [0, a] y [b, 1] son
cerrados conezos de X tales que [0,a]U[b,1] = X, y

b,a] si b<a

[O,a]ﬂ[b,l]:{ {a} si a=1b

el cual es conexo.

Ejemplo 43. Sea S la circunferencia unitaria en el plano R%. S no es unicoherente pues
si A es el arco que va de p a q y B el arco que va de q a p, conp, ¢ € S, AUB =Sy
AN B = {p}U{q} el cual no es conexo.

1.2. Continuos

En esta seccion definiremos algunos conceptos relacionados a la Teoria de continuos.

Definicién 44. Decimos que un espacio X es un continuo, si X es un espacio métrico,
compacto, conexo y no vacio.

Definicion 45. Un subcontinuo es un subconjunto de un continuo que a su vez es un
continuo. Es decir, es un subconjunto cerrado, conexo y no vacio de un continuo.

A continuacion, daremos algunos ejemplos de continuos.
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Ejemplo 46. Sea [0, 1] el intervalo cerrado como subespacio de R. Dado que [0,1] es cerrado
y acotado, entonces es compacto, ademds como los puntos, los intervalos y R son los unicos

conezxos en R, se tiene que [0,1] es un continuo.

Figura 1.2: Intervalo

Ejemplo 47. El disco relleno, o la 2-celda, ([0,1]%) que son espacios topoldgicos, con la
topologia usual, los cuales son otro ejemplo de continuos, ya que son compactos y conexos.

Figura 1.3: 2-celda

Ejemplo 48. Los continuos que son una union finita de arcos tales que cada dos de ellos se
intersectan solo en un numero finito de puntos los cuales son conocidos como grificas finitas.

Ejemplo 49. El Circulo de Varsovia, que es la cerradura en R? de la grdfica de la funcion
sin(2), definida en el intervalo (0,1], anadiendo un arco como se muestra en la figura.

Figura 1.4: Circulo de Varsovia

Ejemplo 50. La escoba o abanico armdnico y el peine como espacios de R?, son continuos
obtenidos de unir una infinidad de segmentos.
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Figura 1.5: Abanico y Peine

Ejemplo 51. Las dendritas son continuos localmente conexos que no tienen circunferencias,
a continuacion mostraremos a F,, la cual tiene un solo punto de ramificacion pero una infini-
dad de segmentos saliendo de él; la dendrita de Gehman la cual se construye empezando por
su vértice superior del que salen dos segmentos, al final de estos dos segmentos se ponen otros
dos segmentos mds pequenos, este proceso se continia una infinidad de veces; la dendrita lla-
mada Dy se construye empezando por una cruz, usando cada uno de los cuatro extremos de
la cruz se construye una pequena cruz, con esto la figura se parte en 16 sementos, cada uno
de ellos se usa para hacer una cruz menor, siguiendo este proceso una cantidad numerable
de pasos; la dendrita D, se construye empezando con F,,. En el punto medio de cada uno
de los segmentos se planta una copia pequena de F,; en el punto medio de cada uno de los
segmentos plantamos una nueva copia de F,,. Este proceso se realiza una cantidad numerable
de veces y al final se toma la cerradura de la union de todos los segmentos construidos.

Figura 1.6: F,, y Dendrita de Gehman

Proposicion 52. Si X es un continuo y Ay, Ao, ... son subcontinuos tales que A1 O Ay D

A3 D -+, entonces el conjunto A = ﬂ A; es un subcontinuo de X.
i=1

Demostracion. Dado que A es una interseccion de cerrados y X es compacto, A es cerrado
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y compacto. Veamos que A # (). Supongamos A = (). Entonces

@
Il
—

Asi, dado que cada A; es cerrado, {X \ A, X \ Ao, X \ A3, -} es una cubierta abierta de
X. Como X es compacto, existen A, ,...,A,, tales que X = U(X \ Ap,).

i=1
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 4,,, D A,, 2 ... D A, , con ny < ng <
-+ <mn,,. Entonces

X =(X\Ap)U(X\AL)U(X\ Ap)U--U(X\ Ay)
=X\ (A NA,NA, N NA,)
= X\ A, .

De donde A,,, = (), esto es una contradiccion. Por lo que A # ().

Ahora veamos que A es conexo. Supongamos que A no es conexo, es decir, A = K U L con
K y L cerrados, ajenos no vacios. Por Proposicion 30, X es normal, asi existen abiertos U y
Vitalesque UNV =0, K CU y L CV. Dado que

G(X\Ai):(X\Al)U(X\Ag)U---:X\A:X\(KUL)QX\(UUV),

=1

la familia {X \ Ay, X \ As,...} es una cubierta abierta del cerrado X \ (U U V). Dado que
Ay D Ay D A3 O - -+, entonces podemos encontrar un indice ¢ € N tal que A; C UUV. Como
A; es un continuo, por la Proposicion 17, A; C U o A; C V. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que A; C U. Dado que A = K UL C A;, se tiene que L C U. De donde
L C (UNYV), esto es una contradiccion pues U NV = (). Con esto se concluye que A es
conexo.

Por lo tanto A es subcontinuo de X. O

Definicion 53. Sea X un continuo y {A,}°°, C X, definimos:

limsup A, = {z € X : para todo U € 7x, UN A,, # 0 para una cantidad infinita de n’s}

Yy

liminf A, = {z € X : para todo U € 7x, UN A, # 0 para toda n salvo una cantidad finita
de n’s}.

Definiciéon 54. Sea X un continuo y {A,}:>, C X, el limite de la sucesion que denotamos
porlim A, = A, existe cuando limsup A,, C liminf A,,. Es decir, A = liminf A,, = limsup A,,.
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Ejemplo 55. Sea X = [0,1] x [0,1], A, = [0, %] X {%} sim es impar y A, = [%, 1] x {%} si
n es par. limsup 4, = [0,1] x {0} y liminf A, = [1, 2] x {0}




Capitulo 2

Hiperespacios de continuos

En este apartado se demostrara que algunos hiperespacios son continuos si X es continuo.

Definicion 56. Los hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de un continuo X,
con alguna caracteristica particular. Los mas estudiados son:

2X ={A C X : A es cerrado y no vacio},

C(X)={Ae2%: A es conero},

F.(X) ={A € 2% : A tiene a lo mds n puntos}, n € N,

Fo(X) = {A € 2% : A tiene un mimero finito de puntos},

Cn(X)={A € 2% : A tiene a lo mds n componentes}, n € N.

Coo(X) = {A € 2% : A tiene un nimero finito de componentes}.

Observacion 57. Para un continuo X se tiene lo siguiente:
Fn(X) - FnJrl(X) - FOO(X) Y Cn<X) C CnJrl(X) - Coo(X); n € N.
Fo(X) € Cu(X).

2.1. La Meétrica de Hausdorft

A continuaciéon vamos a introducir la métrica de Hausdorff.
Como 2% contiene a los demas hiperespacios, para darle una métrica a todos ellos, basta con
dérsela a 2.

Definicion 58. Dados e >0 y A € 2%, se define la nube de radio € alrededor de A como:
N(e,A) ={q € X : existe x € A tal que d(z,q) < €}.

Definicion 59. Sea (X, d) un espacio métrico. d es acotada si existe k > 0 tal que d(x,y) < k
para todo x, y € X

Lema 60. Sea f una funcion continua definida en X. St X es compacto entonces existe
algin niumero y € X tal que f(y) > f(x) para todo x € X.

Lema 61. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d. Entonces d es acotada.

12
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Demostracion. Sea f: X — [0,00) definida por f(x) = d(p, x), para algin p € X fijo. Dado
que X es compacto, por la Proposicion 23, f(X) es compacto, asi por el Lema 60 existe o € X
tal que d(p,xo) > d(p,x) para todo x € X. Entonces d(z,y) < d(p,x) + d(p,y) < 2d(p, xo).
Asi d es acotada. O

Definicion 62. La métrica usual para 2% es conocida con el nombre de métrica de Haus-
dorff. Sea H : 2% x 2% — [0, 00) definida de la siguiente manera

H(A,B) =inf{e >0: ACN(e,B) y BC N(e,A)}.
Proposicién 63. Dado un continuo X, la funcion H es una métrica para 2% .

Demostracion. Primero vamos a probar que H esté bien definida. Para A, B € 2%, definimos
el conjunto

E(A,B)={e¢>0: ACN(,B)y BCN(e,A)},

entonces H(A, B) = inf E(A, B).

Demostraremos que E(A, B) # () y que esta acotado inferiormente.

Notemos que d(p,q) < diam(X) + 1 para cualesquiera p,q € X (ver Lema 61). Asi A C
N(diam(X) + 1,B) y B C N(diam(X) + 1, A). Por lo que el diam(X) +1 € E(A B)y
E(A, B) # 0. Asi, dado que E(A, B) esta acotado inferiormente por el 0, H(A,B) > 0y H
esté bien definida.

De la definicién se sigue que H(A, B) = H(B, A).

Veamos que H(A, A) = 0. Notemos que, E(A, A) = (0,00) y inf E(A, B) = 0. Asi, H(A, A) =
0.

Supongamos H(A, B) = 0, demostraremos que A = B.

Sea a € Ay e >0, como inf F(A, B) = 0 < ¢, entonces existe § € E(A, B) tal que 6 < ey
entonces A C N (0, B). Asi existe b € B tal que d(a,b) < § < ¢, por lo tanto B(s,a) N B # ()
para todo ¢. Por lo que a € B en X, pero B es cerrado, asi a € B. Por lo tanto A C B.
Anéalogamente B C A. Por lo tanto A = B.

Por tltimo probaremos la desigualdad del triangulo. Sea C' € 2%, demostraremos que

inf E(A,C) < inf E(A, B) + inf E(B, C).

Como el infimo de una suma de conjuntos es la suma de los infimos de los conjuntos, solo

nos queda probar que
inf F(A,C) <inf{d+n:0 € E(A,B)

yn e E(B,C)}.
Sean § € E(A,B) y n € E(B,C), por definicion A C N(§,B) y B C N(n,C). Dada
a € A, existe b € B tal que d(a,b) < J, ademas existe ¢ € C tal que d(b,c) < 7. Por
desigualdad del triangulo d(a, ¢) < d(a, b)+d(b,c) < d+n. Asi A C N(6+n, C), andlogamente,
C CN(@+mn,A) porlo que d +n € E(A,C), entonces inf E(A,C') < 6 + 7. Por lo tanto
inf F(A, C) es cota inferior de {0 +n:d € E(A,B)yn € E(B,C)}.
Asi, inf B(A,C) <inf{éd+n:5€ E(A,B) yne€ E(B,C)}.

Por lo tanto H(A,C) < H(A, B) + H(B,C) y asi, H es una métrica para 2%, O
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Lema 64. Sean X un espacio métrico compacto, A, B € 2% y & > 0. Entonces H(A, B) < ¢
siy sélo si ACN(e,B) y BC N(e, A).

Demostracion. Supongamos que H(A, B) < . Veamos que A C N(e,B) y B C N (e, A).
Sea ¢ € R tal que H(A,B) < ¢ < e. Por definicién de infimo, existe 0 < r < ¢’ tal
que A C N(r,B) y B C N(r,A). Entonces A C N(r,B) C N(¢/,B) C N(¢,B) y
B C N(r,A) C N(¢,A) C N(eg,A). Asi, A C N(g,B) y B C N(g, A). Reciprocamen-
te, supongamos que A C N(e,B) y B C N (e, A). Probaremos que existe n € R tal que
0<n<e ACN(n,B)y BC N(n,A). Antes, necesitamos probar que A C UN(&, B).

6<e
Sea a € A. Como A C N(e, B), existe b € B tal que d(a,b) < . Tomemos § € R tal que

d(a,b) < 6 < e. Entonces a € B(4,b) C N (4, B), por lo que A C U N (6, B).

0<d<e

Ahora, por la compacidad de A, existen d1,ds,...,0, < ¢ tales que A C UN((L, B). Defina-
i=1
mos 77 = max{dy,da,...,0,}. Entonces 0 < <ey AC N(m,B).
De forma analoga, podemos encontrar 7, € R tal que 0 <y < ey B C N (1, A).
Tomemos 1 = max{n;,n2}. Entonces 0 < n <e, ACN(n,B)y BCN(n,A).
Por tanto H(A,B) <n <e.
O

Lema 65. Sea X un continuo. Si A € 2% y U es un abierto en X tal que A C U. Entonces
existe € > 0 tal que N'(e, A) C U.

Demostracion. Sea A C U. Se tiene que AN(X\U) = ). Notemos que A y X'\ U son conjuntos
cerrados en X, asi por Proposicion 10 son compactos, de manera que d(A, X \ U) > 0.
Sea ¢ = w, veamos que N(e,A) C U. Si z € N(e, A), entonces existe a € A tal
que d(a,z) < €. Asi x € B(e,a). Afirmamos que = € U, pues si x € X \ U, entonces

d(A, X\U) < d(a,x). Asi, d(A, X \U) < ¢, lo cual es una contradiccion. Por tanto x € U. [
Denotaremos a (e, A) como la bola de radio € alrededor de A con la métrica de Hausdorff.
Proposicion 66. Sea X un continuo. Entonces el hiperespacio Fy(X) es homeomorfo a X.

Demostracion. Sea G : F1(X) — X una funcién definida por G({z}) = z. Veamos que es
biyectiva. Para probar que es inyectiva, notemos que si G({z}) = G({y}), entonces z = y, por
lo que G es inyectiva. Para probar que es suprayectiva, observemos que para todo x de X existe
{z} de F1(X), tal que G({x}) = =, por lo que G es suprayectiva. Asi la funciéon G es biyectiva.
Probaremos que G es continua. Sea ¢ > 0 y sea 0 = . Supongamos que H({z},{y}) < 9,
entonces {r} C N(6, {y}) v {y} C N6, {z}), ast G({z}) C GIN(6,{y})) = N5, G({}))
vy G{y}) € GN(6,{z})) = N(5,G({x})), por lo que = € B(d,y) y y € B(d,z), de donde
d(z,y) < 0, asi G es continua. De la misma manera G~! es continua. Por lo tanto G es un
homeomorfismo. Asi F;(X) es homeomorfo a X. O

La demostracion del siguiente teorema se encuentra en |9, Teorema 4.11].
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Teorema 67. Sea X un espacio métrico compacto y sea {A,}°2 | una sucesion de subcon-
Juntos compactos no vacios de X. Entonces lim A,, = A si y sdlo si {A,}22, converge a A
en 2% con respecto a la métrica de Hausdorff.

Proposicion 68. Sean A, B € 2%. Si {A,}°, y {B,}>2, son sucesiones de elementos en
2X tales que lim A, = A y lim B,, = B, entonces:

a) Si A, C B, para cada n € N, entonces A C B,
b) lim(A, UB,) = AU B,
c) Si A, N B, # 0 para cada n € N, entonces AN B # (),

d) no siempre es cierto que lim A, N B, = AN B.

Demostracion. a] Sea v € A, dado que B € 2%, demostraremos que x € B. Sea ¢ > 0,
como lim A,, = A, existe N; € N tal que, para cada n > Ni, H(A,, A) < 5, de la misma
manera, como lim B,, = B, existe N, € N tal que, para cada n > Ny, H(B,, B) < 5. Sea
N = méx{Ny, Na}. Entonces, para cadan > N, H(A,, A) < 5y H(Bn, B) < 5. Por el Lema
64, se tiene que A C N'(5,4,), A, CN(5,4), BCN(5,B,),y B, € N(§,B), para cada
n > N. Fijamos m € N tal que m > N. Dado que x € A, existe y € A, tal que d(z,y) < 5.
Por hipoétesis, A,, C B,,, por lo que y € B,, y como B,, C N(%,B), existe z € B tal que
d(y, z) < 5, por la desigualdad del triangulo, se tiene que d(z,z) < d(ﬁ, y) +d(y,z) < e, de
donde z € B(e,z) N B. En consecuencia, B(e,z) N B # (). Asi, z € B = B. Por lo tanto,
ACB.

b| Sea e > 0, probaremos que existe N € N tal que para cadan > N, A,UB, € B(e, AUB,).
Como lim A,, = A, existe N; € N tal que para cada n > Ny, H(A,, A) < e. De la misma
manera, como lim B,, = B, existe No € N tal que, para cada n > Ny, H(B,,B) < . Sea
N = méx{Ny, N>}, entonces para cada n > N, H(A,,A) < ¢ y H(B,,B) < €. Por Lema
64, para cadan > N, A C N (e, A,), B C N(e,B,), A, C N(,A) y B, C N(g,B). De
manera que, AU B C N(g,A,) UN(e,B,) y A, UB, C N(g,A) UN(g, B), para cada
n > N, de donde AUB C N(e,A, UB,)y A,UB, C N(¢, AU B). Por tanto, para cada
n>N,H(AUB,A,UB,) < e. Asi, para cadan > N, A, U B, € B(¢, AU B). Por lo que
lim(A,UB,) = AUB.

¢| Supongamos que AN B = (). Entonces existe ¢ > 0, tal que N (e, A) NN (e, B) = ). Por
otro lado, como lim A,, = A y lim B,, = B, existen Ny, Ny € N tales que, para cada n; > Ny,
H(A,, A) < e y para cada ny > Ny, H(B,, B) < €. Sea N = méax{Ny, N>}, entonces para
cadan > N, H(A,, A) < ey H(B,,B) < e. Por el Lema 64, tenemos que A C N (e, A,),
B C N(g,B,), A, C N(g,A) y B, C N (e, B), para cada n > N. Fijemos m € N tal que
m > N. Por hipotesis tenemos que A, N B,, # 0, sea ¢, € A,, N B,,, entonces ¢, € N(e, A)
Yy ¢m € N(g,B), asi, N(e,A) N N(e,B) # 0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
ANB# 0.

d| Consideremos el continuo X = [0, 1] x [0,1]. Para cada n € N, sean A, = [3,1] x {2},
pn = (1, %), Gn = (0,%“), y B, = DPnGn, donde D,q, es el segmento de linea que une a
los puntos p, y ¢,. Observemos que {A4,}°°, v {B,}°2, son sucesiones de elementos de 2%
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tales que lim A, = Ay lim B, = B, donde A = [5,1] x {0}, B = [0,1] x {0}. Notemos
que ANB = [2, 1] x {0} = A. Por otro lado, para cada n € N, A, N B, = {p,}. Asi,
lim(A, N B,) = {po}, donde py es el punto (1,0). Por tanto, lim(A, N B,) # AN B. O

La prueba de la siguiente proposicion la podemos encontrar en [4, Teorema 1.19].

Proposicion 69. Sea {A,}°2, una sucesion en 2X. Silim A,, = A, entonces p € A si y sdlo
si existe una sucesion de puntos {p,}>>, de X tal que p, € A, para todan € N y lim p, = p.
n—oo

2.2. Topologia de Vietoris

En esta seccion analizaremos la topologia de Vietoris para 2% y probaremos que es igual
a la topologia inducida por la métrica de Hausdorft.

Definicién 70. Sean X un continuo y A C X definimos los siquientes conjuntos en 2% :
1. T(A)={Be€2X:BC A}
2. N(A)={Be€2X: AnB # 0},
3. ®(A)={Be2X:AC B}

Definicion 71. Sean X un continuo y Uy, Us, - -- , U, subconjuntos no vacios de X. El sim-
bolo (Uy,Us, -+ ,U,) denota el conjunto:

{Ac2¥ . AC UUi y ANU; # 0 para cada i € {1,2,--- ,n}}.
i=1
Teorema 72. Sean X un continuo y Uy, Us, --- , U, subconjuntos no vacios de X, entonces:
a) (U1, Us, -, Up) = T((JU:) 0 ([ AW),

b) I'(A) = (A) para cada A C X,
c) A(A) = (X, A) para cada A C X.

Demostracion.  a) C| Sea A € (Uy,Us,--- ,U,). Entonces A C UUi y ANU; # (0 para
i=1

cadai € {1,2,--- ,n}, dedondeAEFU )y A€ AU;) para cadai € {1,2,--- n}.

=1

De aqui queAeﬂA ). Asi A € I'( U ﬁ (Uy)).
=1

=1 i=1
n

3

n n

D] Sea A € F(U U;) N (ﬁA(UZ)) Entonces A € F(U U)y A € (ﬂA(Ui)), asi

i=1 =1 =1
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AC UUZ- y A € A(U;) para cada ¢ € {1,2,--- ,n}, por lo que ANU; # () para cada
i=1
ie{l,2,--- ,n}, porlo tanto A € (Uy,Us,--- ,Up,).
b) Se sigue de la definicion de I'(A) y de (A).

¢) C| Sea B € A(A). Claramente BN A # 0y BN X # (0. Entonces, B € (X, A).
D] Sea B € (X, A). Entonces BN A # (), por lo que B € A(A).

Teorema 73. Sean Ul, Uy y Vi, -, Vi, subconjuntos de un continuo.

SiU = UUZ,V UVy (U, ..., U) 0 (Vi,..., V) # 0, entonces:

(Up,...,U)0N(V1,..., V) ={UNVy, ..., UNV,, VNU,...,VNU,).

Demostracion. Primero notemos que:

m n m n

Unv = Unv)uvnu) = Ul JwivyalJou) = JonvulJenu). @)

i=1 i=1 i=1 i=1
- Sea Ae (Uy,...,U,)N(WV,..., V). Por definicion A C UNV. Asi, por la igualdad (2.1),
AcC U UNV)u U V).

=1 =1

Como A C U se tiene que A = ANU ademas ) # ANV; = ANUNV;, paracadai € {1,...,m}.
Del mismo modo se prueba que ANV NU; # (), para toda i € {1,...,n}.

Por lo tanto A € (UNV4,...,.UNV,,,VNU,...,.VNU,).

O] Sea A e (UNVy,..., UNV,,VNU,...,VNU,). Entonces, por la igualdad (2.1),
ACUNV.

Ahora, sea i € {1,...,m}. Como ANUNV; #0, A=ANU y ANV, = ANUNYV,, se tiene
que ANV, # 0.

Del mismo modo se prueba que ANU; # 0, para toda i € {1,...,n}.

Por tanto, A € (Uy,...,U,) N{(Vi,..., V). O

Teorema 74. Sean X un continuo, el conjunto S = {{Uy,...,U,) : Uy, ..., U, son abiertos
en X } es base para una topologia del hiperespacio 2°X.

Demostracion. Primero veamos que 2% = |JS. Notemos que (X) = {4 € 2¥ : A C X} = 2%,
Asi, 2% € S. De manera que 2% C |JS, por lo que 2¥ = |JS. Sean U,V € Sy AcUNV.
Por el Teorema 73, Y NV € S. Por lo tanto, S es una base para una topologia denotada por
Ty y conocida como la topologia de Vietoris. [

Para demostrar que 7y y 7y coinciden, necesitamos los siguientes resultados.

Teorema 75. Sean X un continuo y A C X. Entonces se tienen las siguientes condiciones.



CAPITULO 2. HIPERESPACIOS DE CONTINUOS 18

i) Si A es abierto, T'(A) y A(A) son abiertos en 2%.
ii) Si A es cerrado, T'(A), A(A) y ®(A) son cerrados en 2°X.

Demostracion. 1) Demostraremos que I'(A) es abierto. Si B € T'(A), B C A. Como A es

abierto y B € 2%, por el Lema 65, existe € > 0 tal que N (e, B) C A. Veamos (e, B) C
['(A). Sea C € (e, B). Entonces, H(B,C) < e. Asi, por el Lema 64, C C N (g, B). Por
lo que C' € T'(A). De aqui que (g, B) CT'(A).
Ahora probaremos que A(A) es abierto. Sean B € A(A) y © € BNA. Como A es abierto,
existe € > 0 tal que B(e,z) C A. Demostraremos (e, B) C A(A). Sea D € (e, B).
Entonces H(D, B) < ¢. Por el Lema 64, D C N(e, B). Como x € B, existe y € D tal
que d(x,y) < ¢, es decir, y € B(e,z) C A. Asiy € DN A. Por lo que DN A # (). Por
lo tanto D € A(A).

ii) Sea A un cerrado en X. Asi X'\ A es un abierto en X. Notemos que I['(4) = 2X\ A(X\ A)
y A(X \ A) es un abierto en 2%, por i), tenemos que I'(A) es cerrado en 2%.
Por otro lado, X \ A es abierto en X. Por i), se sigue que I['(X \ A) es abierto en 2%, asf
2X\T'(X\ A) es cerrado en 2. Notemos que 2% = A(A)UT(X\A) y A(A)NT(X\A) = 0.
Por lo tanto, A(A) es cerrado en 2%,
Ahora, veamos que ®(A) es cerrado en 2%. Sea B € ®(A) y supongamos que B ¢ ®(A),
es decir, A no es un subconjunto de B. Sea a € A\ B. Notemos que ®(A)N (e, B) # 0.
Tomemos E € ®(A) tal que H(B, FE) < e. Por el Lema 64, se sigue que E C N (¢, B).
Comoa € Ay E € ®(A), existe b € B tal que d(a,b) < . Como d(a,B) < d(a,b),
tenemos que € < ¢, lo cual no puede ser. Por lo tanto, B € ®(A). Asi, ®(A4) C (A).
Hemos demostrado que ®(A) es cerrado en 2.

[]

Teorema 76. Si X es un continuo, entonces la topologia de Vietoris Ty y la topologia indu-
cida por la métrica de Hausdorff T en 2% son iguales.

Demostracion. C| Sea S como en el Teorema 74. Dado que 74 es una topologia y S es una
base para Ty, es suficiente probar que S C 75. Sea (Uy,...,U,) € S. Por los Teoremas 75 y
n n

72, (Uy,...,Un) = F(U U;) N (ﬂ A(U;)) € . Por lo que 7 C 7.

2| Consideremos S como en el Teorema 74. Ahora, sean V € 1 y F' € V. Demostraremos que
existe W € S tal que FF' € W C V. Dado que V € 1, existe € > 0 tal que F' € f(g, F) C V.
Por otro lado, la coleccion {B(5,b) : b € F'} es una cubierta abierta para I. Como F' es

compacto, existe {by,...,b,} C F tal que F' C UB . Sea U; = B(5,b;) para cada i €

i=1
{1,...,n}. Consideremos W = (Uy,...,U,). Notemos que F e W Finalmente probaremos

que W C f(e, F). Sea D € W. Por Teorema 72, DEFUU ﬂA A81DCUUy

DNU; # 0 para cada i € {1,...,n}. Demostraremos que D C N(E F).Siee D, entonces
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existe j € {1,...,n} tal que e € U; = B(3,b;), asi d(e, b;) < 5, ademés b; € F. En resumen,
para cada e € D, existe b; € I' tal que d(e, b;) < e. Por lo que D C N(g, F).

Ahora, probaremos que F C N(g,D). Si b € F, existe k € {1,...,n} tal que b € U, =
B(5,by), asi d(b,b,) < 5. Dado que DNU; # 0, para cada i € {1,...,n}, entonces DNU, # 0,
es decir, DNB(5, b) # 0, por lo que existe z € DNB(5, by,). Por la desigualdad del triangulo
tenemos que d(b, z) < d(b,by) +d(by,2) < 5+ 5 = ¢, es decir, d(b,z) < e. Por tanto, para
cada b € F existe z € D tal que d(b,z) < e. Asi FF C N (g, D).

Por lo probado anteriormente y el Lema 64, H(F,D) < e, asi D € (e, F). Por lo tanto
W C B(e, F). Dado que (e, F') CV, entonces W C V. Asi 75y C 7y

Por lo tanto, 7 = 7. ]

2.3. Compacidad

Lema 77. Sea A, As, ... una sucesion de elementos de 2~ tal que A1 D Ay D --- . Entonces
la sucesion converge en 2% ylim A,, = {A, : n € N}.

Demostracion. Sea A = ({A, : n € N}. Demostraremos que lim A,, = A. Notemos que A es
no vacio pues es una interseccion anidada de compactos, y dado que A es cerrado, entonces
A es un elemento de 2%. Sea € > 0. Para cada n € N, hacemos B,, = A, \ N (g, A). Notemos
que cada B, es cerrado en X y, por lo tanto, compacto. Ademas B; O By O ---. Por lo
que la sucesiéon de los conjuntos B,, es una sucesion de compactos anidados. Si cada uno de
ellos fuera distinto del vacio tendriamos que su intersecciéon seria diferente del vacio. Pero
({B.:neN}=({A,:ne NH\N(e, A) = A\ N (g, A) =0, lo cual no puede pasar. Por
lo que se concluye que existe alguna N € N tal que By = ). Es decir, Ay C N (g, A). Dado
que los conjuntos A, estan anidados, tenemos que A,, C N (e, A), para toda n > N. Por otra
parte, A C A, C N (e, A,), para todan € N. Asi H(A, A,) < e para todan > N. Por lo que
lim A,, = A. O

Teorema 78. El hiperespacio 2% es compacto.

Demostracion. Demostraremos que toda sucesion en 2% tiene una subsucesion convergente.
Sea {A,}°°, una sucesion de elementos de 2%. Sea Y = (|J{A, : n € N}) (la cerradura en
X de la unién de los conjuntos A, ). Como Y es compacto, existen py,...,p, en Y tales que
Y C B(i,pﬂ U---U B(}l,pm). En particular, cada A,, esta contenido en esa unién de bolas.
Para cada n € N, A, intersecta solo a algunas de ellas, dado que los ntimeros n son una
infinidad y las combinaciones que podemos tomar de las bolas son finitas, podemos elegir a
una infinidad de nimeros n tales que todos esos A, intersecten exactamente a las mismas
bolas. Sea F' = {1,2,...,m}, para cada n € N, sea F,, = {i € F : A, N B(3,p;) # 0}. Es
decir, F,, es el conjunto de los indices de las bolas intersectadas por A,,. Los conjuntos F,
son subconjuntos de un conjunto finito F', por lo que los conjuntos F}, sélo se pueden escoger
de una coleccioén finita, pero los niimeros n son una infinidad, de modo que debe haber una
infinidad de ntimeros n a los que les toca el mismos conjunto F,. O lo que es lo mismo,
existe un subconjunto infinito N; de N y existe un subconjunto Gy de F' tal que F,, = G,
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para toda n € N;. En particular se tiene que A, C U{B(%,pi) 1 € Gy} para toda n € Nj.

Consideremos el conjunto Y7 = (Y N (IU{B(5,p:) : i € G1})). Notemos que A4, C Y; para
toda n € Ny, probaremos que H(A,, Y1) < % para toda n € N;. Sean € Ny, como A, C Y7,
basta probar que Y; C N(%,An), tomemos un punto y € Yj, entonces existe 7 € G tal
que y € (B(i,pio)) de donde, d(y, p;,) < }L. Por otra parte, como iy € G; = F,,, entonces
A, N B(%, pi,) # 0, por lo que existe un elemento a en dicha interseccion, de manera que
d(y,a) < d(y,pi,) + d(piy, a) < 3, de donde y € N'(3, A,,). Esto prueba que Y; C N(3,4,) y
por tanto H(A,, Y1) < 3.

Con esto hemos conseguido un subconjunto infinito de los nimeros naturales (N;) y un
subconjunto cerrado (Y1) de X tales que, para toda n € Ny, A, C Y1y H(A,, Y1) < %
Este es el primer paso de una inducciéon para obtener una sucesién de subconjuntos infinitos

Ny D Ny O -+, de los niimeros naturales y una sucesion infinita de subconjuntos cerrados
Y1 DY, D+ de X tales que, para cada k € Ny cadan € N, A, CYry H(A,, Y < kLH
Supongamos entonces que se han encontrado subconjuntos infinitos Ny O Ny D --- D N,
de los naturales y subconjuntos cerrados Y7 O Y, O --- D Y, de X tales que, para cada
lef{l,...,k} ycadane Ni, A, Yy H(A, Y1) < ;17

Como Yk es compacto, existen puntos qq,...,q, € Y}, tales que

1 1
Yi C B(m»%) U---u B(mﬂr)-

Hacemos E = {1,...,r}. Para cadan € Nj, sea E, = {i € £ : A, N B(zz5 k+2 ,q;) # 0}. Es
decir, F, son los 1ndlces de las bolas intersectadas por A,,. Los conjuntos F,, son subconjuntos
de un conjunto finito F, por lo que los conjuntos E,, s6lo se pueden escoger de una coleccion
finita, pero los nimeros n € N son una infinidad, de modo que debe haber una infinidad
de nimeros n a los que les toca el mismo conjunto E,. O lo que es lo mismo, existe un
subconjunto infinito Ny, de Nj y existe un Subconjunto G de E tal que E,, = G para toda
n € Nii1. En particular se tiene que A, C U{B( k+2 ,¢;) + 1 € G} para toda n € Niy.

Consideremos el conjunto Yy = (Y N (U{B (575 k+2 ¢;) 11 € G})). Notemos que A, C Yi4;
para toda n € Ni,;. Ahora demostraremos que H(An,YkH) < 12 para toda n € Njiq.
Sea n € Njy1, como A, C Y1, basta probar que Y1 € N (5

3 A,). Tomemos un punto

Yy € Yi41, entonces existe 79 € G tal que y € (B(5575; (k+2) . 0iy)), de manera que d(y, ¢;,) < m

Por otra parte, como ig € G = E,, entonces A, N B( k+2),q20) #+ (), asi que existe un

elemento a en dicha interseccion, de modo que d(y, a) < d(y, ¢i,) +d(qi,, a) < 15 +2 Por lo que
y € N5, An). Esto prueba que Yj4q C N(k+2, n) , por lo tanto H(A,, Yii1) < k—+2.

Con esto hemos conseguido el subconjunto infinito de los naturales (Nj41) y el subconjunto
cerrado (Yy41) de X tales que, para toda n € Niy1, A, C Vi1 v H(An, Yer) < k_}r2

Esto termina el paso inductivo, y por ende, la justificacion de que existen sucesiones Ny, No, . ..
y Yy, Ys, ... con las propiedades mencionadas.

Elijamos un nimero n; € Nj, como Ny es infinito, existe un elemento ny € Ny tal que
ng > ny, como N3 es infinito, podemos elegir un elemento n3 € N3 tal que ng > ny. Siguiendo

asi, se puede elegir una sucesion n; < ny < ng < --- en N tal que ny € Ny para cada
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k € N. Dada k € N, ny € N, € N1 C --- C Ny, por lo que, para toda i € {1,...,k},
ni € N;, de manera que A, C Y,y H(A,,,Yi) < Z% Hacemos Y/ =Y, NnYoN---, de
acuerdo con el Lema 77, limY), = Y’, entonces demostraremos que lim A, = Y". Sean ¢ > 0
y K € Ntal que H(Yx,Y') <5y L 5. Dada k > K, por lo demostrado anteriormente,

K+1
H(An,,Yk) < KLH Asi que, por la desigualdad del triangulo, H(A,,,Y’) < . Como esto
ocurre para toda k > K, concluimos que lim A,, = Y’. Asi, por Proposicién 13, 2% es
compacto. ]

Corolario 79. El hiperespacio C(X) es compacto.

Demostracion. Como ya se demostré 2% es compacto, basta probar que C'(X) es cerrado en
2%, Sea {A,}°, una sucesién convergente de C'(X). Supongamos que lim A,, = A, donde
A € 2%, Demostraremos que A € C(X) o lo que es lo mismo, que A es conexo. Supongamos
que A no es conexo, entonces existen dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios G y K de
X tales que A= GUK. Sea e = inf{d(p,q) : p € Gy q € K}. Debido a la compacidad de G
y K, tenemos que £ > 0. Para el niimero §, sabemos que existe n € N tal que H(A4, 4,) < 5.
De modo que A C N (5,4,) vy A, € N(5,4) = N(5,G) UN(5, K). Notemos que, por la
eleccion de ¢, los conjuntos N'(5,G) y N (5, K) son ajenos y abiertos. Ya que A, es conexo,
no puede intersectar a esos dos conjuntos, por lo que tiene que estar contenido en s6lo uno
de ellos. Supongamos, que A, € N(§,G). Entonces K C A C N(5,4,) C N(¢,G). Pero K
es ajeno a N (g, G), asi que K = (), lo cual contradice la eleccion de K y termina la prueba de
que A es conexo. Por lo tanto C'(X) es cerrado en 2%, y entonces por el Teorema 10, C(X)
es compacto. ]

Definicion 80. Sean X, Y espacios métricos y f : X — Y una funcion. Decimos que [ es
uniformemente continua si para cada € > 0, existe § > 0 tal que d(f(p), f(q)) < € para todos
p yqen X para los que d(p,q) < 6. Notemos que toda funcion uniformemente continua es
continua.

Teorema 81. Sea X un continuo. La funcion union | : 22% 5 92X definida por
JA) = J{A: Ae A},

X .
para cada A € 2%, es continua.

-, . ., ., X
Demostracion. Sean X un continuo. Probaremos que la funcién union J : 227 — 2% es

uniformemente continua. Veamos que dados A y C € 22, se cumple que H(JA,|JC) <
H2(A,C), donde H? es la métrica de Hausdorff para 22 .

Sea A,C € 22" y e € E*A,C). Asi A C S(¢,C) y C C B(e,.A). Supongamos que a € |J A,
entonces existe A € A tal que a € A. Asi existe C € C tal que H(A,C) < e. Por el Lema 64,
tenemos que A C N(e,C) y C C N (e, A). Por lo que existe ¢ € C tal que d(a, c) < €. Luego,
a€ N JC). Ast, |JA C N(g,JC). De la misma manera | JC C N (g,|JA), de donde € €
E(UA,UC). Dado que E*(A,C) C E(UA,UC), entonces inf E(JA,UC) < inf E?(A,C),
es decir, H(JA,JC) < H*(A,C).

Sean A,C €22, >0y d =c. Si HX(A,C) < 6, entonces, H(|J A, |JC) < e. Asi, la funcién

unién es uniformemente continua. Por tanto, la funcién unién es continua. ]
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Proposicién 82. Sean f : X — Y una funcion entre continuos y f* : 2% — 2Y definida por
[*(E) = f(F), se tiene que f* es continua si y sélo si f es continua.

Demostracion. =] Probaremos que f es uniformemente continua. Sea v > 0. Como f* es
continua definida en un compacto, entonces es uniformemente continua. Asi existe § > 0 tal
que si H(A, B) <, entonces H(f*(A), f*(B)) < ~. De esta manera si d(z,y) < J, entonces
€ B(0,y) yy € B(0,z). Asi {z} CN(,{y}) v {y} SN(,{x}), es decir, H({z},{y}) <9,
de donde H(F*({z}), f*({y})) < 7, por lo que H(f({x}), F({y})) < 7. Por lo tanto f s
uniformemente continua.

<] Seay > 0. Como f es continua existe § > 0 tal que si H(z,y) < J, entonces H(f(z), f(y)) <
7v.Sean A, B € 2% tal que H(A, B) < 4, se tiene que A C N (6, B)y B C N (6, A). Siw € f(A)
existe z € A tal que f(x) = w, asi existe y € B tal que d(z,y) < J, de la continuidad de f
se tiene que d(f(x), f(y)) < 7. De esta manera f(A) C N (v, f(B)). De la misma forma se
prueba que f(B) C N (v, f(A)). De aqui se concluye que H(f*(A), f*(B)) < 7. Por lo que
f* es continua. n

La demostracion de la siguiente proposicion la podemos encontrar en |7, Lema 26.4].

Proposicion 83. Si Y es un subespacio compacto de un espacio de Hausdorff X y xq ¢ Y,
entonces existen abiertos disjuntos U y V de X conteniendo a xq y Y respectivamente.

Proposicion 84. Todo espacio de Hausdorff compacto es normal.

Demostracion. Sea X un espacio Hausdorff compacto. Sea F} y F5 subconjuntos cerrados
ajenos de X. Demostraremos que existen U y V' conjuntos abiertos ajenos tales que Fy C U
y F5, C V. Sea x; € F}, por Proposicion 83, existen abiertos ajenos Uy y V; tales que x; € Uy
y Fy C Vi. Asi, existen abiertos ajenos U, y V, tales que z,, € U, vy Fy C V,, para todo
z, € F1. Como F; es cerrado, entonces es compacto y por lo anterior {V,,}5°, es una cubierta
abierta de él, por lo que existe una subcubierta finita. Tomemos U = U; UU; U ---U U, y
V=VinVoN---NV,,. Notemos que U NV = (), pues de lo contrario, U; N V; # () para algun
i € {1,...,m}, lo cual no puede ocurrir. Asi, U y V son abiertos ajenos tales que F; C Uy
EF, C V. Por lo tanto X es normal. O

2.4. Conexidad

Definicion 85. Sean X un espacio topologico y p € X. Definimos la componente de p
como C(p) =J{D C X : D es conexo yp € D}.

Definicion 86. Sean X un espacio topologico y p € X. Definimos la quasi-componente
dep e X como Q(p) = (D C X : D es abierto y cerrado y p € D}

El siguiente lema se encuentra demostrado en |1, Teorema 2.41].
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Lema 87. Sea {K; : j € J} una coleccion de subconjuntos compactos de un espacio de
Hausdorff. St U es un abierto de X que contiene a ﬂ K, entonces existe un subconjunto
jet
finito S de J tal que ﬂ K; CU.
j€S
Proposicion 88. Si X es un espacio topolégico y p € X, entonces C(p) C Q(p).

Demostracion. Sea p € X y A un conjunto abierto y cerrado en X tal que p € A. Dado que
C(p) es conexo, no puede intersectar a A y X \ A. Como p € C(p) N A, entonces C(p) C A.
Asi la componente conexa de p en X es un subconjunto de cada conjunto abierto y cerrado
en X al cual pertenece p. Por lo que C(p) C Q(p). O

Proposicion 89. Sea X un espacio topologico. Si X es compacto y de Hausdorff, entonces
para cada x € X, C(x) = Q(z).

Demostracion. Sea x € X. Por la Proposicion 88, se cumple que C(z) C @Q(x). Para demos-
trar que Q(x) C C(x) es suficiente ver que Q(z) es conexo.

Supongamos que Q(z) no es conexo. Entonces, por Definicién 16, existe una separacion de
cerrados A, B tal que Q(x) = AU B pues Q(X) es cerrado. Como X es normal por Teorema
84, existen dos abiertos ajenos U y V tales que A C U, B C V. Supongamos sin pérdida de
generalidad que x € U.

Sea F ={W C X :xz € Wy W es abierto-cerrado en X}, como (| F = Q(z) CUUYV,
por el Lema 87, existe G una subcoleccion finita de F tal que (/G C U U V. Sea G =[G.
Entonces G es abierto-cerrado en X, ademas:

UNGCUNG pues G es cerrado
=UNnUUV)NG
=UnNnG

Entonces U NG = U NG es abierto-cerrado, r e UNG y Q(x) CUNG.
Asi, BC Q(z) CUNG C Uy B C YV, esto es una contradiccion. Por lo tanto Q(x) es
conexo. O

Proposicion 90. Sea X un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff. St K es una com-
ponente de X y F un subconjunto cerrado de X tales que F'N K = (), entonces existe un
abierto-cerrado L de X tal que K C Ly LNF = 0.

Demostracion. Sea p € K, por la Proposicion 89, K = C(p) = Q(p). Dado que FNQ(p) = 0,
por cada y € F, existe un abierto-cerrado V,, tal que p € V,, y y ¢ V,,. Para cada y € F, sea
U, = X \ V,. Notemos que cada U, es abierto-cerrado tal que y € U, y p ¢ U,,.

Hagamos F = {U, : y € F'}. Claramente F es una cubierta abierta de F', por Proposicion

m m
10, F' es compacto, entonces existen yi, s, ...,y tales que F C UUyl.. Sea L = ﬂV
i=1 i=1
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Notemos que L es ablerto cerrado y p € L. Asi, dado que K = Q(p), K C L. Ahora, como
F C U U,y L=X\ U Uy, LN F = . Esto prueba que L cumple con las condiciones de

=1 =1
la proposicion. O

Lema 91. Sea X un continuo. El conjunto F.o(X) = |J{F,(X) : n € N} es denso en 2%.

Demostracion. Sea A € 2% y sea ¢ > 0. Como A es compacto y {B(g,a) : a € A}
es una cubierta abierta de A, existen aj,as,...,a, € A tales que A C B(g,a;) U... U
B(e,a,) = N(e,{ai,...,a,}). Ademés, dado que {ay,...,a,} € A C N(e, A), por Lema 64,
H(A, {a1,...,a,}) < e. Dedonde {ay,...,a,} € B(e, A) N Fu(X).

Por lo tanto F,,(X) es denso en 2%. O

Sea X" = X x --- x X, con la métrica D : X" x X™ — [0, 00), definida como

D((x1,...,xn), (Y1, -, Yn)) = max{d(z1,y1),...,d(Tn,yn)}
Es natural definir la siguiente funcion g : X™ — F,(X) como g(z1,...,2,) = {x1, ..., 2.}
Lema 92. La funcion g es uniformemente continua y suprayectiva.

Demostracion. Para probar que g es uniformemente continua, sean ¢ > 0y (xy,...,,),

(Y1, -+, yn) € X™ tales que D((z1,...,2n), (Y1, .-, Ypn)) = max{d(x1,vy1),...,d(Tn,yn)} < €.
Ahora, probaremos H(g(x1,...,2n),9(¥1,...,yn)) < €. Dado que d(x;,y;) < € para todo
ie{l,....n}, {z, . 1 SNEAYL ) Y v,y © N(e {xy, ... 2, }). Asi,
por el Lema 64, H(g(z1,...,20),9(y1, .-, Yn)) <€

Por lo tanto g es uniformemente continua.

Para ver que g es suprayectiva, sea {z1,...,2x} € F,(X), donde k£ < n. Entonces
g((xl,---’$k7$k+1,---,xn)) :{‘ml?"'?xk‘}?
donde xy 1 = --- = x,, = x;. Por lo que g es suprayectiva. O

Teorema 93. Si X es un continuo, entonces F,,(X) es conexo para cada n € N.

Demostracion. Dado que X™ es conexo, por el Lema 92, por lo que F,(X) es imagen continua
de un conexo, asi por Proposicion 23, F,,(X) es conexo. O

Teorema 94. El hiperespacio 2% es conexo.

Demostracion. Para toda n € N se tiene que Fy(X) C F,(X), por el Teorema 93, F,,(X) es
conexo.

Dado que Fi(X) C F,(X) para cada n € N, por la Proposicion 18, F(X) = (J{Fn(X) :
n € N} es conexo. Por el Lema 91, F,,(X) es denso en 2%, asi por la Proposicion 20, 2% es
CONEXO. O

En la Seccion 2.5 se demostrara que C(X) y C,(X) son conexos.
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2.5. Funciones de Whitney y Arcos Ordenados

Definicién 95. Sea X un continuo. Una funciéon de Whitney para 2% es una funcion
continua p : 2% — R tal que:

a) w({x}) =0 para toda x € X,
b) Para A,B € 2%, si A C B, entonces ju(A) < p(B).
La demostracion del siguiente lema se encuentra en |6, Teorema 10.5].
Lema 96. Sea {1, }5°, una sucesion de funciones continuas de un espacio métrico X en R

y 0 < M tales que |p,| < M para cada n € N, entonces p = Z,un es continua.

n=1

Lema 97. Sea X un espacio métrico, con métrica d. La métrica d'(z,y) = min{l, d(z,y)}
induce la misma topologia que d.

Demostracion. Sean d la métrica de X y d'(z,y) = min{l,d(z,y)} Demostraremos que
Ba(d,a) C By(d',a). Sean § = min{1,¢'} y b € By (6, a). Entonces d'(a,b) < § = min{1,§'}.
Sido=1,asid(a,b) < <d.S8id=7,setiene que d'(a,b) < d =7 Porlo que b € By(d, a).
Para ver que By(0',a) C By(0,a). Sean § = ' y b € By(d',a). Entonces d'(a,b) < § = ¢'. Por
lo que b € By (9, a). O

Teorema 98. Sea X un continuo. Entonces existen funciones de Whitney para 2X.

Demostracion. Sea X un continuo. Entonces X es métrico compacto, por lo que existe un
conjunto denso numerable, digamos D = {p1, pa, ..., Pn, - . .}. Por Lema 97, podemos suponer
que d(x,y) < 1 para todo x,y € X. Sea 1, : 2% — R definida por p,,(A) = max{d(a,p,) : a €
A} —min{d(a,p,) : a € A}, para cada A € 2% y n € N. Probaremos que p, es continua para
cada n € N. Como A es compacto, existen aj,ay € A tales que d(a1,p,) = min{d(a,p,) :
a € A} y d(ag,p,) = méx{d(a,p,) : a € A}. Sea ¢ > 0 tal que H(A, B) < . Por Lema
64, A C N (e, B), asi, existen by,by € B tales que d(ai,b;) < ¢y d(as,by) < e. Notemos
que méx{d(a,p,) : a € A} = d(az,p,) < d(az,be) + d(be,p,) < € + méx{d(b,p,) : b € B}
y min{d(b,p,) : b € B} = d(by1,pn) < d(by1,a1) + d(ay,p,) < € + min{d(a,p,) : a € A},
de aqui que max{d(a,p,) : a € A} + min{d(b,p,) : b € B} < ¢+ max{d(b,p,) : b €
B} + ¢ +min{d(a,p,) : a € A}.

Entonces 1, (A) — pin(B) = (méx{d(a, p,) : a € A} —min{d(a,p,) : a € A}) — (méx{d(b, p,) :
b€ B} —min{d(b,p,) : b € B}) < 2¢. Por tanto p, es continua.

Ahora, vamos a demostrar que pu(A) = Z tn(A) esta bien definida y es continua. Notemos

n=1
que 0 < p,(A) < méx{d(a,p,) :a€ A} < 1.
Demostraremos que p({z}) = 0 para toda € X. Observemos que u,({z}) = méx{d(w, p,) :

w e {z}} —min{d(w,p,) : w e {z}} =d(z,p,) — d(z,p,) = 0.
Supongamos que A C B, se demostrard que p,(A) < p,(B). Como A C B, entonces
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{d(a,pn) : a € A} C {d(b,p,) : b € B}, por lo que méx{d(a,p,) : a € A} < max{d(b,p,) :
be B} y —min{d(a,p,) : a € A} < —min{d(b,p,) : b € B}, asi u,(A) < pn(B).
Supongamos que A C B, A # B, probaremos que existe m € N tal que ji,,(A) < i, (B). Sea
bo € B\ A. Como A € 2% existe ¢ > 0 tal que B(2¢,by) N A = (). Como D es denso existe
pm € D tal que d(pp,, by) < €.

Probaremos que d(a,p,,) > ¢ para toda a € A. Supongamos que d(a,p,,) < € para algin
a € A, entonces d(a, by) < d(a, pm)+d(pm,bo) < e+e = 2¢, por lo que a € B(2¢,by), lo cual no
puede ocurrir pues B(2¢, bg)NA = ). Notemos que min{d(b, p,,) : b € B} < d(bg, p;) < €, ade-
mas ¢ < max{d(a,py,) : a € A}, por lo demostrado anteriormente ¢ < min{d(a, p,,) : a € A},
entonces min{d(b, p,,) : b € B} < min{d(a,pn) : a € A}, ademas max{d(a,pm,) : a € A} <
max{d(b, p,,) : b € B}, por lo que p,(A) < pn(B). O

El siguiente teorema es conocido con el nombre de Golpes en la frontera.

Teorema 99. Sean X un espacio topoldgico conexo, compacto y de Hausdorff y U un sub-
conjunto propio abierto de X. Si K es una componente de U, entonces K N Fr(U) # (.

Demostracion. Supongamos que K N Fr(U) = (). Sean Y = U y K la componente de U.
Entonces K C U y Fr(U) es un cerrado de Y, por Proposicion 89, existe un abierto-cerrado
Ltalque K C Ly LNFr(U) = (. Entonces L es cerradoen X, L #Qy L CU\ Fr(U) = U.
Como L es abierto en U, existe W abierto en X tal que UNW = L. Dado que L C U C U,
se tiene que L = U N W, es decir, L es abierto en X, por lo que L es abierto-cerrado en
X. Como X es conexo, entonces L = X, ademéas L C U de donde U = X, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto K N Fr(U) # 0. O

Teorema 100. Sean X un espacio topologico conexo, compacto, Hausdorff y A, B no vacios,
conexos y cerrados de X tales que A C B.Entonces existe un subconjunto cerrado y conexo
C de X tal que AC C C B.

Demostracion. Sea p € B\ A. Dado que por Proposicion 84, B es normal, entonces existe un
abierto U de B tal que A C U C UB C B\ {p}. Sea C la componente de UB que contiene a
A. Dado que UB es cerrado en X, C es cerrado en X. Por otra parte, como p ¢ C' se tiene
que C C By C # B. Falta demostrar que A C C'y A # C. Sabemos que U es abierto de
B entonces U N Fr(U) = (. Dado que A C U tenemos que AN Fr(U) = ), por Teorema 99,
CNFr(U) # 0 por lo que se tiene A C C, A # C. ]

Lema 101. Sean A y B subcontinuos de X tales que A C B, p: C(X) — [0, 1] una funcion
de Whitney y t € [u(A), u(B)]. Entonces existe C € C(X) tal que p(C) = t.

Demostracion. Sea v = p~([t,1])N{D € C(X) : A C D C B}. Notemos que p~*([t,1]) es
cerrado en C(X) pues u es continua. Ademés {D € C(X) : A C D C B} es cerrado. Por lo
que 7y es cerrado y por tanto compacto. Ademés v # () pues B € ~. Por lo que p alcanza su
minimo en 7, es decir, existe £ € 7 tal que u(E) < pu(D) para toda D € .

Ahora, sea 3 = p7'([0,t]) N {D € C(X): A C D C E}. Notemos que 3 es compacto pues
p1([0,t]) CC(X) y{D e C(X): AC D} C C(X) son cerrados, por lo que 3 es cerrado.
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Ademas 8 # () pues A € 3. Como p alcanza su maximo, entonces existe F' € (3 tal que
u(F) > (D) para todo D € . Si p(E) =t o u(F) = t, entonces podriamos proponer al
conjunto C'. Supongamos u(F') <t < u(E). Como F C E. Por Teorema 100 existe G € C'(X)
tal que AC F C G C E C B, entonces pu(F) < u(G) < p(E). Si u(G) > t, entonces G € vy
u(E) > u(G), lo cual es una contradiccion. Si u(G) < t, entonces G € Sy u(F) < u(G), lo
cual contradice la eleccion de F'. Por lo que pu(E) =t o pu(F) = t. O

Definicién 102. Sean A, B € C(X), A C B. Diremos que una funcion continua « : [0,1] —
C(X), es un arco ordenado de A a B si a(0) = A, a(l) = B y a(s) € a(t), para 0 < s <
t<1.

Teorema 103. Sean A, B € C(X), A C B. Entonces existe un arco ordenado de A a B en
C(X).

Demostracion. Sean u : C'(X) — [0, 1] una funcion de Whitney fija y {71,792, ...} una nume-
racion del conjunto E = {u(A), u(B)} U {(u(A), u(B)) N Q} tal que pu(A) =ry y u(B) = ro.
Construiremos {4,}°°; C C(X) con la propiedad de que si r,, < 1, entonces A, C A,, y
w(Ay,) = rm para toda m € N. Si u(A) = ry, u(B) = ry por Teorema 100, existe Az € C'(X)
talqueAlegA;),gB:Ag,A%Ag#By,u(Ag)zrg.

Supongamos que por induccién hemos construido Aj, Ay, Az, ..., A, € C(X) cumpliendo
las condiciones. Consideremos 7,,41. Como FE es denso, existen i,j € {1,2,...,n} tales que
r; < Tpg1 < rjy ademas (r;, ;) N {ry,re, ..., r} # 0, por Teorema 100, existe A, € C(X)
tal que A; C App1 C Ay pu(Apgr) = g Asi existe A; en C(X).

Sean A = Clox){A1, A2, As, ...} la cerradura en C(X) de {A;, Ay, As,...} y pla: A —
[r1,72]. Demostraremos que p|4 es un homeomorfismo. Por Proposicion 39, basta probar que
|4 es biyectiva. Para ver que es sobreyectiva notemos que pu(A) C [ry, ], ademas p(A) es
compacto que contiene a Q N [ry, o] por lo que p(A) = [ry, ).

Para ver que es inyectiva, sean C, D € A. Existen subsucesiones {A4,, }32; = Cy {4, }2, —
D. Consideremos {7, }321 v {7m, 72 las correspondientes sucesiones, entonces r,, < ', O
Tm, < Tng, como N es infinito, entonces r,, < r,, o 7, < 7, para una cantidad infinita.
Supongamos 1, < 7T, para todo k& € N, entonces A,, € A, , ast C C D, por lo que
pu(C) < p(D). Por lo tanto p| 4 es inyectiva y de aqui que u|4 es un homeomorfismo.

Para definir el arco ordenado consideremos ® : [0,1] — [ry,72] un homeomorfismo cre-
ciente y sea a = (u|4)"! o ®. Tenemos que a(0) = (u4) " (P(0)) = (ula) (1)) = Ay

a(1) = (ula) (1)) = (ula) " (r2) = B.

Por ultimo demostraremos que si 0 < s < ¢t < 1, entonces a(s) C a( ). Sean s,t tales que
0 < s <t <1, entonces ®(s) < ®(t). Sean C = (pu|4)"H(P(s)) y D = (u|4)"(D(t)). Se
tiene que p(C) < p(D). Observemos que C' C D o D C C, si D C C' contradecimos el hecho
de que p(C) < p(D). Si C C D, entonces a(s) C a(t) y (s) # «a(t) lo cual termina la
demostracion. O

Teorema 104. Sean A, B € 2% tales que A C B, A # B. Entonces existe un arco ordenado
de A a B en 2% si y sdlo si, toda componente de B intersecta a A.
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Demostracion. =] Sea a: [0, 1] — 2% un arco ordenado de A a B en 2%. Entonces «(0) = A,
a(l) =By a(s) C alt), als) # at) cuando 0 < s <t < 1.

Supongamos que existe una componente K de B que no intersecta a A. Por Proposicién
90, existe un subconjunto abierto-cerrado L de B tal que K € L y LN A = (). Entonces
los conjuntos L y B\ L son subconjuntos cerrados de B, ajenos, diferentes del vacio y
su unién es B. Por Teorema 75, los conjuntos ['(B\ L) = {C € 2¥X : C C B\ L} y
AL) = {C € 2% : CN L # 0} son cerrados en 2. Observemos que I'(B \ L) y A(L)
son ajenos, si M € I'(B\ L) N A(L), entonces M C (B\ L) y M N L # 0, de donde
MNLC ((B\L)YNL) =10, porloque MNL =1, lo cual contradice el hecho de que
MnNL#0.

Sea t € [0, 1] tal que a(t) C a(1) = B. Asi a(t) C B por lo que «(t) € I'(B\ L) UA(L). De
aqui que «([0,1]) CT(B\ L)UA(L). Notemos que a(0) = A € ' (B\ L) y a(l) = B € A(L).
Entonces «(]0, 1]) es un conjunto conexo contenido en la union de dos cerrados ajenos y los
intersecta a ambos. Esto contradice la conexidad de a([0, 1]).

<« | Supongamos que toda componente de B intersecta a A. Fijemos una funcion de Whitney
2% —[0,1]. Hacemos I'(B) = {D € C(X) : D C B}. Por Teorema 75, I'(B) es cerrado, y
por lo tanto compacto.

Para cada a € A y t € [0,1], definimos F(a,t) = |J{D € T'(B) : a € Dy u(D) < t}.
Probaremos que, para cada ¢ € [0, 1], el conjunto a(t) = [J{F(a,t) : a € A}. Sea p de X tal
que p = lim p,,, para cada p, € a(t). Entonces existen sucesiones {a, }°°, y { D, }22, de puntos
de A y de subcontinuos de B, respectivamente, tales que p, € D,, a, € D, yv u(D,) < t,
para toda n € N, pues para cadan € N, p, € {F(an,t) :a, € Ay = {Del'(B):a, €Ay
(D) <t}, porlo que p, € {D, €I'(B):a, € Ay u(D,) <t}

Como A es compacto y T'(B) también lo es, podemos tomar subsucesiones convergentes
{an, }72, v {Dn, }22, de {an}02, v {Dn}32,, respectivamente, que convergen a un punto
a € Ay a un subcontinuo D de B, respectivamente. Por Proposicion 68, a € AND ype D
y, por la continuidad de p, p(lim D,,) = p(D) < t. De manera que p € F(a,t) C «(t). Por lo
tanto «(t) es cerrado.

Mostraremos que la funcién « : [0,1] — 2% es continua. Por la Proposicién 24, sélo basta
probar que si {t,}22, es una sucesion de puntos de [0,1] tal que limt, =t y lima(t,) = E
para alguna E € 2% entonces E = a(t).

Demostraremos que a(t) C E. Sea p € a(t). Entonces existen a € Ay D € I'(B) tales que
p,a € Dy pu(D) < t. Para cada n € N, sea s, = min{t,, u(D)}. Por el Lema 101, existe
un subcontinuo D,, de D tal que a € D, y u(D,) = s,. Como I'(D) es compacto existe
una subsucesion {D,,, }32, de la sucesion {D,,}>°, que converge a un elemento Dy de T'(D).
Notemos que

lim p(D,,) = lim s,, = im min{t,, u(D)} = min{lim¢,, u(D)} = min{t, (D)} = (D).

De manera que p(Dy) = lim pu(D,, ) = lim s, = u(D). De modo que pu(Dy) = p(D). Dado
que Dy C D, concluimos que Dy = D. Observemos que, para cada k € N, D,, C F(a,t,,) C
a(ty, ). Por la Proposicion 68, Dy = lim D,, C lima(t,,) = E. De modo que D C E. En
particular, p € D. Por lo que «a(t) C E.
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Falta probar que E C «(t). Sea p € E. Por la Proposicién 69, existe una sucesion {p, }5°,
de X tal que limp, = p y p, € a(t,) para toda n € N. Dada n € N, existen a, € Ay
D,, € I'(B) tales que p,, a, € D, y u(D,) <t,. Como Ay I'(B) son compactos, existen sub-
sucesiones {an, }32, v {Dn, }72, de {a,}72, v {Dn}02, respectivamente, tales que lima,, = a
y lim D,, = D para algunos a € Ay D € I'(B). Por la continuidad de p, u(D) <ty por
la Proposicion 68, p,a € D. De manera que p € F(a,t) C a(t). Por lo que E C «a(t). Por lo
tanto a es continua.

Sea a € A, se tiene que F(a,0) = (J{D € I'(B) : a € Dy u(D) < 0} = {a}. Por
lo que (0) = A. Dada a € A, si D € I'(B) y a € D, entonces D esta contenido en
la componente Cg(a) de B que contiene a a. Asi que F(a,1) C Cpg(a). Por otra par-
te, Cp(a) € I'(B), a € Cg(a) y u(Cp(a)) < 1. De manera que Cp(a) C F(a,1). Por lo
que F(a,1) = Cg(a) para toda a € A. Como A intersecta a todas las componentes de B,
B =J{Cg(a):ae€ A} =U{F(a,1) :a € A} = a(1). Por lo tanto a(1) = B.
Si0<s<t<1yp€ afs), entonces existe a € Ay D € I'(B) tales que a,p € D y
u(D) < s <t. De manera que p € «(t). De aqui que a(s) C «a(t).

Ahora veamos que si 0 < s < t < ¢, entonces a(s) C «a(t). Como esto no necesariamente es
cierto, se dard una reparametrizacion de a que cumpla con esta condicién.

Sean v = p(A) y v = pu(B). Dada t € [0,1], A = «(0) C a(t) C a(l) = B. Asi que
u = p(4) = p(a(0)) < p(alt)) < p(a(1)) = p(B) = v. De modo que p(a(t) € [u, v].
Sea A = ([0, 1]). Entonces A es un subconjunto compacto de 2% tal que u(A) = [u, v]. Dadas
s < t tales que a(s) # «(t), tenemos que a(s) C «a(t). De modo que p(a(s)) < p(a(t)). Por lo
que |4 1 A — [u,v] es una biyeccion. Como A C B, u < v. Consideremos ¢ : [0, 1] — [u, v]
una biyeccion estrictamente creciente y 8 : [0,1] — A dada por 8 = (u|4)~" o ¢. Tenemos
que B(0) = (ula) ™ 0 9(0) = (1)~ (2(0)) = (ula) () = A, B) = (ula) " 0 o(1) =
(1l.4) " (e(1)) = (ula) 7' () = By B(s) = (ula) ™" o @(s) = () (p(s)) < (ula) (e (1) =
(u|a)"to(t) = B(t), por lo que 3 es el arco ordenado que buscabamos y une a A con B en
2%, [

Corolario 105. C(X) es conezo por arcos.

Demostracion. Sea A € C(X)\ {X}. Por Teorema 103, existe arco ordenado de A a X para
todo A € C(X) \ {X}, por lo que C(X) es arco conexo. O

Corolario 106. C(X) es conezo.
Corolario 107. 2X es arco conezxo.

Demostracion. Mostraremos que cualquier A € 2% puede ser conectado con X. Sean A € 2%
y a € A. Por Teorema 103, existe un arco ordenado de {a} a X, es decir existe una funciéon
continua £ : [0, 1] — C'(X), tal que f(0) = {a} y 5(1) = X.

Sea a : [0, 1] — 2% definida por a(t) = AUB(t). Notemos que (0) = AUB(0) = AU{a} = Ay
a(l) = AUB(1) = AUX = X. Solo nos falta mostrar que « es continua. Sea {t,,}>°; C [0, 1]

tal que lim t, = t. Demostraremos que lim a(t,) = «(t). Como (3 es continua, entonces
n—oo n—oo

lim G(t,) = B(t), por lo que lim AU 5(t,) = AU 5(t). Por lo tanto « es continua, y asi « es
una arco ordenado de A a X. O



CAPITULO 2. HIPERESPACIOS DE CONTINUOS 30

La demostracion del siguiente teorema se puede ver en [5, Teorema 4.11].
Teorema 108. X es arco conexo si, y sdlo si F,,(X) es arco conexo.
Teorema 109. X es arco conexo si, y sdlo si Fyo(X) es arco conexo.
Teorema 110. Sea X es un continuo y n € N. Entonces Cy,(X) es arco conezo.

Demostracion. Sean € N. Por Corolario 105, C'(X) es un continuo arco conexo, por Teorema
108, F,,(C(X)) es arco conexo. Sea o : 227 — 2% dada por o(A) = |JA, con A € A. Por
Teorema 81, o es continua. Observemos que o(F,(C(X))) = Cn(X), ademés o|p,c(x)) :
F,(C(X)) = C,(X) es una funciéon continua. Por tanto C,(X) es un continuo arco conexo.

O]

Teorema 111. Sea X es un continuo. Entonces Coo(X) es un continuo arco conezxo.

Demostracion. Sea n € N. Por Corolario 105 C'(X) es un continuo arco conexo, por Teorema
109, Fyo(C(X)) es arco conexo. Sea o : 227 — 2% dada por o(A) = |JA, con A € A. Por
Teorema 81, o es continua. Observemos que o(F(C(X))) = Coo(X), ademas o|p_(c(x)) :
Foo(C(X)) = Cuo(X) es una funcion continua. Por tanto Cw (X) es un continuo arco conexo.

[]



Capitulo 3

Modelos de Hiperespacios

En este capitulo se realizaran algunas representaciones geométricas de ciertos hiperespa-
cios. No se mostrara formalmente los homeomorfismos entre los conjuntos y los hiperespacios,
pero se dara la asignacion correspondiente.

Ejemplo 112. A continuacion se mostrard un modelo geométrico para C([0,1]).
Sabemos que los subcontinuos del intervalo [0,1] son sus subintervalos cerrados por lo que
podemos hacer las siguientes identificaciones:

C([0,1]) ={A C[0,1] : A es un subconjunto cerrado, conexo y no vacio de [0, 1]}
={la,b] C[0,1]:0<a<b< 1}
~{(a,b) eER*:0<a<b< 1}
El simbolo” =7 significa "homeomorfo a".
Notemos que el conjunto T = {(a,b) € R?*: 0 < a < b < 1} es el tridngulo en R* acotado por
el eje Y, la recta que une los puntos (0,0) y (1,1) y la recta que estd formada por los puntos
cuya sequnda coordenada es igual a 1. Este tridngulo se muestra en la siguiente figura.

[0,1] {1}

0 1 {0}

Figura 3.1: C([0,1])

Entonces podemos decir que un modelo geométrico para C([0,1]) es el triangulo T'. Veamos
como quedan representados algunos conjuntos particulares. Por ejemplo, el intervalo [0, 1]
queda representado por el vértice (0,1) de T'. Un congunto de la forma {p} , donde p € [0,1],

31
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también pertenece a C([0,1]) y lo podemos representar como {p} = [p,p|, por lo que el punto
de T que lo representa es el punto (p,p). De modo que con todos los puntos de esta forma
obtenemos uno de los lados de T, la diagonal. A los conjuntos de la forma [0,b], donde b
varia en [0,1], les corresponde el punto (0,b). De manera que si consideramos a todos los
subcontinuos de [0, 1] que contienen al punto 0, veamos que quedan representados como otro
de los lados de T (lo que tiene T' en comin con el eje Y ). Otra manera diferente de hacer una
representacion para C([0,1]) consiste en emplear la identificacion [a,b] — (“E2,b — a). Es
decir, a cada intervalo le asignamos su punto medio y su longitud. Con esta identificacion,
obtenemos lo siguiente:

0 1

Figura 3.2: C([0,1])

Ejemplo 113. En este ejemplo se realizard un modelo geométrico para C(S).

Sea S la circunferencia unitaria en el plano, centrada en el origen. Sus unicos subcontinuos
son los conjuntos que constan de un solo punto, los subarcos y S mismo. Cada subarco A
estd determinado por su punto medio m(A) y por su longitud [(A). Asi que al continuo A le
podemos asignar el punto p(A) que se encuentra afuera de S, que tiene distancia [(A) de S
y que satisface que la recta que une a m(A) y p(A) pasa por el origen, representado en la
imagen siguiente, donde A es el arco que estd dibujado sobre S con una linea mds gruesa.

PA)=m{A)1+I(A))

Figura 3.3: p(A)

Esta es una buena representacion y los conjuntos que constan de un solo punto {p},
simplemente le asignamos p. Todo estaria perfecto si no le tuvieramos que asignar un punto
del plano también al elemento S de C(S). Notemos que a medida que nos alejamos de la
circunferencia, hacia afuera, los puntos respectivos representan a arcos que se parecen cada vez
mds a S por lo que al final de cada segmento, para que la asocacion sea continua, deberiamos
poner un punto que represente a S como se muestra en la siguiente figura.
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P(A)=(AN1+(A)

Figura 3.4: p(A)

C'omo no podemos poner muchos puntos que representen al elemento S, mejor cambiamos
un poco la representacion y hacemos que, en lugar de ir hacia afuera de la circunferencia, los
segmentos se vayan hacia adentro y terminen en el origen. De esta manera ya no tendremos
ningun problema de continuidad si a S le asignamos el origen.

FEsto se puede conseguir facilmente usando la asignacion f(A) = (1— %)m(A), para cuando
A es un subarco de S o un conjunto de un solo punto, y f(S) = origen. Como en la siguiente

figura.

q(A)=m{A)(1-l{4)/ 2r)

Figura 3.5: q(A)

Asi hemos obtenido que el modelo para C(S) es el disco unitario D (centrado en el origen)
del plano. Veamos a que lugar han ido algunos subcontinuos particulares. Por ejemplo, los
subcontinuos de un solo punto van a dar a la frontera de D. Los subarcos que tienen una
longitud predeterminada y fija conforman una circunferencia con centro en el origen. Ahora
veamos qué le correponde al conjunto A ={A € C(S):p e A}, donde p = (0,1). Veamos qué
le corresponde al conjunto By que consta de los subarcos de S que tienen a p como extremo
wzquierdo, es decir, es el extremo del subarco que queda a la izquierda cuando nos paramos
sobre el arco y vemos en direccion al origen. Primero motemos que para cada A € By, el
punto medio de A estd en la mitad de arriba de S. Los elementos de By van desde los muy
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pequenos, que son casi iguales al conjunto {p} (para estos su punto medio estd también muy
cercano a p y como su longitud es casi cero, ellos quedan representados en el disco muy cerca
de p); hasta los muy grandes que son casi iguales a S, cuyo punto medio estd muy cercano al
punto (—1,0) de S, y como su longitud es casi igual a 27, estardn representados por puntos
muy cercanos al origen, no es dificil convencerse que By tiene una representacion como la de
la figura, en la cual también incluimos la representacion del conjunto By que consta de los
subarcos de S que tienen a p como extremo derecho.

)
L)

Figura 3.6: C(S)

Como cada subarco A que contiene a p estd entre dos subarcos del mismo tamano que A,
uno que tiene a p como extremo izquierdo y uno que lo tiene como extremo derecho, podemos
concluir que el conjunto A queda representado como la region limitada por By y Bs.

Ejemplo 114. Ahora, se construird un modelo geométrico para Fy([0,1]).

Un elemento de F»([0,1]) puede ser denotado de la forma {a,b}. Al conjunto {a,b} le pode-
mos asociar la pareja p({a,b}) = (min{a, b}, méx{a,b}). Claramente, cada conjunto {a,b}
estd determinado de manera tunica por su pareja (min{a, b}, max{a,b}), y viceversa. Ahora
notemos que 0 < min{a,b} < max{a,b} < 1 y que cualquier pareja de la forma (u,v) con
0<u<wv<1 esigual a p({u,v}) por lo que la imagen de ¢ es exactamente el triangulo
T = {(u,v) : 0 <u < v < 1} Asi que otra vez obtenemos al tridngulo T como el modelo
para un hiperespacio de [0, 1].

[0,1] {1}

0 1 {0}

Figura 3.7: F5([0,1])

Ejemplo 115. A continuacion se realizard un modelo geométrico para F»(S).
Sea S la circunferencia unitaria del plano, centrada en el origen, podemos hacer un intento
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similar el ejemplo 113. Es decir, dado un subconjunto A = {a,b} de S elijamos el arco

menor que une a a y b, sea m(A) el punto medio de tal arco y sea l(A) la longitud de tal
arco. Entonces hagamos la asignacion G(A) = (1 — lg—i)m(A). FEsta asociacion estd perfecta

para los conjuntos para los que existe tal arco menor, dichos conjuntos son aquellos en los
que a y b no son antipodas.

Figura 3.8: G(A)

De modo que si omitimos, los pares de conjuntos antipodas, tenemos una buena funcion
G cuya imagen es el conjunto {z € R* : 1 <|| 2 ||< 1}. Ponemos el 3 por que la longitud que
tiene un arco menor que une a dos puntos de S siempre es menor que T y se puede acercar a
7 tanto como queramos. Esta aprozimacion ocurre precisamente cuando nos acercamos a un
par de puntos antipodas. De hecho, si insistieramos en asociarle algo parecido a dos puntos
antipodas, a un conjunto de tal tipo (A = {a,—a}) le corresponderian dos puntos. Uno si
tomamos uno de sus arcos como el menor y otro si tomamos el otro arco como el menor. Esto
nos permitiria extender f y obtener como imagen total al anillo D = {z € R? : 1 <|| z [|< 1}.
Esto estaria casi bien salvo que a cada par de antipodas le estariamos asociando un par de
puntos también antipodas de la circunferencia Sy = {z € R? :|| z ||= 3}. Entonces todo
se resuelve si en el conjunto D identificamos cada par de puntos antipodas del conjunto
So. Hagdamosla pues y obtengamos el modelo final para F5(S). El resultado final de esta
identificacion es una Banda de Mdbius. En la figura 3.9 se muestra como se obtiene la banda.
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Figura 3.9: Banda de Md&bius

Primero ponemos flechas en la circunferencia interior Sy, le ponemos dos flechas etique-
tadas con la letra c. Observemos que para pegar puntos antipodas en Sy es equivalente a pegar
una flecha ¢ con la otra, empezando por sus colas y avanzando en las direcciones marcadas
por ellas. Hacemos dos cortes donde estan las flechas a y b, marcamos con flechas para que
no se nos olvide volver a pegar la parte que cortamos y para hacerlo en el orden correcto. Se
tienen las piezas 1 y 2 que se obtienen después de cortar. Después giramos la pieza 2 para
que las flechas ¢ puedan pegarse. Notemos que tenemos un cuadrado en el que hay que pegar
dos orillas, si torcemos el cuadrado las flechas quedan listas para pegarse y, al hacer esto,
se obtiene la banda de Mdbius. Es importante ver como han quedado representados algunos
subconjuntos especiales de F5(S) para después hacer modelos de continuos mds interesantes.
Veamos cdmo quedan representados los conjuntos de la forma {p}, donde p € S. Para em-
pezar, {p} se debe colocar en la circunferencia exterior del anillo D. Notemos que a dicha
circunferencia no le ponemos flechas de pegado, por lo que se mantiene siempre como la parte
de F5(X) que nunca se pegé con ninguna otra cosa. Ahora tomemos un punto especial de S,
como todos los puntos de S son similares podemos tomar el punto ¢ = (1,0), veamos como
queda representado el conjunto B que consta de todos los subconjuntos de la forma {x,q},
donde x wvaria sobre S. Notemos que en el anillo D el conjunto B estd representado como
la union de los dos arcos By y Bs ilustrados en la siguiente figura, esto es por que podemos

empezar tomando x = q, en ese caso, el conjunto A = {q} queda representado por el punto
(1,0) en D.
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Figura 3.10: F»(S)

St x varia en la semicircunferencia de arriba, entonces el punto medio entre x y q varia
entre el cuarto de la circunferencia que va de 0 a 5 y la longitud del arco menor que une a
x con q varia desde 0 hasta 7. Entonces el punto que representa a {x,q} varia desde (0,1)
hasta el punto (0, %) El otro segmento corresponde a los puntos de la forma {z,q}, donde
x varia en la semicircunferencia de abajo. Notemos que lo que se obtiene al final es una
circunferencia en la banda de Moebius que toca en un solo punto a la orilla (el punto que
representa a {q}) y que le da una vuelta a la banda, interndndose en ella hasta tocar una vez
a la circunferencia central. En la figura 3.10 hemos puesto una banda de Moebius en la que
la circunferencia que representa a B estd dibujada de tal manera que se puede ver completa.



Capitulo 4

Contractibilidad e hiperespacios

En el siguiente capitulo se dara la definicion de contractibilidad, es decir, la deformaciéon
continua de un espacio hasta llegar a un solo punto, asi como propiedades necesarias para ser
contractiles. Es natural preguntarse si, un espacio es contractil implica que los hiperespacios
lo sean o viceversa, en este capitulo veremos las condiciones que se necesitan para resolver
estas preguntas.

4.1. Contractibilidad

Definicion 116. Sean X,Y espacios topologicos y f,g: X — Y funciones continuas. Dire-
mos que f y g son homotdpicas (f ~ g), si existe una funcion continua H : X x [ —Y
tal que H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x). La funcion H es llamada homotopia.

Ejemplo 117. Sean f,g: R — R funciones definidas por f(x) = x y g(x) = 0. Consideremos
H : R x I — R una funcion, definida por H(x,t) = (1 — t)x, se tiene que H es continua,
ademds H(z,0) = (1—-0)z =z = f(x) y H(z,1) = (1 — 1)z = 0 = g(z). Entonces f ~ g.

Teorema 118. Sean X y Y espacios topologicos y f,g,h : X =Y funciones.
1 f~f
2. Si f ~ g, entonces g ~ f.
3. 51 f~qguyg=~h, entonces f ~ h.

Con esto se tiene que =~ es una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las
funciones continuas entre X y Y.

Demostracion. 1. Sea H : X x I — Y definida por H(z,t) = f(x). Tenemos que H es
continua, ademas H(z,0) = f(z) y H(x,1) = f(x) para todo x € X.

38
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2. Como [ ~ g, existe una funcién continua H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(z) y
H(z,1) = g(z). Sea H' : X x I — Y definida por H'(z,t) = H(x,1—t), claramente H’
es continua pues H es continua. Notemos que H'(z,0) = H(z,1) = g(z) y H'(z,1) =
H(z,0) = f(z). Por lo tanto g ~ f.

3. Como f ~ g, existe una funciéon continua H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(z) y
H(x,1) = g(z). Ademas g ~ h, por lo que existe una funciéon continua H : X x I - Y
tal que H'(x,0) = g(z) y H'(z,1) = h(z). Sea H; : X x I — Y una funcion definida
por

o H(z,2t) si 0
Mz, t) = { H'(z,2t—1) si 3

Notemos que Hl( 3) =
H'(x,2(3)—1) = HY(z,0) =
ademas Hl(x 0) = H(z,0) =

H(z,2(3)) = H(z,1) = g(z), mientras que Hi(z,1) =

(x , asi por Lema 25, H; esta bien definida y es continua,

f(z)y Hi(z,1) = H'(x,1) = h(z). De aqui que f ~ h.
m

Teorema 119. Sean f,g: X =Y yf',d:Y = Z. Sif~qgyf ~¢, entonces f'of >~ g'og.

Demostracion. Como f ~ gy f' ~ ¢, existen homotopias H : X x [ - Y yH' : Y xI > Z
tales que H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(z), H (y,0) = f'(y) y H'(y, 1) = ¢'(y) respectivamente.
Demostraremos que existe una funcion continua Hy : X x I — Z tal que Hy(z,0) = f'(f(y))
y Hi(z,1) = ¢'(g(x)).

Sea Hy(z,t) = H'(H(x,t),t). Notemos que Hi(z,0) = H'(H(z,0),0) = H'(f(x),0) =
f'(f(x)) y Hi(x,1) = H(H(x,1),1) = H'(g(x),1) = ¢'(g9(x)) y ademéas H; es continua
pues es composicion de funciones continuas, por lo que f'o f ~ ¢’ og. O

Definicion 120. Sea X un espacio topoldogico. Diremos que X es contrdctil siidx ~ k, con
k una funcion constante. Cuando esto ocurre, comiunmente se dice que X se puede contraer
a un punto.

A continuacion se daran ejemplos de espacios contréctiles.
Ejemplo 121. Sean X = [0,1] y H : X x I — X, definida como H(z,t) = (1 —t)x.

Ejemplo 122. Sean X = {r € R? || z ||< 1}, f(x) =z, g(z) = 0 y H(z,t) = (1 — )z,
como en el Ejemplo 117, X es contractil.

Teorema 123. Sea X un espacio topologico. Entonces X es contrdctil si y sélo si para cada
espacio Y y cada funcion continua f: X — 'Y se tiene que f ~ ¢, con ¢ una constante.

Demostracion. =] Como X es contractil, existe una funcion continua H : X x [ — X tal
que H(z,0) = xy H(z,1) = k. Sea Y un espacio topolégico y f : X — Y una funciéon
continua. Definimos H' : X x I — Y de la siguiente manera H'(x,t) = f(H(x,t)). Notemos
que H' es continua pues f y H son continuas, ademas H'(x,0) = f(H(z,0)) = f(z) y
H'(z,1) = f(H(z,1)) = f(k) = ¢, con ¢ una funcién constante, por lo que f ~ c.

< | Haciendo Y = X y f = idx se tiene que X es contractil. O
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Teorema 124. Sea X un espacio topologico. Si X es contrdctil, entonces X es conexo por
trayectorias.

Demostracion. Como X es contractil, existe una funciéon continua H : X x I — X tal que
H(z,0)=zy H(z,1) = k.
Sean p,q € X y a: [0,1] — X una funcion definida por

H(p,2t) si 0
O‘(t):{ H(Z,Q—Zt) si 1

Dado que H(p,2(3)) = k = H(q,2—2(3)), por el Lema 25, «v esté bien definida y es continua.
Notemos que a(O) H(p,0) =py «a(l) = H(q,0) = ¢, es decir existe una trayectoria de p a
q en X, por lo que X es conexo por trayectorias. ]

Definiciéon 125. Sean X, Y espacios topologicos. Decimos que X es contrdctil con respecto
a Y si para toda funcion f: X — Y se tiene que f ~ k, con k una constante.

El siguiente corolario es otra manera de escribir el Teorema 123 usando este lenguaje.

Corolario 126. Sea X un espacio topologico. Entonces X es contrdctil si y solo si X es
contrdactil con respecto a 'Y, para todo espacio topologico Y .

La demostracion del siguiente teorema se encuentra en |2, Lema 19.7].

Teorema 127. Sea X un espacio conexo. Entonces X es contrdctil con respecto a S si, y
solo si X es unicoherente.

Corolario 128. 57 X es un espacio topologico contrdactil, entonces X es unicoherente.

Definiciéon 129. Se dice que un espacio Y C X es contrdctil en X si existen, una funcion
continua H :'Y x I — X y un punto zy € X tal que, para toda y € Y, H(y,0) = y y
H(y7 1) = Zo.

Ejemplo 130. Sean X = S y D un disco unitario. Sabemos que X C D y que X no es
contrdactil pues no es unicoherente. Sin embargo, X es contrdctil en D.

Teorema 131. Sean X, Y espacios topoldgicos. SiY C X y X es contrdctil, entonces Y es
contractil en X.

Demostracion. Dado que X es contractil, existe H : X x I — X una funciéon continua,
tales que H(z,0) = zy H(z,1) = xp. Sea i : Y — X la funcién inclusion. Definimos
H' :Y xI— X como H'(z,t) = H(i(x),t). Notemos que H' es continua y ademés H'(y,0) =

H(i(y),0) = H(y,0) =y vy H'(y,1) = H(i(y),1) = H(y,1) = xo, por lo que Y es contractil
en X. [

Teorema 132. Sean X,Y espacios topologicos homeomorfos. Si X es contrdctil, entonces'Y
es contrdctil.
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Demostracion. Como X es contractil, existe una funciéon continua H : X x I — X tal que
H(z,0) =2y H(z,1) = z9. Como X,Y son homeomorfos existe f : X — Y un homeomor-

fismo.
Sea H' : Y x I — Y definida por H'(y,t) = f o H(f~!(y),t). Notemos que H'(y,1) = fo

H(f(y),1) = f(H(f " (y),1)) = f(xo) = ky H'(y,0) = foH(f(y),0) = f(H(f(),0)) =
f(f~'(y)) = y. De aqui que Y es contréctil. ]

4.2. Contractibilidad en Hiperespacios

Lema 133. Sean A C 2¥ y h : A x I — 2% wuna funcion continua. Entonces, para cada
(A t) € A x I, se tiene que |J{h(A,s):0< s <t} e 2%,

Demostracion. Para cada (A,t) € A x [0,1], sea g(A,t) = {h(A,s) : 0 < s < t}. Como h
es una funcién continua en 2% y g(A,t) = h({A} x [0,t]) para cada (A,t) € A x [0,1], se
tiene que ¢ es una funcion que va de A x [0,1] en 22°. Como | es una funcion de 22° en 2%,
entonces | Jg(A, t) € 2% para cada (A,t) € A x [0,t]. Por lo que |Jg(A,t) = J{h(A,s) : 0 <
s <t} =h({A} x [0,t]) € 2%. O

Teorema 134. Sea X un continuo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) F1(X) es contrdactil en C(X),
b) F1(X) es contrdctil en 2%,
c) C(X) es contractil,
d) 2% es contrdctil,
e) C(X) es contrdctil (n € N),
f) Coo(X) es contrdctil.

Demostracidon. a) implica b) se sigue de que C'(X) C 2¥.

Para demostrar las siguientes implicaciones b) implica d) y b) implica ¢), supongamos que
existen una funcién continua K : F;(X) x [0,1] — 2% y un elemento A, € 2% tales que, para
todo p € X, K({p},0) = {p}, vy K({p},1) = Ap. Por hipotesis y del hecho de que 2% es arco
conexo, podemos suponer que Ay = X.

Definimos L : 2% x [0, 1] — 2% por:

L(At) = J{IK{p}.s) :pe Ay s €0t}

Probaremos que L es continua. Sea € > 0, como F;(X) x [0,1] es compacto y K es continua,
entonces K es uniformemente continua, por lo que existe § > 0 tal que, si H(A,B) < dy

|t —u| <6, entonces H(K(A,t), K(B,u)) < e.

Sean A, B € 2% yt,u € [0,1] tales que H(A, B) < 0y |[t—u| < 6. Veamos que H(L(A,t), L(B,u)) <



CAPITULO 4. CONTRACTIBILIDAD E HIPERESPACIOS 42

e. Sea m € L(A,t). Entonces existen p € Ay s € [0,¢t], las cuales satisfacen que m €
K({p},s). Yaquep e A C N (6, B), existe g € B tal que d(p, q) < . Tomemos r = min{s, u}
y notemos que r € [0,u]. Si s < u, entonces r = s € [0,¢] N[0,u] y, si u < s, entonces
r=u<s<tycomot—u <4 tenemos que |[s —r| < d. En los dos casos obtenemos
|s — 7| < 4. Por la eleccion de 0, se tiene que H(K ({q},s), K({q},r)) < €. De manera que
pe K{p},s) CN(e, K({q},7)) CN(e, L(B,u)), por lo que L(A,t) C N (e, L(B,u)). De la
misma manera se muestra que L(B,u) C N (e, L(A,t)). Por lo tanto H(L(A,t), L(B,u)) < e.
De aqui que L es continua.

Ahora demostraremos que L(A4,0) = Ay L(A,1) = X, para toda A € 2%. Observemos que
L(A4,0) = UIK({p}.s) i pe Ay s € [0,0]} = UTK({p}.0) s p € A} = Uf{p} : p € A} = A,
y L(A1) = ULK({ph.s) sp € Ay 5 € 0,11} 5 U{K({ph.1) : p € A} = X.

Asi L es una homotopia para 2% entre la funcién identidad y una funcién constante. Por
tanto 2% es contractil.

Notemos que si, A € 2% y 0 <u <t < 1, entonces [0,u] C [0,¢] y asi L(A,u) C L(A,t).

Si A e C(X)yt e [0,1], probaremos que L(A,t) € C(X). Supongamos que esto no es
cierto y que existe una t € [0, 1] tal que L(A,t) no es conexo, es decir, L(A,t) = GU K,
donde G y K son cerrados, ajenos y no vacios. Por lo anteriormente demostrado, tenemos que
AC L(A,t) = GUK, y como A es conexo, tiene que estar contenido en uno de ellos. Supon-
gamos que A C G, tomemos P = {s € [0,t] : L(A,s) C G}, Q ={s €[0,t] : L(A,s)NK # 0}
y sea f:[0,t] — 2% definida por f(s) = L(4,s). Ya demostramos que L es continua, por lo
que f es continua y notemos que P = f~Y(D)y Q = f~*(B), donde D = {F € 2¥X : E C G}
y B={F €2¥ : ENK # 0}. Por Teorema 75, D y B son cerrados en 2%, ademés f es
continua, entonces Py () son cerrados. Como Gy K son ajenos, Py () también son ajenos.
Por lo demostrado anteriormente, para toda s € [0,t], L(A,s) C L(A,t) = GUK, por lo que
s € PUQ. Entonces Py () son cerrados, ajenos y su union es [0,t]. Como [0, t] es conexo,
alguno de ellos tiene que ser vacio. Pero L(A,0) = A C G,porloque0 € Py L(A,t) = GUK
y K # () de donde ¢ € ). Por lo cual hemos llegado a una contradiccion.

Por tltimo de lo ya demostrado tenemos que L|c(x)xjo,1) @ C(X) x [0,1] = C(X) es una
homotopia para C'(X), con lo cual queda demostrado c).

Observemos que c¢) implica a) y d) implica b) se cumplen pues si un espacio es contractil,
cualquier subespacio es contréctil en él.

d) implica €). Como 2% es contrictil, existe una funcién H' : 2% x [0,1] — 2% tal que para
cada A € 2%, H'(A,0) = Ay H'(A,1) = X. Sea H : 2% x [0,1] — 2% una homotopia
asociada con H' definida por

H(At)=| J{H'(A,5):0< s <t}

Por Teorema 81, H es continua. Observemos que para cada A € 2%, H(A,0) = A, H(A,1) =
X y H({A} x [0,1]) es un arco ordenado de A a X. Notemos que si A € C,(X)y B €
H({A} x0,1]), entonces A C By por lo tanto existe en arco ordenado que va de A a B pues
H({A} x [0,1] es un arco ordenado de A a X y B pertenece a este arco. Mostraremos que
B e C,(X). Sea {B; : j € J} el conjunto de las componentes de B. Para cadai € {1,...,n},
existe Bj, tal que A; C Bj,. Asi, el nimero de elementos del conjunto J' = {j; € J : A4; C
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B;,} es menor o igual que n. Demostraremos que {B; : j € J} = {By, : ji € J'}. Sea
B; € {Bj:j € J}, por Teorema 104, B;N A # (). Asi existe una componente A; de A tal que
B;NA#0, porlo que B; = B; UA; C Bj,, de lo que se concluye que B; = Bj,. Por lo tanto
{Bj:jeJ}={By, :ji € J'}. Asi B tiene a lo mas n componentes, es decir B € C,,(X). De
donde G' = H|c, (x)x[0,1] : Cn(X) x [0,1] = C,(X) es una funciéon continua tal que para cada
AeCh(X),G(A0) =Ay G(A, 1) = X. Asi C,(X) es contractil.

d) implica f). La prueba es similar a d) implica e).

e) implica a). Como C,,(X) es contractil, entonces F;(X) es contractil en C,,(X), asi F}(X)
es contractil en 2. Sabemos que b) impica c¢) y ¢) implica a), por lo tanto e) implica a).

f) implica a) se puede probar de la misma manera que e) implica a). O]

Observacion 135. En el Teorema anterior no se incluye que F,(X) es contrdctil pues no
siempre se cumple. Como ejemplo se tiene F5(S) el cual no es contrdactil, sin embargo, Fy(5)
si es contrdctil en C(5).

Teorema 136. Si X es contrdctil, entonces F,,(X) es contractil.

Demostracion. Como X es contractil, existe una funciéon continua H : X x I — X tal que
H(z,0) =xzy H(z,1) = x¢. Sea H' : F,,(X)x|0,1] — F,(X) definida por H'({z1,...,z,},t) =
{H(z;,t) i€ {1,...,n}}. Probaremos que H' es continua. Sean A = {xy,...,x,}, t € [0, 1],
B={H(x;,t):x; € Ay y V=(11,...,V,) tal que H(x;,t) € V; para j < m, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que los abiertos V; son ajenos dos a dos. Por la continuidad de
H existen abiertos Uy, ..., U, de X, que también se pueden suponer ajenos dos a dos y un
abierto W de [0,1] tal que (z;,t) e Uy x Wy HU; x W) CV,. Sea U = (U,,...,U,) x W.
Demostraremos que H'(U) C V. Sea (A',t') € U, asi A’ = {y1,...,y,} donde y; € U; para
cadai € {1,...,n}. Dado que ' €¢ Wy H(U; x W) C V}, se tiene que H'(U) C V, de donde
H’ es continua. Finalmente notemos que H'({z1,...,2,},0) = {H(z;,0):i € {1,...,n}} =
{H(21,0),...,H(2,,0)} ={z1,...,zn} y H{z1, ..., 2.}, 1) ={H(z;,1) :i e {1,...,n}} =
{H(x1,1),..., H(zp, )} = {z0,..., 20} = {0}, por lo que F,(X) es contractil. O
Corolario 137. Si X es contrdctil, entonces C(X), Cp(X), Coo(X) y 2% son contrdctiles.

Demostracion. Como X es contractil, entonces F;(X) es contractil. Asi F;(X) es contractil
en cualquier espacio que lo contenga. La conclusion se sigue del Teorema 134. O

El reciproco del Corolario anterior no se cumple.

Ejemplo 138. Sea X = S la circunferencia unitaria. Sabemos que C(X) =~ D = {(z,y) €
R%:|| (z,y) ||< 1}, el cual es contrdctil. Sin embargo X no es contrdctil, por Teorema 127.

4.3. Propiedad de Kelley

Definicion 139. Un continuo X tiene la propiedad de Kelley en un punto p € X si para
toda sucesion de puntos {p,}:2, en X tal que lim p, = p y todo subcontinuo A de X tal que
n—oo

p € A, eziste una sucesion de subcontinuos {A,}7>, de X tal que lim A, = A y p, € A,
n—o0
para cada n € N.
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Hoy en dia se dice que X es un Continuo de Kelley si X tiene la propiedad de Kelley en
cada punto.

Ejemplo 140. Sean X un abanico como en la Figura 4.1, p, el extremo de cada segmento
que conforman el abanico, p en la barra limite, y A el continuo que consta de lo que se anadio
en la barra limite uniéndole p. Notemos que para A no existe una sucesion de subcontinuos
de X tal que nlggo A, =Ayp, € A, para cada n € N.

Pn

Pn-1

A

Slee

Figura 4.1: Abanico con pata alargada

Teorema 141. Sean X un continuo, pn : C(X) — [0,1] una funcion de Whitney, p € X y
M : Fi(X) x [0,1] = C(X) definida por M({p},t) = J{A € C(X):pe Ayu(A) <t}. Si

el continuo X tiene la propiedad de Kelley en todos sus puntos, entonces M es continua.

Demostracion. Sean {p,}2, una sucesion de puntos de X tal que lim p,, = p y una sucesion
n—0o0
de nameros {t,}2°, en [0,1] tal que lim ¢, = ¢. Por la Proposicién 24 podemos suponer que
n—oo

lim M ({pn},t,) = B para alguna B € C'(X). Probaremos que B = M ({p},1).

Sea q € B, por Proposicion 69, existe una sucesion de puntos {q, }°; de X, tal que lim ¢, = ¢
Y gn € M({pn},t,) para toda n € N. Por definicion de M ({p,},t,), existe A, € C(X) tal
que pn,¢n € A,y u(4,) <t,, tomemos una subsucesion {4,, }32, de {4, }°, convergente
a alguna A € C(X). Por Proposicion 68, ¢,p € A y por la continuidad de p, lim u(A,) =
p(lim A,) = p(A) < limt, = t. Aplicando la definicion de M ({p},t), obtenemos que ¢
pertenece a este conjunto. Por lo que queda demostrado que B C M ({p},1).

Falta ver que M ({p},t) C B. Sea ¢ € M({p},t). Entonces existe A € C(X) tal que p,g € Ay
p(A) < t. Como X tiene la propiedad de Kelley, existe una sucesion de subcontinuos {4, }5°

de X tal que p, € A, paratodan € Ny lim A, = A. Para cada n € N, tomamos dos arcos

n—oo
ordenados, uno de {p,} a A,, y otro de A,, a X. Reparametrizando los arcos, podemos obtener

un solo arco ordenado de {p,} a X cuya imagen contiene a A,. Usando el Teorema 27, la
imagen de este nuevo arco contiene a un elemento C,, tal que u(C;,) = min{u(A),t,}. Como
todos los elementos de la imagen de un arco ordenado son comparables, se tiene que A,, C C,
o C, C A,. Asi podemos tomar una infinidad de ntimeros n para los que se cumple una de las
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dos contenciones. Supongamos sin pérdida de generalidad que C,, C A, para esa infinidad,
numeramos esa infinidad en una subsucesion {C,,}°° ,, y como C'(X) es compacto, existe una
subsucesion {C,,, }?2, de {C,,}22, tal que lim C,,, = C para alguna C € C(X) y C,, C A,
para toda k € N, por la Proposicion 68, C' C A.

Notemos que p(C) = limmin{u(A),t,,} = min{u(A),limt¢,, } = min{u(A),t} = pA),
por tanto u(C) = u(A) y C C A, esto implica que C' = A, en particular ¢ € C' y por
Proposicion 69, existe una sucesion de puntos {g;}7>, de X tal que ¢, € C,, para cada
ke Ny kh_)rroloqk = ¢. Notemos que, para cada k € N, ¢, € C,, C M({pn,},tn,), pOr

Proposicion 68, ¢ € lim M ({pn, },tn,) = B. Entonces M ({p},t) C B.
Por tanto M ({p},t) = B y M es continua. O

Corolario 142. Sea X un continuo. Si X tiene la propiedad de Kelley en todos sus puntos,
entonces C(X), Cn(X), Coo(X) y 2 son contrdctiles.

Demostracion. Se sigue del Teorema 141. m

El regreso del corolario anterior no se cumple.

Ejemplo 143. Sea X el abanico como en la Figura 4.1, claramente X es contrdactil y por
Corolario 187, C(X), Co(X), Coo(X) y 2% son contrdctiles, sin embargo X no tiene la
propiedad de Kelley.

Teorema 144. Si X es un continuo localmente conexo, entonces X tiene la propiedad de
Kelley.

Demostracion. Sea {p,}2, una sucesion de puntos de X tal que lim p,, = p y un subcontinuo
n—oo

A de X tal que p € A. Encontraremos una sucesion de subcontinuos {A,}>2, de X tal que
lim A, =Avyp, €A, para toda n € N.

n—oo

Para cada n € N, sea A, = {B € C(X) : p, € B}. De acuerdo con el Teorema 75 A, es
compacto. Dado que la funcion distancia es una funcién continua, existe A, € A, tal que
H(A, A,) = min{H(A,B) : B € A,}. Por definicion de A,, p, € A,. Demostraremos que

lim A, = A. Sea ¢ > 0. Por la conexidad local de X en p, existe un abierto conexo U de
n—oo

X tal que p € U C B(3,p). Ya que lim p, = p, existe N € N tal que p, € U para cada
n—oo

n > N.Dadan > N, el conjunto AU U es un subcontinuo de X conteniendo a p,. Por lo
que AUU € A,. Ademas AUU C AU B(e,p) C N, A)y AC J\_/(e,AU U), de modo que
H(A,AUU) < e. Por la definicién de A, H(A, A,) < H(A, AUU) < e. Como esto ocurre

para n > N, concluimos que lim A, = A. n
n—oo

El reciproco del Teorema 144 no necesariamente es cierto, veamos un ejemplo de un
continuo que tiene la propiedad de Kelley pero que no es localmente conexo.

Ejemplo 145. Sea X el abanico armonico. El continuo X tiene la propiedad de Kelley, sin
embargo no es localmente conexo.

Corolario 146. Si X es un continuo localmente conezo, entonces 2%, C(X), Cp(X) y Co(X)
son contrdctiles.



Capitulo 5

Pseudo-contractibilidad

La nocion de pseudo-homotopia y pseudo-contractibilidad fue introducida por R. H.Bing.
Sin embargo W. Kuperberg fue el primero en dar un ejemplo para demostrar que los conceptos
de pseudo-homotopia y pseudo-contractibilidad son diferentes a los conceptos de homotopia
y contractibilidad respectivamente. En este capitulo se analizaran estos conceptos, ademaés
de estudiar la pseudo-contractibilidad en hiperespacios.

Definicion 147. Sean X,Y espacios topologicos y f,qg : X — Y funciones continuas. Una
funcion H : X x C =Y, donde C' es un continuo, se dice que es una pseudo-homotopia
entre f y g, si existen puntos a,b € C' tales que H(x,a) = f(z) y H(z,b) = g(x) para xz € X.
En tal caso diremos que f y g son pseudo-homotopicas.

Definicion 148. Un espacio es llamado pseudo-contrdctil si existe una pseudo-homotopia
entre la funcion identidad y una funcion constante.

Observacion 149. Todo espacio contrdactil es pseudo-contrdctil.

El ejemplo siguiente muestra que el reciproco de la Observacion 149 no necesariamente
se cumple.

Ejemplo 150. Consideremos en el plano complejo C la espiral Xy = ii—?e“ :t€[0,00)}

alrededor del circulo unitario. El conjunto X = XoU {z : |z| < 1} C C, constituye un
continuo, que no es arco conexo, asi por Teorema 124, no es contrdctil.

Figura 5.1: X

46
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Para verificar que X es pseudo-contrdctil, se define al continuo
con D ={x:|z|=1}U{r € R: 0 <z <1} y consideramos a la funcion H : X x C — X
definida por:

2 it t'42 ety = t+t'+2 i(t+t') /
e e ) = LS para t,t' € [0,00),

x,ﬁr—f 8 = ze' para |x| <1, t € [0, 00),

H(
H(
H(x,2') = z2’ para |x| <1, 2" € D,
H(

H2eit 1) = xe para t € [0,00), v € D.

Figura 5.2: Funcion H

Tenemos que H(z,2) = x y H(z,0) = 0 para x € X, esto significa que X es pseudo-contrdctil.
Veamos como se comporta nuestro ejemplo.

Seanx € X yye C conx € {z: |x| <1}:

Siy € {z : |x| = 1}, entonces H(z,y) € {x cz] < 1} Siy € [0,1], se tiene que
H(z,y) € [0,z]. Tomando y € Xy, H(x,y) € {y+2 Wt el0,00)}.

Seanx € X yye C conx € {z: || =1}:

Siy € {x : |z| = 1}, entonces H(z,y) € {z : |z| = 1}. Con y € [0,1], tenemos que
H(z,y) € {x: |x| =1}. Siy € Xy, implica que H(x,y) € {x : |z| = 1}.

Seanx € X yy e C conz e Xy:

Siy € {x:|z| =1}, se tiene que H(x,y) € X,,. Tomando y € [0,1], H(z,y) € X,. Siy € Xy,
entonces H(x,y) € X,.

Definicion 151. Sean X, Y espacios topologicos, diremos que X es pseudo-contrdctil con
respecto a Y si cada funcion continua f : X — Y es pseudo-homotopica a una funcion
constante.

Observacion 152. Todo espacio X contrdctil con respecto a Y es pseudo-contrdactil con
respecto a 'Y .
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A continuacion se generalizaran algunos resultados que fueron demostrados en el capitulo
anterior para espacios contractiles.

Teorema 153. Sea X un espacio topoldgico. Si X es pseudo-contrdctil, entonces X es
pseudo-contrdactil con respecto a'Y para todo espacio Y .

Demostracion. Dado que X es pseudo-contractil, existen C' un continuo, puntos a, b € C'y
H : X x C' — X una funcion continua, tales que H(z,a) =z y H(x,b) = x¢. Sea f : X —» Y
una funcion continua, definimos H' : X x C' — Y como H'(z,t) = f(H(z,t)). Notemos que
H' es continua y ademéas H'(z,a) = f(H(x,a)) = f(x) y H'(z,b) = f(H(x,b)) = f(xg), por
lo que X es pseudo-contrictil respecto a Y para todo espacio Y. O

Definicion 154. Sean X, Y espacios topologicos tales que X C Y. Se dice que X es pseudo-
contrdactil en Y si existe una funcion continua constante f : X — Y que es pseudo-
homotodpica a la funcion inclusion i : X — Y.

Observacion 155. Todo espacio X contrdctil en'Y es pseudo-contractil en'Y .

Corolario 156. Sean X, Y espacios topologicos. S1Y C X y X es pseudo-contrdctil, entonces
Y es pseudo-contrdctil en X.

Definicion 157. Sea X un espacio topoldgico y A € 2X. Una retraccion de X en A es
una funcion continua v : X — A tal que r|a = ida, es decir r(a) = a para toda a € A. Se
dice que A es un retracto de X si existe una retraccion de X en A.

Ejemplo 158. Sea X = R?\ {0} y A= {(z,y) € X : ||(z,9)|| = 1}, 7 : X — A definida por

r(z,y) = IIEivng es una retraccion de X en A, pues | = idy.

Lema 159. Sean X, K continuos. La funcion e : 2% x 2K — 25K definida por e((A, B)) =
A x B es un encaje y es tal que e(H(X) x H(K)) C H(X x K), donde H(—) € {C(-),
Coo{_)v FOO(_)}-

Demostracion. La funciéon e esta bien definida, pues si A, B son cerrados de X y K respecti-
vamente, A x B es cerrado en X x K. Para probar que e es un encaje, es suficiente con probar
que e es inyectiva y continua. Si (A4, B) # (A’, B'), entonces A # A’ 0o B # B’. En ambos casos
Ax B # A’ x B, lo que prueba que e es inyectiva. Para probar la continuidad, tomemos una
sucesion {(A,, By,)}22, convergiendo a (A, B). De esta manera {A4,,}°°, y {B,,}°2, convergen
a Ay a B respectivamente. Probaremos que limsup(A, x B,,) C Ax B C liminf(A, x B,). Sea
(a,b) € Ax B, entonces existen sucesiones {a,}  {b,}n>; que convergen a a y a b respecti-
vamente. Asi la sucesion {(ayn, b,)}5, converge a (a,b). Por lo tanto (a,b) € liminf(A, x B,,).
Por otra parte si (¢, d) € limsup(A4,, X B,,), existe una sucesion {(c,,,d,,)}7>; que converge
a (c,d). Esto implica que cada sucesion {c,, }32, v {dn, }3>, converge a ¢ y a d respectiva-
mente. Asi, ¢ € limsupA,, € Ay d € limsup B,, C B. Por lo que (¢,d) € A x B. De lo
anterior concluimos que e es un encaje. De la definicion de los hiperespacios se tiene que
e(H(X)x H(K)) C H(X x K) para cada H(—) € {C(—), Cso(—), Foo(—)}- O
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Lema 160. Sean X un espacio topoldgico y W CY C X. Supongamos que Y es un retracto
de X. Entonces W es (pseudo)-contrdctil en X si y solo si W es (pseudo)-contrdactil en'Y .

Demostracion. Supongamos que W es pseudo-contréctil en X . Entonces existen un continuo
K, puntos a, b de K y una funcion continua H : W x K — X tal que H(w,a) = w y
H(w,b) = p, para algin p € X y para cada w € W. Sea r : X — Y una retraccion.
Definimos la funcion continua G : W x K — Y como sigue: G(w,t) = r(H(w,t)). La funciéon
continua G' cumple que G(w,a) = r(H(w,a)) = r(w) = w y G(w,b) = r(H(w,b)) = r(p)
para todo w € W. El regreso es inmediato. ]

Teorema 161. Sean Y un continuo tal que F1(Y) es un retracto de C(Y') y X un subcontinuo
de Y. St X es pseudo-contrdactil en 'Y, entonces X es contrdctil en'Y .

Demostracion. Por hipotesis existe un continuo W, dos puntos distintos ¢,d € W, p € Y
y una funcion H : X x W — Y tal que para cada x € X, H(x,c) = py H(z,d) = x.
Definimos g : C(X x W) — C(Y) por {H(z) : z € B} para cada B € C(X x W). Por
Proposicion 82, g es continua. Notemos que C'(X) x C(W) es homeomorfo a H C C(X x W),
con homeomorfismo e como en el Lema 159.Como C' (W) es arco conexo, entonces, existe un
arco A contenido en C'(W) con puntos finales {c} y {d}. Definimos h : Fy(X) x A — C(Y)
por h({z}, B) = g({z} x B) para cada x € X y cada B € A. Por lo que F;(X) es contractil
en C(Y). Dado que F1(X) C F1(Y) v Fi(Y) es un retracto de C(Y'), entonces por el Lema
160 Fy(X) es contractil en F3(Y'). Por Proposicion 66, X es contractil en Y. O

Corolario 162. Sea Y un continuo tal que Fi(Y') es un retracto de C(Y'). St Y es pseudo-
contrdactil entonces Y es contrdctil.

Demostracion. Haciendo X =Y como en el Teorema 161 se tiene lo requerido. O]

Teorema 163. Sea X un continuo. Entonces Fy(2X) es retracto de 22* . En particular Fy(2X)
es un retracto de C'(2%).

Demostracion. Sean U : 22 — 2X la funcion union y h : 2¥ — F1(2%) un homeomorfismo
tal que h(A) = {A}. La funcion g = ho U es una retraccion de 22" a F;(2%) pues g({A}) =
hoU(A) = h(U(A)) = h(A) = {A}. Por otra parte como F;(2¥) C C(2%) C 227, gleex) es
una retraccion en Fy(2%). O

Teorema 164. Sea X un espacio topoldgico. Si Fy(X) es pseudo-contrdctil en 2%, entonces
2X es pseudo-contrdctil.

Demostracion. Dado que Fy(X) es pseudo-contractil en 2%, entonces existe un continuo C,
puntos a,b € C y una funciéon continua H : Fy(X) x C — 2% tal que H({z},b) = {x}
y H({z},a) = Ay para algin Ay € 2%. Definimos H' : 2% x C — 2% por H'(A,t) =
U{H{z},t) : x € A}. Notemos que H'(A,a) = J{H({x},a) : v € A} = UAy = Ao
y H'(Ab) = U{H{z},b) : 2 € A} = U{z : © € A} = A. Por lo que 2% es pseudo-
contractil. O

Teorema 165. Sea X un continuo. Si 2% es pseudo-contrdctil, entonces 2% es contrdctil.
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Demostracion. Por Teorema 163, F;(2%) es un retracto de C(2%). Haciendo Y = 2%, como
en el Corolario 162, tenemos que 2% pseudo-contractil implica que Y es contractil. O

Teorema 166. Si C(X) es pseudo-contrdictil, entonces C(X) es contrdctil.

Demostracion. Como C(X) es pseudo-contractil entonces por el Corolario 156, F;(X) es
pseudo-contréctil en C(X), por tanto en 2%. Asi por el Teorema 164, 2% es pseudo-contractil
y por el Teorema 165, 2% es contréctil. Finalmente por el Teorema 134 C'(X) es contractil. [

Teorema 167. Si C,(X) es pseudo-contrictil, entonces C,,(X) es contrdctil.

Demostracion. Como C,(X) es pseudo-contractil, entonces por el Corolario 156, Fy(X) es
pseudo-contréctil en C,,(X), en particular F;(X) es pseudo-contractil en 2%. De esta manera,
por el Teorema 164, 2% es pseudo-contractil y por el Teorema 165, 2% es contréctil. Asi por
el Teorema 134, C,,(X) es contractil. O

Teorema 168. Si C(X) es pseudo-contrictil, entonces Coo(X) es contractil.

Demostracion. Como Cu(X) es pseudo-contractil, entonces por el Corolario 156, F;(X) es
pseudo-contractil en Oy (X), por lo que F;(X) es pseudo-contractil en 2. Asi por el Teorema
164, 2% es pseudo-contractil y por el Teorema 165, 2% es contractil. Por tltimo por el Teorema
134, C(X) es contractil. O

Teorema 169. Si X es pseudo-contrdctil, entonces F,,(X) es pseudo-contrdctil.

Demostracion. Como X es pseudo-contractil, existen un continuo K, puntos a,b € K y una
funcion continua H : X x K — X tal que H(x,a) =xy H(x,b) = x¢. Sea H' : F,(X)x K —
F,.(X) definida por H'({z1,...,2,},t) = {H(z;,t) : i € {1,...,n}}. Probaremos que H’
es continua. Sean A = {z1,...,2,},t € K, B = {H(z;,t) 1 x; € Ay y V. = (V1,..., V)
tal que H(x;,t) € V; para j < m, sin pérdida de generalidad podemos suponer que los
abiertos V; son ajenos dos a dos. Por la continuidad de H existen abiertos Uy,...,U, de
X, que también se pueden suponer ajenos dos a dos y un abierto W de K tal que (z;,t) €
UxWyHU xW)CV,. SealU = (U, ...,U,) x W. Demostraremos que H'(U) C V. Sea
(A, )y eU,asi A ={y1,...,yn} donde y; € U; para cadai € {1,...,n}. Dado quet' € W'y
H(U; x W) CV}, se tiene que H'(U) C V. Por otra parte, se tiene que H'({z1,...,2,},a) =
{H(zsa):ie{l,....,n}} ={H(x1,a),...,H(xn,a)} = {z1,...,2,} y H{z1,...,2,},0) =
{H(z;,b) : i € {1,...,n}} = {H(z1,b),...,H(zn,0)} = {x0,..., 20} = {0}, por lo que
F,(X) es pseudo-contractil. O

El siguiente ejemplo muestra que la pseudo-contractibilidad y la contractibilidad en F,,(X)
no siempre son equivalentes.

Ejemplo 170. Sea X el continuo de Kuperberg (ver Ejemplo 5.2). Recordemos que X no es
arco-conezo y que es pseudo-contrdactil. Por el Teorema 169, F,,(X) es pseudo-contrdctil, pero
no es contrdctil, pues si fuera contractil, entonces por Teorema 124, X seria arco conexo, lo
cual no puede pasar.
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Corolario 171. Si X es un continuo, entonces:
a) Fi(X) es contrictil en C(X),
b) F1(X) es contrdctil en 2%,
c) C(X) es contractil,
d) 2% es contrdctil,
e) Cn(X) es contrdctil,
f) Cso(X) es contrdctil,
g) F1(X) es pseudo-contractil en C(X),
h) Fi(X) es pseudo-contrictil en 2%,
i) C(X) es pseudo-contrdctil,
7) 2% es pseudo-contrdctil,
k) C,(X) es pseudo-contrictil,
) Cx(X) es pseudo-contrdctil.

Demostracion. a) = g), b) = h), ¢) = i), d) = j), e) = k), f) = [ se cumplen por
Observacion 149.

a) y f) son equivalentes por Teorema 134.

h) = 7) Se satisface por Teorema 164.

j) = d) Se satisface por Teorema 165.

i) = ¢) Se satisface por Teorema 166.

k) = e) Se satisface por Teorema 167.

) = f) Se satisface por Teorema 168.

h) = b) se cumple pues h) = j), j) = d) y d) = b) .

g) = h) se satisface por Observacion 149 y Teorema 134.
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