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INTRODUCCIÓN

La topoloǵıa es la rama de las Matemáticas que estudia las propiedades
de objetos geométricos que permanecen invariantes bajo deformaciones en
las que existe una correspondencia biuńıvoca entre los puntos del objeto
original y la deformación, además de que tal acción hace corresponder pun-
tos próximos a puntos próximos. A tales deformaciones las llamamos ho-
meomorfismos. Aśı que informalmente diremos que la topoloǵıa permite do-
blar, estirar, encoger y retorcer los objetos, pero no cortar o separar lo que
está unido ni pegar lo que está separado.

Los objetos de estudio son parejas de la forma (X, τ), donde X es un
conjunto y τ es una familia de subconjuntos de X cerrada bajo interseccio-
nes finitas y uniones arbitrarias. Una familia τ con estas caracteŕısticas es
llamada topoloǵıa para X y el par (X, τ) espacio topológico. A los elementos
de τ se les llama abiertos.

Uno de los conceptos fundamentales más importantes en topoloǵıa es el de
función continua. Si (X, τX) y (Y, τY ) son espacios topológicos y f : X → Y
es una función, intuitivamente decimos que f es continua en x0 ∈ X si manda
puntos cercanos a x0 en puntos cercanos a f(x0).

Es de especial interés determinar cuando dos espacios tienen las mismas
propiedades topológicas, es decir, cuando dos espacios son equivalentes, esto
ocurre cuando existe una función continua y biyectiva entre los espacios para
la cual su función inversa es también continua; a estas funciones se les co-
noce como homeomorfismos. Mostrar que la imagen de un conjunto abierto
bajo una función sea también un conjunto abierto es un excelente criterio
para determinar homeomorfismos. Las funciones que satisfacen tal condición
son llamadas funciones abiertas. De éstas, se desprende una gama de clases
de funciones: inductivamente abierta, casi abierta, pseudo abierta, cociente,
semi abierta y denso abierta. Dichas clases serán nuestro objeto de estudio.

Otra herramienta para describir propiedades de un espacio topológico
(X, τ) son los hiperespacios, los cuales son colecciones de subconjuntos de X
que satisfacen ciertas condiciones. Uno de mayor importancia está formado
por conjuntos no vaćıos con a lo más n elementos. Este hiperespacio, deno-
tado como Fn(X), es llamado producto simétrico. Dados (X, τX) y (Y, τY )



espacios topológicos y f : X → Y una función, se define la función inducida
al n-ésimo producto simétrico por f como: fn : Fn(X) → Fn(Y ) dada por
fn(A) = f(A). Es de nuestro interés estudiar dicha función en relación con
las clases de funciones mencionadas anteriormente.

Este escrito está formado por cuatro caṕıtulos, de los cuales el primero
es una recopilación de conceptos básicos y notaciones imprescindibles para
un seguimiento asequible. Además se exponen propiedades y resultados que
serán empleados en nuestras futuras demostraciones.

En el segundo caṕıtulo analizaremos la relación directa entre nuestras
clases de funciones. Para ser mas espećıficos, veremos que ser función abierta
implica ser inductivamente abierta, toda función inductivamente abierta es
casi abierta, una función casi abierta es pseudo abierta, la familia de las fun-
ciones cociente está contenida en la familia de las funciones pseudo abiertas,
y que las familias de funciones semi abiertas y denso abiertas forman parte de
la familia de las funciones abiertas. Cabe mencionar que todas las familias de
funciones expuestas son distintas. Mostraremos ejemplos de cada afirmación.
Por otro lado, se presentan caracterizaciones de cada clase de funciones en
los términos topológicos de interior, cerradura y frontera de conjuntos.

En el Caṕıtulo 3 mostramos los resultados obtenidos del análisis en la ge-
neración de nuevas funciones: función restricción, la función composición, la
función suma topológica y la función producto topológico. Dicho análisis se
enfoca en las siguientes clases de funciones: abiertas, inductivamente abier-
tas, casi abiertas, pseudo abiertas, cociente, semi abiertas y denso abiertas.

El Caṕıtulo 4 está dedicado al estudio de las implicaciones entre las
siguientes dos condiciones:
1. f ∈M,
2. fn ∈M
cuando M es alguna de las siguientes clases de funciones: abiertas, induc-
tivamente abiertas, casi abiertas, pseudo abiertas, cociente, semi abiertas y
denso abiertas. Este problema se ha abordado en varias ocasiones para clases
de funciones entre espacios métricos, compactos conexos y no degenerados
([1], [2], [3], [6], [8]). Los resultados originales que presentamos hacen más
completo el estudio realizado hasta este momento alrededor de este tema.
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Índice general

1. Preliminares 5
1.1. Conjuntos y funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Espacios topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1. Conceptos básicos y algunas propiedades de espacios
topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.2. Interior, cerradura y frontera de conjuntos . . . . . . . 8
1.2.3. Funciones continuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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funciones abiertas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.1. Caracterización de funciones abiertas . . . . . . . . . . 22
2.3.2. Caracterización de funciones inductivamente

abiertas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3.3. Caracterización de funciones casi abiertas . . . . . . . . 25
2.3.4. Caracterización de funciones pseudo abiertas . . . . . . 26
2.3.5. Caracterización de funciones cociente . . . . . . . . . . 27
2.3.6. Caracterización de funciones semi abiertas . . . . . . . 30
2.3.7. Caracterización de funciones denso abiertas . . . . . . 31

3. Operaciones invariantes de formas débiles de funciones abier-
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo presentamos notaciones, definiciones y conceptos ele-
mentales para un seguimiento accesible al resto de los caṕıtulos. También
veremos propiedades, equivalencias y resultados de los cuales nos serviremos
para nuestras futuras demostraciones.

1.1. Conjuntos y funciones

Sea X un conjunto. El conjunto P (X) = {A : A ⊆ X} es llamado el
conjunto potencia de X.

Notación 1.1. Sean X un conjunto y A ⊆ X. El śımbolo |A| denota la
cardinalidad del conjunto A.

La siguiente proposición se puede consultar en [5, pág. 30].

Proposición 1.2. Sean X un conjunto y A,B,C ⊆ X. Entonces
A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C)

Notación 1.3. Sean X y Y conjuntos, y ∈ Y , V ⊆ Y y f : X → Y una
función. Denotaremos a:

1. La imagen inversa de y bajo f como:

f−1[y] = {x ∈ X : f(x) = y}.

2. La imagen inversa de V bajo f como:
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f−1[V ] = {x ∈ X : f(x) ∈ V }.

Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función. Decimos que f es
suprayectiva si para cada y ∈ Y, existe x ∈ X tal que f(x) = y.

Proposición 1.4. Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función. Enton-
ces f es suprayectiva si y solo si f(f−1[B]) = B para todo B ⊆ Y .

La demostración de la proposición anterior se puede consultar en [5, pág.
60].

Proposición 1.5. Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función supra-
yectiva. Si A ⊆ X y B ⊆ Y , entonces f(A ∩ f−1[B]) = f(A) ∩B.

Demostración. Sabemos que f(A∩ f−1[B]) ⊆ f(A)∩ f(f−1[B]). Dado que f
es suprayectiva, de la Proposición 1.4 se sigue que f(A∩f−1[B]) ⊆ f(A)∩B.
Por otro lado, sea y ∈ f(A)∩B. Entonces f−1[y]∩A 6= ∅ y f−1[y] ⊆ f−1[B].
Aśı, f−1[y] ∩ (A ∩ f−1[B]) 6= ∅. Esto implica que y ∈ f(A ∩ f−1[B]). Por
tanto, f(A) ∩B ⊆ f(A ∩ f−1[B]). Lo que prueba la igualdad.

1.2. Espacios topológicos

1.2.1. Conceptos básicos y algunas propiedades de es-
pacios topológicos

Sean X un conjunto y τ una familia de subconjuntos de X. Decimos que
τ es una topoloǵıa para X si satisface las siguientes condiciones:

i) ∅, X ∈ τ .

ii) Si C ⊆ τ , entonces
⋃
C ∈ τ .

iii) Si U, V ∈ τ, entonces U ∩ V ∈ τ .

A los elementos de τ se les llama abiertos y a la pareja (X, τ) espacio
topológico.

Notación 1.6. Sean X y L conjuntos, τX una topoloǵıa para X y n un
número natural. Adoptaremos la siguiente notación.

1. τX \ {∅} = τ ∗X .
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2. {O ⊆ L : |O| ≤ n} = [L]<n+1.

3. {O ⊆ L : |O| <∞} = [L]<∞.

Sean (X, τ) un espacio topológico y β ⊆ τ . Decimos que β es base para
τ si para todo x ∈ X y para cada U ∈ τ tal que x ∈ U , existe B ∈ β tal que
x ∈ B ⊆ U .

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias y suficientes para
que una colección de subconjuntos pueda ser base de alguna topoloǵıa sobre
X. Dicho resultado puede ser consultado en [9, Teorema 6.1, pág. 87].

Teorema 1.7. Sean X un conjunto y β una colección de subconjuntos de X
tal que

⋃
β = X. Si para todo x ∈ X y para cualesquiera B1, B2 ∈ β tales

que x ∈ B1 ∩ B2, existe B3 ∈ β de modo que x ∈ B3 ⊆ B1 ∩ B2, entonces
τβ = {∅} ∪ {

⋃
B : B ⊆ β} es topoloǵıa sobre X y β es base para τβ.

Sea X un conjunto. Una subbase δ para una topoloǵıa sobre X es una
colección de subconjuntos de X cuya unión es igual a X. La topoloǵıa
generada por la subbase δ se define como la colección τ de todas las unio-
nes de intersecciones finitas de elementos de δ, es decir, τδ = {∅} ∪ {

⋃
B :

B ⊆ {
⋂
C : C ∈ [δ]<∞}}.

Sea R el conjunto de los números reales.

a) La topoloǵıa generada por la colección {(a, b) : a, b ∈ R, a < b} se
denomina topoloǵıa usual sobre R.

b) La topoloǵıa generada por la colección {(a, b)×(c, d) : a, b, c, d ∈ R, a <
b y c < d} se denomina topoloǵıa usual sobre R× R = R2.

Siempre que trabajemos R ó R2 como espacio topológico, lo supondremos
con la topoloǵıa usual, previmente mencionada, a menos que se especifique
cualquier otra cosa y lo denotamos como (R, τR) y (R2, τR2), respectivamente.

Sean (X, τ) un espacio topológico y Z ⊆ X. La colección τZ = {Z ∩ U :
U ∈ τ} es una topoloǵıa sobre Z, nombrada topoloǵıa de subespacio o
topoloǵıa relativa. A (Z, τZ) se le denomina subespacio de X.

Notación 1.8. Sean A ⊆ R y B ⊆ R2.
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a) El śımbolo (A, τU) representa al subespacio A dotado con la topoloǵıa
relativa de R

b) El śımbolo (B, τU) representa al subespacio B dotado con la topoloǵıa
relativa de R2

Sea (X, τX) un espacio topológico. Decimos que X es de Hausdorff o
T 2 si para cada par de puntos distintos x, y de X, existen U, V ∈ τX tales
que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

1.2.2. Interior, cerradura y frontera de conjuntos

Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Definimos:

1. El interior de A en X como:

IntXA = {x ∈ X : existe U ∈ τ tal que x ∈ U ⊆ A}.

2. La cerradura de A en X como:

ClXA = {x ∈ X : U ∩ A 6= ∅ para todo U ∈ τ tal que x ∈ U}.

3. La frontera de A en X como:

FrXA = ClX(A) ∩ ClX(X \ A).

Proposición 1.9. Sean (X, τ) un espacio topológico, Z un subespacio de X
y A ⊆ Z. Entonces:

a) IntZA ⊇ Z ∩ IntXA

b) ClZA = Z ∩ ClXA

La demostración para a) se puede consultar en [11, Teorema 1.24, pág.
38] y para b) en [10, Teorema 17.4, pág. 108].

Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Se dice que A es cerrado
en X si X \ A ∈ τ .

Proposición 1.10. Si (X, τ) es un espacio topológico y A ⊆ X, entonces:
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a) A ∈ τ si y solo si A = IntXA.

b) A cerrado en X si y solo si A = ClXA.

La demostración para a) se puede consultar en [11, Teorema 1.16, pág.
33] y para b) en [11, Teorema 1.11, pág. 29].

Proposición 1.11. Si (X, τ) es un espacio topológico y A ⊆ X, entonces:

a) IntXA ⊆ A ⊆ ClXA

b) ClX(X \ A) = X \ IntXA.

c) FrXA = ClXA \ IntXA.

Demostración. El inciso a) se sigue de la definición de los conceptos de inte-
rior y cerradura de conjuntos. La demostración de c) se localiza en [4, 4.11,
pág. 72].

b) De a) se tiene que IntXA ⊆ A. Por tanto, X \ A ⊆ X \ IntXA y
aśı, ClX(X \ A) ⊆ ClX(X \ IntXA). Dado que X \ (X \ IntXA) = IntXA ∈
τ , se tiene que X \ IntXA es un subconjunto cerrado de X. Luego, de la
Proposición 1.10 obtenemos que ClX(X \ A) ⊆ X \ IntXA. Por otro lado,
sea x ∈ X \ IntXA y U ∈ τX tal que x ∈ U . Si U ∩ (X \ A) = ∅, entonces
U ⊆ X \ (X \ A) = A. Esto quiere decir que x ∈ IntXA, lo cual nos lleva a
una contradiccción. Por tanto, U ∩ (X \ A) 6= ∅ y aśı, x ∈ ClX(X \ A). De
esta manera, X \ IntXA ⊆ ClX(X \ A), lo que concluye la igualdad.

Proposición 1.12. Si (X, τ) es un espacio topológico y A,B ⊆ X, entonces:

a) (IntXA) ∪ (IntXB) ⊆ IntX(A ∪B)

b) IntX(A ∩B) = (IntXA) ∩ (IntXB)

c) (ClXA) ∪ (ClXB) = ClX(A ∪B)

La demostración de los incisos a) y b) se puede consultar en [11, Teorema
1.16, pág. 33] y la del inciso c) en [11, Teorema 1.12, pág. 30].
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Corolario 1.13. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ∈ [P (X)]<∞. En-

tonces ClX(
⋃
A) =

⋃
D∈A

ClXD.

Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Decimos que A es denso en
X si ClXA = X.

1.2.3. Funciones continuas

Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X → Y una función.
Decimos que f es continua en x0 si para todo V ∈ τY tal que f(x0) ∈ V,
existe U ∈ τX tal que x0 ∈ U y f(U) ⊆ V . La función f es continua si es
continua en cada uno de los puntos de X.

Los siguientes teoremas establecen equivalencias al concepto de continui-
dad. Muy a menudo utulizaremos el Teorema 1.15 para mostrar la continui-
dad de una función.

Teorema 1.14. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X → Y una
función. Entonces f es continua si y solo si f−1[V ] ∈ τX para todo V ∈ τY .

Se puede consultar una demostración para el teorema anterior en [10,
Teorema 18.1, pág 118].

Teorema 1.15. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos, βY base para τY
y f : X → Y una función. Entonces f es continua si y solo si f−1[B] ∈ τX
para todo B ∈ βY .

El resultado antes mencionado se puede verificar en [10, pág 117].

Proposición 1.16. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos, f : X → Y
una función continua y B ⊆ Y . Se satisfacen las siguientes condiciones:

a) f−1[IntYB] ⊆ IntXf
−1[B].

b) ClXf
−1[B] ⊆ f−1[ClYB].

c) FrXf
−1[B] ⊆ f−1[FrYB].
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Demostración. a) Dado que f es una función continua sabemos que
f−1[IntYB] ∈ τX . Con esto y las proposiciones 1.10 y 1.11, concluimos que
f−1[IntYB] = IntXf

−1[IntYB] ⊆ IntXf
−1[B].

La prueba del inciso b) se puede consultar en [4, Teorema 8.3, pág 79]. El
inciso c) se sigue de la definción y del inciso b).

Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X → Y una función.
Decimos que f es abierta si f(U) ∈ τY para todo U ∈ τX .

En el desarrollo de todos los caṕıtulos emplearemos la siguiente proposi-
ción para mostrar que una función sea abierta

Proposición 1.17. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos, βX base para
τX y f : X → Y una función. Entonces f es abierta si y solo si f(B) ∈ τY
para todo B ∈ βX .

Demostración. Por la definición de función abierta sólo basta probar que para
U ∈ τX , f(U) ∈ τY , siempre que f(B) ∈ τY para todo B ∈ βX . Sea y ∈ f(U).
Entonces existe x ∈ U tal que f(x) = y. Dado que βX es base para X, se
tiene que existe B ∈ βX tal que x ∈ B ⊆ U . Aśı y ∈ f(B) ⊆ f(U). Sabemos
que f(B) ∈ τY . Por tanto y ∈ IntY f(U). Concluimos que f(U) ⊆ IntY f(U),
lo que demuestra que f(U) ∈ τY .

Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X → Y una función. Se
dice que f es un homeomorfismo si:

a) f es biyectiva

b) f es continua

c) f−1 : Y → X es una función continua.

El siguiente teorema muestra una caracterización de los homeomorfismos.
La demostración de tal resultado se puede consultar en [4, Teorema 12.2, pág.
89]

Teorema 1.18. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X → Y
una función biyectiva. La siguientes proposiciones son equivalentes:
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a) f es un homeomorfismo.

b) f es continua y abierta



Caṕıtulo 2

Formas débiles de funciones
abiertas

2.1. Clases de formas débiles de funciones

abiertas

Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos. Si f : X → Y es una función
continua y suprayectiva, decimos que f es:

a) Abierta si {f(U) : U ∈ τX} ⊆ τY

b) Inductivamente abierta si existe un subespacio Z de X tal que
f(Z) = Y y f |Z es abierta

c) Casi abierta si para cada y ∈ Y, existe x ∈ f−1[y] tal que

y ∈
⋂
{IntY f(U) : x ∈ U ∈ τX}

d) Pseudo abierta si para cada y ∈ Y, se cumple que y ∈ IntY f(U) para
cada U ∈ τX tal que f−1[y] ⊆ U ∈ τX .

e) Cociente si {V ⊆ Y : f−1[V ] ∈ τX} ⊆ τY

f) Semi abierta si {IntY f(U) : U ∈ τ ∗X} ⊆ τ ∗Y

g) Denso abierta si para todo U ∈ τX , existe V ∈ τY tal que ClV f(U) =
V .

13
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El siguiente resultado muestra la relación directa entre las clases de fun-
ciones anteriormente mencionadas.

Teorema 2.1. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Se verifican las siguientes proposiciones.

a) Si f es abierta, entonces f es inductivamente abierta.

b) Si f es inductivamente abierta, entonces f es casi abierta.

c) Si f es casi abierta, entonces f es pseudo abierta.

d) Si f es pseudo abierta, entonces f es cociente.

e) Si f es abierta, entonces f es semi abierta.

f) Si f es abierta, entonces f es denso abierta.

Demostración. a) Supongamos que f es una función abierta. El subespacio
Z = X cumple que f(Z) = Y y f |Z = f es una función abierta. Por lo tanto,
f es inductivamente abierta.

b) Ahora supongamos que existe Z ⊆ X tal que f(Z) = Y y f |Z es
abierta. Sea y ∈ Y . La hipótesis nos garantiza la existencia de x ∈ Z tal que
f(x) = y. Por tanto x ∈ f−1[y]. Ahora, sea U ∈ τX tal que x ∈ U . Entonces
x ∈ U ∩Z ∈ τZ . Con lo que se tiene y = f(x) ∈ f(U ∩Z) = IntY f(U ∩Z) ⊆
f(U). Por tanto, y ∈ IntY f(U). Esto demuestra que f es casi abierta.

c) Supongamos que f es casi abierta. Sean y ∈ Y y V ∈ τX tal que
f−1[y] ⊆ V . Sabemos que existe x ∈ f−1[y] tal que y ∈ IntY f(U) para todo
U ∈ τX tal que x ∈ U . Dado que x ∈ V , se tiene que y ∈ IntY f(V ). Con lo
que se concluye que f es pseudo abierta.

d) Sean V ⊆ Y tal que f−1[V ] ∈ τX y y ∈ V . Entonces f−1[y] ⊆ f−1[V ].
De suponer que f es pseudo abierta, se obtiene que y ∈ IntY f(f−1[V ]) =
IntY V . Por tanto V ⊆ IntY V . De las Proposiciones 1.11 y 1.10 se sigue que
V ∈ τY . Esto prueba que las funciones pseudo abiertas son funciones cociente.

e) Supongamos que f es abierta. Si U ∈ τ ∗X , entonces f(U) ∈ τ ∗Y y por
tanto, IntY f(U) 6= ∅. Es decir, f es semi abierta.
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f) Sea U ∈ τX . De suponer que f es abierta, tenemos que f(U) ∈ τY . Sea
V = f(U). Entonces V ∈ τY es tal que ClV f(U) = V . Concluimos que f es
denso abierta.

Proposición 2.2. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos. Si f : X → Y
es una función cociente e inyectiva, entonces f es abierta.

Demostración. Sea U ∈ τX . Como f es inyectiva, se tiene que f−1[f(U)] = U .
Dado que f es cociente, concluimos que f(U) ∈ τY . Esto prueba que la
función f es abierta.

Corolario 2.3. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos. Si f : X → Y es
una función inyectiva y f es pseudo abierta o casi abierta o inductivamente
abierta, entonces f es abierta.

Más adelante veremos que si f es inyectiva y semi abierta ó, inyectiva y
denso abierta, no siempre se cumple que f sea una función abierta.

2.2. Ejemplos de clases de formas débiles de

funciones abiertas

A continuación presentamos ejemplos de cada una de las clases de fun-
ciones previamente mencionadas y ejemplos que muestran que el inverso de
cada proposición en el Teorema 2.1 no se cumple.

Ejemplo 2.4. Sean X un espacio topológico, Y un espacio topológico discreto
y f : X → Y una función continua y suprayectiva. Se tiene que f es una
función abierta.

Ejemplo 2.5. Sean X un espacio indiscreto y Y un espacio topológico. Si
f : X → Y es una función continua y suprayectiva, entonces f es una función
abierta.

Ejemplo 2.6. Sean X un conjunto y p ∈ X. Definimos la topoloǵıa para X
como τXp = {∅}∪ {V ⊆ X : p ∈ V }. Si existen un conjunto Y y una función
suprayectiva f : X → Y , entonces f : (X, τXp)→ (Y, τYf(p)) es abierta.
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Notemos que si V 6= ∅ ∈ τYf(p) , entonces f(p) ∈ V , por lo que p ∈
f−1[V ] ∈ τXp . Lo que garantiza que la función f es continua. Por otro lado,
sea U ∈ τXp , U 6= ∅. Entonces p ∈ U y aśı f(p) ∈ f(U) ∈ τYf(p) . Esto muestra
que f es una función abierta.

Ejemplo 2.7. Sean X = {1, 2, 3, 4}, Y = {0, 1}, τX = {A ⊆ X : 4 /∈
A} ∪ {X} y τY = {∅, {0}, Y }. Definimos f : X → Y como:

f(x) =

{
0, si x = 1, 3
1, si x = 2, 4

Veremos que f es inductivamente abierta pero no abierta.

Como podemos observar nuestra función es continua y suprayectiva. No-
temos que el subespacio Z = {1, 4} satisface que f(Z) = Y . Además,
τZ = {∅, {1}, Z} y f(W ) ∈ τY para cada W ∈ τZ . Esto muestra que f
es una función inductivamente abierta. Por otro lado, se tiene que {2} ∈ τX ,
pero f({2}) = {1} /∈ τY . Es decir, f no es una función abierta.

Ejemplo 2.8. Consideremos X = (R×{0})∪ ({0}×R) como subespacio de
R2. La función σ : (X, τU)→ (R, τR) definida por σ(x, y) = x es una función
inductivamente abierta pero no abierta.

Notemos que σ es suprayectiva. Ahora, sean a, b ∈ R tales que a < b.
Obsérvese que σ−1[(a, b)] = (a, b) × {0} ∈ τX si 0 /∈ (a, b) y σ−1[(a, b)] =
((a, b) × {0}) ∪ ({0} × R) ∈ τX si 0 ∈ (a, b). De lo anterior y del Teore-
ma 1.15 se tiene que σ es continua. Consideremos Z = R × {0} ⊆ X. Aśı,
σ(Z) = R. Sean W ∈ τZ y y ∈ σ|Z(W ). Entonces, existen a, b ∈ R tales
que a < b y (y, 0) ∈ (a, b) × {0} ⊆ W . Por tanto, y ∈ (a, b) ⊆ σ|Z(W ).
Dado que (a, b) ∈ τR, se tiene que y ∈ IntRσ|Z(W ). Con lo que σ|Z(W ) ∈ τR.
De la Proposición 1.17 se sigue que σ|Z es una función abierta y por tanto,
inductivamente abierta. La función σ no es abierta puesto que para n ∈ N,
se tiene que {0} × (n, n+ 1) ∈ τX , pero f({0} × (n, n+ 1)) = {0} /∈ τR.

Ejemplo 2.9. Denotemos por β = {{(x, y)} : (x, y) ∈ R2, x 6= y} ∪ {(x −
ε, x + ε) × {x} : x ∈ R, ε > 0}. Sea τβ la topoloǵıa de R2 generada por
β. Observemos que para x, y ∈ R, con x 6= y, el punto (x, y) es aislado en
(R2, τβ). Definimos µ : (R2, τβ) → (R, τR) como µ((x, y)) = x. Probaremos
que µ es casi abierta, pero no inductivamente abierta.
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Nótese que µ es suprayectiva. Ahora, sean a, b ∈ R tales que a < b. Ob-
servemos que µ−1[(a, b)] = {(x, y) ∈ R2 : µ(x, y) ∈ (a, b)} = {(x, y) ∈ R2 :
x ∈ (a, b)} = (a, b) × R ∈ τβ. Es decir, µ es una función continua. Por otro
lado, sean x ∈ R y U un subconjunto abierto de (R2, τβ) tal que (x, x) ∈ U .
Entonces existe ε > 0 tal que (x, x) ∈ (x − ε, x + ε) × {x} ⊆ U . Por tanto,
x ∈ (x− ε, x+ ε) ⊆ µ(U). Con lo que se tiene que x ∈ IntRµ(U). Esto prueba
que µ es casi abierta.

Por otro lado, sea Z un subespacio de (R2, τβ) tal que µ(Z) = R. Vere-
mos que µ|Z no es abierta. Si existen x, y ∈ R tales que x 6= y y (x, y) ∈ Z,
entonces {(x, y)} ∈ τZ , pero µ({(x, y)}) = {x} /∈ τR. Por lo que podemos
suponer que Z ⊆ {(x, x) : x ∈ R}. Dado que µ(Z) = R, tenemos que
Z = {(x, x) : x ∈ R}. Nótese que si x ∈ R, entonces para todo ε > 0 se tiene
que Z ∩ [(x− ε, x + ε)× {x}] = {(x, x)} ∈ τZ , pero µ({(x, x)}) = {x} /∈ τR.
De lo anterior se concluye que µ|Z no es inductivamente abierta.

Ejemplo 2.10. Consideremos a X = {(1/n,m) : n,m ∈ N}∪({0}×N) como
subespacio de R2. Sea Y = {(1/n,m/n) : n,m ∈ N} ∪ {(0, 0)} subconjunto
de R2. Definimos f : X → Y dada por f(x, y) = (x, xy). Dotemos a Y con
la topoloǵıa cociente determinada por la función f . Concluiremos que f es
pseudo abierta, pero no casi abierta.

Para cumplir con este fin, demostraremos la siguiente afirmación.

Afirmación 2.11. Si O ⊆ Y, entonces (0, 0) ∈ IntYO si y sólo si existe una
sucesión {sk}k∈N ⊆ N tal que {(0, 0)} ∪ {(1/n, k/n) : n ≥ sk} ⊆ O para todo
k ∈ N.

Demostración. ⇒) Supongamos que (0, 0) ∈ IntYO. Entonces existe W ∈ τY
tal que (0, 0) ∈ W ⊆ O. Se tiene que {0} × N = f−1[(0, 0)]. Por tanto,
{(0, k) : k ∈ N} ⊆ f−1[W ] ∈ τU . Para cada k ∈ N, dado que la sucesión
{(1/n, k)}n∈N converge a (0, k) en R2, se tiene que existe sk ∈ N tal que
{(0, k)} ∪ {(1/n, k) : n ≥ sk} ⊆ f−1[W ] (Figura 2.2). Con lo que se obtiene
que f({(0, k)} ∪ {(1/n, k) : n ≥ sk}) = {(0, 0)} ∪ {(1/n, k/n) : n ≥ sk} ⊆
W ⊆ O para cada k ∈ N.

⇐) Supongamos que existe una sucesión {sk}k∈N ⊆ N tal que {(0, 0)} ∪
{(1/n, k/n) : n ≥ sk} ⊆ O para cada k ∈ N. Se tiene que f−1[(0, 0)] = {0}×N
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(1,1)(1/2,1)(1/n,1)(0,1)

(1,2)(1/2,2)(1/n,2)(0,2)

(1,m)(1/2,m)(1/n,m)(0,m)

(1,1)

(1/2,1/2)

(1/n,1/n)
(0,0)

(1,2)

(1/2,1)

(1/n,2/n)

(1,m)

(1/2,m/2)

(1/n,m/n)

f  [W]-1

W

f

Figura 2.1:

y para cada k ∈ N, f−1[{(1/n, k/n) : n ≥ sk}] = {(1/n, k) : n ≥ sk}. Por
tanto, f−1[{(0, 0)}∪{(1/n, k/n) : n ≥ sk, k ∈ N}] = {(0, k)}∪{(1/n, k) : n ≥
sk, k ∈ N}, el cual es un subconjunto abierto del subespacio X. Esto implica
que {(0, 0)} ∪ {(1/n, k/n) : n ≥ sk, k ∈ N} ∈ τY . Aśı, (0, 0) ∈ IntYO.

Observemos que la función f es suprayectiva. Debido a que Y fue dotado
de la topoloǵıa cociente determinada por f , se tiene que f es continua. Por
otro lado, sean k, w ∈ N. Se tiene que f−1[(1/k, w/k)] = {(1/k, w)} ∈ τU .
Con lo que {(1/k, w/k)} es un subconjunto abierto de Y . Por lo tanto, pa-
ra cada y ∈ Y \ {(0, 0)} tenemos que y ∈ IntY f(V ) para todo V ∈ τU
tal que f−1[y] ⊆ V . Ahora, sea V ∈ τU tal que f−1[(0, 0)] ⊆ V . Dado que
f−1[(0, 0)] = {(0, k) : k ∈ N}, se tiene que para cada k ∈ N existe sk ∈ N
tal que {(0, k)} ∪ {(1/n, k) : n ≥ sk} ⊆ V ⊆ f−1[f(V )]. Esto implica que
{(0, 0)} ∪ {(1/n, k/n) : n ≥ sk} ⊆ f(V ) para cada k ∈ N. Por tanto, de la
Afirmación 2.11 se obtiene que (0, 0) ∈ IntY f(V ).

Ahora veamos que f no es casi abierta. Sea x ∈ f−1[(0, 0)]. Notemos que
x = (0,m) para algún m ∈ N. Sea V = {(1/n,m) : n ∈ N} ∪ {(0,m)} ∈ τU .
Supongamos que (0, 0) ∈ IntY f(V ). De la Afirmación 2.11 se sigue que
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existe una sucesión {sk}k∈N ⊆ N tal que para cada k ∈ N, se cumple que
{(0, 0)} ∪ {(1/n, k/n) : n ≥ sk} ⊆ f(V ) = {(0, 0)} ∪ {(1/n,m/n) : n ∈ N},
lo cual es absurdo.

Ejemplo 2.12. Consideremos la recta real dotada con la topoloǵıa generada
por la subbase β = {[a, b) : a, b ∈ R, a < b}. Dicha topoloǵıa es conocida
como la topoloǵıa de Sorgenfrey. Sea g : (R, τSorg) → ([0,∞), τU), definida
por g(x) = x2. Veremos que g es pseudo abierta, pero no casi abierta.

Obsérvese que g es suprayectiva. Por otro lado, note que si a, b ∈ R, ta-
les que 0 < a < b, entonces g−1[[0, a)] = (−

√
a,
√
a) ∈ τSorg y g−1[(a, b)] =

(−
√
b,−
√
a)∪(
√
a,
√
b) ∈ τSorg. Esto garantiza que g es continua. Ahora, sean

y ∈ (0,∞) y U ∈ τSorg tales que g−1[y] = {−√y,√y} ⊆ U . Entonces existen
a, b ∈ R tales que a < 0 < b y −√y ∈ [−√y, a) ⊆ U y

√
y ∈ [

√
y, b) ⊆ U . Aśı,

y ∈ g([−√y, a)) ∪ g([
√
y, b)) = (a2, y] ∪ [y, b2) = (a2, b2) ⊆ g(U). Dado que

(a2, b2) ∈ τU , se tiene que y ∈ IntY g(U). Ahora, sea U ∈ τSorg tal que 0 ∈ U .
Entonces existe a ∈ R tal que 0 ∈ [0, a) ⊆ U . Por tanto, 0 ∈ [0, a2) ⊆ g(U).
De donde, 0 ∈ IntY g(U). Concluimos que g es pseudo abierta.

Finalmente, sea y ∈ (0,∞). Notemos que para −√y ∈ g−1[y] existe
a ∈ R tal que a < 0 y −√y ∈ [−√y, a) ∈ τSorg, pero y /∈ IntY g([−√y, a)) =
IntY (a2, y] = (a2, y). Ahora, para

√
y ∈ g−1[y] existe a > 0, tal que

√
y ∈

[
√
y, a) ∈ τSorg, pero y /∈ IntY g([

√
y, a)) = IntY [y, a2) = (y, a2). Esto muestra

que para y ∈ (0,∞) no existe x en g−1[y] tal que y ∈ IntY g(U) para todo
U ∈ τSorg tal que x ∈ U . Aśı que g no es casi abierta.

Ejemplo 2.13. Consideremos a X = {(1/n,m) : n ∈ N,m ∈ N ∪ {0}} ∪
({0} × N) ∪ {(0, 0)} como subespacio de R2 y Y = {(1/m, 1/n) : n,m ∈
N} ∪ {(1/n, 0) : n ∈ N} ∪ {(0, 0)} subconjunto de R2. Definimos f : X → Y
como:

f(x, y) =

{
(1/y, x), si y 6= 0
(x, y), si y = 0

Dotemos a Y con la topoloǵıa cociente determinada por f . Aśı f es cociente.
Mostraremos que f no es pseudo abierta.

Observemos que f−1[(0, 0)] = {(0, 0)}. Sea V = {(0, 0)} ∪ {(1/n, 0) :
n ∈ N}. Entonces f−1[(0, 0)] ⊆ V ∈ τU y f(V ) = V . Supongamos que
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(1,1)(1/2,1)(1/n,1)(0,1)

(1,0)(1/2,0)(1/n,0)(0,0)

(1,2)(1/2,2)(1/n,2)(0,2)

(1,k)(1/2,k)(1/n,k)(0,k)

(0,0)

(1,1)

(1,1/2)

(1,0)(1/2,0)(1/k,0)

(1,1/n)

(1/2,1)

(1/2,1/2)

(1/2,1/n)

(1/k,1)

(1/k,1/2)

(1/k,1/n)

f

V
f(V)W

Figura 2.2:

(0, 0) ∈ IntY f(V ). Sea W ∈ τY tal que (0, 0) ∈ W ⊆ f(V ). Nótese que
W 6= {(0, 0)}. Por lo que existe k ∈ N tal que (1/k, 0) ∈ W (Figura 2.2).
Aśı, f−1[(1/k, 0)] = {(1/k, 0), (0, k)} ⊆ f−1[W ]. Dado que f−1[W ] es abierto
en X, existe N ∈ N tal que (1/n, k) ∈ f−1[W ] para todo n ≥ N . Por tanto,
f((1/n, k)) = (1/k, 1/n) ∈ W ⊆ f(V ) = V para todo n ≥ N , lo cual es
absurdo. Concluimos que f no es una función pseudo abierta.

Ejemplo 2.14. Sean N∗ = N ∪ {0} y τN∗ = {{0, 1, 2, 3, ..., n} : n ∈ N} ∪
{N∗, ∅}. Definimos h : (R, τSorg) → (N∗, τN∗), dada por h(r) = b|r|c, donde
b|r|c representa la parte entera del valor absoluto de r, es decir, h asigna a
r el mayor número entero igual o menor que el valor absoluto de r. Veremos
que h es cociente, pero no pseudo abierta.

Obsérvese que h es suprayectiva. Ahora, sean n ∈ N yW = {0, 1, 2, 3, ..., n}.
Notemos que h−1[W ] = {x ∈ R : 0 ≤ b|x|c ≤ n} = {x ∈ R : |x| < n + 1} =
(−(n + 1), n + 1) ∈ τSorg. Con esto se tiene que h es una función continua.
Ahora veremos que h es cociente. Sea W ⊆ N∗ tal que h−1[W ] ∈ τsorg. Sea
m ∈ W . Probaremos que {0, 1, 2, 3, ...,m} ⊆ W . Supongamos que existe
0 < k ≤ m tal que k ∈ W , pero k− 1 /∈ W . Como k ∈ W , entonces h−1[k] =
{x ∈ R : b|x|c = k} = {x ∈ R : k ≤ |x| < k + 1} ⊆ h−1[W ]. En particular
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se tiene que −k ∈ h−1[k]. Por tanto, existe a ∈ R tal que −k < a ≤ −k + 1
y −k ∈ [−k, a) ⊆ h−1[W ]. De esto último, es posible hallar r ∈ R tal que
r ∈ (−k, a) ⊆ h−1[W ]. Aśı, h(r) = b|r|c = k − 1 ∈ h(h−1[W ]) = W, lo
cual nos lleva a una contradicción. Por tanto {0, 1, 2, 3, ..., n} ⊆ W para cada
n ∈ W, es decir, W ∈ τN∗ .

Por otro lado, notemos que para números naturales n ≥ 2 se tiene que
h−1[n] = {x ∈ R : b|x|c = n} = {x ∈ R : n ≤ |x| < n + 1}. Sea U = {x ∈
R : n − 1 < |x| < n + 2} un subconjunto abierto de (R, τSorg) que contiene
a la imagen inversa de n bajo h. Aśı, h(U) = {n − 1, n, n + 1}, para el cual
n /∈ IntN∗h(U). Es decir, h no es una función pseudo abierta.

Ejemplo 2.15. Consideremos a X = [0, 2π], Y = {(sen t, cos t) ∈ R2 : t ∈
[0, 2π]} como subespacios de R y R2 respectivamente. Definimos f : X → Y
como f(t) = (cos t, sen t). Veremos que f es semi abierta pero no abierta.

Nótese que f es suprayectiva. De la continuidad de las funciones sen y
cos se sigue que f es continua. Ahora, observemos que para cualquier sub-
conjunto abierto U no vaćıo de X existen θ, φ en [0, 2π] tales que (θ, φ) ∈ U .
Aśı, f((θ, φ)) ⊆ f(U). Dado que la imagen bajo f de (θ, φ) es un subconjunto
abierto no vaćıo de Y, se tiene que IntY f(U) ∈ τ ∗Y . Concluimos que f es semi
abierta.

Por otra parte, se tiene que f no es abierta puesto que la imagen bajo
f de los subconjuntos abiertos en X de la forma [0, θ) con θ ∈ (0, π) no
contienen a f(0) = (cos (0), sen (0)) = (1, 0) en su interior.

Ejemplo 2.16. Sea X un conjunto infinito no numerable. Definimos para
X la topoloǵıa cofinita como τcof = {V ⊆ X : X \ V es finito} ∪ {∅}
y la topoloǵıa conumerable como τcon = {V ⊆ X : X \ V es a lo más
numerable} ∪ {∅}. La función identidad IX : (X, τcon) → (X, τcof ) es denso
abierta, pero no abierta.

Observemos que IX es continua y suprayectiva. Ahora, sea U ∈ τcon. Si
existe W ∈ τcof tal que que U ∩W = ∅, entonces U ⊆ X \W , lo que implica
que U es un subconjunto finito de X. Esto nos lleva a que X es un conjunto
numerable, lo cual no es cierto. Por tanto, U ∩W 6= ∅ para todo W ∈ τcof ,
es decir, ClXcofU = X. Aśı que si V = X considerado como subconjunto
abierto de (X, τcof ), se tiene que ClV IX(U) = ClVU = V . Esto prueba que
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IX es una función denso abierta.

Por otro lado, se tiene que IX no es abierta puesto que existen subcon-
juntos de X cuyo complemento es infinito numerable.

2.3. Caracterizaciones de formas débiles de

funciones abiertas

2.3.1. Caracterización de funciones abiertas

Teorema 2.17. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X →
Y una función continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es abierta.

b) IntYB = f(IntXf
−1[B]) para todo B ⊆ Y .

c) IntXf
−1[B] = f−1[IntYB] para todo B ⊆ Y .

d) ClXf
−1[B] = f−1[ClYB] para todo B ⊆ Y .

e) FrXf
−1[B] = f−1[FrYB] para todo B ⊆ Y .

Demostración. a) ⇒ b) Supongamos que f es una función abierta. Sea
B ⊆ Y . De la continuidad de f tenemos que f−1[IntYB] ⊆ IntXf

−1[B]. Aśı,
f(f−1[IntYB]) = IntYB ⊆ f(IntXf

−1[B]). Por otra parte, de la hipótesis se
sigue que f(IntXf

−1[B]) = IntY f(IntXf
−1[B]) ⊆ IntY f(f−1[B]) = IntYB.

Por tanto, IntYB = f(IntXf
−1[B]).

b)⇒ c) Sea B ⊆ Y . La continuidad de f nos garantiza que f−1[IntYB] ⊆
IntXf

−1[B]. Por otra parte, como IntXf
−1[B] ⊆ f−1[f(IntXf

−1[B])], de la
condición b) se sigue que IntXf

−1[B] ⊆ f−1[IntYB]. Por lo que f−1[IntYB] =
IntXf

−1[B].

c)⇒ d) Sea B ⊆ Y . De la Proposición 1.11 se sigue que:

ClXf
−1[B] = X \ IntX(X \ f−1[B])

= X \ IntX(f−1[Y \B]).
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De lo anterior y de la hipótesis concluimos que:

ClXf
−1[B] = X \ f−1[IntY (Y \B)]

= f−1[Y \ IntY (Y \B)]
= f−1[ClYB].

.
d)⇒ e) Sea B ⊆ Y . Se tiene que:

f−1[FrYB] = f−1[ClYB ∩ ClY (Y \B)]
= f−1[ClYB] ∩ f−1[ClY (Y \B)].

De lo anterior y de la hipótesis obtenemos que:

f−1[FrYB] = ClXf
−1[B] ∩ ClXf

−1[Y \B]
= ClXf

−1[B] ∩ ClX(f−1[Y ] \ f−1[B])
= ClXf

−1[B] ∩ ClX(X \ f−1[B])
= FrXf

−1[B].

e)⇒ a) Sean U ∈ τX y y ∈ f(U). Por tanto, existe x ∈ U tal que f(x) =
y. Supongamos que y /∈ IntY f(U). Entonces y ∈ ClY f(U) \ IntY f(U) =
FrY f(U). De la condición e) se sigue que x ∈ FrXf

−1[f(U)] = ClXf
−1[f(U)]\

IntXf
−1[f(U)]. De lo que se deduce que x /∈ U , lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, f(U) ⊆ IntY f(U) y aśı f(U) ∈ τY . Concluimos que f es abierta.

2.3.2. Caracterización de funciones inductivamente
abiertas

Teorema 2.18. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X →
Y una función continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es inductivamente abierta.

b) Existe Z ⊆ X tal que f(Z) = Y e IntZ(Z ∩ f−1[B]) = Z ∩ f−1[IntYB]
para todo B ⊆ Y .

c) Existe Z ⊆ X tal que f(Z) = Y y ClZ(Z ∩ f−1[B]) = Z ∩ f−1[ClYB]
para todo B ⊆ Y .
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d) Existe Z ⊆ X tal que f(Z) = Y y FrZ(Z ∩ f−1[B]) = Z ∩ f−1[FrYB]
para todo B ⊆ Y .

Demostración. a) ⇒ b) Supongamos que existe Z ⊆ X tal que f(Z) = Y y
f |Z es abierta. Afirmamos que Z es el subespacio que cumple la proposición
b). Sea B ⊆ Y . Dado que f |Z es abierta, se tiene que:

f(IntZ(Z ∩ f−1[B])) = IntY f(IntZ(Z ∩ f−1[B]))
⊆ IntY f(Z ∩ f−1[B])
⊆ IntY (Y ∩B)
= IntYB.

Lo anterior implica que IntZ(Z ∩ f−1[B]) ⊆ Z ∩ f−1[IntYB]. Por otro lado,
obsérvese que Z ∩ f−1[IntYB] = IntZ(Z ∩ f−1[IntYB]) ⊆ IntZ(Z ∩ f−1[B]).
Concluimos que IntZ(Z ∩ f−1[B]) = Z ∩ f−1[IntYB].

b) ⇒ c) Ahora supongamos que existe Z ⊆ X tal que f(Z) = Y y si
B ⊆ Y , entonces se cumple que IntZ(Z ∩ f−1[B]) = Z ∩ f−1[IntYB]. Aśı
que para mostrar que la proposición c) es verdadera es suficiente probar que
para cada B ⊆ Y , ClZ(Z ∩ f−1[B]) = Z ∩ f−1[ClYB]. Sea B ⊆ Y . De las
proposiciones 1.11 y 1.2 se sigue que:

Z ∩ f−1[ClYB] = Z ∩ f−1[Y \ IntY (Y \B)]
= Z ∩ (X \ f−1[IntY (Y \B)])
= Z \ (Z ∩ f−1[IntY (Y \B)]).

Lo anterior y la hipótesis implican que:

Z ∩ f−1[ClYB] = Z \ IntZ(Z ∩ f−1[Y \B])
= Z \ IntZ(Z ∩ (X \ f−1[B]))
= Z \ IntZ(Z \ (Z ∩ f−1[B]))
= ClZ(Z ∩ f−1[B]).

c) ⇒ d) Por c), sabemos que existe Z ⊆ X tal que f(Z) = Y y
ClZ(Z∩f−1[B]) = Z∩f−1[ClYB] para cada subconjunto B de Y . Sea B ⊆ Y ,
entonces:

Z ∩ f−1[FrYB] = Z ∩ f−1[ClYB ∩ ClY (Y \B)]
= Z ∩ (f−1[ClYB] ∩ f−1[ClY (Y \B)])
= (Z ∩ f−1[ClYB]) ∩ (Z ∩ f−1[ClY (Y \B)])
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Esto último y la hipótesis implican que:

Z ∩ f−1[FrYB] = ClZ(Z ∩ f−1[B]) ∩ ClZ(Z ∩ f−1[Y \B])
= ClZ(Z ∩ f−1[B]) ∩ ClZ(Z ∩ (X \ f−1[B])
= ClZ(Z ∩ f−1[B]) ∩ ClZ(Z \ (Z ∩ f−1[B]))
= FrZ(Z ∩ f−1[B]).

d)⇒ a) Tenemos que existe Z ⊆ X tal que f(Z) = Y y FrZ(Z∩f−1[B]) =
Z ∩ f−1[FrYB] para todo B ⊆ Y . Veremos que f |Z es abierta. Sea W ∈ τZ .
Supongamos que existe y ∈ f(W ) tal que y /∈ IntY f(W ). Entonces y ∈
ClY f(W ) \ IntY f(W ) = FrY f(W ). Por otro lado, existe x ∈ W tal que
f(x) = y. Dado que W ⊆ Z, entonces x ∈ Z ∩f−1[FrY f(W )]. De la hipótesis
se sigue que x ∈ FrZ(Z ∩ f−1[f(W )]) = ClZ(Z ∩ f−1[f(W )]) \ IntZ(Z ∩
f−1[f(W )]). Esto implica que x /∈ W , lo cual es una contradicción. Por tanto
f(W ) ⊆ IntY f(W ). Concluimos que f es inductivamente abierta.

2.3.3. Caracterización de funciones casi abiertas

Teorema 2.19. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X →
Y una función continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es casi abierta.

b) Para todo y ∈ Y , existe x ∈ f−1[y] tal que si B ⊆ Y y x ∈ IntXf
−1[B],

entonces y ∈ IntYB.

c) Para todo y ∈ Y , existe x ∈ f−1[y] tal que si B ⊆ Y y y ∈ ClYB,
entonces x ∈ ClXf

−1[B].

d) Para todo y ∈ Y , existe x ∈ f−1[y] tal que si B ⊆ Y y y ∈ FrYB,
entonces x ∈ FrXf

−1[B].

Demostración. a) ⇒ b) Supongamos que f es casi abierta. Sea y ∈ Y . Sa-
bemos que existe x ∈ f−1[y] tal que y ∈ IntY f(U) para todo U ∈ τX tal
que x ∈ U . Veamos que x cumple la condición deseada. Sea B ⊆ Y tal que
x ∈ IntXf

−1[B]. Entonces, de la hipótesis se sigue que y ∈ IntY f(IntXf
−1[B])

⊆ IntY f(f−1[B]) = IntYB.
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b) ⇒ c) Sea y ∈ Y . Sabemos que existe x ∈ f−1[y] tal que si B ⊆ Y
y x ∈ IntXf

−1[B], entonces y ∈ IntYB. Afirmamos que x satisface el inci-
so c). Sea B ⊆ Y tal que y ∈ ClYB y U ∈ τX tal que x ∈ U . Dado que
x ∈ U ⊆ IntXf

−1[f(U)], la hipótesis garantiza que y ∈ IntY f(U). Por tanto
IntY f(U) ∩ B 6= ∅, con lo que se tiene que U ∩ f−1[B] 6= ∅. Concluimos que
x ∈ ClXf

−1[B].

c)⇒ d) Sea y ∈ Y . Tenemos que existe x ∈ f−1[y] tal que x ∈ ClXf
−1[B]

para todo B ⊆ Y tal que y ∈ ClYB. Sea B ⊆ Y tal que y ∈ FrYB. Entonces
y ∈ ClYB ∩ ClY (Y \ B). De lo anterior se obtiene que x ∈ ClXf

−1[B] ∩
ClXf

−1[Y \B] = ClXf
−1[B] ∩ ClX(X \ f−1[B]). Es decir, x ∈ FrXf

−1[B].

d) ⇒ a) Sea y en Y . De la hipótesis se tiene que existe x ∈ f−1[y] tal
que x ∈ FrXf

−1[B] siempre que y ∈ FrYB y B ⊆ Y . Sea U ∈ τX tal que
x ∈ U . Supongamos que y /∈ IntY f(U). Entonces y ∈ ClY f(U) \ IntY f(U) =
FrY f(U). Aśı que x ∈ FrXf

−1[f(U)] = ClXf
−1[f(U)] \ IntXf

−1[f(U)]. Esto
implica que x /∈ U , lo cual es una contradicción. Por tanto, y ∈ IntY f(U).
Esto demuestra que f es casi abierta.

2.3.4. Caracterización de funciones pseudo abiertas

Teorema 2.20. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X →
Y una función continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es pseudo abierta.

b) IntYB = {y ∈ Y : f−1[y] ⊆ IntXf
−1[B]} para todo B ⊆ Y .

c) ClYB = f(ClXf
−1[B]) para todo B ⊆ Y .

d) FrYB ⊆ f(ClXf
−1[Y \B]) para todo B ⊆ Y .

Demostración. a)⇒ b) Supongamos que f es pseudo abierta. Sean B ⊆ Y y
y ∈ IntYB. Entonces f−1[y] ⊆ f−1[IntYB] ⊆ IntXf

−1[B]. Esto implica que
IntYB ⊆ {y ∈ Y : f−1[y] ⊆ IntXf

−1[B]}. Por otro lado, sea y ∈ Y
tal que f−1[y] ⊆ IntXf

−1[B]. Por ser f pseudo abierta se tiene que y ∈
IntY f(IntXf

−1[B]) ⊆ IntY f(f−1[B]) = IntYB. Por tanto, se satisface que
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IntYB = {y ∈ Y : f−1[y] ⊆ IntXf
−1[B]}.

b) ⇒ c) Sean B ⊆ Y y y ∈ Y tal que y ∈ ClYB. Supongamos que
f−1[y] ∩ ClXf

−1[B] = ∅. Entonces f−1[y] ⊆ X \ ClXf
−1[B] =

IntX(X \ f−1[B]) = IntXf
−1[Y \ B]. De b), se obtiene que y ∈ IntY (Y \ B).

Esto y la elección de y implican que IntY (Y \ B) ∩ B 6= ∅, lo cual es una
contradicción. Aśı, f−1[y] ∩ ClXf

−1[B] 6= ∅. Por lo que existe x ∈ f−1[y]
tal que x ∈ ClXf

−1[B]. Aśı, f(x) = y ∈ f(ClXf
−1[B]). Por otra parte,

la continuidad de f nos garantiza que ClXf
−1[B] ⊆ f−1[ClYB]. Por consi-

guiente, f(ClXf
−1[B]) ⊆ f(f−1[ClYB]) = ClYB. Concluimos que ClYB =

f(ClXf
−1[B]).

c) ⇒ d) Sean B ⊆ Y y y ∈ FrYB. Entonces y ∈ ClYB ∩ ClY (Y \ B).
De c), se sigue que y ∈ f(ClXf

−1[Y \ B]). Lo que implica que FrYB ⊆
f(ClXf

−1[Y \B]).

d) ⇒ a) Sean y ∈ Y y U ∈ τX tal que f−1[y] ⊆ U . Supongamos que
y /∈ IntY f(U), entonces y ∈ ClY f(U) \ IntY f(U) = FrY f(U). Esto y la
hipótesis implican que f−1[y] ∩ ClX(X \ f−1[f(U)]) 6= ∅. Por tanto, existe
x ∈ f−1[y] tal que x ∈ ClX(X \ f−1[f(U)]). Dado que x ∈ U , se tiene
que U ∩ (X \ f−1[f(U)]) 6= ∅, lo cual es una contradicción. Por lo tanto
y ∈ IntY f(U). Concluimos que f es pseudo abierta.

2.3.5. Caracterización de funciones cociente

Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X → Y una función.
Definimos U = {U ∈ τX : f−1[f(U)] = U} y O = {O ⊆ X : O es subconjunto
cerrado de X y f−1[f(O)] = O}.

Lema 2.21. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos, f : X → Y una
función continua y suprayectiva y A ⊆ X. Entonces A ∈ U si y solo si
X \ A ∈ O.

Demostración. ⇒) Supongamos que A ∈ U . Entonces A ∈ τX y f−1[f(A)] =
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A. Aśı X \ A es cerrado en X. Además, se tiene que:

f−1[f(X \ A)] = f−1[f(f−1[Y ] \ f−1[f(A)])]
= f−1[f(f−1[Y \ f(A)])]
= f−1[Y \ f(A)]
= f−1[Y ] \ f−1[f(A)]
= X \ A.

Concluimos que X \ A ∈ O.

⇐) Sea A ⊆ X tal que X \ A ∈ O. Aśı f−1[f(X \ A)] = X \ A y
X \ (X \ A) = A ∈ τX . Además se tiene que:

f−1[f(A)] = f−1[f(X \ (X \ A))]
= f−1[f(f−1[Y \ f(X \ A)])]
= f−1[Y \ f(X \ A)]
= f−1[Y ] \ f−1[f(X \ A)]
= X \ f−1[f(X \ A)]
= X \ (X \ A)
= A.

Lo anterior prueba que A ∈ U .

Lema 2.22. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topoloǵıcos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es cociente.

b) τY = {f(U) : U ∈ U}.
c) El conjunto CY de cerrados en Y es {f(O) : O ∈ O}.

Demostración. a)⇒ b) Sea U ∈ U . Entonces f−1[f(U)] = U y f(U) ⊆ Y es
tal que f−1[f(U)] ∈ τX . Dado que f es cociente, se tiene que f(U) ∈ τY . Por
otro lado, sea V ∈ τY . De la continuidad de f se sigue que f−1[V ] ∈ τX .
Notemos que f−1[f(f−1[V ])] = f−1[V ]. Por tanto f−1[V ] ∈ U . Además
f(f−1[V ]) = V . Esto implica que V ∈ {f(U) : U ∈ U}.

b) ⇒ c) Sea O ∈ O. Del Lema 2.21 se sigue que X \ O ∈ U . Observe
que X \ O = f−1[Y ] \ f−1[f(O)] = f−1[Y \ f(O)]. De b) se obtiene que
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f(f−1[Y \ f(O)]) = Y \ f(O) ∈ τY . Lo que implica que f(O) es un sub-
conjunto cerrado de Y . Por otro lado, si Q ∈ CY , entonces Y \ Q ∈ τY .
Por lo que Y \ Q = f(U) para algún U ∈ U . Del Lema 2.21 se tiene que
X \U ∈ O. Además f(X \U) = f(f−1[Y ]\f−1[f(U)]) = f(f−1[Y \f(U)]) =
Y \f(U) = Y \(Y \Q) = Q. Con lo que se concluye que Q ∈ {f(O) : O ∈ O}.

c) ⇒ a) Finalmente, sea V ⊆ Y tal que f−1[V ] ∈ τX . Notemos que
X \ f−1[V ] = f−1[Y \V ] es cerrado en X y f−1[f(f−1[Y \V ])] = f−1[Y \V ].
Aśı f−1[Y \ V ] ∈ O. De c) se sigue que f(f−1[Y \ V ]) = Y \ V ∈ CY . Por lo
tanto, V ∈ τY , es decir, f es una función cociente.

Teorema 2.23. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X →
Y una función continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones: son
equivalentes

a) f es cociente.

b) IntYB = {y ∈ B : existe U ∈ U tal que f−1[y] ⊆ U ⊆ f−1[B]} para
todo B ⊆ Y .

c) ClYB = {y ∈ Y : f−1[y]∩O 6= ∅ para todo O ∈ O tal que f−1[B] ⊆ O}
para todo B ⊆ Y .

d) FrYB ⊆ {y ∈ Y : f−1[y]∩O 6= ∅ para todo O ∈ O tal que X \f−1[B] ⊆
O} para todo B ⊆ Y .

Demostración. a)⇒ b) Supongamos que f es cociente. Sea B ⊆ Y y sea y ∈
IntYB. Del Lema 2.22, se tiene que existe U ∈ U tal que IntYB = f(U). Por
tanto, f−1[y] ⊆ f−1[f(U)] = U ⊆ f−1[B]. Por otro lado, sea y ∈ B tal que
existe U ∈ U tal que f−1[y] ⊆ U ⊆ f−1[B]. Entonces, y ∈ f(U) ⊆ B. Del
Lema 2.22 se sigue que f(U) ∈ τY . Esto implica que y ∈ IntYB. Por tanto,
IntYB = {y ∈ B : existe U ∈ U tal que f−1[y] ⊆ U ⊆ f−1[B]}.

b)⇒ c) SeanB ⊆ Y ,O ∈ O tal que f−1[B] ⊆ O y y ∈ ClYB. Supongamos
que f−1[y]∩O = ∅. Entonces f−1[y] ⊆ X \O ⊆ X \ f−1[B] = f−1[Y \B]. De
la hipótesis y del Lema 2.21, se sigue que y ∈ IntY (Y \B) = Y \ClYB, lo que
nos lleva a una contradicción. Por tanto, f−1[y]∩O 6= ∅. Por otro lado, sean
y ∈ Y tal que f−1[y]∩O 6= ∅ para todo O ∈ O tal que f−1[B] ⊆ O y W ∈ τY
tal que y ∈ W . Supongamos que W ∩B = ∅. Entonces B ⊆ Y \W , por lo que
f−1[B] ⊆ X \ f−1[W ]. Por otra parte, de b) se tiene que existe U ∈ U tal que
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f−1[y] ⊆ U ⊆ f−1[W ]. Esto implica que f−1[B] ⊆ X \ f−1[W ] ⊆ X \U ∈ O.
Por tanto, f−1[y] ∩ (X \ U) 6= ∅, lo cual es una contradicción. Concluimos
que y ∈ ClYB.

c) ⇒ d) Sea B ⊆ Y . Entonces FrYB = ClYB ∩ ClY (Y \ B). De c) con-
cluimos que FrYB ⊆ {y ∈ Y : f−1[y] ∩ O 6= ∅ para todo O ∈ O tal que
X \ f−1[B] ⊆ O}.

d)⇒ a) Sean V ⊆ Y tal que f−1[V ] ∈ τX y y ∈ V . Supongamos que y /∈
IntY V . Aśı, y ∈ ClY V \ IntY V = FrY V . Note que X \ f−1[V ] ∈ O. Esto y el
inciso d) implican que f−1[y]∩(X \f−1[V ]) 6= ∅, lo cual es una contradicción.
Por tanto y ∈ IntY V , con lo que se tiene V ⊆ IntY V . Concluimos que f es
una función cociente.

2.3.6. Caracterización de funciones semi abiertas

Teorema 2.24. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X →
Y una función continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es semi abierta.

b) Si B ⊆ Y es tal que IntYB = ∅, entonces IntXf
−1[B] = ∅.

c) Si B es un subconjunto denso en Y , entonces f−1[B] es denso en X.

d) Si B ⊆ Y es tal que FrYB = ClYB, entonces FrXf
−1[B] = ClXf

−1[B].

Demostración. a) ⇒ b) Sea B ⊆ Y tal que IntYB = ∅. Si IntXf
−1[B] 6= ∅,

entonces por ser f semi abierta se tiene que ∅ 6= IntY f(IntXf
−1[B]) ⊆

IntY f(f−1[B]) = IntYB, lo que nos lleva a una contradicción. Por lo tan-
to, IntXf

−1[B] = ∅.

b)⇒ c) Sea B ⊆ Y tal que ClYB = Y . Como ClYB = Y \IntY (Y \B), en-
tonces IntY (Y \ B) = ∅. De a) se sigue que IntXf

−1[Y \ B] =
IntX(X \f−1[B]) = ∅. Esto implica que ClXf

−1[B] = X \IntX(X \f−1[B]) =
X.
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c) ⇒ d) Sea B ⊆ Y tal que FrYB = ClYB. Dado que FrYB = ClYB \
IntYB, se tiene que IntYB = ∅. Por tanto, ClY (Y \B) = Y \ IntYB = Y . De
esto y de c) se obtiene que ClXf

−1[Y \ B] = ClX(X \ f−1[B]) = X. Como
ClX(X \ f−1[B]) = X \ IntXf

−1[B]. Entonces IntXf
−1[B] = ∅. Concluimos

que FrXf
−1[B] = ClXf

−1[B].

d)⇒ a) Sea U ∈ τ ∗X . Supongamos que IntY f(U) = ∅. Entonces FrY f(U) =
ClY f(U)\IntY f(U) = ClY f(U). Sabemos que FrXf

−1[f(U)] = ClXf
−1[f(U)]\

IntXf
−1[f(U)]. Del inciso d) se deduce que IntXf

−1[f(U)] = ∅. Dado que
U ⊆ f−1[f(U)], obtenemos que U = ∅, lo cual es absurdo. Por tanto,
IntY f(U) 6= ∅. Esto prueba que f es semi abierta.

El siguiente ejemplo muestra que una función semi abierta, aún siendo
inyectiva no necesariamente es abierta.

Ejemplo 2.25. Consideremos a X = [0, 2π), Y = {(sen t, cos t) : t ∈
[0, 2π)} como subespacios de R y R2 respectivamente. Sea f : X → Y dada
por f(t) = (sen t, cos t).

Nótese que f es inyectiva. Con argumentos similares al Ejemplo 2.15 se
obtiene que f es semi abierta, pero no abierta.

2.3.7. Caracterización de funciones denso abiertas

Teorema 2.26. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : X →
Y una función continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es denso abierta.

b) f(U) ⊆ IntY (ClY f(U)) para todo U ∈ τX .

c) ClXf
−1[W ] = f−1[ClYW ] para todo W ∈ τY .

Demostración. a) ⇒ b) Sea U ∈ τX . Dado que f es denso abierta, se tie-
ne que existe V ∈ τY tal que ClV f(U) = V . Entonces f(U) ⊆ ClV f(U) =
V ∩ ClY f(U) = V . Lo que implica que f(U) ⊆ V ⊆ ClY f(U). Aśı, f(U) ⊆
IntY (ClY f(U)).
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b)⇒ c) Sea W ∈ τY . Por la continuidad de f se tiene que ClXf
−1[W ] ⊆

f−1[ClYW ]. Por otro lado, sean x ∈ f−1[ClYW ] y U un subconjunto abier-
to de X tal que x ∈ U . De esto y de b) se obtiene que f(x) ∈ f(U) ⊆
IntY ClY f(U). La elección de x garantiza que W ∩ IntY (ClY f(U)) ⊆ W ∩
ClY f(U) 6= ∅. Por tanto, existe z ∈ ClY f(U) tal que z ∈ W . Dado que
W ∈ τY , se tiene que W ∩ f(U) 6= ∅ y aśı U ∩ f−1[W ] 6= ∅. Esto prueba
que x ∈ ClXf

−1[W ]. Por tanto, f−1[ClYW ] ⊆ ClXf
−1[W ]. Concluimos que

ClXf
−1[W ] = f−1[ClYW ].

c) ⇒ a) Sean U ∈ τX y V = IntY ClY f(U). Veremos que f(U) ⊆ V .
Supongamos que existe y ∈ f(U) tal que y /∈ V . Aśı, de la Proposición 1.11
se sigue que y ∈ Y \ IntY ClY f(U) = ClY (Y \ ClY f(U)). De la hipótesis se
obtiene que f−1[y] ⊆ f−1[ClY (Y \ ClY f(U))] = ClX(f−1[Y \ ClY f(U)]) =
ClX(X \ f−1[ClY f(U)]) ⊆ ClX(X \ f−1[f(U)]). Esto nos lleva a que
U ∩ (X \ f−1f(U)) = ∅, lo cual es una contradicción. Por tanto, f(U) ⊆ V .
Dado que ClV f(U) = V , se concluye que f es denso abierta.

La función IX : (X, τcon) → (X, τcof ) del Ejemplo 2.16 nos muestra que
una función denso abierta, aún siendo inyectiva no necesariamente es abierta.



Caṕıtulo 3

Operaciones invariantes de
formas débiles de funciones
abiertas

En este caṕıtulo veremos como la propiedad de ser función abierta, in-
ductivamente abierta, casi abierta, pseudo abierta, cociente, semi abierta y
denso abierta se preserva en la generación de nuevas funciones.

3.1. Suma y producto de espacios topológicos

Sean I un conjunto de ı́ndices, {(Xα, τXα) : α ∈ I}, {(Yα, τYα) : α ∈ I}
familias de espacios topológicos ajenos a pares y {fα : Xα → Yα : α ∈ I} una
familia de funciones.

Definimos la suma topológica de la familia {Xα : α ∈ I} como

(
⊕

Xα, τ⊕Xα), donde
⊕

Xα =
⋃
α∈I

Xα y U ∈ τ⊕Xα si y solo si U ∩Xα ∈ τXα

para todo α ∈ I. Sea f :
⊕

Xα →
⊕

Yα la función dada por f(x) = fα(x),
si x ∈ Xα.

Lema 3.1. Sean J un conjunto de ı́ndices y {(Xβ, τXβ) : β ∈ J} una familia
de espacios topológicos ajenos dos a dos. Si β0 ∈ J y V ∈ τXβ0 , entonces
V ∈ τ⊕Xβ .

33
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Demostración. Sabemos que V ⊆ Xβ0 y Xβ0 ∩Xβ = ∅ para toda β ∈ J tal
que β 6= β0. Entonces V ∩Xβ = V si β = β0 ó V ∩Xβ = ∅ si β 6= β0. Por lo
que V ∩Xβ ∈ τXβ para todo β ∈ J . Esto prueba que V ∈ τ⊕Xβ .

Lema 3.2. Sean J un conjunto de ı́ndices, {(Xβ, τXβ) : β ∈ J} y {(Yβ, τYβ) :
β ∈ J} familias de espacios topológicos ajenos a pares y {fβ : Xβ → Yβ :

β ∈ J} una familia de funciones. Entonces f(U) =
⋃
β∈J

fβ(U ∩Xβ) para todo

subconjunto U de
⊕

Xβ.

Demostración. Sean U ⊆
⊕

Xβ y y ∈ f(U). Entonces existe x ∈ U tal que
f(x) = y. Notemos que x ∈ U ∩Xβ0 ⊆ Xβ0 para algún β0 ∈ J . Por tanto, y =

f(x) = fβ0(x) ∈ fβ0(U ∩Xβ0). Con esto se tiene que f(U) ⊆
⋃
β∈J

fβ(U ∩Xβ).

Por otro lado, sea y ∈
⋃
β∈J

fβ(U ∩Xβ). Entonces y ∈ fβ0(U ∩ Xβ0) para

algún β0 ∈ J . Por lo que existe x ∈ U ∩ Xβ0 de modo que fβ0(x) = y.
Dado que x ∈ U y f(x) = fβ0(x), se tiene que y ∈ f(U). Esto implica que⋃
β∈J

fβ(U ∩Xβ) ⊆ f(U). Lo que prueba la igualdad.

Lema 3.3. Sean J un conjunto de ı́ndices, {(Xβ, τXβ) : β ∈ J} y {(Yβ, τYβ) :
β ∈ J} familias de espacios topológicos ajenos a pares y {fβ : Xβ → Yβ :
β ∈ J} una familia de funciones suprayectivas. Si γ ∈ J y V ⊆ Yγ, entonces

f−1γ [V ] = f
−1

[V ].

Demostración. Sea V ⊆ Yγ. Se tiene que f
−1

[V ] ⊆ Xγ. En caso contra-

rio, existiŕıan β0 ∈ I, con β0 6= γ y x ∈ f
−1

[V ] tales que x ∈ Xβ0 . Aśı
f(x) ∈ f(Xβ0) = fβ0(Xβ0) = Yβ0 . Con lo que f(x) ∈ V ∩ Yβ0 . Esto nos
lleva a que Yγ ∩ Yβ0 6= ∅, lo cual es una contradicción. Notemos que f es

suprayectiva. Por tanto, V = f(f
−1

[V ]) = fγ(f
−1

[V ]). Esto implica que

f
−1

[V ] ⊆ f−1γ [fγ(f
−1

[V ])] = f−1γ [V ]. Por otro lado, como f−1γ [V ] ⊆ Xγ, en-

tonces f(f−1γ [V ]) = fγ(f
−1
γ [V ]) = V . De la igualdad anterior se obtiene que

f−1γ [V ] ⊆ f
−1

[f(f−1γ [V ])] = f
−1

[V ]. Concluimos que f−1γ [V ] = f
−1

[V ].

Lema 3.4. Sean J un conjunto de ı́ndices y {(Xβ, τXβ) : β ∈ J} una familia
de espacios topológicos ajenos dos a dos. Si β0 ∈ J y D ⊆ Xβ0, entonces:
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a) IntXβ0D = Int⊕XβD
b) ClXβ0D = Cl⊕XβD

Demostración. a) Sea x ∈ IntXβ0D. Entonces existe W ∈ τXβ0 tal que x ∈
W ⊆ D. Del Lema 3.1 se tiene que W ∈ τ⊕Xβ . Por tanto, x ∈ Int⊕XβD. Por
otro lado, sea x ∈ Int⊕XβD. Entonces existe W ∈ τ⊕Xβ tal que x ∈ W ⊆ D.
Dado que D ⊆ Xβ0 , se tiene que W = W ∩ Xβ0 ∈ τXβ0 . Esto implica que
x ∈ IntXβ0D. De lo anterior se concluye que IntXβ0D = Int⊕XβD.

b) Sean x ∈ ClXβ0D y U ∈ τ⊕Xβ tal que x ∈ U . Dado que D ⊆ Xβ0 , se
tiene que x ∈ U ∩Xβ0 ∈ τXβ0 . Esto implica que ∅ 6= (U ∩Xβ0)∩D ⊆ U ∩D.
Por tanto, x ∈ Cl⊕XβD. Por otro lado, sea x ∈ Cl⊕XβD y W ∈ τXβ0 tal que
x ∈ W . Del Lema 3.1, se obtiene que W ∈ τ⊕Xβ . Por tanto, W ∩ D 6= ∅.
Esto implica que x ∈ ClXβ0D. Concluimos que ClXβ0D = Cl⊕XβD.

Lema 3.5. Sean J un conjunto de ı́ndices, {(Xβ, τXβ) : β ∈ J} una familia
de espacios topológicos ajenos dos a dos y Dβ ⊆ Xβ para cada β ∈ J . Se

tiene que Cl⊕Xβ(
⋃
β∈J

Dβ) =
⋃
β∈J

ClXβDβ.

Demostración. Sea z ∈ Cl⊕Xβ(
⋃
β∈J

Dβ). Sabemos que z ∈ Xγ para algún

γ ∈ J . Veremos que z ∈ ClXγDγ. Sea U ∈ τXγ tal que z ∈ U . Del Lema 3.1

se tiene que U ∈ τ⊕Xβ . Por tanto, U ∩ (
⋃
β∈J

Dβ) 6= ∅. Dado que U ⊆ Xγ y

Xγ ∩ Xβ = ∅ para todo β ∈ J tal que β 6= γ, concluimos que U ∩ Dγ 6= ∅.
Por tanto, z ∈

⋃
β∈J

ClXβDβ, con lo que Cl⊕Xβ(
⋃
β∈J

Dβ) ⊆
⋃
β∈J

ClXβDβ. Por

otro lado, sea w ∈
⋃
β∈J

ClXβDβ. Por lo que existe γ ∈ J tal que w ∈ ClXγDγ.

Sea U ∈ τ⊕Xβ tal que w ∈ U . Nótese que w ∈ U ∩ Xγ ∈ τXγ . Por tanto,

∅ 6= Dγ ∩ (U ∩Xγ) ⊆ U ∩Dγ ⊆ U ∩ (
⋃
β∈J

Dβ), es decir, w ∈ Cl⊕Xβ(
⋃
β∈J

Dβ).

Con esto concluimos que
⋃
β∈J

ClXβDβ ⊆ Cl⊕Xβ(
⋃
β∈J

Dβ), lo que demuestra la

igualdad.
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Sean I un conjunto de ı́ndices, γ ∈ I, {(Xα, τXα) : α ∈ I} una familia de

espacios topológicos, P =
∏
α∈I

Xα y πγ : P → Xγ dada por πγ((xα)α∈I) = xγ.

La topoloǵıa τP , generada por la subbase de todos los subconjuntos de la for-

ma
n⋂
i=1

π−1αi [Uαi ], con n ∈ N, αi ∈ I y Uαi ∈ τXαi para cada i = 1, 2, 3, ..., n, es

conocida como topoloǵıa producto y a la pareja (P, τP ) se le denomina es-
pacio producto. A πγ se le conoce como la función proyección sobre Xγ.

Proposición 3.6. La función πγ : (P, τP ) → (Xγ, τXγ ) es abierta para todo
γ ∈ I.

Nótese que πγ es suprayectiva. Ahora, sea Uγ ∈ τXγ . Por mera defini-
ción se tiene que π−1γ [Uγ] es un subconjunto abierto del espacio produc-
to. Aśı que πγ es una función continua. Sea B ⊆ Yγ De la Proposición
1.16 se sigue que π−1γ [IntYγB] ⊆ IntPπ

−1
γ [B]. Por otro lado, sea (xα)α∈I ∈

IntPπ
−1
γ [B]. Por lo que existen n ∈ N y Uαi ∈ τXαi para cada i = 1, 2, ..., n

tales que (xα)α∈I ∈
n⋂
i=1

π−1αi [Uαi ] ⊆ π−1γ [B]. De [4, pág 98] tenemos que

n⋂
i=1

π−1αi [Uαi ] = Uα1 × Uα2 × · · · × Uαn ×
∏
{Xα : α ∈ I \ {α1, α2, ..., αn}}.

Por tanto, πγ(
n⋂
i=1

π−1αi [Uαi ]) = Xγ ∈ τXγ ó πγ(
n⋂
i=1

π−1αi [Uαi ]) = Uγ ∈ τXγ si

γ ∈ {α1, α2, ..., αn}. Dado que πγ((xα)α∈I) ∈ πγ(
n⋂
i=1

π−1αi [Uαi ]) ⊆ B, se tiene

que πγ((xα)α∈I) ∈ IntYγB. Con lo que (xα)α∈I ∈ π−1γ [IntYγB]. Lo anterior
prueba que π−1γ [IntYγB] = IntPπ

−1
γ [B]. Del Teorema 2.17 obtenemos que πγ

es una función abierta.

Sean I un conjunto de ı́ndices, {(Xα, τXα) : α ∈ I}, {(Yα, τYα) : α ∈ I}
familias de espacios topológicos y {fα : Xα → Yα : α ∈ I} una fami-

lia de funciones. Sean P =
∏
α∈I

Xα, Q =
∏
α∈I

Yα y τP y τQ la topoloǵıa

producto sobre P y Q, respectivamente. Definimos f̂ : P → Q dada por
f̂((xα)α∈I) = (fα(xα))α∈I . Sean πα : P → Xα y ρα : Q → Yα las funciones
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proyección. Observe que ρα ◦ f̂ = fα ◦ πα.

Para nuestros fines, consideraremos fα : Xα → Yα función continua y
suprayectiva para todo α ∈ I, a menos que se especifique cualquier otra cosa.

3.2. Operaciones invariantes de funciones

abiertas

Teorema 3.7. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topológicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones abiertas, entonces g ◦ f es abierta.

b) Si g ◦ f es abierta, entonces g es abierta.

c) f : X → Y es abierta si y solo si f |A : A→ f(A) es abierta para todo
A ∈ τX .

d) f :
⊕

Xα →
⊕

Yα es abierta si y solo si fα es abierta para todo α ∈ I.

e) f̂ :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα es abierta si y solo si fα es abierta para todo α ∈ I.

Demostración. a) Supongamos que f y g son funciones abiertas. Sea V ⊆ Z.
Sabemos por el Teorema 2.17 que IntZV = g(IntY g

−1[V ]). De esto y de la
hipótesis sobre f se sigue que IntZV = g(f(IntXf

−1[g−1[V ]])) = g◦f(IntX(g◦
f)−1[V ]). Lo que demuestra que g ◦ f es abierta.

b) Supongamos que g ◦ f es abierta. Sea V ∈ τY . De la continuidad de f
se obtiene f−1[V ] ∈ τX . Por tanto, g ◦ f(f−1[V ]) = g(V ) ∈ τZ . Es decir, g es
una función abierta.

c)⇒) Sean f abierta, A un subconjunto abierto de X y V ∈ τA. Entonces
V = A∩U para algún U ∈ τX . Notemos que V es un subconjunto abierto de
X. Por tanto, f |A(V ) = f(V ) ∈ τY . Dado que f |A(V ) ⊆ f(A), se tiene que
f |A(V ) ∈ τf(A). Concluimos que f |A es abierta.
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⇐) Dado que X ∈ τX , de la hipótesis se sigue que f |X = f es una función
abierta.

d) ⇒) Supongamos que f es abierta. Sean γ ∈ I y Uγ ∈ τXγ . El Lema

3.1 garantiza que Uγ ∈ τ⊕Xα . Por tanto f(Uγ) = fγ(Uγ) ∈ τ⊕Yα . Con lo que
se tiene, fγ(Uγ) ∩ Yγ = fγ(Uγ) ∈ τYγ . Esto demuestra que fα es abierta para
todo α ∈ I.

⇐) Ahora supongamos que para cada α ∈ I, fα es abierta. Sea U ∈ τ⊕Xα .

Del Lema 3.2 se sigue que para cada γ ∈ I, f(U) ∩ Yγ = (
⋃
α∈I

fα(U ∩Xα)) ∩

Yγ = fγ(U ∩Xγ) ∈ τYγ . Por tanto f(U) ∈ τ⊕Yα . Concluimos que f es abierta.

e) ⇒) Supongamos que f̂ es abierta. Sabemos que ρα : Q → Yα es una

función abierta. Por tanto, de a) se tiene que ρα ◦ f̂ es abierta para todo

α ∈ I. Pero ρα ◦ f̂ = fα ◦ πα, donde πα : P → Xα. Luego, de b) concluimos
que fα es abierta para todo α ∈ I.

⇐) Supongamos que fα es abierta para cada α ∈ I. Sean n ∈ N y

U =
n⋂
i=1

π−1αi [Uαi ] ∈ τP , donde Uαi ∈ τXαi para toda i = 1, 2, ..., n. Observe

que:

f̂(U) = f̂(
n⋂
i=1

π−1αi [Uαi ])

= f̂(Uα1 × Uα2 × · · · × Uαn ×
∏
{Xα : α ∈ I \ {α1, α2, ..., αn}})

= fα1(Uα1)× · · · × fαn(Uαn)×
∏
{fα(Xα) : α ∈ I \ {α1, α2, ..., αn}}

= fα1(Uα1)×fα2(Uα2)×· · ·×fαn(Uαn)×
∏
{Yα : α ∈ I \{α1, α2, ..., αn}}

=
n⋂
i=1

ρ−1αi [fαi(Uαi)].

Dado que fαi(Uαi) ∈ τXαi para toda i = 1, 2, ..., n, se tiene que f̂(U) ∈ τQ.

Concluimos que f̂ es una función abierta.
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3.3. Operaciones invariantes de funciones in-

ductivamente abiertas

Teorema 3.8. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topológicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones inductivamente abiertas, entonces g ◦ f es in-
ductivamente abierta.

b) Si g◦f es inductivamente abierta, entonces g es inductivamente abierta.

c) f :
⊕

Xα →
⊕

Yα es inductivamente abierta si y solo si fα es induc-
tivamente abierta para todo α ∈ I.

d) f̂ :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα es inductivamente abierta si y solo si fα es induc-

tivamente abierta para todo α ∈ I.

Demostración. a) Supongamos que existen W1 ⊆ X, W2 ⊆ Y tales que
f(W1) = Y , g(W2) = Z y f |W1 y g|W2 son funciones abiertas. Sea W =
W1 ∩ f−1[W2]. De la Proposición 1.5 se sigue que g ◦ f(W ) = g(f(W1 ∩
f−1[W2])) = g(Y ∩W2) = g(W2) = Z. Ahora veremos que g ◦ f |W es abier-
ta. Sea U un subconjunto abierto de W . Entonces existe V ∈ τX tal que
U = V ∩ W = V ∩ (W1 ∩ f−1[W2]). Esto y la Proposición 1.5 implican
que g ◦ f |W (U) = g ◦ f(V ∩ (W1 ∩ f−1[W2])) = g ◦ f((V ∩W1) ∩ f−1[W2]) =
g(f(V ∩W1)∩W2). Dado que V ∩W1 ∈ τW1 , se tiene que f(V ∩W1)∩W2 ∈ τW2 .
Por tanto, g ◦ f(U) = g(f(V ∩W1)∩W2) ∈ τZ . Lo anterior prueba que g ◦ f
es inductivamente abierta.

b) Supongamos que existe W ⊆ X tal que g ◦ f(W ) = Z y g ◦ f |W
es abierta. Veremos que g|f(W ) es abierta. Sea U ∈ τf(W ). Entonces exis-
te V ∈ τY tal que U = V ∩ f(W ). Notemos que f−1[V ] ∈ τX . Por tanto,
f−1[V ] ∩W ∈ τW y aśı, g ◦ f |W (f−1[V ] ∩W ) ∈ τZ . De la Proposición 1.5 se
sigue que g ◦f |W (f−1[V ]∩W ) = g ◦f(f−1[V ]∩W ) = g(V ∩f(W )) = g(U) =
g|f(W )(U) ∈ τZ . Dado que g(f(W )) = Z, concluimos que g es inductivamente
abierta.

c)⇒) Supongamos que existe Z ⊆
⊕

Xα tal que f(Z) =
⊕

Yα y f |Z es
abierta. Para cada α ∈ I, consideremos Zα = Z ∩ Xα ⊆ Xα. Del Lema 3.2
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se sigue que f(Z) =
⋃
α∈I

fα(Z ∩Xα) =
⋃
α∈I

fα(Zα). Dado que f(Z) =
⋃
α∈I

Yα y

Yi∩Yj = ∅ para i 6= j, se tiene que fα(Zα) = Yα para cada α ∈ I. Dada γ ∈ I y
Uγ ∈ τZγ , existe V ∈ τXγ tal que Uγ = V ∩Zγ = V ∩(Z∩Xγ) = (V ∩Xγ)∩Z =
V ∩ Z, el cual es un subconjunto abierto de Z, pues V ∈ τ⊕Xα . Por tanto,

f |Z(Uγ) = f(Uγ) = fγ(Uγ) ∈ τ⊕Yα . Aśı, fγ(Uγ) ∩ Yγ = fγ(Uγ) ∈ τYγ . Esto
prueba que fγ|Zγ es abierta. Concluimos que fα es inductivamente abierta
para todo α ∈ I.

⇐) Supongamos que para cada α ∈ I existe Zα ⊆ Xα tal que fα(Zα) = Yα
y fα|Zα es abierta. Sea Z =

⋃
α∈I

Zα ⊆
⋃
α∈I

Xα. Notemos que Z ∩Xα = Zα pa-

ra cada α ∈ I. Esto y el Lema 3.2 implican que f(Z) =
⋃
α∈I

fα(Z ∩Xα) =⋃
α∈I

fα(Zα) =
⋃
α∈I

Yα. Veremos que f |Z es abierta. Sea U ∈ τZ . Entonces

existe V ∈ τ⊕Xα tal que U = V ∩ Z. Del Lema 3.2 se sigue que para cada
γ ∈ I :

f |Z(U) ∩ Yγ = f(V ∩ Z) ∩ Yγ
=

[ ⋃
α∈I

fα((V ∩ Z) ∩Xα)
]
∩ Yγ

= fγ((V ∩ Z) ∩Xγ)
= fγ((V ∩Xγ) ∩ (Z ∩Xγ))
= fγ((V ∩Xγ) ∩ Zγ)
= fγ((V ∩Xγ) ∩ Zγ).

Dado que V ∩ Xγ ∈ τXγ , se tiene que fγ((V ∩Xγ) ∩ Zγ) ∈ τYγ . Por tanto,

f |Z(U) ∈ τ⊕Yα . Esto demuestra que f es inductivamente abierta.

d)⇒) Supongamos que f̂ es inductivamente abierta. Dado que ρα : Q→
Yα es abierta, del Teorema 2.1 se tiene que ρα es inductivamente abierta pa-
ra todo α ∈ I. Luego, de a) se sigue que ρα ◦ f̂ es inductivamente abierta.

Sabemos que ρα ◦ f̂ = fα ◦ πα, donde πα : P → Xα. De b) concluimos que fα
es inductivamente abierta para todo α ∈ I.

⇐) Supongamos que para cada α ∈ I, existe Zα ⊆ Xα tal que fα(Zα) =

Yα y fα|Zα es abierta. Sean Z =
∏
α∈I

Zα y (yα)α∈I ∈ Q. Entonces para
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cada α ∈ I existe xα ∈ Zα tal que fα(xα) = yα. Aśı, (xα)α∈I ∈ Z y

f̂((xα)α∈I) = (yα)α∈I . Esto implica que Q ⊆ f̂(Z) y por tanto, f̂(Z) = Q. En

seguida probaremos que f̂ |Z es abierta. Sean n ∈ N y para cada i = 1, 2, ..., n,

Vαi ∈ τXαi tal que V =
n⋂
i=1

π−1αi (Vαi) y U = Z ∩ V ∈ τZ . Veamos que

f̂(U) =
n⋂
i=1

ρ−1αi (fαi(Zαi∩Vαi)). Sea (yα)α∈I ∈ f̂(U). Entonces existe (xα)α∈I ∈

Z ∩ V tal que f̂((xα)α∈I) = (yα)α∈I . Por tanto, (xα)α∈I ∈ Z y (xα)α∈I ∈
n⋂
i=1

π−1αi (Vαi) = Vα1 × Vα2 × · · · × Vαn ×
∏
{Xα : α ∈ I \ {α1, α2, ..., αn}}.

Esto implica que xαi ∈ Zαi ∩ Vαi y aśı, yαi = fαi(xαi) ∈ fαi(Zαi ∩ Vαi) para

toda i = 1, 2, ..., n. De lo anterior obtenemos que (yα)α∈I ∈
n⋂
i=1

ρ−1αi (fαi(Zαi ∩

Vαi)). Lo que implica que f̂(U) ⊆
n⋂
i=1

ρ−1αi (fαi(Zαi ∩ Vαi)). Por otro lado,

sea (yα)α∈I ∈
n⋂
i=1

ρ−1αi (fαi(Zαi ∩ Vαi)), Entonces, para cada i = 1, 2, ..., n,

se tiene que ραi((yα)α∈I) = yαi ∈ fαi(Zαi ∩ Vαi). Por lo que para cada
i = 1, 2, ..., n, existe xαi ∈ Zαi ∩ Vαi tal que fαi(xαi) = yαi . Ahora, para
cada α ∈ I \ {α1, α2, ..., αn} sea xα ∈ Zα tal que fα(xα) = yα. De esta mane-

ra, (xα)α∈I ∈ Z ∩V y f̂((xα)α∈I) = (yα)α∈I . Por tanto, (yα)α∈I ∈ f̂(Z ∩V ) =

f̂(U). Con lo que se obtiene,
n⋂
i=1

ρ−1αi (fαi(Zαi ∩ Vαi)) ⊆ f̂(U). De lo anterior

se concluye que f̂(U) =
n⋂
i=1

ρ−1αi (fαi(Zαi ∩ Vαi)) ∈ τQ. Lo que demuestra que

f̂ inductivamente abierta.

3.4. Operaciones invariantes de funciones ca-

si abiertas

Teorema 3.9. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topológicos. Se verifican las siguientes proposiciones.
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a) Si f y g son funciones casi abiertas, entonces g ◦ f es casi abierta.

b) Si g ◦ f es casi abierta, entonces g es casi abierta.

c) f : X → Y es casi abierta si y solo si f |f−1[D] : f−1[D] → D es casi
abierta para todo D ⊆ Y .

d) f :
⊕

Xα →
⊕

Yα es casi abierta si y solo si fα es casi abierta para
todo α ∈ I.

e) f̂ :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα es casi abierta si y solo si fα es casi abierta para

todo α ∈ I.

Demostración. a) Sea z ∈ Z. Sabemos por el Teorema 2.19 que existe y ∈
g−1[z] tal que si D ⊆ Z y z ∈ FrZD, entonces y ∈ FrY g

−1[D]. Y para y, existe
x ∈ f−1[y] ⊆ f−1[g−1[z]] = (g ◦ f)−1[z] de modo que si B ⊆ Y y y ∈ FrYB,
entonces x ∈ FrXf

−1[B]. Veremos que x satisface la condición deseada. Sea
D ⊆ Z tal que z ∈ FrZD. Entonces y ∈ FrY g

−1[D]. Lo que implica que
x ∈ FrXf

−1[g−1[D]] = FrX(g ◦ f)−1[D]. Esto demuestra que la composición
de funciones casi abiertas es casi abierta.

b) Sea z ∈ Z. Del Teorema 2.19 obtenemos que existe x ∈ (g ◦ f)−1[z]
tal que si D ⊆ Z y z ∈ ClZD, entonces x ∈ ClX(g ◦ f)−1[D]. Sean y =
f(x) ∈ g−1[z] y D ⊆ Z tales que z ∈ ClZD. Entonces x ∈ ClX(g ◦ f)−1[D] =
ClXf

−1[g−1[D]] ⊆ f−1[ClY g
−1[D]]. Por tanto, y ∈ ClY g

−1[D]. Esto prueba
que g es casi abierta.

c) ⇒) Sean D ⊆ Y y y ∈ D. Sabemos que existe x ∈ f−1[y] tal que si
x ∈ U ∈ τX , entonces y ∈ IntY f(U). Sea V ∈ τf−1[D] tal que x ∈ V . Entonces
existe U ∈ τX tal que V = U ∩ f−1[D]. Lo anterior y la Proposición 1.5
implican que y ∈ (IntY f(U)) ∩D ⊆ f(U) ∩D = f(U ∩ f−1[D]) = f(V ). Por
tanto, y ∈ IntDf(V ). Concluimos que f |f−1[D] es casi abierta.

⇐) Supongamos que f |f−1[D] es casi abierta para todo D ⊆ Y . Entonces
para D = Y se tiene que f |f−1[Y ] = f |X = f es casi abierta.

d) ⇒) Supongamos que f es casi abierta. Sean γ ∈ I y yγ ∈ Yγ. Da-

do que yγ ∈
⊕

Yα, del Teorema 2.19 se sigue que existe x ∈ f
−1

[yγ] tal
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que si B ⊆
⊕

Yα y x ∈ Int⊕Xαf
−1

[B], entonces yγ ∈ Int⊕YαB. Se tiene
del Lema 3.3 que x ∈ f−1γ [yγ]. Sea A ⊆ Yγ tal que x ∈ IntXγf

−1
γ [A]. Del

Lema 3.4 se sigue que x ∈ Int⊕Xα(f−1γ [A]) = Int⊕Xα(f
−1

[A]). Por tanto,
yγ ∈ Int⊕YαA = IntYγA. Esto prueba que fγ es casi abierta para todo γ ∈ I.

⇐) Supongamos que fα es casi abierta para todo α ∈ I. Sea y ∈
⊕

Yα.
Entonces y ∈ Yγ para algún γ ∈ I. De esto, sabemos que existe x ∈ f−1γ [y] =

f
−1

[y] tal que si A ⊆ Yγ y x ∈ IntXγf
−1
γ [A], entonces y ∈ IntYγA. Sea

B ⊆
⊕

Yα tal que x ∈ Int⊕Xαf
−1

[B]. Nótese que x ∈ Xγ. De lo anterior y
del Lema 3.3 se sigue que:

x ∈ (Int⊕Xαf
−1

[B]) ∩Xγ = IntXγ ((Int⊕Xαf
−1

[B]) ∩Xγ)

⊆ IntXγ (f
−1

[B] ∩Xγ)

= IntXγ (f
−1

[B] ∩ f−1γ [Yγ])

= IntXγ (f
−1

[B] ∩ f−1[Yγ])
= IntXγf

−1
(B ∩ Yγ)

= IntXγf
−1
γ (B ∩ Yγ).

Por tanto y ∈ IntYγ (B ∩ Yγ) ⊆ B. Dado que IntYγ (B ∩ Yγ) ∈ τ⊕Yα , se tiene

que y ∈ Int⊕YαB. Con lo que se concluye que f es casi abierta.

e) ⇒) Supongamos que f̂ es casi abierta. Dado que ρα : Q → Yα es
abierta, del Teorema 2.1 se tiene que ρα es casi abierta. Luego, de a) se sigue

que ρα ◦ f̂ es casi abierta para todo α ∈ I. Sabemos que ρα ◦ f̂ = fα ◦ πα,
donde πα : P → Xα. De b) concluimos que fα es casi abierta para todo α ∈ I.

⇐) Supongamos que fα es casi abierta para todo α ∈ I. Sea (yα)α∈I ∈ Q.
Sabemos que para cada α ∈ I, existe xα ∈ f−1α [yα] tal que yα ∈ IntYαfα(Uα)
para todo Uα ∈ τXα tal que xα ∈ Uα. Sea U ∈ τP tal que (xα)α∈I ∈ U .
De esto, existe n ∈ N tal que para cada i = 1, 2, ..., n existe Uαi ∈ τXαi ,

tales que (xα)α∈I ∈
n⋂
i=1

π−1αi (Uαi) ⊆ U . Esto implica que xαi ∈ Uαi pa-

ra toda i = 1, 2, ..., n. Aśı, fαi(xαi) = yαi ∈ IntYαifαi(Uαi) para toda i =

1, 2, ..., n. Por tanto, (yα)α∈I ∈
n⋂
i=1

ρ−1αi (IntYαifαi(Uαi)) ∈ τQ. Veamos que
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n⋂
i=1

ρ−1αi (IntYαifαi(Uαi)) ⊆ f̂(
n⋂
i=1

π−1αi (Uαi)). Sea (zα)α∈I ∈
n⋂
i=1

ρ−1αi (IntYαifαi(Uαi)).

Aśı, para cada i = 1, 2, ..., n, se tiene que ραi((zα)α∈I) = zαi ∈ IntYαifαi(Uαi),
por lo que existe wαi ∈ Uαi tal que fαi(wαi) = zαi . Ahora, para cada
α ∈ I \ {α1, α2, ..., αn} sea wα ∈ f−1α ((zα)). De esta manera, (wα)α∈I ∈
n⋂
i=1

π−1αi (Uαi) y f̂((wα)α∈I) = (zα)α∈I . Por tanto,
n⋂
i=1

ρ−1αi (IntYαifαi(Uαi)) ⊆

f̂(
n⋂
i=1

π−1αi (Uαi)) ⊆ f̂(U). Esto muestra que (yα)α∈I ∈ IntQf̂(U). Lo que prue-

ba que f̂ es una función casi abierta.

3.5. Operaciones invariantes de funciones

pseudo abiertas

Teorema 3.10. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topológicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones pseudo abiertas, entonces g◦f es pseudo abierta.

b) Si g ◦ f es pseudo abierta, entonces g es pseudo abierta.

c) f : X → Y es pseudo abierta si y solo si f |f−1[D] : f−1[D] → D es
pseudo abierta para todo D ⊆ Y .

d) f :
⊕

Xα →
⊕

Yα es pseudo abierta si y solo si fα es pseudo abierta
para todo α ∈ I.

e) Si f̂ :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα es pseudo abierta, entonces fα es pseudo abierta

para todo α ∈ I.

Demostración. a) Supongamos que f y g son funciones pseudo abiertas, Sea
D ⊆ Z. Del Teorema 2.20 se sigue que

ClZD = g(ClY g
−1[D]) = g(f(ClXf

−1[g−1[D]])).
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Por tanto, ClZD = g◦f(ClX(g◦f)−1[D]). Esto demuestra que la composición
de funciones pseudo abierta es pseudo abierta.

b) Supongamos que g ◦ f es pseudo abierta. Sea z ∈ Z y V ∈ τY tal que
g−1[z] ⊆ V . De la continuidad de f se sigue que f−1[g−1[z]] = (g ◦ f)−1[z] ⊆
f−1[V ] ∈ τX . Por tanto, z ∈ IntZg ◦ f(f−1[V ]) = IntZg(V ). Lo que prueba
que g es pseudo abierta.

c) ⇒) Sean D ⊆ Y, y ∈ D y U ∈ τf−1[D] tal que (f |f−1[D])
−1[y] ⊆ U .

Sabemos que existe V ∈ τX tal que U = V ∩ f−1[D]. Nótese que f−1[y] =
(f |f−1[D])

−1[y] ⊆ V . De suponer que f es pseudo abierta, se tiene que y ∈
IntY f(V ). Esto y la Proposición 1.5 implican que y ∈ (IntY f(V )) ∩ D ⊆
f(V )∩D = f(V ∩f−1[D]) = f(U) = f |f−1[D](U), es decir, y ∈ IntDf |f−1[D](U).
Aśı, f |f−1[D] es pseudo abierta.

⇐) Supongamos que f |f−1[D] es pseudo abierta para todo D ⊆ Y . En
particular para D = Y se tiene que f |f−1[Y ] = f |X = f es una función pseudo
abierta.

d) ⇒) Supongamos que f es pseudo abierta. Sean γ ∈ I, y ∈ Yγ y

Uγ ∈ τXγ tales que f−1γ [y] ⊆ Uγ. Del Lema 3.3 se sigue que f
−1

[y] ⊆ Uγ, el

cual es un subconjunto abierto de
⊕

Xα. Por tanto, y ∈ Int⊕Yαf(Uγ). Dado

que f(Uγ) = fγ(Uγ) ⊆ Yγ, del Lema 3.4 se obtiene que y ∈ IntYγfγ(Uγ) ∈ τYγ .
Lo que demuestra que fγ es pseudo abierta.

⇐) Supongamos que fα es pseudo abierta para todo α ∈ I. Sean y ∈
⊕

Yα
y U ∈ τ⊕Xα tales que f

−1
[y] ⊆ U . Dado que

⊕
Y =

⋃
α∈I

Yα, se tiene

que y ∈ Yγ para algún γ ∈ I. De lo anterior y del Lema 3.3 se sigue
que f−1γ [y] ⊆ U ∩ Xγ ∈ τXγ . Lo que implica que y ∈ IntYγfγ(U ∩ Xγ) ⊆⋃
α∈I

fα(U ∩Xα) = f(U). Esto prueba que y ∈ Int⊕Yαf(U). Concluimos que

f es pseudo abierta.

e) Supongamos que f̂ es pseudo abierta. Dado que ρα : Q→ Yα es abierta,
del Teorema 2.1 se tiene que ρα es pseudo abierta para todo α ∈ I. Luego,
de a) se sigue que ρα ◦ f̂ es pseudo abierta. Sabemos que ρα ◦ f̂ = fα ◦ πα,
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donde πα : P → Xα. De b) concluimos que fα es pseudo abierta para todo
α ∈ I.

3.6. Operaciones invariantes de funciones co-

ciente

Teorema 3.11. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topológicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones cociente, entonces g ◦ f es cociente.

b) Si g ◦ f es cociente, entonces g es cociente.

c) f :
⊕

Xα →
⊕

Yα es cociente si y solo si fα es cociente para todo
α ∈ I.

d) Si f̂ :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα es cociente, entonces fα es cociente para todo

α ∈ I.

Demostración. a) Sea V ⊆ Z tal que (g ◦ f)−1[V ] = f−1[g−1[V ]] ∈ τX . De
suponer que f cociente, se tiene que g−1[V ] ∈ τY . Dado que g es una función
cociente, tenemos que V ∈ τZ . Lo que demuestra que la composición de tales
funciones es una función cociente.

b) Supongamos que g ◦ f es cociente. Sea V ⊆ Z tal que g−1[V ] ∈ τY .
Notemos que f−1[g−1[V ]] = (g ◦ f)−1[V ] ∈ τX . Por tanto, V ∈ τZ , es decir, g
es una función cociente.

c) ⇒) Sean γ ∈ I y V ⊆ Yγ tales que f−1γ [V ] ∈ τXγ . Dado que V ⊆
Yγ ⊆

⊕
Yα y f

−1
[V ] = f−1γ [V ] ∈ τ⊕Xα , de suponer que f es cociente se tiene

V ∈ τ⊕Yα . Del Lema 3.4 se sigue que V ∈ τYγ . Por tanto, fγ es una función
cociente.
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⇐) Supongamos que fα es cociente para todo α ∈ I. Sea W ⊆
⊕

Yα tal

que f
−1

[W ] ∈ τ⊕Xα . Observe que:

f
−1

[W ] = f
−1

[W ∩ (
⊕

Yα)]

= f
−1[

W ∩
( ⋃
α∈I

Yα
)]

= f
−1[ ⋃

α∈I

(W ∩ Yα)
]

=
⋃
α∈I

f
−1

(W ∩ Yα)

=
⋃
α∈I

f−1α (W ∩ Yα).

Notemos que para cada γ ∈ I se tiene que,
( ⋃
α∈I

f−1α (W ∩ Yα)
)
∩ Xγ =

f−1γ (W ∩ Yγ) ∈ τXγ . Esto implica que W ∩ Yα ∈ τYα para todo α ∈ I. Lo que

garantiza que W ∈ τ⊕Yα . Concluimos que f es cociente.

d) Supongamos que f̂ es cociente. Dado que ρα : Q → Yα es abierta, del
Teorema 2.1 se tiene que ρα es cociente para todo α ∈ I. Luego, de a) se sigue

que ρα ◦ f̂ es cociente. Sabemos que ρα ◦ f̂ = fα ◦ πα, donde πα : P → Xα.
De b) concluimos que fα es cociente para todo α ∈ I.

3.7. Operaciones invariantes de funciones se-

mi abiertas

Teorema 3.12. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topológicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones semi abiertas, entonces g ◦ f es semi abierta.

b) Si g ◦ f es semi abierta, entonces g es semi abierta.

c) f :
⊕

Xα →
⊕

Yα es semi abierta si y solo si fα es semi abierta para
todo α ∈ I.
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d) Si f̂ :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα es semi abierta, entonces fα es semi abierta

para todo α ∈ I

Demostración. a) Supongamos que f y g son funciones semi abiertas. Sea D
un subconjunto denso de Z. Del Teorema 2.24 se sigue que g−1[D] es denso
en Y . Como f es semi abierta, f−1[g−1[D]] = (g ◦ f)−1[D] es un subconjunto
denso de X. Esto demuestra que la composición de funciones semi abiertas
pertenece a dicha clase.

b) Supongamos que g ◦ f es semi abierta. Sea V ∈ τ ∗Y . Entonces f−1[V ] ∈
τ ∗X y aśı, ∅ 6= IntZ(g ◦ f(f−1[V ])) = IntZg(V ). Es decir, g es semi abierta.

c) ⇒) Supongamos que f es semi abierta. Sea γ ∈ I y Uγ ∈ τ ∗Xγ . Dado

que Uγ ∈ τ ∗⊕Xα
, se tiene que Int⊕Yαf(U) = Int⊕Yαfγ(Uγ) 6= ∅. Del Lema

3.4 se sigue que IntYγfγ(U) 6= ∅. Lo que demuestra que fγ es semi abierta.

⇐) Ahora supongamos que fα es semi abierta para todo α ∈ I. Sea U ∈
τ ∗⊕Xα

. Entonces U ∩Xγ ∈ τ ∗Xγ para algún γ ∈ I. Por tanto IntYγfγ(U ∩Xγ) ∈
τ ∗Yγ . Dado que IntYγfγ(U∩Xγ) ∈ τ⊕Yα e IntYγfγ(U∩Xγ) ⊆

⋃
α∈I

fα(U ∩Xα) =

f(U), concluimos que Int⊕Yαf(U) 6= ∅. Esto prueba que f es una función
semi abierta.

d) Supongamos que f̂ es semi abierta. Dado que ρα : Q→ Yα es abierta,
del Teorema 2.1 se tiene que ρα es semi abierta para todo α ∈ I. Luego, de
a) se sigue que ρα ◦ f̂ es semi abierta. Sabemos que ρα ◦ f̂ = fα ◦ πα, donde
πα : P → Xα. De b) concluimos que fα es semi abierta para todo α ∈ I.

3.8. Operaciones invariantes de funciones den-

so abiertas

Teorema 3.13. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topológicos. Se verifican las siguientes proposiciones.

a) Si f y g son funciones denso abiertas, entonces g ◦ f es denso abierta.
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b) Si g ◦ f es denso abierta, entonces g es denso abierta.

c) f : X → Y es denso abierta si y solo si f |D : D → f(D) es denso
abierta para todo D ∈ τX .

d) f :
⊕

Xα →
⊕

Yα es denso abierta si y solo si fα es denso abierta
para todo α ∈ I.

e) Si f̂ :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα es denso abierta, entonces fα es denso abierta

para todo α ∈ I.

Demostración. a) Sea W ∈ τZ . Del Teorema 2.26 sabemos que ClY g
−1[W ] =

g−1[ClZW ]. Nótese que g−1[W ] ∈ τY . Dado que f es denso abierta, se ob-
tiene que ClXf

−1[g−1[W ]] = f−1[ClY g
−1[W ]]. De las igualdades anteriores

se obtiene que (g ◦ f)−1[ClZW ] = ClX(g ◦ f)−1[W ]. Esto demuestra que la
composición de funciones denso abiertas es denso abierta.

b) Supongamos que g◦f es denso abierta. Sea U ∈ τY . Entonces f−1[U ] ∈
τX . Del teorema 2.26 se sigue que g ◦ f(f−1[U ]) ⊆ IntZClZ(g ◦ f(f−1[U ])), es
decir, g(U) ⊆ IntZClZg(U). Concluimos que g es denso abierta.

c) ⇒) Sea D un subconjunto abierto de X y W ∈ τD. Por tanto, existe
U ∈ τX tal que W = U ∩D. Dado que D ∈ τX , se tiene que W ∈ τX , por lo
que existe V ∈ τY tal que ClV f(W ) = V . Sea O = V ∩ f(D) ∈ τf(D). Aśı,

ClOf |D(W ) = ClOf(W )
= O ∩ ClY f(W )
= (V ∩ f(D)) ∩ ClY f(W )
= f(D) ∩ (V ∩ ClY f(W ))
= f(D) ∩ ClV f(W )
= f(D) ∩ V
= O.

Esto demuestra que f |D es denso abierta.

⇐) Dado que X ∈ τX , de la hipótesis, se sigue que f |X = f es denso
abierta.
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d) ⇒) Sean γ ∈ I y Uγ ∈ τXγ . Por ser f denso abierta, se tiene que

f(Uγ) ⊆ Int⊕YαCl⊕Yαf(Uγ). Dado que f(Uγ) = fγ(Uγ) ⊆ Yγ, el Lema 3.4
garantiza que fγ(Uγ) ⊆ IntYγClYγfγ(Uγ). Esto prueba que fγ es denso abierta.

⇐) Supongamos que fα es denso abierta para todo α ∈ I. Sea W ∈
τ⊕Yα . De la hipótesis y del Teorema 2.26 se tiene que ClXαf

−1
α [W ∩ Yα] =

f−1α [ClYα(W ∩ Yα)] para cada α ∈ I. Del Lema 3.5 se obtiene que⋃
α∈I

ClXαf
−1
α [W ∩ Yα] = Cl⊕Xα

( ⋃
α∈I

f−1α [W ∩ Yα]
)
. Esta igualdad y el Le-

ma 3.3 implican que
⋃
α∈I

ClXαf
−1
α [W ∩ Yα] = Cl⊕Xα

( ⋃
α∈I

f
−1

[W ∩ Yα]
)

=

Cl⊕Xα

(
f
−1[ ⋃

α∈I

(
W ∩ Yα

)])
= Cl⊕Xα(f

−1
[W ]). De manera similar obtene-

mos que
⋃
α∈I

f−1α [ClYα(W ∩ Yα)] = f
−1

[Cl⊕YαW ]. Con lo que concluimos que

Cl⊕Xα(f
−1

[W ]) = f
−1

[Cl⊕YαW ], lo que demuestra que f es denso abierta.

e) Supongamos que f̂ es denso abierta. Dado que ρα es abierta, del Teo-
rema 2.1 se tiene que ρα es denso abierta para todo α ∈ I. Luego, de a)

se sigue que ρα ◦ f̂ es denso abierta. Sabemos que ρα ◦ f̂ = fα ◦ πα. De b)
concluimos que fα es denso abierta para todo α ∈ I.

A continuanción presentamos un ejemplo que muestra que el inverso de la
proposición a) no es válido para ninguna de las clases de funciones abiertas,
inductivamente abiertas, casi abiertas, pseudo abiertas y cociente.

Ejemplo 3.14. Consideremos a X = {(1/n,m) : n,m ∈ N} ∪ ({0} × N),
Y = {(1/n,m) : n ∈ N \ {1},m ∈ N ∪ {0}} ∪ {(0,m) : m ∈ N ∪ {0}} y
Z = {(0,m) : m ∈ N ∪ {0}} como subespacios de R2. Sean f : X → Y y
g : Y → Z definidas por:

f((x, y)) =


(x, y), si x 6= 1
(0, 0), si x = y = 1

(1/y, 0), si x = 1, y 6= 1

g(x, y) = (0, y).

Observe que:
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f−1[(0, 0)] = {(1, 1)} ∈ τX .

f−1[(1/n, 0)] = {(1, n)} ∈ τX para todo n ∈ N \ {1}.

f−1[(1/n,m)] = {(1/n,m)} ∈ τX para todo n ∈ N \ {1} y m ∈ N.

f−1[{(1/n,m) : n ≥ km, km ∈ N \ {1}} ∪ {(0,m)}] = {(1/n,m) : n ≥
km, km ∈ N \ {1}} ∪ {(0,m)} ∈ τX para cada m ∈ N.

g−1[(0,m)] = {(1/n,m) : n ∈ N \ {1}} ∪ {(0,m)} ∈ τY para todo
m ∈ N ∪ {0}.

Esto muestra que f y g son continuas y suprayectivas. Por otro lado, dado
que Z es un espacio discreto, se tiene que g ◦f es una función abierta. Ahora
observe que {(0, 0)} ⊆ Y es tal que f−1[{(0, 0)}] = {(1, 1)} ∈ τX , pero
{(0, 0)} /∈ τY . Es decir, f no es una función cociente.
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Caṕıtulo 4

Funciones inducidas de formas
débiles de funciones abiertas a
productos simétricos

Los hiperespacios han sido de gran trascendencia para describir propieda-
des de un espacio topológico. Un área dentro del estudio de los hiperespacios
ampliamente estudiada es la de funciones inducidas, ésta inicia con los tra-
bajos de H. Hosokawa en [7] y tiene aún mucho terreno por explorar, por
ejemplo, estudiar funciones inducidas de formas débiles de funciones abiertas
a productos simétricos de espacios Hausdorff. La teoŕıa de funciones induci-
das está desarrollada en gran parte para funciones entre continuos, es decir,
en espacios métricos, compactos, conexos y no vaćıos. Nuestra investigación
se enfoca al estudio de las implicaciones entre las siguientes dos condiciones:
1. f ∈M,
2. fn ∈M,
cuando M es alguna de las siguientes clases de funciones: abiertas, induc-
tivamente abiertas, casi abiertas, pseudo abiertas, cociente, semi abiertas y
denso abiertas.
Este problema se ha abordado en varias ocasiones para clases de funciones
entre continuos ([1], [2], [3], [6], [8]).

53
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4.1. El n-ésimo producto simétrico y algunas

de sus propiedades

Sea X un espacio topológico. Definimos el n-ésimo producto simétri-
co de X como:

Fn(X) = {A ⊆ X : 1 ≤ |A| ≤ n}.

Para V ⊆ P (X), definimos:

〈V〉 = {A ∈ Fn(X) : A ⊆
⋃
V y A ∩ V 6= ∅ para todo V ∈ V}.

Diremos que U ⊆ τX , es una familia celular de orden n si 1 ≤ |U| ≤ n
y U ∩ V = ∅ para cualesquiera U, V ∈ U tales que U 6= V. Definimos
Cn(X) = {U ⊆ τX : U es familia celular de orden n}.

Teorema 4.1. Sea (X, τX) un espacio topológico. El conjunto {〈U〉 : U ∈
Cn(X)} es base para alguna topoloǵıa sobre Fn(X).

Demostración. Sea β = {〈U〉 : U ∈ Cn(X)}. Probaremos que:
i)
⋃
β = Fn(X)

ii) Si U ,V ∈ Cn(X) y A ∈ Fn(X) son tales que A ∈ 〈U〉∩〈V〉, entonces existe
W ∈ Cn(X) tal que A ∈ 〈W〉 ⊆ 〈U〉 ∩ 〈V〉.

i) Notemos que U = {X} ∈ Cn(X) y 〈U〉 = {B ∈ Fn(X) : B ⊆
⋃
{X}

y B ∩ X 6= ∅} = {B ∈ Fn(X) : B ⊆ X} = Fn(X). Concluimos que⋃
β = Fn(X).

ii) Sean U ,V ∈ Cn(X), A ∈ Fn(X) tales que A ∈ 〈U〉 ∩ 〈V〉. Notemos
que |A| ≥ |U| y |A| ≥ |V|. Definimos G : A −→ U y H : A −→ V funciones
suprayectivas tales que a ∈ G(a) ∩ H(a). Ahora consideremos I : A →
{U ∩ V : U ∈ U , V ∈ V} definida por I(a) = G(a) ∩ H(a) ∈ τX . Obsérvese
que W = {I(a) : a ∈ A} ⊆ τX . Por otro lado, sean a, b ∈ A tales que
I(a) 6= I(b). Notemos que G(a) 6= G(b) ó H(a) 6= H(b), en caso contrario
tendŕıamos I(a) = G(a) ∩ H(a) = G(b) ∩ H(b) = I(b). Supongamos que
G(a) 6= G(b). Esto nos lleva a que G(a) ∩G(b) = ∅. Dado que I(a) ∩ I(b) =
(G(a) ∩H(a)) ∩ (G(b) ∩H(b)) ⊆ G(a) ∩ G(b), se tiene que I(a) ∩ I(b) = ∅.
Lo que implica que |W| = |A| ≤ n. De lo anterior obtenemos que 〈W〉 ∈ β.
En seguida probaremos que A ∈ 〈W〉 ⊆ 〈U〉 ∩ 〈V〉. Si a ∈ A, entonces



55

a ∈ G(a) ∩H(a) = I(a) ∈ W . Por tanto, A ⊆
⋃
W y además I(a) ∩ A 6= ∅

para cada a ∈ A. Es decir, A ∈ 〈W〉. Ahora, sea B ∈ 〈W〉 y b ∈ B. Sabemos
que existe a ∈ A tal que b ∈ I(a) = G(a) ∩H(a). Por tanto, b ∈

⋃
U y b ∈⋃

V . Por otro lado, sea U ∈ U . Por ser G suprayectiva, existe a ∈ A tal que
G(a) = U . Dado que B ∈ 〈W〉, se tiene que B∩I(a) = B∩(G(a)∩H(a)) 6= ∅.
Aśı, B ∩ G(a) = B ∩ U 6= ∅. Similarmente se obtiene que B ∩ V 6= ∅ para
todo V ∈ V . Por tanto, B ∈ 〈U〉∩ 〈V〉. Del Teorema 1.7 concluimos que β es
base para alguna topoloǵıa sobre Fn(X).

Dotaremos al n-ésimo producto simétrico de X con la topoloǵıa
generada por el conjunto β = {〈U〉 : U ∈ Cn(X)}, la cual denotaremos
por τFn(X). A esta topoloǵıa se le concoce como Topoloǵıa de Vietoris
sobre Fn(X).

Proposición 4.2. Sean (X, τX) un espacio topológico y A,B ∈ [P (X)]<n+1.
Se verifican las siguientes proposiciones:
a) Si 〈A〉 6= ∅ y 〈A〉 ⊆ 〈B〉, entonces

⋃
A ⊆

⋃
B y para cada B ∈ B existe

AB ∈ A tal que AB ⊆ B.
b) Si

⋃
A ⊆

⋃
B y para cada B ∈ B existe AB ∈ A tal que AB ⊆ B, entonces

〈A〉 ⊆ 〈B〉.

Demostración. a) Sea D ∈ 〈A〉 y x ∈
⋃
A. Notemos que x ∈ A para algún

A ∈ A. Dado que D ∈ 〈A〉, se tiene que D ∩ A 6= ∅. Por lo que existe
d ∈ D tal que d ∈ A. Consideremos E = (D \ {d}) ∪ {x}. De esta manera,
E ∈ 〈A〉 y por tanto, E ∈ 〈B〉. Aśı, x ∈ E ⊆

⋃
B. Es decir,

⋃
A ⊆

⋃
B.

Ahora, sea B ∈ B. Supongamos que para cada A ∈ A, existe aA ∈ A tal
que aA /∈ B. Sea G = {aA : A ∈ A}. Aśı G ∈ 〈A〉 y |G| ≤ |A| ≤ n. De la
hipótesis se sigue que G ∈ 〈B〉. Por tanto, G ∩ B 6= ∅, lo cual es una con-
tradicción. Concluimos que para cada B ∈ B, existe AB ∈ A tal que AB ⊆ B.

b) Sea D ∈ 〈A〉. Puesto que
⋃
A ⊆

⋃
B, se tiene que D ⊆

⋃
B. Ahora,

sea B ∈ B. Sabemos de la hipótesis que existe AB ∈ A tal que AB ⊆ B.
Dado que D ∈ 〈A〉, tenemos que D ∩ AB 6= ∅. Esto implica que D ∩ B 6= ∅.
Por tanto, D ∈ 〈B〉.

El siguiente resultado es una consecuencia del inciso a) de la Proposicion
4.2.
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Corolario 4.3. Sean (X, τX) un espacio topológico y W ⊆ P (X) tal que
〈W〉 6= ∅. Si U ⊆ X es tal que 〈W〉 ⊆ 〈{U}〉, entonces W ⊆ U para todo
W ∈ W.

Proposición 4.4. Sean (X, τX) un espacio topológico de Hausdorff, O ∈
τFn(X) y A ∈ O. Entonces existe U ∈ Cn(X), tal que A ∈ 〈U〉 ⊆ O y |U| = |A|.

Demostración. Sabemos que existe W ∈ Cn(X) tal que A ∈ 〈W〉 ⊆ O.
Nótese que para cada a ∈ A, existe un único Wa ∈ W tal que a ∈ Wa. Sea
A = {a1, a2, ..., am}. Dado que X es un espacio Hausdorff, para cada i, j ∈
{1, 2, ...,m}, tales que i < j, existen Uij, Vij ∈ τX de modo que ai ∈ Uij, aj ∈

Vij y Uij∩Vij = ∅. Consideremos U1 =
m⋂
j=2

(U1j)∩Wa1 , Um =
m−1⋂
i=1

(Vim)∩Wam y

para i 6= 1,m, sea Ui =
m⋂

j=i+1

(Uij)∩
i−1⋂
k=1

(Vki)∩Wai . Notemos que ai ∈ Ui para

toda i ∈ {1, 2, ...,m}. Sea U = {Ui : i = 1, 2, ...,m}. Obsérvese que Ui ∈ τX
para toda i = 1, 2, ...,m. Por otro lado, sean l, q ∈ {1, 2, 3, ...,m} tales que

l 6= q. Supongamos l < q. Notemos que Ul ∩ Uq ⊆
m⋂

j=l+1

(Ulj) ∩
q−1⋂
k=1

(Vkq) ⊆

Ulq ∩ Vlq = ∅. Esto implica que U ∈ Cn(X) y |U| = |A|. Ahora, dado que
ai ∈ Ui, se tiene que Ui ∩ A 6= ∅ para toda i ∈ {1, 2, ...,m} y A ⊆

⋃
U . Lo

que garantiza que A ∈ 〈U〉. Finalmente, observemos que
⋃
U ⊆

⋃
W y para

cada W ∈ W , existe k ∈ {1, 2, ...,m} tal que ak ∈ W = Wak . Por tanto,
Uak ⊆ Wak = W . De esto y de la Proposición 4.2 se obtiene que 〈U〉 ⊆ 〈W〉,
lo que concluye la demostración.

Proposición 4.5. Sean (X, τX) un espacio topológico. Entonces, X es de
Hausdorff si y solo si Fn(X) es de Hausdorff.

Demostración. ⇒) Sean A,B ∈ Fn(X) tales que A 6= B. Notemos que
|A ∪ B| ≤ 2n. Dado que X es de Hausdorff, de la Proposición 4.4 se tie-
ne que existe W ∈ C2n(X) tal que (A∪B) ∈ 〈W〉 ⊆ 〈{X}〉 y |W| = |A∪B|.
Sean U = {W ∈ W : W ∩ A 6= ∅} y V = {W ∈ W : W ∩ B 6= ∅}. De esta
manera, A ∈ 〈U〉 ∈ β y B ∈ 〈V〉 ∈ β. Veamos que 〈U〉 ∩ 〈V〉 = ∅. Dado
que A 6= B, podemos suponer que existe a ∈ A tal que a /∈ B. Notemos que
a ∈ W para algún W ∈ W . Dado que W ∈ C2n(X) y |W| = |A∪B|, se tiene
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que |W ∩ (A ∪B)| = 1. Por tanto W ∈ U y W /∈ V . Ahora supongamos que
existe D ∈ Fn(X) tal que D ∈ 〈U〉 y D ∈ 〈V〉. Esto implica que D ⊆

⋃
V y

D ∩W 6= ∅. Aśı, W ∩ (
⋃
V) 6= ∅, lo cual es una contradicción. Concluimos

que Fn(X) es un espacio de Hausdorff.

⇐) Sean x, y ∈ X tales que x 6= y. Observemos que {x}, {y} ∈ Fn(X)
y {x} 6= {y}. De suponer que el n-ésimo producto simétrico de X es de
Hausdorff, se tiene que existen O,Q ∈ τFn(X) tales que {x} ∈ O, {y} ∈ Q
y O ∩ Q = ∅. Por lo que existen U ,V ∈ Cn(X) tales que {x} ∈ 〈U} ⊆ O y
{y} ∈ 〈V〉 ⊆ Q. Notemos que x ∈

⋂
U ∈ τX y y ∈

⋂
V ∈ τX . Por otro lado,

si existe z ∈
⋂
U ∩

⋂
V , entonces se deduce que {z} ∈ 〈U〉 ∩ 〈V〉. Esto nos

lleva a que O ∩ Q 6= ∅, lo cual es absurdo. Concluimos que
⋂
U ∩

⋂
V = ∅ y

por tanto, X es un espacio de Hausdorff.

Proposición 4.6. Sean (X, τX) un espacio de Hausdorff y W ∈ [τ ∗X ]<∞.
Entonces 〈W〉 ∈ τFn(X).

Demostración. Sea A ∈ 〈W〉. Sabemos por la Proposición 4.4 que existe
V ∈ Cn(X) tal que A ∈ 〈V〉 y |A| = |V|. Esto implica que para cada a ∈ A,
existe un único Va ∈ V tal que a ∈ Va. Ahora, para cada a ∈ A, sea Wa =
{W ∈ W : a ∈ W}. Notemos que Wa 6= ∅ y |Wa| < ∞ para toda a ∈ A.
Consideremos Ua = (

⋂
Wa) ∩ Va ∈ τX y U = {Ua : a ∈ A}. De esta manera,

A ∈ 〈U〉 ∈ β. Obsérvese que
⋃
U ⊆

⋃
{
⋂
Wa : a ∈ A} ⊆

⋃
W . Por otro lado,

sea W ∈ W . Sabemos que existe a ∈ A tal que a ∈ W . Por tanto, W ∈ Wa.
Dado que Ua ⊆

⋂
Wa ⊆ W , lo anterior y la Proposición 4.2 implican que

〈U〉 ⊆ 〈W〉. Aśı, A ∈ IntFn(X)〈W〉. Esto y la Proposición 1.10 garantizan que
〈W〉 ∈ τFn(X).

Proposición 4.7. Sean (X, τX) un espacio de Hausdorff y W ⊆ X. Se
satisfacen las siguientes proposiciones:
a) W ∈ τX si y sólo si 〈{W}〉 ∈ τFn(X).
b) Si W ∈ τX , entonces W− = {A ∈ Fn(X) : A ∩W 6= ∅} ∈ τFn(X).

Demostración. a) Por la Proposición 4.6 solo basta probar que W es un sub-
conjunto abierto de X, siempre que 〈{W}〉 lo sea en Fn(X). Veremos que
W ⊆ IntXW . Sea z ∈ W . Entonces {z} ∈ 〈{W}〉 ∈ τFn(X). La Proposición
4.4 nos asegura la existencia de V ∈ τX tal que {z} ∈ 〈{V }〉 ⊆ 〈{W}〉. Del
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Corolario 4.3 se sigue que z ∈ V ⊆ W . Concluimos que z ∈ IntXW .

b) Sea W ∈ τX . Notemos que W− = {A ∈ Fn(X) : A ∩ W 6= ∅} =
{A ∈ Fn(X) : A ⊆ X y A ∩W 6= ∅} = 〈{X,W}〉. Esto y la Proposición 4.6
implican que W− ∈ τFn(X).

Lema 4.8. Sean (X, τX) un espacio topológico y A ∈ [P (X)]<∞. Entonces:
a) 〈A〉 ∩ 〈{X \ ClXD}〉 = ∅ para todo D ∈ A.

b) 〈A〉 ∩ (X \
⋃
D∈A

ClXD)− = ∅.

Demostración. a) Sea D ∈ A. Supongamos que existe E ∈ 〈A〉 tal que
E ⊆ X \ClXD ⊆ X \D. Dado que E ∈ 〈A〉, se tiene que E ∩D 6= ∅, lo cual
nos lleva a una contradicción. Por tanto, 〈A〉 ∩ 〈{X \ ClXD}〉 = ∅.

b) Supongamos que existe E ∈ 〈A〉 tal que E ∩ (X \
⋃
D∈A

ClXD) 6= ∅. De

esto, se obtiene que existe e ∈ E tal que e ∈ (X\
⋃
D∈A

ClXD) ⊆ (X\
⋃
D∈A

D) =

(X \
⋃
A). Por otra parte, dado que E ∈ 〈A〉, tenemos que e ∈ E ⊆

⋃
A,

lo cual es una contradicción. Concluimos que 〈A〉 ∩ (X \
⋃
D∈A

ClXD)− = ∅.

Proposición 4.9. Sean (X, τX) un espacio de Hausdorff y A ∈ [P (X)]<∞.
Entonces, ClFn(X)〈A〉 ⊆ 〈{ClXD : D ∈ A}〉. Si |A| ≤ n y ClXC ∩ClXD = ∅
para cualesquiera C,D ∈ A tales que C 6= D, la igualdad se satisface.

Demostración. SeanB ∈ ClFn(X)〈A〉 y b ∈ B. Supongamos que b /∈
⋃
D∈A

ClXD.

De esto y del Corolario 1.13 obtenemos que b ∈ (X \
⋃
D∈A

ClXD) ∈ τX . Aśı,

B ∈ (X\
⋃
D∈A

ClXD)−. De la hipótesis se sigue que 〈A〉∩(X\
⋃
D∈A

ClXD)− 6= ∅,

lo que contradice el Lema 4.8. Por otra parte, si existe D ∈ A tal que
B∩ClXD = ∅, entonces B ⊆ (X\ClXD) ∈ τX . Es decir, B ∈ 〈{X\ClXD}〉 ∈
τFn(X). Dado que B ∈ ClFn(X)〈A〉, se tiene que 〈A〉∩〈{X \ClXD}〉 6= ∅. Esto
contradice al Lema 4.8. Por tanto, B ∩ ClXD 6= ∅ para todo D ∈ A. Con-
cluimos que B ∈ 〈{ClXD : D ∈ A}〉.
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Ahora supongamos que |A| ≤ n y ClXC ∩ ClXD = ∅ para C,D ∈ A
tales que C 6= D. Sean B ∈ 〈{ClXD : D ∈ A}〉 y W ∈ Cn(X) de modo
que |W| = |B| y B ∈ 〈W〉. Notemos que |B| ≥ |{ClXD : D ∈ A}| = |A|.
Con lo que definimos h : W → B una función biyectiva tal que h(W ) ∈ W
y G : B → A una función suprayectiva tal que b ∈ ClXG(b). Observemos
que h(W ) ∈ ClXG(h(W )). Dado que h(W ) ∈ W y W ∈ τX , se tiene que
W ∩G(h(W )) 6= ∅ para todo W ∈ W . Sea eW ∈ W ∩G(h(W )) y E = {eW :
W ∈ W}. Nótese que |E| = |W| ≤ n. Ahora veamos que E ∈ 〈W〉 ∩ 〈A〉.
Sea W ∈ W . Entonces eW ∈ W ∩G(h(W )) ⊆

⋃
W ∩

⋃
A. Observemos que

W ∩E 6= ∅. Aśı E ∈ 〈W〉 Por otro lado, sea D ∈ A. Por ser G suprayectiva,
existe b ∈ B tal queG(b) = D, y por ser h suprayectiva, existeW ∈ W tal que
h(W ) = b. Sabemos que eW ∈ W ∩ G(h(W )). Por tanto, eW ∈ G(h(W )) =
G(b) = D y aśı, D ∩ E 6= ∅. De lo anterior se obtiene que E ∈ 〈A〉. Esto
prueba que B ∈ ClFn(X)〈A〉.

Proposición 4.10. Sean (X, τX) un espacio de Hausdorff y W una familia
finita de subconjuntos cerrados de X. Entonces 〈W〉 es cerrado en Fn(X).

Demostración. Probaremos que ClFn(X)〈W〉 ⊆ 〈W〉. Sean B ∈ ClFn(X)〈W〉,
b ∈ B y U ∈ τX tal que b ∈ U . Notemos que B ∈ U− ∈ τFn(X). Por tanto,
U− ∩ 〈W〉 6= ∅, es decir, existe D ∈ Fn(X) tal que D ∩ U 6= ∅, D ⊆

⋃
W

y D ∩W 6= ∅ para todo W ∈ W . Aśı, ∅ 6= D ∩ U ⊆ (
⋃
W) ∩ U . Esto y el

Corolario 1.13 implican que b ∈ ClX(
⋃
W) =

⋃
{ClXW : W ∈ W} =

⋃
W .

Por otro lado, sea W ∈ W . Supongamos que B ∩ W = ∅. Entonces B ⊆
X \W = X \ ClXW ∈ τX . Por tanto, B ∈ 〈{X \ ClXW}〉 ∈ τFn(X). De esto
y de la hipótesis se tiene que 〈W〉∩ 〈{X \ ClXW}〉 6= ∅, lo que contradice
al Lema 4.8. Por tanto, W ∩ B 6= ∅. Lo anterior demuestra que B ∈ 〈W〉 y
aśı, ClFn(X)〈W〉 = 〈W〉. De la Proposición 1.10, concluimos que 〈W〉 es un
subconjunto cerrado de Fn(X).

4.2. Funciones inducidas al n-ésimo producto

simétrico

Los productos simétricos de dos espacios topológicos nos permiten esta-
blecer correspondencias que dependen de una función entre estos espacios,



60

tal como se muestra enseguida. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos
y f : X → Y una función. Definimos la función inducida al n-ésimo
producto simétrico por f como: fn : Fn(X)→ Fn(Y ) dada por

fn(A) = f(A).

Resulta interesante estudiar la relación que puede existir entre f y fn en
cuanto a pertenecer a una clase de funciones. Aśı que este caṕıtulo esta des-
tinado al análisis sobre dicha relación con las siguientes clases de funciones:
abiertas, inductivamente abiertas, casi abiertas, pseudo abiertas, cociente,
semi abiertas y denso abiertas.

Sean X y Y conjuntos, f : X → Y una función yW ⊆ P (Y ). Denotemos
por f−1[W ] = {f−1[W ] : W ∈ W}.

Proposición 4.11. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos, f : X → Y
una función y W ⊆ P (Y ). Entonces f−1n [〈W〉] = 〈f−1[W ]〉.

Demostración. Tenemos que:

f−1n [〈W〉] = {A ∈ Fn(X) : fn(A) = f(A) ∈ 〈W〉}
= {A ∈ Fn(X) : f(A) ⊆

⋃
W y f(A) ∩W 6= ∅ ∀ W ∈ W}

= {A ∈ Fn(X) : A ⊆ f−1[
⋃
W ] y A ∩ f−1[W ] 6= ∅ ∀ W ∈ W}

= {A ∈ Fn(X) : A ⊆
⋃
f−1[W ] y A ∩ f−1[W ] 6= ∅ ∀ W ∈ W}

= 〈f−1[W ]〉.

Proposición 4.12. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios de Hausdorff, f : X → Y
una función y n ∈ N. Entonces f es continua si y solo si fn es continua.

Demostración. ⇒) Sea V ∈ Cn(Y ). Sabemos que f−1[V ] ∈ τX para todo
V ∈ V . De la Proposición 4.6 se tiene que 〈{f−1[V ] : V ∈ V}〉 ∈ τFn(X). Esto
y la Proposición 4.11 implican que f−1n [〈V〉] ∈ τFn(X). Lo que demuestra que
fn es continua.

⇐) Sea U ∈ τY . Entonces 〈{U}〉 ∈ τFn(Y ). Dado que fn es continua,
de la Proposición 4.11 se sigue que f−1n [〈{U}〉] = 〈{f−1[U ]}〉 ∈ τFn(X). La
Proposición 4.7 implica que f−1[U ] ∈ τX . Concluimos que f es continua.
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Proposición 4.13. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios de Hausdorff, f : X → Y
una función y W ∈ [P (Y )]<∞. Entonces:
a) ClFn(X)f

−1
n [〈W〉] ⊆ 〈{ClXf

−1[W ] : W ∈ W}〉
b) f−1n [ClFn(Y )〈W〉] ⊆ 〈{f−1[ClYW ] : W ∈ W}〉.
Demostración. a) De la Proposición 4.11 se obtiene que ClFn(X)f

−1
n [〈W〉] =

ClFn(X)〈f−1[W ]〉. Esto y la Proposición 4.9 implican que ClFn(X)f
−1
n [〈W〉] ⊆

〈{ClXf
−1[W ] : W ∈ W}〉.

b) De la Proposición 4.9 se sigue que f−1n [ClFn(Y )〈W〉] ⊆ f−1n [〈{ClYW :
W ∈ W}〉]. Esto y la Proposición 4.11 implican que f−1n [ClFn(Y )〈W〉] ⊆
〈{f−1[ClYW ] : W ∈ W}〉.

Proposición 4.14. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios de Hausdorff, f : X → Y
una función, U ⊆ P (X)\{∅} y n ∈ N. Entonces fn(〈U〉) ⊆ 〈{f(U) : U ∈ U}〉.
Si |U| ≤ 2 ó bien, U ∈ Cn(X) tal que f(U)∩f(V ) = ∅ para U, V ∈ U , U 6= V ,
la igualdad se satisface.

Demostración. Sea A ∈ 〈U〉. Dado que A ⊆
⋃
U , tenemos que f(A) ⊆

f(
⋃
U) =

⋃
U∈U

f(U). Por otro lado, sea U ∈ U . Sabemos que A ∩ U 6= ∅. Aśı,

f(A∩U) 6= ∅. Como f(A∩U) ⊆ f(A)∩f(U), concluimos que f(A)∩f(U) 6= ∅.
Lo anterior prueba que fn(〈U〉) ⊆ 〈{f(U) : U ∈ U}〉.

Ahora supongamos que f(U) ∩ f(V ) = ∅ para U, V ∈ U tales que
U 6= V . Sea B ∈ 〈{f(U) : U ∈ U}〉. Dado que {f(U) : U ∈ U} es una
familia de elementos ajenos, se tiene que |B| > |{f(U) : U ∈ U}| = |U|.
Sean G : B −→ U y h : B −→ X funciones tales que G es suprayectiva,
b ∈ f(G(b)) y h(b) ∈ f−1[b] ∩ G(b). Observemos que f ◦ h(b) = f(h(b)) ∈
f(f−1[b] ∩ G(b)) ⊆ f(f−1[b]) ∩ f(G(b)) = {b} ∩ f(G(b)) = {b}, es decir,
f ◦ h|B = id|B. Consideremos A = {h(b) : b ∈ B}. Aśı, |A| = |B| ≤ n y
fn(A) = B. Veremos que A ∈ 〈U〉. Sea b ∈ B. Entonces h(b) ∈ G(b) ⊆

⋃
U

y aśı, A ⊆
⋃
U . Por otro lado, sea U ∈ U . Sabemos que existe b ∈ B tal

que G(b) = U . Dado que h(b) ∈ A y h(b) ∈ f−1[b] ∩ G(b) ⊆ G(b) = U , se
tiene que U ∩ A 6= ∅. De lo anterior obtenemos que B ∈ fn(〈U〉). Por tanto,
〈{f(U) : U ∈ U}〉 ⊆ fn(〈U〉).

Finalmente, supongamos que |U| ≤ 2. Sea U = {U1, U2} y D ∈ Fn(X)
tal que D ∈ 〈{f(U) : U ∈ U}〉. Si |D| ≥ 2, entonces |D| ≥ |U|. Similarmente
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como en el párrafo anterior, se obtiene que 〈{f(U) : U ∈ U}〉 ⊆ fn(〈U〉). Si
|D| = 1, entonces D = {d} para algún d ∈ X. Dado que d ∈ f(Ui) para
i = 1, 2, existe ai ∈ Ui tal que f(ai) = d. Por tanto, A = {a1, a2} ∈ 〈U〉 y
fn(A) = D. Es decir, D ∈ fn(〈U〉). Concluimos que fn(〈U〉) = 〈{f(U) : U ∈
U}〉.

Proposición 4.15. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios de Hausdorff, f : X → Y
una función continua y suprayectiva, B ∈ Fn(Y ) y A ∈ f−1n (B) tal que
|A| = |B|. Si U ∈ Cn(X) es tal que |U| = |A| y A ∈ 〈U〉, entonces existe
V ∈ Cn(X) tal que |A| = |V|, A ∈ 〈V〉 ⊆ 〈U〉 y f(O)∩ f(P ) = ∅ siempre que
O,P ∈ V y O 6= P .

Demostración. Sabemos por la Proposición 4.4 que existeW ∈ Cn(Y ) tal que
B ∈ 〈W〉 ⊆ 〈{X}〉 y |B| = |W|. Para cada U ∈ U , existe un único WU ∈ W
tal que si a ∈ A∩U , entonces f(a) ∈ WU ∩B. Definimos VU = U ∩ f−1[WU ]
para cada U ∈ U y V = {VU : U ∈ U}. Veremos que V cumple las condiciones
deseadas.

Primero, se tiene que |V| = |U| = |A|. Luego, de Proposición 4.2 se sigue
que 〈V〉 ⊆ 〈U〉. Ahora, si a ∈ A, entonces existe U ∈ U tal que a ∈ U
y aśı f(a) ∈ WU , esto implica que a ∈ VU . Concluimos que A ⊆

⋃
V .

Para U ∈ U , sea x ∈ A tal que x ∈ U . Entonces f(x) ∈ WU y de ah́ı
obtenemos que x ∈ VU ∩ A. Aśı, A ∈ 〈V〉. Finalmente, sean O,P ∈ V tales
que O 6= P . Entonces existen U, T ∈ U tales que U 6= T , O = VU y P = VT .
Por lo que f(O) ⊆ WU , f(P ) ⊆ WT y WU ∩ WT = ∅. Esto implica que
f(O) ∩ f(P ) ⊆ WU ∩WT = ∅.

Proposición 4.16. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios topológicos y f : X → Y
una función. Entonces f es suprayectiva si y solo si fn es suprayectiva.

Demostración. ⇒) Sea B ∈ Fn(Y ). Dado que f es suprayectiva, existe
g : B → X función tal que g(b) ∈ f−1[b] para todo b ∈ B. Sea A = {g(b) : b ∈
B}. Notemos que |A| = |B| y fn(A) = {f(g(b)) : b ∈ B} = {b : b ∈ B} = B.
Por lo tanto, fn es suprayectiva.

⇐) Sea y ∈ Y . Dado que {y} ∈ Fn(Y ) y fn es suprayectiva, existe
A ∈ Fn(X) tal que fn(A) = {y}. Por tanto, f(a) = y para todo a ∈ A.
Concluimos que f es suprayectiva.
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4.2.1. Funciones inducidas de funciones abiertas

Teorema 4.17. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios de Hausdorff y f : X → Y
una función continua y suprayectiva. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) La función f es abierta si y solo si f2 es abierta.

b) Si X es un espacio compacto, Y tiene al menos dos puntos no aisla-
dos y fn es una función abierta para algún n ≥ 3, entonces f es un
homeomorfismo.

Demostración. a) ⇒) Sea W ∈ C2(X). De la Proposición 4.14 se sigue que
f2(〈W〉) = 〈{f(W ) : W ∈ W}〉. Dado que f es una función abierta, de la
Proposición 4.6 se sigue que f2(〈W〉) ∈ τF2(X). Concluimos que f2 es abierta.

⇐) Supongamos que f2 es abierta. Sea U ∈ τX . Notemos que 〈{U}〉 ∈
τF2(X). De esto y de la Proposición 4.14 se sigue que f2(〈{U}〉) = 〈{f(U)}〉 ∈
τF2(X). La Proposición 4.7 garantiza que f(U) ∈ τY . Lo que prueba que f es
una función abierta.

b) Sean x1, x2 ∈ X tales que f(x1) = f(x2) = y. Supongamos que x1 6= x2.
Sea z ∈ Y tal que z 6= y y z es un punto no aislado de Y . Por ser f supra-
yectiva, sabemos que existe x3 ∈ X tal que f(x3) = z. Sea n ≥ 3, de la
Proposición 4.4 se tiene que existe U = {Ui : xi ∈ Ui, i = 1, 2, 3} ∈ Cn(X)
tal que {x1, x2, x3} ∈ 〈U〉. De la hipótesis se sigue que {f(xi) : i = 1, 2, 3} =
{y, z} ∈ fn(〈U〉) = IntFn(Y )fn(〈U〉), por lo que existen V,W ∈ τY tales
que V ∩ W = ∅ y {y, z} ∈ 〈{V,W}〉 ⊆ fn(〈U〉). Sin perder generali-
dad, supongamos que y ∈ V y z ∈ W . La Proposición 4.14 garantiza que
〈{V,W}〉 ⊆ 〈{f(Ui) : i = 1, 2, 3}〉. De la Proposición 4.2 inciso a) deducimos
que V ⊆ f(U1) ∩ f(U2) y W ⊆ f(U3). Sean y1 ∈ V y y2, y3, ..., yn−1 ∈ W de
modo que yi 6= yj para todo i 6= j. Note que {yi : i = 1, 2, ..., n} ∈ 〈{V,W}〉,
pero no existe A ∈ 〈U〉 tal que fn(A) = {yi : i = 1, 2, ..., n}, lo cual es una
una contradición. Por tanto x1 = x2, lo que prueba que f es inyectiva. Dado
que f es una función biyectiva de un espacio compacto en un espacio T2,
concluimos que f es un homeomorfismo.

El siguiente ejemplo muestra que existen (X, τX), (Y, τY ) espacios
topológicos y f : X → Y es una función abierta de tal manera que fn
no es una funćıon abierta para n ≥ 3.



64

Ejemplo 4.18. Consideremos a R dotado de la topoloǵıa usual y [0,∞) como
subespacio de R. Definimos f : (R, τR) → ([0,∞), τU) dada por f(x) = |x|.
Veremos que f es abierta y que fn no es abierta para n ≥ 3.

Notemos que f es suprayectiva. Ahora, observemos que si a, b ∈ R tales
que 0 < a < b, entonces f−1[[0, a)] = (−a, a) ∈ τR y f−1[(a, b)] = (a, b) ∪
(−b,−a) ∈ τR. Es decir, la función f es continua.
Por otro lado, sean a, b ∈ R de modo que a < b. Se tiene que:

f [(a, b)] = (a, b) ∈ τU , si 0 ≤ a.

f [(a, b)] = (|b|, |a|) ∈ τU , si b ≤ 0.

f [(a, b)] = [0, |a|) ∈ τU , si a < 0 < b y |a| ≥ |b|.

f [(a, b)] = [0, b) ∈ τU , si a < 0 < b y |a| ≤ |b|.

Esto prueba que f es una función abierta.

Ahora, sean n ∈ N tal que n ≥ 3, I = {k ∈ N : k < n/2} y U =
{(−(k+1),−k) : k ∈ I}∪{(−1, 1)}∪{(k, k+1) : k ∈ I} ∈ Cn(R). Observemos
que {−(k + 1/2), 0, k + 1/2 : k ∈ I} ∈ 〈U〉. Aśı, fn({−(k + 1/2), 0, k + 1/2 :
k ∈ I}) = {0, k + 1/2 : k ∈ I} ∈ fn(〈U〉). Veremos que B = {0, k + 1/2 : k ∈
I} /∈ IntFn([0,∞))fn(〈U〉). Sean ak, bk ∈ R tales que k ∈ I y k+1/2 ∈ (ak, bk) ⊆
(k, k + 1). De esta manera, B ∈ 〈{(ak, bk) : k ∈ I} ∪ {[0, a0)}〉 ∈ τFn([0,∞)).
Para cada k ∈ I elegimos yk ∈ (ak, bk). Sean J = {j ∈ N : j /∈ I y j ≤ n} y
yj ∈ (0, a0) tales que j ∈ J y yi 6= yj si i 6= j. Aśı |{ym : m ∈ I ∪ J}| = n.
Notemos que {ym : m ∈ I ∪ J} ∈ 〈{(ak, bk) : k ∈ I} ∪ {[0, a0)}〉, pero no
existe A ∈ 〈U〉 tal que fn(A) = {ym : m ∈ I ∪ J}. Esto quiere decir que
〈{(ak, bk) : k ∈ I} ∪ [0, a0)〉 6⊆ fn(〈U〉). Concluimos que fn(〈U〉) no es un
subconjunto abierto de [0,∞) y por tanto, fn no es una función abierta.

Observación 4.19. Nótese que 〈{Int[0,∞)f(U) : U ∈ U}〉 = 〈{[0, 1), (k, k +
1) : k ∈ I}〉. Aśı, B ∈ 〈{Int[0,∞)f(U) : U ∈ U}〉. Dado que B /∈ fn(〈U〉),
concluimos que 〈{Int[0,∞)f(U) : U ∈ U}〉 6⊆ fn(〈U〉).

4.2.2. Funciones inducidas de funciones inductivamen-
te abiertas

Lema 4.20. Sean (X, τX) un espacio de Hausdorff, Z ⊆ X y W ∈ [τX ]<n+1.
Entonces 〈W〉 ∩ 〈{Z}〉 = 〈{W ∩ Z : W ∈ W}〉.
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Demostración. Sea A ∈ 〈W〉 ∩ 〈{Z}〉. Entonces A ⊆
⋃
W y A ⊆ Z. Aśı,

A ⊆
⋃
W ∩ Z =

⋃
{W ∩ Z : W ∈ W}. Ahora, sea W ∈ W . Notemos que

A ∩W = (A ∩ Z) ∩W = A ∩ (W ∩ Z). Dado que A ∩W 6= ∅, se tiene que
A∩ (W ∩Z) 6= ∅. Esto prueba que A ∈ 〈{W ∩Z : W ∈ W}}. Por otro lado,
observemos que

⋃
{W ∩ Z : W ∈ W} ⊆

⋃
W y

⋃
{W ∩ Z : W ∈ W} ⊆ Z.

Además, para cada W ∈ W se tiene que W ∩ Z ⊆ W y W ∩ Z ⊆ Z. De
esto y de la Proposición 4.2 obtenemos que 〈{W ∩ Z : W ∈ W}〉 ⊆ 〈W〉 y
〈{W ∩ Z : W ∈ W}〉 ⊆ 〈{Z}〉. Concluimos que 〈W〉 ∩ 〈{Z}〉 = 〈{W ∩ Z :
W ∈ W}〉.

Teorema 4.21. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios de Hausdorff y f : X → Y
una función continua y suprayectiva. Se verifican las siguientes proposiciones:
a) Si f es inductivamente abierta, entonces f2 es inductivamente abierta.
b) Si para algún n ∈ N, se tiene que {Z ⊆ Fn(X) : fn(Z) = Fn(Y ), fn|Z es
abierta y Z ∩F1(X) = F1(

⋃
Z)} 6= ∅, entonces f es inductivamente abierta.

Demostración. a) Sea n = 2. Supongamos que existe Z ⊆ X tal que f(Z) =
Y y f |Z es abierta. Sea Z = 〈{Z}〉 ⊆ F2(X). Notemos que si B ∈ F2(Y ),
existe g : B → Z una función tal que f(g(b)) = b. Aśı, {g(b) : b ∈ B} ∈ Z y
f2({g(b) : b ∈ B}) = B. Esto garantiza que f2(Z) = F2(Y ). Ahora veremos
que f2|Z es abierta. Sean U ∈ C2(X) y O = 〈U〉 ∩ Z ∈ τZ . El Lema 4.20
implica que f2(O) = f2(〈{U ∩Z : U ∈ U}〉). De esto y de la Proposición 4.14
se sigue que f2(O) = 〈{f(U ∩ Z) : U ∈ U}〉. Sabemos que f(U ∩ Z) ∈ τY
para cada U ∈ U . Aśı que la Proposición 4.6 garantiza que f2(O) ∈ τF2(Y ).
Lo anterior demuestra que f2 es inductivamente abierta.

b) Supongamos que existen n ∈ N y Z ⊆ Fn(X) tales que Z ∩ F1(X) =
F1(
⋃
Z), fn(Z) = Fn(Y ) y fn|Z es una función abierta. Sean Z =

⋃
Z y

y ∈ Y . Sabemos que para {y} ∈ Fn(Y ), existe A ∈ Z tal que f(A) = {y}.
En particular, si a ∈ A ⊆

⋃
Z, entonces f(a) = y ∈ f(Z). Esto implica

que f(Z) = Y . Ahora veremos que f |Z es abierta. Sea U ∈ τZ . Entonces
existe W ∈ τX tal que U = W ∩ Z. Sea p ∈ f(U). Tenemos que existe
x ∈ W ∩ Z tal que f(x) = p. Obsérvese que {x} ∈ F1(

⋃
Z). Por tanto,

{x} ∈ 〈{W}〉∩Z ∈ τZ . Aśı, fn({x}) = {p} ∈ IntFn(Y )fn(〈{W}〉∩Z), es decir,
existe V ∈ τY tal que {p} ∈ 〈{V }〉 ⊆ fn(〈{W}〉∩Z). Veremos que V ⊆ f(U).
Sea z ∈ V . Dado que {z} ∈ 〈{V }〉, se tiene que existe D ∈ 〈{W}〉 ∩ Z de
modo que fn(D) = {z}. Por tanto D ⊆ W ∩ (

⋃
Z) = W ∩ Z = U y aśı,

z ∈ f(U). Esto prueba que p ∈ IntY f(U), es decir, f(U) ∈ τY . Concluimos
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que f es inductivamente abierta.

4.2.3. Funciones inducidas de funciones casi abiertas

El siguiente resultado ha sido probado en [1, Teorema 3.2, pág. 103]. En
la demostración se emplea el [1, Lema 2.3, pág. 102], el cual no siempre es
cierto. El ejemplo 4.18 y la Observación 4.19 muestran que existen espa-
cios Hausdorff (X, τX), (Y, τY ), n ∈ N con n ≥ 3 y U ∈ Cn(X) tales que
〈{IntY f(U) : U ∈ U}〉 6⊆ fn(〈U〉), lo que contradice [1, Lema 2.3, pág. 102].
Y por tanto, [1, Teorema 3.2, pág. 103] no garantiza que fn sea una función
casi abierta cuando f lo es.

Teorema 4.22. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios de Hausdorff, f : X → Y
una función continua y suprayectiva y n ∈ N. Entonces f es casi abierta si
solo si fn es casi abierta.

Demostración. ⇒) Sea B ∈ Fn(Y ). De suponer que f es casi abierta y
del Teorema 2.19, se tiene que para cada b ∈ B existe ab ∈ f−1[b] tal
que si O ⊆ Y y ab ∈ IntXf

−1[O], entonces b ∈ IntYO. Consideremos
A = {ab : b ∈ B}. Aśı, A ∈ f−1n [B] y |A| = |B|. Sea O ⊆ Fn(Y ) tal que
A ∈ IntFn(X)f

−1
n [O]. La Proposición 4.4 garantiza la existencia de U ∈ Cn(X)

tal que |U| = |A| y A ∈ 〈U〉 ⊆ f−1n [O]. De esto y de la Proposición 4.15
se sigue que existe V ∈ Cn(X) de modo que |V| = |A|, A ∈ 〈V〉 ⊆ 〈U〉 y
f(O) ∩ f(P ) = ∅ para O,P ∈ V tales que O 6= P . De aqúı se deduce que
V = {Vb : b ∈ B}. Sin perder generalidad, supongamos que para cada b ∈ B,
se tiene que ab ∈ Vb. De esta manera, ab ∈ IntXVb ⊆ IntXf

−1[f(Vb)] y por tan-
to, b ∈ IntY f(Vb) para todo b ∈ B. De esto y de la Proposición 4.6 obtenemos
que B ∈ 〈{IntY f(Vb) : b ∈ B}〉 ∈ τFn(Y ). Luego, de la Proposición 4.2 se tiene
que 〈{IntY f(Vb) : b ∈ B〉} = 〈{IntY f(V ) : V ∈ V〉} ⊆ 〈{f(V ) : V ∈ V}〉.
Finalmente, sabemos que f(U) ∩ f(V ) = ∅ para U, V ∈ V tales que U 6= V .
Por tanto, de la Proposición 4.14, se sigue que fn(〈V〉) = 〈{f(V ) : V ∈ V}〉.
Con lo anterior concluimos que B ∈ 〈{IntY f(V ) : V ∈ V}〉 ⊆ 〈{f(V ) : V ∈
V}〉 = fn(〈V〉) ⊆ fn(〈U〉) ⊆ fn(f−1n [O]) = O, es decir, B ∈ IntFn(Y )O. Del
Teorema 2.19 concluimos que fn es casi abierta.

⇐) Sea y ∈ Y . Tenemos del Teorema 2.19 que para {y} ∈ Fn(Y ),
existe A ∈ f−1n [{y}] tal que si B ⊆ Fn(Y ) y {y} ∈ ClFn(Y )B, entonces
A ∈ ClFn(X)f

−1
n [B]. Sea a ∈ A y B ⊆ Y tal que y ∈ ClYB. Entonces {y} ∈
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〈{ClYB}〉. De la Proposición 4.9 tenemos que 〈{ClYB}〉 = ClFn(Y )〈{B}〉.
Por tanto, A ∈ ClFn(X)f

−1
n [〈{B}〉]. De la Proposición 4.13 se sigue que

A ∈ 〈{ClXf
−1[B]}〉. Por tanto, a ∈ A ⊆ ClXf

−1[B]. Del Teorema 2.19
concluimos que f es una función casi abierta.

4.2.4. Funciones inducidas de funciones pseudo abier-
tas

Teorema 4.23. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios de Hausdorff y f : X → Y
una función continua y suprayectiva. Si n ∈ N y fn es pseudo abierta, en-
tonces f es pseudo abierta.

Demostración. Sea B ⊆ Y . De la hipótesis y del Teorema 2.20 se obtiene
que ClFn(Y )〈{B}〉 = fn(ClFn(X)f

−1
n [〈{B}〉]). De las Proposiciones 4.13 y 4.14

se sigue que ClFn(Y )〈{B}〉 ⊆ fn(〈{ClXf
−1[B]}〉) = 〈{f(ClXf

−1[B])}〉. Dado
que ClFn(Y )〈{B}〉 = 〈{ClYB}〉, de lo anterior obtenemos que 〈{ClYB}〉 =
〈{f(ClXf

−1[B])}〉. Concluimos que ClYB = f(ClXf
−1[B]). Del Teorema 2.20

se obtiene que f es una función pseudo abierta.

4.2.5. Funciones inducidas de funciones cociente

Teorema 4.24. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios de Hausdorff y f : X → Y
una función continua y suprayectiva. Si n ∈ N y fn es cociente, entonces f
es cociente.

Demostración. Sea V ⊆ Y tal que f−1[V ] ∈ τX . Sabemos de las Proposicio-
nes 4.6 y 4.11 que 〈{f−1[V ]}〉 = f−1n [〈{V }〉] ∈ τFn(X). Dado que fn es una
función cociente, se tiene que 〈{V }〉 ∈ τFn(Y ). De la Proposición 4.7 se sigue
que V ∈ τY . Concluimos que f es una función cociente.

Sea (X, τX) un espacio topológico.

1. X es primero numerable si para cada x ∈ X, existe una Base local
numerable de x, es decir, existe βx ⊆ τX a lo más numerable tal que si
x ∈ U ∈ τX , entonces existe B ∈ βx tal que x ∈ B ⊆ U .
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2. X es Fréchet si para todo A ⊆ X;

x ∈ ClXA si y solo si existe {xn}n∈N ⊆ A tal que ĺım
n→∞

xn = x.

3. X es Secuencial si para todo A ⊆ X tal que ClXA \ A 6= ∅, existe
{xn}n∈N ⊆ A y existe x ∈ X \ A tal que ĺım

n→∞
xn = x.

Proposición 4.25. Sea (X, τX) un espacio topológico. Se verifican las
siguientes proposiciones.
a) Si X es primero numerable, entonces Fn(X) es primero numerable.
b) Si X es primero numerable, entonces X es Fréchet.
c) Si X es Fréchet, entonces X es secuencial.

Demostración. a) Sea A ∈ Fn(X). Dado que X es primero numerable, para
cada a ∈ A, existe βa = {Ba

n}n∈N base local para a. Sea a ∈ A y n ∈ N.

Definimos V a
n =

n⋂
i=1

Ba
i . Observemos que a ∈ V a

n+1 ⊆ V a
n ∈ τX para todo

n ∈ N. Sea βA = {〈{V a
n : a ∈ A}〉 : n ∈ N}. De la Proposición 4.6 se tiene

que 〈{V a
n : a ∈ A}〉 ∈ τFn(X) para todo n ∈ N. Sea O ∈ τFn(X) tal que A ∈ O.

Sabemos que existe {Wa : a ∈ A} ∈ Cn(X) tal que A ∈ 〈{Wa : a ∈ A}〉 ⊆ O
y a ∈ Wa para todo a ∈ A. Por tanto, para cada a ∈ A, existe ka ∈ N
tal que Ba

ka
∈ βa y a ∈ Ba

ka
⊆ Wa. Sea k = máx{ka : a ∈ A}. Aśı,

a ∈ V a
k ⊆ V a

ka
⊆ Ba

ka
⊆ Wa para todo a ∈ A. Esto y la Proposicón 4.2

implican que A ∈ 〈{V a
k : a ∈ A}〉 ⊆ 〈{Wa : a ∈ A}〉 ⊆ O. Lo anterior prue-

ba que βA es base local para A. Concluimos que Fn(X) es primero numerable.

b) Sean A ⊆ X y x ∈ ClXA. Dado que X es primero numerable, existe

{Bn}n∈N base local para x. Definimos Vn =
n⋂
i=1

Bi. Nótese que x ∈ Vn+1 ⊆

Vn ∈ τX . Por tanto, Vn ∩ A 6= ∅ para todo n ∈ N. Sea {xn}n∈N tal que
xn ∈ Vn ∩ A. De esta manera, {xn}n∈N ⊆ A. Veamos que ĺım

n→∞
xn = x. Sea

U ∈ τX tal que x ∈ U . Sabemos que existe k ∈ N tal que x ∈ Bk ⊆ U . Dado
que xn ∈ Vn ⊆ Vk ⊆ Bk para todo n ∈ N tal que n ≥ k, se tiene que xn ∈ U
para todo n ≥ k.
Ahora, sea {xn}n∈N ⊆ A tal que ĺım

n→∞
xn = z y W ∈ τX tal que z ∈ W . Se

tiene que existe k ∈ N tal que xn ∈ W para todo n ≥ k. Dado que xn ∈ A,
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concluimos que W ∩ A 6= ∅. Esto prueba que z ∈ ClXA.

c) Sea A ⊆ X tal que ClXA \ A 6= ∅. Por tanto, existe x ∈ ClXA tal que
x /∈ A. Dado que X es un espacio Fréchet, se tiene que existe {xn}n∈N ⊆ A
tal que ĺım

n→∞
xn = x. Concluimos que X es secuencial.

Proposición 4.26. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios de Hausdorff y f : X → Y
una función continua y suprayectiva.
a) Si f es pseudo abierta y X es Fréchet, entonces Y es Fréchet.
b) Si f es cociente y X es secuencial, entonces Y es secuencial.

Demostración. a) Sea A ⊆ Y y y ∈ ClYA. Dado que f es pseudo abier-
ta, del Teorema 2.20 se tiene que ClYA = f(ClXf

−1[A]). Por tanto, existe
x ∈ ClXf

−1[A] tal que f(x) = y. Sabemos que X es Fréchet, por lo que exis-
te {xn}n∈N ⊆ f−1[A] tal que ĺım

n→∞
xn = x. Observemos que {f(xn)}n∈N ⊆ A.

Veamos que ĺım
n→∞

f(xn) = y. Sea V ∈ τY tal que y ∈ V . Nótese que x ∈
f−1[V ] ∈ τX . Por tanto, existe k ∈ N tal que xn ∈ f−1[V ] para todo n ≥ k.
Aśı, f(xn) ∈ V para todo n ≥ k.

Ahora, sea A ⊆ Y de modo que existe (yn)n∈N ⊆ A tal que ĺım
n→∞

yn = y.

Sea V ∈ τY tal que y ∈ V . Por tanto, existe k ∈ N tal que yn ∈ V para todo
n ≥ k. Dado que {yn}n∈N ⊆ A, tenemos que V ∩ A 6= ∅. Lo que prueba que
y ∈ ClYA.

b) Sea A ⊆ Y tal que (ClYA) \ A 6= ∅. Supongamos que (ClXf
−1[A]) \

f−1[A] = ∅. Esto implica que f−1[A] es un subconjunto cerrado de X. Por
tanto, X \ f−1[A] = f−1[Y \ A] ∈ τX . Puesto que f es cociente, se tiene que
Y \A ∈ τY . Aśı, A = ClXA, lo que nos lleva a una contradicción. Por tanto,
(ClXf

−1[A])\f−1[A] 6= ∅. Dado que X es un espacio secuencial, tenemos que
existen {xn}n∈N ⊆ f−1[A] y x ∈ X\f−1[A] = f−1[Y \A] tales que ĺım

n→∞
xn = x.

Nótese que {f(xn)}n∈N ⊆ A y f(x) ∈ Y \A. Veamos que ĺım
n→∞

f(xn) = f(x).

Sea V ∈ τY tal que f(x) ∈ V . Dado que x ∈ f−1[V ] ∈ τX se tiene que existe
k ∈ N tal que xn ∈ f−1[V ] para todo n ≥ k. Aśı, f(xn) ∈ V para todo n ≥ k.

Proposición 4.27. Sean (X, τX) un espacio topológico secuencial y A un
subconjunto cerrado de X. Entonces A es secuencial.
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Demostración. Sea D ⊆ A tal que (ClAD) \ D 6= ∅. Sabemos que ClAD =
A ∩ ClXD. Por tanto, (ClXD) \ D 6= ∅. Se tiene que X es secuencial, por
lo que existe {xn}n∈N ⊆ D y x ∈ X \ D tal que ĺım

n→∞
xn = x. Veamos que

x ∈ A = ClXA. Sea U ∈ τX tal que x ∈ U , por lo que existe k ∈ N tal que
xn ∈ U para todo n ≥ k. Dado que {xn}n∈N ⊆ D y D ⊆ A, tenemos que
U ∩ A 6= ∅. Por tanto, x ∈ A \D. Esto prueba que {xn}n∈N converge a x en
A. Concluimos que A es secuencial.

Proposición 4.28. Sean n ∈ N\{1}, (X, τX) un espacio topológico y A,B ⊆
X tales que A∩B = ∅. Entonces 〈{A,B}〉∩F2(X) es homeomorfo a A×B. Si
A,B son subconjuntos cerrados de X, entonces 〈{A,B}〉 ∩F2(X) es cerrado
en Fn(X).

Demostración. Sea g : A × B → 〈{A,B}〉 ∩ F2(X) definida por g((a, b)) =
{a, b}. Notemos que |D| = 2 para todo D ∈ 〈{A,B}〉∩F2(X). Sea {d1, d2} ∈
〈{A,B}〉 ∩ F2(X). Dado que A ∩ B = ∅, podemos suponer que d1 ∈ A y
d2 ∈ B y aśı (d1, d2) ∈ A×B. Por tanto, g es una función suprayectiva. Por
otro lado, sean (a, b), (c, d) ∈ A × B tales que g((a, b)) = g((c, d)), es decir,
{a, b} = {c, d}. Si a = d, entonces a ∈ B, es decir A ∩ B 6= ∅, lo que nos
lleva a una contradicción. Por tanto a = c y b = d y aśı, (a, b) = (c, d). Esto
prueba que g es inyectiva

Afirmación 4.29. Si ∅ 6= U ⊆ A y ∅ 6= V ⊆ B, entonces g−1[〈{U, V }〉 ∩
〈{A,B}〉 ∩ F2(X)] = U × V .

Demostración. Notemos que U ∩ V = ∅. Sea (d1, d2) ∈ g−1[〈{U, V }〉 ∩
〈{A,B}〉 ∩ F2(X)] ⊆ A × B. Entonces g((d1, d2)) = {d1, d2} ∈ 〈{U, V }〉 ∩
〈{A,B}〉 ∩ F2(X). Dado que d1 ∈ A y V ⊆ B, necesariamente se tiene
que d1 ∈ U . Por tanto, (d1, d2) ∈ U × V . Por otro lado, de la Proposi-
ción 4.2 tenemos que 〈{U, V }〉 ⊆ 〈{A,B}〉. Sea (d1, d2) ∈ U × V . Entonces
d1 ∈ U y d2 ∈ V . Aśı g(d1, d2) ∈ 〈{U, V }〉 ⊆ 〈{A,B}〉 ∩ F2(X). Por tanto,
(d1, d2) ∈ g−1[〈{U, V }〉 ∩ F2(X)] = g−1[〈{U, V }〉 ∩ 〈{A,B}〉 ∩ F2(X)]. De lo
anterior obtenemos que g−1[〈{U, V }〉 ∩ 〈{A,B}〉 ∩ F2(X)] = U × V .

Ahora, sean W ∈ Cn(X) y O = 〈W〉 ∩ 〈{A,B}〉 ∩ F2(X) ∈ τ〈{A,B}〉∩F2(X).
Nótese que O = ∅, si |W| ≥ 3. Por tanto,W = {W1,W2}, donde W1 = W2 es
posible. Sea (d1, d2) ∈ g−1[O]. Entonces g((d1, d2)) = {d1, d2} ∈ 〈{W1,W2}〉∩
〈{A,B}〉 ∩ F2(X). Dado que (d1, d2) ∈ A × B y {d1, d2} ∈ 〈{W1,W2}〉, sin



71

perder generalidad, concluimos que d1 ∈ W1 ∩ A y d2 ∈ W2 ∩ B. Por tanto,
{d1, d2} ∈ 〈{W1∩A,W2∩B}〉∩〈{A,B}〉∩F2(X). De la Afirmación 4.29 obte-
nemos que (d1, d2) ∈ g−1[〈{W1∩A,W2∩B}〉∩〈{A,B}〉∩F2(X)] = (W1∩A)×
(W2 ×B) ∈ τA×B. De la Proposićıon 4.2 se tiene que 〈{W1 ∩A,W2 ∩B}〉 ⊆
〈{W1,W2}〉. Por tanto, (d1, d2) ∈ (W1∩A)× (W2∩B) = g−1[〈{W1∩A,W2∩
B}〉 ∩ 〈{A,B}〉 ∩ F2(X)] ⊆ g−1[〈{W1,W2}〉 ∩ 〈{A,B}〉 ∩ F2(X)] = g−1[O].
Es decir, (d1, d2) ∈ IntA×Bg

−1[O]. Esto prueba que g es continua.

Ahora sea U ∈ τ ∗A y V ∈ τ ∗B. De la Afirmación 4.29 se sigue que g(U×V ) =
g(g−1[〈{U, V }〉]∩〈{A,B}〉∩F2(X)]). Dado que g es suprayectiva concluimos
que g(U ×V ) = 〈{U, V }〉∩ 〈{A,B}〉∩F2(X) ∈ τ〈{A,B}〉∩F2(X). Lo que prueba
que g es una función abierta.

Finalmente, supongamos además que A y B son subconjuntos cerrados de
X. De la Proposición 4.10 se tiene que 〈{A,B}〉 es un subconjunto cerrado
de Fn(X). Por otro lado, notemos que 〈{A,B}〉2 ⊆ 〈{A,B}〉∩F2(X). Ahora,
si D ∈ 〈{A,B}〉 ∩F2(X), entonces |D| = 2. Aśı, D ∈ 〈{A,B}〉2. Concluimos
que 〈{A,B}〉2 = 〈{A,B}〉 ∩ F2(X). Dado que F2(X) es cerrado en Fn(X),
obtenemos que 〈{A,B}〉2 = F2(X) ∩ 〈{A,B}〉 es un subconjunto cerrado de
Fn(X).
De lo anterior y del Teorema 1.18 se concluye que g es un homeomorfismo.

El siguiente ejemplo muestra que el rećıproco del Terorema 4.23 y del
Teorema 4.24 no siempre se satisfacen.

Ejemplo 4.30. Consideremos X1 = {0} ∪ {1/n : n ∈ N} y X2 = X1 × N
como subespacios de R y de R2 respectivamente. Sea Y2 = {(1/n,m/n) :
n,m ∈ N} ∪ {(0, 0)}. Definimos g : X2 → Y2 dada por g(x, y) = (x, xy).
Dotemos a Y2 con la topoloǵıa cociente determinada por la función g.
Sean X = X1

⊕
X2, Y = X1

⊕
Y2 y f : X → Y definida por:

f(x) =

{
x, si x ∈ X1

g(x), si x ∈ X2

Veremos que f es pseudo abierta y que fn no es una función cociente.

Sabemos que g es una función pseudo abierta (Ver ejemplo 2.10). Dado
que f |X1 coincide con la función identidad sobre X1, del Teorema 3.10 se
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obtiene que f es pseudo abierta. En seguida veremos que X es un espacio
primero numerable. Observe que para cada k ∈ N y para cada l ∈ N se tiene
que {1/k}, {(1/k, l)} ∈ τX . Por tanto, dichos subconjuntos son bases locales
numerables de 1/k y (1/k, l) respectivamente. Ahora, sea β0 = {{0} ∪ {1/k :
k ≥ n}}n∈N ⊆ τX y para cada m ∈ N sea β(0,m) = {{(0,m)} ∪ {(1/k,m) :
k ≥ n}}n∈N ⊆ τX . De esta manera, β0 y β(0,m) son bases locales numerables
de 0 y (0,m) respectivamente. De la Proposición 4.25 se obtiene que Fn(X)
es un espacio secuencial. Sea n ∈ N. Supongamos que fn : Fn(X) → Fn(Y )
es una función cociente. Esto y la Proposición 4.26 implican que Fn(Y ) es
un espacio secuencial.

Por otro lado, veamos que (X1, τX1) × (Y2, τY2) no es un espacio secuen-
cial. Consideremos A = {(1/n, (1/n, 1)) : n ∈ N} ⊆ X1 × Y2 (Ver Figura
4.2.5). Nótese que si n,m ∈ N con n 6= m, se tiene que (1/n, (1/n,m/n)) ∈
{(1/n, (1/n,m/n))} ∈ τX1×Y2 , pero {(1/n, (1/n,m/n))}∩A = ∅. Ahora, sean
n0,m0 ∈ N. Observemos que (0, (1/n0,m0/n0)) ∈ ({0} ∪ {1/k : k > n0}) ×
{(1/n0,m0/n0)} ∈ τX1×Y2 . Dado que 1/k < 1/n0 para todo k > n0, se tiene
que [({0}∪{1/k : k > n0})×{(1/n0,m0/n0)}]∩A = ∅. Finalmente, sea n ∈ N.
Tenemos que g−1[Y2 \ {(1/n, 1)}] = g−1[Y2 \ {(1/n, n/n)}] = X2 \ {(1/n, n)}.
Dicho subconjunto es abierto en X2. Dado que Y2 esta dotado con la to-
poloǵıa cociente, se tiene que (Y2 \ {(1/n, 1)}) ∈ τY2 . Aśı, (1/n, (0, 0)) ∈
({1/n} × (Y2 \ {(1/n, 1)})) ∈ τX1×Y2 , pero dicho conjunto tiene intersección
vaćıa con A. Los puntos descritos anteriormente no pertenecen a la cerradu-
ra del subconjunto A en X1 × Y2. Veremos que (0, (0, 0)) ∈ ClX1×Y2A. Sean
l ∈ N y O ∈ τY2 tales que (0, (0, 0)) ∈ ({0} ∪ {1/n : n ≥ l}) × O ∈ τX1×Y2 .
La Afirmación 2.11 garantiza la existencia de una sucesión {sk}k∈N ⊆ N tal
que (0, (0, 0)) ∈ ({0} ∪ {1/n : n ≥ l})× ({(0, 0)} ∪ {(1/n, k/n) : n ≥ sk}) ⊆
({0} ∪ {1/n : n ≥ l}) × O. Sea k0 ∈ N tal que k0 ≥ l y w = máx{k0, sk0}.
De esta manera, (1/w, (1/w,w/w)) = (1/w, (1/w, 1)) ∈ [({0} ∪ {1/n : n ≥
l})×({(0, 0)}∪{(1/n, k/n) : n ≥ sk})]∩A. Concluimos que (ClX1×Y2A)\A =
{(0, (0, 0))}. Ahora, sea U = {(0, 0)} ∪ {(1/n, k/n) : k ∈ N y n ≥ k + 1}.
Observemos que g−1[U ] = g−1[{(0, 0)} ∪ {(1/n, k/n) : k ∈ N y n ≥ k+ 1}] =
{(0, k) : k ∈ N} ∪ {(1/n, k) : k ∈ N y n ≥ k + 1} ∈ τX2 . Es decir, U ∈ τY2 .
Se tiene que (0, (0, 0)) ∈ X1 × U ∈ τX1×Y2 , pero dicho subconjunto tiene
intersección vaćıa con A. Esto prueba que existen subconjuntos abiertos de
X1 × Y2 que dejan fuera a todos los elementos de A y por tanto a todos los
elementos de cualquier suseción contenida en A. Lo que quiere decir que no
existe {(si, ti)}i∈N ⊆ A tal que ĺım(si, ti) = (0, (0, 0)). Con lo que se tiene que
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Figura 4.1:

(X1, τX1)× (Y2, τY2) no puede ser secuencial.

De la Proposición 4.28 se tiene que 〈{(X1, τX1), (Y2, τY2)}〉 ∩ F2(Y ) es un
subconjunto cerrado de Fn(Y ) homeomorfo a (X1, τX1)× (Y2, τY2). Esto y la
Proposición 4.27 implican que Fn(Y ) es no secuencial, lo que nos lleva a una
contradicción. Por lo tanto, fn no es cociente.

Observación 4.31. El ejemplo 4.30 muestra que:

a) Si (X, τX), (Y, τY ) son espacios topológicos y f : X → Y es una fun-
ción pseudo abierta, entonces no necesariamente se satisface que fn sea
pseudo abierta.

b) Si (X, τX), (Y, τY ) son espacios topológicos y f : X → Y es una función
cociente, entonces no necesariamente se satisface que fn sea cociente.

4.2.6. Funciones inducidas de funciones semi abiertas

Teorema 4.32. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios de Hausdorff y f : X → Y
una función continua y suprayectiva. Si n ∈ N y fn es semi abierta, entonces
f es semi abierta.

Demostración. Sea B ⊆ Y tal que ClYB = Y . Notemos que 〈{ClYB}〉 =
〈{Y }〉 = Fn(Y ). Sabemos de la Proposición 4.9 que 〈{ClYB}〉 = ClFn(Y )〈{B}〉.
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De lo anterior y del Teorema 2.24 se obtiene que ClFn(X)f
−1
n [〈{B}〉] = Fn(X).

Esto y la Proposición 4.13 implican que Fn(X) = 〈{X}〉 ⊆ 〈{ClXf
−1[B]}〉.

Por tanto, ClXf
−1[B] = X, es decir, f−1[B] es un subconjunto denso de X.

Del Teorema 2.24 se concluye que f es semi abierta.

El rećıproco del Teorema 4.32 se prueba en [3, Teorema 10.1, pág. 509], en
cuya demostración se asegura que 〈{IntY f(U) : U ∈ U}〉 ⊆ fn(〈U〉), lo cual
ya vimos que no siempre es cierto (Ver Ejemplo 4.18 y Observación 4.19).
Aśı que [3, Teorema 10.1, pág. 509] no garantiza que fn sea semi abierta.

Proposición 4.33. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios de Hausdorff, f : X → Y
una función continua y suprayectiva y n ∈ N. Si f(U) ∩ f(V ) = ∅ para todo
U, V ∈ τX tal que U ∩ V = ∅, entonces, f es semi abierta si y solo si fn es
semi abierta.

La demostración se sigue del Teorema 4.32, y de las Proposiciones 4.2,
4.14 y 4.6.

4.2.7. Funciones inducidas de funciones denso abiertas

Teorema 4.34. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios de Hausdorff y f : X → Y
una función continua y suprayectiva. Si n ∈ N y fn es denso abierta, entonces
f es denso abierta.

Demostración. Sea W ∈ τY . Dado que 〈{W}〉 ∈ τFn(Y ), del Teorema 2.26 y de
la Proposición 4.9 se sigue que ClFn(X)f

−1
n [〈{W}〉] = f−1n [ClFn(Y )〈{W}〉] =

f−1n [〈{ClYW}〉]. De esta igualdad y de la Proposición 4.11 obtenemos que
ClFn(X)〈{f−1[W ]}〉 = 〈{f−1[ClYW ]}〉. Por otro lado, de la Proposición 4.9
se tiene que ClFn(X)〈{f−1[W ]〉〉 = 〈{ClXf

−1[W ]}〉. Aśı, 〈{ClXf
−1[W ]}〉 =

〈{f−1[ClYW ]}〉 y por tanto, ClXf
−1[W ] = f−1[ClYW ]. Del Teorema 2.26

concluimos que f es denso abierta.
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