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INTRODUCCION

En los cursos basicos de licenciatura se estudian algunos métodos de derivacion
e integracion. Hemos expresado a las primeras derivadas como flz,’: , donde a n lo
hemos tomado como un niimero natural. También se clasifican y resuelven ecuaciones
diferenciales ordinarias donde involucrabamos un operador ordinario % aplicado a una

funcion, y buscando las soluciones de ésta.

Ahora plantearemos estas preguntas: ;Qué significado tendria le—f donde n es una
fraccién? Mas aun, ;tendria sentido pensar algo como gui’ —y = f(x), donde v es una
X

fraccion? Como podemos ver, esto ya incluye un operador que llamaremos fraccionario.
Para esto, usaremos un poco de la teoria que se ha ido desarrollando, utilizando algunos
conceptos a los que nos referiremos como calculo fraccionario.

Nos enfocaremos principalmente en ecuaciones diferenciales fraccionarias lineales,
para las cuales trataremos de buscar métodos para encontrar las soluciones. Se realizaran
observaciones y desarrollos andlogos a la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias,
involucrando operadores fraccionarios. Usaremos algunas funciones que llamaremos
funciones no elementales, las cuales nos permitiran resolver las ecuaciones diferenciales
al establecer soluciones con éstas.

En el Capitulo 1 veremos algunas funciones especiales, las cuales nos ayudaran a
complementar esta teoria, ya que después las funciones elementales que todos conocemos
no nos seran suficientes para ir desarrollando mas métodos para resolver las ecuaciones
diferenciales fraccionarias.

La teoria del célculo fraccionario la abordaremos en los Capitulos 2 y 3. Prestaremos
atencion a las derivadas de Riemann-Liouville, en la cual a partir de ésta desarrollaremos
la teoria y pondremos algunos ejemplos.

Finalmente, en el Capitulo 4 abordaremos el enfoque desarrollando ecuaciones
diferenciales fraccionarias lineales. Usaremos las funciones vistas en el capitulo 1
para resolver estas ecuaciones utilizando la técnica de la transformada de Laplace.
Encontraremos un conjunto de soluciones linealmente independientes para las ecuaciones
de tipo homogéneo, introduciremos algunos conceptos de la teoria de EDO como
la funcion de Green, y también colocaremos un método involucrando ecuaciones
diferenciales ordinarias.
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Capitulo 1

LA INTEGRAL FRACCIONAL DE
RIEMANN-LIOUVILLE

1.1. DEFINICIONES PRELIMINARES

En este capitulo presentaremos un niimero de funciones que se han encontrado ttiles en
el estudio del calculo fraccional. La funcién més usada y la que podriamos considerar base
es la funciéon gamma, la cual generaliza al factorial, y es usada en muchas ocasiones en
integracion y diferenciacion fraccional. También varias de estas funciones surgen al derivar
e integrar en un orden fraccional algunas funciones estandar, y también las usaremos para
resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias.

1.1.1. FUNCION GAMMA

La interpretacion mas basica de la funcién gamma es simplemente la generalizacién del
factorial para todos los ntimeros reales. Se define de la siguiente forma.

Definicién 1.1. La funciéon gamma se define para todo nimero positivo x de la
siguiente forma

['(x) = /OO t" et dt.
0

A continuaciéon daremos algunas propiedades de ésta funcién que nos seran de utilidad.
Inmediatamente podemos ver que integrando por partes se tiene que

I(z+1) =al'(z). (1.1)
Si n es un entero, entonces
Fz+n)l'(—z—n+1)=(—1)"T'(x)'(1 —x). (1.2)
Ahora, si n es un entero positivo, entonces
Fn+1)=nl'(n)=nn—1)I'n—1)=n(n—-1)(n—2)I'(n —2)

n(n—1)(n—2)---(3)(2)(1) =nl.
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Asi, vemos que
F(n+1)=nl (1.3)

Entonces, por ejemplo, podemos escribir el coeficiente binomial dados =z e y no
necesariamente enteros positivos como

_ (1 —
( x) - (1-2) . (1.4)
y Fly+ 1)1 -z —y)
Si en particular, si y es un entero no negativo, digamos n, usando (1.2) vemos que

(—x) _ M=z _ peletn) (_1)n<f e 1), (1.5)

n n!l'(1 —x —n) n!l'(z) n

Ademas, podemos ver que I'(1) = 1.

Varias de las funciones que frecuentemente surgen del estudio del calculo fraccional se
relacionan con la funcién gamma incompleta.

Definicién 1.2. La funcién gamma incompleta es una funcion estrechamente
relacionada con la anterior y estd definida como

1 t
* 1) = v—1 —:rd
v (Ua ) F(U)tv /0 T € L

con v > 0.

1.1.2. FUNCION BETA

Al igual que la funciéon gamma, la funcion beta se define como una integral definida de
la siguiente manera.

Definicion 1.3. Sean x, y nimeros reales positivos. La funcion beta se define como
1
B(z,y) = / "1 — )yt dt.
0

Esta es una funcién simétrica de ambos argumentos, es decir, B(z,y) = B(y,z). La
funcién beta también puede ser definida en términos de la funcién gamma (véase [1])

B(z,y) = (1.6)

También consideraremos la funcion beta incompleta B, (z,y). Esta es definida para z > 0,
y>0y0<qg<1como

B I
q(x,y)— 0 ( ) .
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1.1.3. FUNCION DE MITTAG-LEFFLER

Esta funcién es una generalizacion directa de la funcién exponencial e*, y juega un papel
importante en el calculo fraccional. Las representaciones de uno y dos parametros de la
funcion Mittag-Leffler se pueden definir en términos de una serie de potencias como

00 J]k
00 fL’k
Ea”g(flf) = %m, o > O, B > 0. (18)

La serie definida por (1.8) da una generalizacién de (1.7), con § = 1.

En el caso de que a y [ son reales positivos, la serie (1.8) converge y es analitica
para todo z real (véase [3], [4]).

1.1.4. FUNCION DE MILLER-ROSS

La funcién E,(v,a) de Miller-Ross surge cuando se encuentra la integral fraccional de
una exponencial e*”, como se vera mas adelante.

Definicion 1.4. La funcion de Miller-Ross estd dada de la siguiente forma (véase [2,

p, 68])
By (v,a) = x’;)m (1.9)

con a, v Yy xr numeros reales.

También podemos escribir
E.(v,a) = 2" E} y41(ax)

Con lo que si v > —1, la serie del lado derecho de la ecuacién (1.9) converge y es analitica
para todo x real.

Pero si v no es un entero no negativo tal que v < —1, entonces la funcion E,(v,a)
converge y es analitica para todo x real, como se puede ver en [13, p. 89,90,94].

Esta funcion estd estrechamente relacionada con la funcién gamma incompleta de

la siguiente forma
E.(v,a) = 2" v*(v, ax). (1.10)

Con lo que para v > 0, podemos obtener su forma integral de la siguiente forma

1VedT T
Ex ’ — / v—1_—ay d ’
(v,a) T o V¢

asi N
E.(v,a) = —/ y @) dy. (1.11)
0
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Esta funcion tiene las siguientes propiedades, (véase [7])
E.(0,a) = e, (1.12)

Ey(v,a) =0, v > 0. (1.13)

1.2. DEFINICION DE LA INTEGRAL
FRACCIONAL

Empezaremos a trazar el camino para entender y construir las definiciones de una derivada
de orden fraccionario y negativo, o como lo llamaremos aqui, una integral de orden
fraccionario. Primero empezaremos con un resultado que nos servird mas adelante.

Lema 1.1. Sea G(z,y) una funcion continua y acotada en [c,b] X [¢,b], donde b > z,

entonces
/ / (x1,y)dydx, = / / (x1,y) dzy dy. (1.14)

Demostracion. De la integral del lado izquierdo de la igualdad, se puede notar que ¢ <
r1 <zxyc<y<ux. Partiendo de ambas desigualdades, se tiene que ¢ < y < x; < x, de
donde ¢ < y < x. Teniendo esto, del teorema de Fubini, dado que G es continua, podemos
cambiar los ordenes de integracién, obteniendo la igualdad buscada. O

Partiendo del teorema fundamental del cdlculo, vemos que si tenemos una funcién f(x)
continua en un intervalo y si consideramos la funciéon

Fa)= [ ) dy.

entonces la derivada de F(x) es f(z). Con esto podemos ver que la derivada e integral
son operadores inversos. Asi, en base a lo anterior, podemos inferir una notacién como

sigue:
d=1f e

Para n = 2, podemos repetir este proceso

et [ ([ r0)
_/ / y) dy dt.

Asi, podemos considerar la siguiente integral !

/ / / /‘T” 1 N dl’g d%g diCl. (115)
l’ — C

'En algunos libros se usa la notacién: # =.D;"f(x)
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Para nuestros propésitos, la funcién f la asumiremos continua en el intervalo [c, b] donde
b> .

A partir del lema 1.1, haciendo G(z,y) = f(y), podemos escribir lo anterior de la
siguiente forma

/ / y) dy dry = /Cx/:f(y)dxldy:/j(fc—y)f(y)dy

d(x —c) // f(y) dy dzs,

d2f -
dw—o 2 /c (z —y)f(y)dy. (1.16)

Con lo que hemos reducido una integral doble a una integral simple. Si n = 3 tenemos

que
T
:/c (/C /C f(y) dydx2>d:c1.

Aplicando el lema 1.1 y (1.16) tenemos que

rer =y (/”“/“ﬂ ) dy )

(x1—y)f )dy> day

LU
/ /y y) d, dy
/

Pero

asi

v (x — y

Iterando n veces llegamos a que

T =

o Y (1.17)
- (n—l)'/ (z—y)" ' f(y) dy
Usando (1.3), entonces
d(:vd:nf)" N r(ln) /j(” —y)" f(y)dy. (1.18)

El lado derecho de la ultima expresién tiene sentido para cualquier numero ¢ positivo.

Asi llamamos a . N
q—1
() / (z—y)" fly)dy (1.19)
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con ¢ > 0, la integral fraccional de f de orden gq.

Se debe tener cuidado en el uso de la equivalencia

arf _d'f

dlx —c)»  da"

con 6rdenes negativos, porque, por supuesto,
ar"f
d(x —c)™

d-"f

dx—"

.

en general.

Cabe destacar que para nuestros propésitos, usaremos la expresién (1.19) cuando
c = 0, ademas de ser la versiéon més utilizada. Méas adelante daremos algunos ejemplos
cuando ¢ # 0. Con esto podemos establecer la siguiente definicion.

Definicién 1.5. Sea g > 0, y sea f una funcion continua a trozos en (0, 00) e integrable en
cualquier subintervalo finito de [0, 00). Entonces para x > 0 definimos y denotamos como
la integral fraccional de Riemann-Liouville (IF') de f de orden q a la siguiente
erpresion

da-if 1

i = Ty T )y (1.20)

Denotaremos por C' a la clase de funciones con las caracteristicas descritas en la definicién.
Observacién: También se suele denotar a la IF como D~ 7f(z).

Primero empezaremos viendo la propiedad de linealidad de la IF.

Proposiciéon 1.1. Sean f y g funciones de clase C' y a un nimero real. Dado q > 0,

entonces e i P
. g
d]f_q [(lf(x) + g(fﬂ)] - adx_q + dx_q .

Demostracion. De la definiciéon 1.5 tenemos que

el @)+ 9] = s [ e =9 s ) + )] dy
= 5 [ oo =0 W) + @ =0 gy

Usando la linealidad de la integral vemos que

1
I'(q I'(q) Jo
_ 4 g
o dre dx—e

) /Om ale —y) 7 () + (z—y)" gly) dy = o /m(w —y) T fy) dy + F(lq) /Oz(x — )" gly) dy
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1.3. ALGUNOS EJEMPLOS

Vamos a calcular la IF de algunas funciones elementales, que nos servirdn a lo largo de
esto.

Ejemplo 1.1. Sea f(x) = 2 con a > —1. Entonces para x >0 y g > 0 tenemos que:

d-1f 1 z 1
— o [y dy

dz=1  T'(q)
1 z Y
- _ = 1_7q—1q—1ad‘
g O ey
Haciendo un cambio de variable con y = xu llegamos a
daf 1

1 T(g) /036(1 — )" 2 (u) 2 du

1 e [* .
:—x“q/ w1 — ) tdu
I'(q) o V)

]' -+
=—2a"""Bla+1,q),
" Bletha

donde B es la funcion beta definida en el capitulo anterior, y usando (1.6) llegamos a

atf 1 T+ 1) .,
de=e T(¢Tlat+q+1)"

con lo que

d-1f Ila+1) g
= ard, 1.21
dz=1  T(a+q+ 1)x (121)

Ejemplo 1.2. Podemos obtener la IF de una constante K de orden q, de la forma
siguiente: Si f(x) = K, de la definicion 1.5

d-if 1 x o1
= — — Kd
K T
= —— — )t dy.
Q) /0 (z —y)* dy
Haciendo un cambio de variable con y = x — u llegamos a
d-if K r® .
= — d
dz=1  T(q) /0 (@) "
_ K
I'(q) ¢
K
— l’q7
qL'(q)
por tanto
d-if K .
= xf.
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Ejemplo 1.3. Supongamos ahora f(x) = e*, donde a es una constante. De la definicion

tenemos: i .
= — Y — ) W dy.
do-1 ~ T(q) /0 (z—y)" e dy

Hacemos un cambio de variable w = x — y, lo que nos permite obtener

d—*f 1 Y a—1 a(z—w)
— a\r—w d
dx— F(q)/o we v
ea

: wite™ ™ duw,
I'(q) /0

notemos que tenemos una integral en términos de la funcion de Miller-Ross descrita en
(1.10), por lo que podemos escribir

d-if

— 1.4 0T .k
s~ Ve (g, a) (1.22)
= FE.(q,a).
Ejemplo 1.4. Ahora, sea f(x) = cosaz. De la definicion
d-if 1 gz a1
= —— — d
d1 (g /0 (x —y)*" cosaydy,
hacemos un cambio de variable w = x — y, lo que nos permite obtener
d—1? 1 e
dx_]‘j - F(q)/o wi™t cosa(r — w) dw.
Podemos escribir esta integral de la siguiente forma
d? 1 T
dx—]; = F(q)/o wi™ "t cosa(r — w) dw = Cy(q, a). (1.23)
A esta ultima expresion nos referiremos como Coseno Generalizado. [2, p. 71]
Para f(x) = sinz, haciendo un procedimiento andlogo obtenemos que
d—1 1 T
da:J; = F(q)/o wi™t cosa(r — w) dw = S,(q, a). (1.24)

A esta altima expresion nos referiremos como Seno Generalizado. [2, p. 71]

Para calcular explicitamente la IF de una funciéon f depende con frecuencia de realizar
la integral (1.20). Sin embargo, debido a la naturaleza del ntcleo (z — y)?!, es posible
desarrollar ciertas técnicas analiticas que nos permiten calcular la IF de una gran clase
de funciones con un minimo esfuerzo. Veremos una de esas técnicas ahora.

El siguiente procedimiento nos permitirda expresar la IF de z multiplicada por una
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funciéon f(x) en términos de integrales Riemann-Liouville de f, esto es, si f es de clase
C, si g(x) = zf(x), entonces

d~g 1 x g—1
e ) /0 (z —y)" g(y) dy
1 ® q—1
:F(q)/o(x—y) yf(y)dy
1 x q—1
:F(q)/o (z—y)" Nz — (z—v)f(y)dy
1

=g o w0 = s [ a0 b

T

T 1 q T q
= i b @y = s [ ) ay

= g b A= g [ )y

con lo que obtenemos

d~9g  dif d-atD g
dz—1  “dz-1 Ldp-@n (1.25)

Ejemplo 1.5. Si f(z) = e*, de la ecuacion (1.22) sabemos que

d-if
dr—1 = Ex(Qaa)
con lo que, si g(x) = xe™
T By (q.0) — qEu(g + 1,0) (1.26)
dx_q =T x q7a’ q x q ,CL . .

Ahora daremos algunos ejemplos de IF cuando el limite inferior de integracién no
es necesariamente cero. Este tipo de IF las denotaremos como %. Consideremos
entonces
d—Qf 1 T 1
= r—y) d
o5 = g @ v W)y

con g > 0,0 < ¢ < xydonde f es una funcién de clase C'. Haciendo un cambio de
variable y = z(1 — t) llegamos a

r—c
T

d-if 1
d(z—c)=1  T(q)

0

1

i qlql —
F( / xxd™ 7 f(r —tx) dt
o

w(xt) " f(x — ta) dt

tq Yf(x — tx) dt.
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Por ejemplo, supongamos que f(x) = z* con a > —1 si ¢ = 0, y a arbitrario si ¢ > 0.
Sustituyendo obtenemos

df a5 =1(p(] — £))a
d<x_c>_qr(q)/0 19 (1 — 1)) dt

xa_l’_q r—c

_ F(q)/o T — )" dt

anrq ( )
= ——Bsc(q,a+1
NG
La cual es la funciéon beta incompleta definida en el capitulo anterior. Si ¢ = 0 llegamos
al ejemplo 1.1.

1.4. LEY DE LOS EXPONENTES

Anteriormente hemos desarrollado técnicas para encontrar IF de funciones. En esta y en la
siguiente seccion, desarrollaremos mas técnicas adicionales, con lo que podremos encontrar
IF' de funciones atin méas complicadas. Por ejemplo, mostraremos en esta seccién que para
q>0yp>—1,

d4
T Ba(p,a) = Ex(p + ¢, a).

Primero empezaremos viendo un resultado que nos servird més adelante.

Sea F' una funcién continua en el plano euclidiano, y sean A, u, v ntmeros positivos.
Entonces

/at /j(y —a)" "t —2)" o —y) T Fa,y) dyde =
/at /yt(y o a)’\_l(t — x)u—l(x . y)'/_lF(:v7 y) dz dy (1.27)

Esta integral, que fue empleada primero por Dirichlet, es de importancia en el estudio
de ecuaciones integrales. Su prueba la omitiremos, pero la podemos encontrar en [8, p.
77]. Usamos brevemente la férmula de Dirichlet en el siguiente resultado. En esta seccién,
vamos a explotar mas esta importante férmula.

Lema 1.2. Sea f(x) una funcion continua, entonces

/t /x(t — )" o —y)"" fy) dyde = B(p,v) /t(t —y)" T f(y) dy (1.28)
0 Jo 0
donde B es la funcion beta.

Demostracion. Usaremos (1.27), haciendo a = 0, A = 1y F(z,y) = f(y) en (1.27),
entonces llegamos a

/Ot /Ox(t =) Nz —y)" fy) dy do = /Ot /yt(t — )" Yo —y)" " fy)dedy.  (1.29)
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En el lado derecho de la igualdad (1.29), haciendo z =t — (t — y)u llegamos a

[yt gt dyde = [ e ) dudy

[ [ =y =y fydyde = [ )=yt [ (0w dudy

Asi, de la definicién de funcién beta, llegamos al resultado. O
Ahora probaremos la parte medular de esta seccion.

Teorema 1.1. Sea f una funcion de clase C, y sean p > 0, ¢ > 0. Entonces

d—1 (dpf> _ d-ta) £ _ d-r (dqf> (1.30)

dr—a \ dx—P de=(w+a)  dx—p \ dr—4

Demostracion. De la definicion de IF, podemos ver que

i (i) =g 1o (g Lomor s

d—(p+9) o 1
dz=+t9) — T(p+q

De (1.31) podemos obtener

F(lq) [y (F(lp) L=t dt) dy =
Zﬂiw[féaﬁ—wq%y—ﬂpﬁﬁﬁﬁ@ (1.33)

) jﬁx(x<—-y)p+qlf(y)6hw (1.32)

Aplicando el lema 1.2 a (1.33), y también aplicando (1.6), podemos ver que

1
B(p,9)T'(p +q)

i L 0 =0 ey = B(p.q)

| @ =) ay

1 /w _1
= [ (@—y)"" " f(y)dy
F@+Q)o
—(p+q) f
dx (pt+a)
De forma andloga se prueba la segunda igualdad. O
Del teorema anterior, si p = 0 (6 ¢ = 0), vemos que 3 ﬂ puede ser definido como el

operador identidad.
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Ahora, sea n un entero positivo, y f una funcién continua. De la definicion

o = [ty

1

= o, T ) dy

Haciendo p = n en el teorema anterior, tenemos

d-* (d™f\ d—(nta) f _d (df
de—4 \dx—™ ) dx—(t9  dx— \ dx—¢
d-1f

dx—1

Vemos, por tanto, que la IF de orden n de

es la IF de f de orden n + gq.

Podemos usar el teorema anterior para encontrar la integral de Riemann-Liouville
de ciertas funciones no elementales.

Ejemplo 1.6. Si f(x) = e*, del teorema 1.1 se tiene que
d—1 (d—pf> d—+a) f

de=a \ de—r |  dg—(r+a)’

del ejemplo 1.3 se sabe que,

Zl‘i]; = E.(p,a)
! d-ta) f
e B E.(p+q¢,a).
Con esto podemos establecer la siguiente formula
41
To=q (Ba(p, @) = Ex(p + ¢, a). (1.34)

La siguiente formula la obtendremos usando (1.34) y (1.25)

—q —q —(g+1)
CZL‘_Q [anc(pa a)] d —q [Ea:<pa CL)] - qdci_(q_,_l)[Ex(pa (l)] (135)

=z
dx
= 2B, (p+q,a) —qE(p+q+1,a)

conp>0yq>0.

1.5. PROPIEDADES CON LAS DERIVADAS

Para las IF, mostramos en la seccién anterior que

d-4 (d7Pf B d? (dif
dr=1 \dx—?) dx—P \ dx—1
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Ahora desarrollamos una relacion similar que involucra derivadas. Pero antes de abordar
esto, veremos un resultado, cuya prueba omitiermos, pero podemos encontrar en [9], y
que nos servira mas adelante.

Proposicién 1.2. Sea f : [a,b] X [¢,d] — R wuna funcion diferenciable tal que % es
continua en [a,b] X [c,d]. Sean g,h : [c,d] — [a,b] funciones tales que existen y son
finitas las derivadas %’ %, para y € [c,d]. Definamos

h(y)
Fly) = [ " flay)da
g
para toda y € [c,d]|. Entonces F es diferenciable, y ademds

dF ) 9f dh
. /g(y) So(@y)do+ f(h(y),y)dfy — f(g(y),y)dfy-

Ahora empezaremos viendo un resultado que nos dira cudl es la derivada ordinaria de
una IF y la IF de una derivada ordinaria.

Teorema 1.2. Sea f una funcion continua en [0,00) y sea ¢ > 0. Entonces

1. Si % es de clase C,

x. (1.36)

d~t (df\ _df  f(0)
dz—-1\dz)  dz=9 T(g+1)

2. Si L es continua en [0,00), entonces para x > 0

4 () () 0, .

dx \ dx—1 dx=9 \ dx ['(q)

Demostracién. 1. Sea e > 0, n > 0. Entonces (z — 4)?' vy f(y) son diferenciables en
[n, z — g]. Por integracion por partes establecemos que:

1 o Ldf 1
F(q+1)/n (z —y) @(y)dy—ir(qﬂ)

(x—y)fy) [, ‘HJ/n (x —y) " fy) dy

1 q q
= @ —e) — @)

q r—€ q_l
+IW/77 (z —y)" fly) dy.

Haciendo tender € y i a cero obtenemos

dt (df\ 1 e df

1 q 1 v g—1
— m[—x £(0)] + F(q)/o (—y)*" fy)dy
_df 0 .

Cdr1 T(g+1)
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2. De la definicién de IF tenemos que

d-if 1 @ _
i =g 9 )y
Haciendo un cambio de variable y = x — t%, con lo que dy = —%téfldt, llegando a
lo siguiente
d—1 1 1 0 _
TRy By
1

e | @ty = a

! /mqtqlf( ti)t e dt
T T(g+1) o v

! /xqtqlf( £ T dt
T T(g+1) Jo v

1

- F(q+1)/o fla — th)dt.

Entonces para x > 0, tenemos que

d (dif 1 d e 1
dz (dw) T(q+1)de /0 flo =)
Aplicando la proposicion 1.2 al lado derecho de la igualdad obtenemos que

d (df
dx \ dx—1

1 zd 0 1 1 NS
>_F(q+1)lo %f(x—tq)dt—l—f(a:q—xq)qx 11

:r@inllﬂif@—*””+“””qﬂ'

Ahora regresando la transformacion de y, obtenemos que

d (d1f 1 x o1 Af F0)
dx <dx—q) - F(q_|_1)/0 (= =) %(y)dw@x .

]

Si aplicamos el teorema 1.2 en el siguiente caso, con f(z) = z% con a > 0, entonces
podemos verificar las partes 1 y 2.
Ahora sea f(z) = e*. Entonces (1.36) implica que

d-al o graf g
a1 ) = S T T

Usando (1.22) tenemos que

x4

aE:t(q + 1,0,) = EI((L CL) - ma

(1.38)
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la cual es una expresion que usaremos mas adelante.

Aplicando (1.37) para f(z) = e**, tenemos

L Buav)] = oBula0) + s

dx

reemplazando ¢ por ¢ — 1 en (1.38) obtenemos

Eu(q—1 E g
x(q - ,CL) =a x(Q7a) + F(Q) - %[ x(Qaa')]
ademas vemos que
C;i[Ex(q, a)]l = E,(¢—1,a) (1.39)

con lo que obtenemos la derivada para la funcién E,.

Ahora veremos lo siguiente. Sabemos que

a
dx

(%) = ae™.

De la ecuacion (1.12) podemos ver que

e’ = F,(0,a),

asi p

%[Ex((), a)l = aE.(0,a).
Por otra parte, de la ecuacién (1.39), vemos que

L B.(0,0)] = B(~1.0)

— Lz \U,a)] = Ly(—1,a),

dx
con lo que concluimos que

E.(—1,a) = aFE,(0,a). (1.40)

Podemos generalizar el teorema 1.2 para derivadas de orden superior.

dn—lf
dxn—1

Teorema 1.3. Sea n un entero positivo. Sea una funcién continua en [0,00), y sea

q > 0. Entonces

1. Si L es de clase C, entonces

dx™
d-if  d-an (d" f

dr—1  dx—a" \ dz"

) + Qu(z,9). (1.41)

2. Si L es continua en [0,00), entonces para x > 0

- o <dqf> _d (dnf>+Qn<m_n) (1.42)

dz™ \ dx—1 dzx—1 \ dx™
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donde
- q+j 4’
Z - 1 0. (1.43)
= l(g+7+1)dw

Demostracion. 1. Procedamos por inducciéon sobre n.

Para n =1, es la parte 1 del teorema 1.2.

Para n = 2, reemplazando ¢ por ¢ + 1 y f por % en la parte 1 del teorema
1.2, obtenemos

()5 () e

dr=1=2 \dr? )  do—9! \dx I'(g+1)dx

Ahora reemplazando 42 (ﬁ) en la expresién de la parte 1 del teorema 1.2

de—9-1 \dx
obtenemos
d-17% [(d*f B d-1f B f(0) 1 x2dt1 ﬁ(@)
dr=a=2 \dz2) dx—1 T(qg+1) I(g+1)dx" "
Asi

dif  d-? (df £O) o artldf
dz—1  da—a-2 (d:ﬂ) Tt )” T Tz ar”

Supongamos que el resultado se cumple para n — 1, es decir

d-af d—a—(n—1) dn—lf n-2 1tk dkf 0
dr=1  dg—a—(n-1 (d:z:”—1> N = T(q+k+1) d;z:k( )

Para n, reemplazamos ¢ por ¢ +n — 1y f por j:;i{ en la parte 1 del teorema 1.2,
con lo que obtenemos

d—a—" <dnf> _ d—q—n—H (dn—1f> B xq—l—n dn—lf
r

dr=1—n \dgn ] dx—a—n+1 \ donl (¢ +n)dzn—1!

(0),

d—9— n+1 dnflf
sustituyendo 7—— ( =T

) de la hipotesis de induccion, tenemos

(0),

d- " [d'f qf n—2 2tk dkf ratn dnﬂf
dx—a—n (dx”) de=1 (= T(q+k+1)d* (0) - ['(g+n)den!

asi llegamos a

d,q dqun dn n—1 q+k dk
e () * D e O

dr=1  dx—a— \ dan q+k+1)da*

que es lo que queriamos probar.
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2. Procedamos por induccion sobre n.
Para n = 1, es la parte 2 del teorema 1.2.

Para n = 2, derivando ambos lados de la igualdad de la parte 2 del teorema 1.2

llegamos a
) B - -
() 4[5 ()] oo
- :dcis—qq (ccff) e e )
" i s (i)
Usando la parte 2 del teorema 1.2, reemplazando f por , obtenemos
_ - 2 —1
io [ () = s () ifiqﬁiw» (49

Sustituyendo (1.45) en (1.44) llegamos a

@ (df\ A (N ahd o f(0)
dae? \dz=1) — dax—a \ da? JrF(q)%() I'(g—1)

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, es decir,
dnfl dqu d—4 dnflf n—2 ‘,L,q+k7n+1 dkf
n—1 — - — n—1 + Z _ k (0)7
dx dx—a dx=1 \ dx i Tg+k—n+2)dr
para el paso inductivo, derivando ambos lados de la hipétesis de induccion
obtenemos
i qr—1! dqu B i d1 dnflf N
de \dan=1 |de=a|)  dx |dx—2 \ dan1
n—2 d q+k—n+1 dkz
iz de \I(g+k—n+2)) dv
ar (d7if i =4 (d"1f N
dzn \ dz—a dr |dx=7 \ dx"1

n—2 qurkfn dkf
(0).

k—n+1
,g;)(“ U Py R wr

x972,

(1.46)

Aplicando la parte 2 del teorema 1.2 a & nlf en el primer término del lado derecho
de la ecuacion (1.46) llegamos a

d™ (dqf> _ d—4 <dnf> +$q ldn 1f i ‘,L,qukfn dkf(())

dam \ dz—1 dx=9 \ dzx" I'(q) dan il I'(g+k—n+1)da*
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Asi

d—qf d—1 dnf n—1 xq—l—k—n dkf
—q - n + Z k (O)
dex=¢  dx=? \dx = l(@+k—n+1)dx
O

La funcién @,, que aparece en (1.43) puede ser expresada como una IF, como se prueba
a continuacion.

Proposicién 1.3. Sea

-1 I‘k dkf
R, (z) = ;) gk 0 (1.47)
entonces IR
Qn(‘ra Q) - dr—1 (148)
Demostracion. Usando (1.21), y haciendo los siguientes célculos llegamos a
LS A () )
dz=9 = dov=9 \ k! ) da*
n—1 r 1 k
— Z (k+1) x’”qd f(())
«L(k+q+1)k! dz*
k
=S T O
Lk+q+ 1)I'(k+1) dxk
k+q dkf
= Z +(0)
I'k+q+1)dz
O
Asi, en base a la proposicién 1.3, podemos ver (1.41) como
d-an dnf d—4 n—l .k dkf
= — —_— : 1.49
dz—a—n (da:n> dz—a (f (@) kz;; i aor Y (1.49)
Con esta ultima expreswn y como un corolario del teorema 1.3, vemos que si di{j (0)=0
para k =0,1,...,n — 1, entonces
a-af d7™ [d*f
= 1.50
de=1  dx—a™m (dw”) ( )
' v (d7if d d"f
n —q —q n
= . 1.51
dz™ (qu> dx—1 (dw”) ( )

Nuevamente apliquemos lo anterior a la funcién f(x) = e*. Usando (1.41) llegamos a

q+k

da-if  ,d7"f nl & x
dr—1 ¢ dx—a—n +,§)a Flg+k+1)
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entonces usando (1.22)

n—1 . xq—i—k
E.(q,a)=ad"E,(q+n,a)+ a’ —— . 1.52
(4,a) (q ) kE::O NOELEEY (1.52)
Con esta formula generalizamos (1.38).
Por otra parte, aplicando (1.42) a nuestra funcién original f, obtenemos
dr n—1 L xq+k—n
—|E.(q,a)] =a"E.(q,a) + > a .
dxn[ (g, a)] (g,) kz::O L(g+k+1—n)
Si tomamos ¢ por ¢ — n en (1.52), llegamos a lo siguiente
n—1 . xq+k—n
E.(q—n,a) =a"E,(¢q—n-+n,a) + a
(g ) (g ) kz:% Mg+ k+1—n)
n—1 N Iq+k—n
=a"E.(q,a) + a
(¢:a) kz:% I'¢g+k+1—n)
d?’l
= 5 - Ea: ) .
T (el )]
Por tanto ”
T | Be(@,0)] = Ex(g = n,a). (1.53)
Asi de esta manera obtenemos una generalizacién de la ecuacién (1.39).
De (1.52) y (1.53) podemos deducir lo siguiente
(B0, 0)] = Bulg —n.0)
| Lz\q,a)] = Lzl — N, 4
Jr q q
n—1 ) wq—kk;—n
=ad"E,(¢q—n+n,a)+ ) a
(@ ) k; T(qg+k+1-n) (1.54)
xq-}—k—n

n—1
=a"FE,(q,a) + a” :
(4:a) kz:% T(g+k+1—n)

Con esto obtenemos otra féormula de derivacion.

Ahora probaremos un teorema que expresa la derivada de la IF de una funcién
como una [F de la funcion.

Teorema 1.4. Sea [ una funcion con derivadas continuas en [0,00). Sea n un entero
positivo tal que q > n. Entonces para todo x € [0, 00)

ﬁ <dqf> _ d*(qfn)f

(1.55)

dz™ \ dx—1 dx—(a—n)"



20 CAPITULO 1. LA INTEGRAL FRACCIONAL DE RIEMANN-LIOUVILLE

Demostracion. Procedamos por induccién sobre n.

Para n = 1, se tiene que, partiendo de la definicién

& (52) =3 o [ -wwa.

De la proposicion 1.2 podemos ver que

a
dx

(52) =t [l0= 0 [ = w2+ =2 00 7 £0)0)

q—1 * q—2

1 e .~

= F(q—l)/o (z —y)">fly) dy
d-(=Df

Tz

Supongamos que el resultado es valido para n — 1, esto es

qn—1 (dqf> d-(a—(=1) ¢

den— \dz—a) ~ dz-G@(-D)’

(1.56)

Para el paso inductivo, derivando ambos lados de (1.56) obtenemos
v (daf d (dla-(=1)¢
dan <dwq> T dr (daj(q(nl))> ’
si reemplazamos ¢ por ¢ —n + 1 en (1.37) llegamos a
da™ \ dw—1 dx \ dz—(a=(=1) dzr—1-a \ dx I'(¢g+1—n)

Ahora, reemplazando ¢ por ¢ — n en (1.36) llegamos a

d" diqf _ di(qin)f . f(O) xq—l—n 4 f(O) xq—l—n
dz™ \ dx—1 de=@m)  T(g+1—n) I'(g+1—n) ’

con lo que concluimos

di <d_‘1f> B d-la=n) f

dzm \dez—1)  dx—(a—n)’

]

1.6. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LA
INTEGRAL DE RIEMANN-LIOUVILLE

La transformada de Laplace nos va a proveer de una herramienta para el estudio de las
ecuaciones diferenciales fraccionarias. Empecemos con una definicion.
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Definicién 1.6. Sea f(x) una funcién definida en [0,00) Se dice que f es de orden
exponencial o si existen o un numero real y constantes positivas M y T tales que

| fz) |< Me™
para toda x > T

Si fy g son de orden exponencial, entonces f(z)g(x) también lo es, esto es, como f y g
son de orden exponencial de orden « y f respectivamente, existe constantes positivas M,
N y T tales que | f(z) |< Me*® y | g(x) |< NeP® para o > T. Asi

| f(z)g(z) |< MNeleth)e

para x > T. Una vez definido el concepto de funcién de orden exponencial ya estamos
listos para enunciar un resultado que nos ayudara a entrar mas a fondo a la transformada
de Laplace.

Proposicién 1.4. Sea f de clase C' y de orden exponencial o, entonces

/ f(x)e** dx (1.57)
0
existe para toda s > .

Demostracion. Como f es de orden exponencial «, existen constantes positivas M y T
tales que | f(x) |< Me™ para x > T. Ahora vemos que

/oo e f(x)dr = /Te_“f(a:) da:—i—/Tooe_sxf(as) dx

0 0

T N
:/0 e f(:v)dx—l—]\}l_I}réo e f(z)dx.
La primera integral es una integral definida, por tanto existe. Ahora veamos la segunda.

Notemos que

< [ 1) | da

T

/N e f(x)de

T

N
g/ e Me* dx
T

N

:M/ e~ (5= g
T

—_— M -

[t _ g=a=or1]

a—s
Ahora
M lim e—(s—a)N 6—(s—a)T} _ M e—(s—a)T
o — § N—oo a— S
siempre y cuando s > «. Por tanto la integral existe. O

Definicién 1.7. Llamaremos a (1.57) la transformada de Laplace de f(x) y
escribimos

Lif@)] = [ fla)e da.
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Algunas veces es conveniente denotar a la transformada de Laplace de f por F, esto es,

También escribiremos, si es posible

para indicar que f es la inversa de la transformada de Laplace.

Veremos los ejemplos de las transformadas de Laplace de funciones comunes, las
cuales se obtienen realizando célculos elementales.

fl@) [ F(s)=L[f(=)] |

K
fa+1)
a—+
a
T il a>—1
axr 1
e , 5> a
S E(a)
a
ol ,a>0
(s —b)e
3
coS ax
52 + g2
- a
sinar | ——
s2 4+ a?

También podemos calcular la transformada de Laplace de la derivada de una funciéon f
de la siguiente forma
c[H] = [ty
x.
dx 0 dx

Usando integracién por partes vemos que
L ) {lim f(N)e N —f(O)} —i—s/ooe’”f(x)dx
dx N—oo 0
obteniendo
| Y] = sps) - £0) (1.58)
dz ' ’

Podemos generalizar la ecuacién (1.58), para n un entero positivo, obteniendo lo siguiente.

d"f - 1df
ﬁ[dm”] Z k= - (0). (1.59)

Una de las propiedades mas usuales de la transformada de Laplace es el llamado teorema
de la convolucion, el cual definiremos a continuacion.
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Definicién 1.8. Sean f y g continuas en [0,00). La funcion h(z) dada por

hx) = f(x) * g(x) = [ flw = y)g(y) dy
se conoce como la convolucion de f y g.

Podemos ver con el cambio de variable u = x —y que f *xg = g% f. A continuacién
enunciaremos el teorema de la convoluciéon, cuya prueba se omitird, pero podemos
encontrarla en [11].

Teorema 1.5. Si f y g son de orden exponencial, y si existen L[f(x)] y L]g(x)] y existe
la convolucion de f y g, entonces

Lf @)+ g(@)) = £ | [ 1@ = p)gl) dy| = F)G(s) = LI @)Llg()].
Ahora, si f es una funcién de clase C, sabemos que su IF es

daf 1 e -
Gt = Ty @0 W)y

con ¢ > 0, y la integral que aparece es una convolucién de las funciones f(z) y g(z) = 2771,
por tanto, si f es de orden exponencial entonces

1 I'(q)

e 1 zd1 )] == S
Asi
c [d_qf ] — s (s) (1.60)
dx—1 '

donde F es la transformada de Laplace de f.

A partir de los ejemplos dados anteriormente de las transformadas de Laplace
obtenemos lo siguiente:

c [di_qq (:ca)] _ m ¢>0,a> -1, (1.61)
c Lgi_qu)] _ Sq(sl_a) s>a, (1.62)

L l;;_:(xa—lebx)] = Sq(l;(f)b)a a>0, (1.63)
c l d‘i__qq (cos ax)] _ M (1.64)

c [ 7 s ax)] - (1.65)

dx—1 s1(s? + a?)
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Ahora buscaremos la transformada de Laplace de la IF de una derivada y la transformada
de Laplace de la derivada de la integral de Riemann-Liouville. Supongamos que f es

es de clase C y de orden exponencial. Entonces por (1.60)

o (d\]
i ()] -2 ()

con lo que podemos concluir usando (1.58)

continua en [0,00) y .
T

dx—4

c [ " (jﬁ)] — sU[sF(s) — £(0)]. (1.66)

Ahora abordaremos la otra parte de encontrar la transformada de Laplace de la derivada
de la integral de Riemann-Liouville. De (1.37) tenemos:

d (d7f\ d* [df f0)
m(m—q)—dx—q (m)*wx E

el @)l

Usando (1.2) y (1.58)

Asi

concluyendo

c le (jxq_{j )1 — 1R (s). (1.67)

De las ecuaciones (1.22), (1.24), (1.23), y de las ecuaciones (1.62), (1.65), (1.64) podemos

ver lo siguiente
1

L[Ey(q,a)] = 5o a) (1.68)
L[C:(g,a)] = sq‘l(slera?) (1.69)
L[S:(q,a)] = ¢ (1.70)

s1(s? + a?)’



Capitulo 2

LA DERIVADA FRACCIONAL DE
RIEMANN-LIOUVILLE

—q

En el Capitulo 1, presentamos la notacién Zx,{: para la IF de una funcién f(z). En

este capitulo, introducimos una notaciéon similar. Recordemos que la diferenciacién es
simplemente lo opuesto a la integracion.

2.1. DEFINICION DE LA DERIVADA
FRACCIONAL

Definicién 2.1. Sea f una funcion de clase C' y sea p > 0. Sea m el entero mds pequeno
tal que m > p. Entonces la derivada fraccional de f de orden p se define como

rfdm (d“””f) . 2.1)

dzp  dz™ \ dg—(m—p)
Ahora veremos una propiedad de la derivada fraccional.

Proposiciéon 2.1. Sean [ y g funciones de clase C y a un numero real, entonces dado
p>0.

dP

dxP

_ Py
- dap dap’

laf(x) + g(x)]

Demostracion. Sea m el entero mas pequeno tal que m > p. De la definicién 2.1 tenemos
que

lof(a) +9()]).

P dam [ d—(m-p)
laf)+ 9(o)) = i (s

Usando la proposiciéon tenemos que

dm ( Jd—(m—p)

dx™ \ dx—(m=p)

dm ( d=(m=n) f d(mp)g>

- dxm™ ad;p—(m—P) dq;_(m—P)

af (@) + g<x>J>

25
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Dado que m es un entero positivo, usando la linealidad de la derivada ordinaria obtenemos

que
dm d-m=p) §  q=(m=p)g dm (d-(m-pf dm (d-(mrg
dzm (adx_(m—f’) + da:—(m—p)> - adxm <dx_(m—p)) + dxm <d:1:—(m_1’)>
arf  dyg

daer  dzP’

2.2. EJEMPLOS DE DERIVADAS
FRACCIONALES

Ahora veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1. Sea f(x) = 2% con a > —1. Sea p un nimero positivo y sea m el entero
mas pequenio tal que m > p. La IF de f, como se vid en (1.21) es

d_qf _ F(CL + 1) xa+q
de=1  T(a+q+1)

?

entonces
d—(m—p)f F(CL + 1) a+m—p
= xr .
de=(m=p)  T(a+m—p+1)
Ahora
dpf dm F(a + 1) a+m—p
= xXr .
dzp dxmT(a+m—p+1)
Observemos que, si n es un entero positivo,
dm n n' n—m
d:vm(a: )= (n—m)!z '

Sin no es necesariamente un entero positivo, sino un real, entonces podemos escribir

dm I'(n+1) _
—(a") = ————— """, 2.2
d:cm(x ) F(n—m—l—l)m (22)
En base a lo anterior, podemos obtener
rf I'(a+1) Fla+m—-p+1) .,

de? TI'(a+m—p+1) T(a—p+1)

Concluyendo que
dr f F(a+1) W
= a=p, 2.3
dxp F(a—p+1)x (2:3)
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Ejemplo 2.2. Ahora supongamos que f(x) = e*. Hemos visto de (1.22) que

d-if
do—1 - E$(Q7 CL),
entonces ( :
d-\mrf
dl‘_(m_p) - Ew(m - p7 a’)‘
Por tanto, usando (1.53),
dP f dam
o = Ex - M
= Bulm — pa)]

= FE.(m—p—m,a).

Asi concluimos que
Y] Bu-p0) (2.4)
—— = Lypl—p,q). :
dzP P

Ejemplo 2.3. Haciendo un calculo similar, vemos que las derivadas de cosax y sinax
son

j;(cos ax) = Cy(—p,a) (2:5)
Y &P
@(Sin axr) = Sy (—p,a). (2.6)

Ejemplo 2.4. Las derivadas fraccionales de E,(v,a), Cy(v,a), Co(—p,a) se calculan de
la siguiente manera. Para v > —1, usamos (1.34) para obtener

d—(m=p)

W(Ex(v,a)) = FE,(v+m—p,a).

Aplicando la definicion y (1.53)

,0)] = o [Ba(o+m— p,a)]
dmp xX ) dxm xT p?
— Ex(v—|—m—p—m,a).
Con lo que llegamos a
dP
oo [Pe(v,0)] = Eu(v = p,a). (2.7)

Similarmente, las derivadas de C, y S, son

dP

dap

[Cw(v’ CL)] = Ox(” - D, a) (28)

j;[Sx(v, a)l = S (v —p,a). (2.9)
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Ejemplo 2.5. Sea g(x) = xE,(v,a). Podemos ver que para n un entero positivo tenemos
que

4" dnf dn—lf

—(zf(x)) =2 +n

T (ef (@) =2
Usando esto y (1.35), a partir de la definicion, dado p un nimero positivo y m el entero
mas pequeno tal que m > p, obtenemos lo siguiente

@_ dm ld—(m—p)g

dep  dam | de=(m-p)

=zE,(v+m—p—m,a)+mE,(v+m—p—m+1,a)+ (p—m)E,(v—p+1,a)
=zE,(v—p,a)+mE,(v—p+1,a)+pE,(v—p+1,a) —mE,(v—p+1,a)

por lo tanto
dPg
= =azFE,(v—p,a)+pE,(v—p+1,a). (2.10)

2.3. UNA LEY DE LOS EXPONENTES

Anteriormente consideramos varios resultados que relacionan la IF de derivadas ordinarias
y las derivadas ordinarias de la IF. Ahora estableceremos algunos resultados analogos
relacionando d% (ZZ—Z) y d% (g;—f:), donde u > 0 y n es un entero positivo. Supongamos
entonces que f es de clase C', u > 0y m es el entero mas pequeno tal que m > u. De la

definicion de la derivada fraccional, podemos ver que

duf dm (d(mu)f>

dzt  dzm \ dg—(m—w)

Si ademads, lo anterior es n-diferenciable, se tiene
dm duf B dntm d—(m—u)f
den \dzv ) dantm \ dp—(m—v)
Ahora de nuevo de la definicién, la derivada fraccional de f de orden n + u esta dada por

dn+uf B dr (d—(r—n—u)f>

dzrte  dar \ dg—(r—n—w)

donde r es el entero méas pequeno tal que » > n + u. Usando el teorema 1.4, notemos que
r =n+ m, con lo que las expresiones anteriores son iguales, es decir

dm (duf> B dn+uf

dzn \ dxv ) dxrntu
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., u n n+u . ..
Ahora obtendremos una relacién entre ddx—u (gx—f:) y zxn Jj. Sim y u son con las condiciones
anteriores y si f tiene n derivadas continuas, entonces, por el teorema 1.3 visto en el

capitulo anterior, vemos que

A" d—(m—u)f d—(m—u) dnf n—1 pm—u—n+k dkf
= 0). 2.11
dxm (dx—(m—u)> dx—(m—u) (dm”) * ,;0 'm—u—n+k+1) dxk< ) (211)

Aplicando —— a la ecuacién (2.11), tenemos que

dx
dm An df(mfu)f B An dm df(mfu)f
dz™ |dzm \ de=(m=) )|~ dan | dzm \ dz—(m—w)

a [a g\ e (ay
dxm | de—m=v) \ dgn || dav \dan |-

Ahora, observemos que

am xm—u—n—i—k B F(m —u—n-4+ k— 1)Im—u—n+k—m
dem \I'(m —u—n+k+1)) Tm—-u—n+k—-—m+DI(m—-—u—n+k+1)
F(xfufnJrk
S T(~u—n+k+1)
y de aqui

dm n—1 Im—u—n—‘rk: dk:f n—1 l,—u—n+l<: dkf
D 0)) =3 -(0);
dem \;Z T(m —u—n+k+1)dr o T(—u—n+k+1)de

de lo anterior, . Por tanto hemos probado el siguiente resultado.

dan \ dxv ) dgrtu

qr <duf> B dn+uf

Teorema 2.1. Sea f con n derivadas continuas en [0,00). Sea uw > 0. Entonces si

dan d“f dn+uf .
dzm (dxu) 0 Gowru €TIStEN

dz™
d™ duf dn+uf d¢ dnf n—1 ‘,L,fufnJrk dkf
= = . 2.12

2.4. TRANFORMADA DE LAPLACE DE LA
DERIVADA FRACCIONAL

Supongamos que p > 0, sea m el entero mas pequeno tal que p < m, entonces m —p > 0.
Si f es de clase C' entonces

de?  dxm \ de-(mp)

d f dm (d(mp) f)
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Supongamos que la transformada de Laplace de f existe. Entonces de la definicién

dv f dm (d-(m=p)f
£ ldxp] =L [dxm (dx—(m—p) ‘
Usando la propiedades (1.60) y (1.59) llegamos a
dv f . d=(m=p) f S dr d-(m-p)f
£ sz] =L [x<m> Z S e
dk—(m=n) f
— Mf—(m— m—k—1
=S [S ( p) Z dxk—(m—p) (0)
k=0
dk m+pf

:SpF Zsmk ld;[‘k m—i—p(o)

donde m — 1 < p < m param = 1,2, .... Por tanto,

k—
m—k ld m+pf

c[ﬁ] — SF(s Zs pl——) (2.13)

con lo que hemos encontrado la transformada de Laplace de la derivada fraccional.

En particular, para m =1 y m = 2, vemos que

arf ) d-(-p) f
L [dxp] = sPF(s) — W(O)

con<p<ly

p [dpf] _ PF(s) - d-»f 0 d-(-p) f

dop S -\ T gp—0-p) )

con 0 < p < 2, respectivamente.
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| F(s) [f@) =L F)]
1 xa—l
s I'(a)
1 ar
e
s—a
F(CL) ma—lebx
(s —b)
> COoSs aT
52 ?L— CL2
2 + g2 : sin ax
n— dk dn
s"F(s) — kz_:osn_k_ldxi(o) dmﬁ ., n entero positivo
m—1 dk—m+pf dpf
m—k—1
SPF<S) - ];)3 dxk—m'f‘p( ) ﬁ7 m 2p> 0
1
E.(v,
s(s - a) (v,a)
s”(s _ a)? xE:v(U; CL) — UEx(v + 1,a), v > =2
1 .
z > B (ju—1,a%), v=1
sV —a =
1 7. .
LR (v —1 q =1 >0
s (s" —a) ;a (ju +u,a?), v g utv
1
S% —a Ex(_%’ aQ) + GEI(O> az)
1 a9 .
L [( )2] Z Z o/t {2E.((j + k)v —2,a7)
sV —a 4
j=1k=1
—[(j+ kv —2E,((j+ kv —1,a0)}, v="1

Tabla 2.1: Pares de transformada de Laplace

Fuente: [13, p. 321]
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Capitulo 3

ECUACIONES DIFERENCIALES
FRACCIONARIAS

3.1. INTRODUCCION

En los cursos béasicos de ecuaciones diferenciales se muestran varios métodos para
resolverlas y sabemos que el problema de encontrar una soluciéon a tales ecuaciones no
es, en general, una tarea facil. De hecho, una de las clases de ecuaciones para la que
podemos encontrar una solucién explicita sin mucho trabajo es la clase de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes, o ecuaciones reducibles a esta forma.

Por ejemplo, consideremos la ecuacion diferencial lineal

d’y  dy

— +a—+by=0,

dz? dr
donde a y b son constantes. Entonces si o y  son las distintas raices del polinomio
auxiliar

P(t)=t*+at+b

sabemos que e*® y e”* son soluciones linealmente independientes de la ecuacién, mientras
que si a = 3, entonces e y xe®® son soluciones linealmente independientes.

Generalizando esta nociéon para el ambito de las derivadas fraccionarias con el fin
de establecer métodos de solucién definiremos una ecuaciéon diferencial fraccional
(EDF) de la siguiente forma: sean r,,, rmy,_1, ..., 7o un conjunto de nimeros no negativos,
by, b, ..., by, constantes y h(z) una funcién de clase C, entonces denotamos

dr"Ly d""mfly
b1
dm""m meanl
como una posible expresion de EDF. Pero esta expresion para la ecuacion es demasiado
compleja. Pediremos un requisito adicional: que las r; sean ntimeros racionales. Por tanto

si ¢ es el minimo comtn multiplo de los denominadores de los r; no cero, podemos denotar
v = % y escribir lo anterior como

+ -+ bpy(z) = h(x)

nv

)
dx™ T dx(m—1)v

+ -+ apy(z) = h(z), (3.1)

32
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donde x > 0, y los a; pueden ser cero. Notemos que si ¢ = 1, v = 1 y lo anterior se
convierte en una ecuacién diferencial ordinaria.

Llamaremos a nuestra ecuacion fraccional una ecuacién diferencial fraccionaria
lineal con coeficientes constantes de orden (n,q), o mas brevemente, una EDF de
orden (n,q).

Una EDF de la forma

dnvy d(n—l)vy
dx™ +a dw(nfl)v

+ -4 apy(r) =0, (3.2)

se llama homogénea, mientras que una ecuacién de la forma

dm}y d(nfl)v

Y _
rxm} + alm +-+ any(I) = h(l’), (33)

donde h(x) es distinto de cero se llama no homogénea.

Definimos el operador diferencial fraccional de orden (n,q) como:

dmw d(n—l)v 0

_ ta, 3.4
T+ +--+a (3.4)

L ax dx(n—l)v dxO

Asi, podemos escribir (3.2) y (3.3) de forma compacta como

Ly(z) = h(z).

Como consecuencia de la Proposicion 2.1, el operador diferencial fraccional L tiene una
propiedad de linealidad; es decir, si f y ¢ son funciones de clase C' y a es una constante
real,

Llaf(z) + g(z)] = aL(f(z)) + L(g(z))

con lo que se dice que el operador diferencial fraccional de orden (n, ¢), L, es un operador
lineal.

A continuacién veremos el resultado andlogo al teorema de superposicion en EDO.
Teorema 3.1. Sean yi, yo soluciones de la EDF homogénea de orden (n,q)

dmw d(nfl)v
Y ta Y

dxmv L e (n=1)v + - +agy(x) = 0.

Entonces
y(x) = ciyi(z) + coya()

también es solucion.
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Demostracion. Consideremos el operador (3.4). Sean y; y y2 soluciones de la ecuacién
homogénea Ly(x) = 0. Entonces por la linealidad de L

Ly(x) = Llcyyr (x) + coye()] = e1 L[y1(z)] + coL[ya(z)] = ¢4 x 0+ ¢ % 0 = 0.

m
Ejemplo 3.1. Consideremos una ecuacion diferencial fraccional de orden (1,2)
d%y 8 3
- 7 = (. 3.5
dxr2 3\/EI ( )
Afirmamos que
y(z) =2
es una solucion de (3.5). En efecto, partiendo de la formula (2.3)
dzy r2+1 L.
1 = €T 2
des T(@2-141)
2.8
= x
L'(3)
N
4
2 3
N
4
8 3
= €T2.
3T
En nuestra ecuacién (3.2), vamos a asociar el siguiente polinomio
Pt)=t"+at" ' +-- +a, (3.6)
el cual llamaremos el polinomio auxiliar, de tal forma que
dv A d(n—l)v d°
_ o Ay —, 3.7
(mv) T P R ¥ (3.7)

es decir,

dv
)
3.2. PRIMERAS IDEAS

Ahora vamos a dar un bosquejo de como son las soluciones de manera analoga a como se
construyen en EDO. Empezaremos dando unas ideas. Tomamos una ecuacioén diferencial
ordinaria con coeficientes constantes, digamos

dny dn—ly
a
da™ t o damn—1
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cuyo polinomio auxiliar es el siguiente
P(t) =t"+at" ' + -+ a,.

Una primera aproximacién de solucion es y(x) = e*. Si hacemos esto, podemos encontrar

que
d
P <dx> e = P(a)e™

Si ¢ es una raiz del polinomio auxiliar entonces tomando y(z) = e llegamos a

P <CZB> e = P(c)e” =0,

por tanto, e’ es una solucién de (3.8). Sin embargo, si aplicamos el operador derivada

fraccional en e obtenemos (véase (2.4))
xu
I (e=) = By(~u,0) (3.9)
d[L‘U - x Y Y *

lo que hace que el procedimiento usado en EDO sea diferente. Ahora, la razén de por qué
e“’ resuelve la ecuacion con derivada n-ésima con n un entero no negativo es porque las
derivadas de e“* son de la forma

dn

%(ecx) = "e™. (3.10)

Esto no parece ser el caso con el operador fraccional. Sin embargo, si tomamos (2.4)

du

dzt

[Ex(w, )] = Ey(w — u,c), (3.11)

se tiene un comportamiento semejante a la ecuacién (3.10). También, de la ecuacién
(2.10), notemos que,

(7

T [Ey(w,c)] = 2B (w — u, ¢) + uE(w —u+1,c¢), (3.12)

la cual también es semejante a

d ( C(L’) CT + CT
—(xe") = cxe e,
dx

Ademés, de (1.12) podemos ver una relacién de las funciones que estamos estudiando,

esta es
E.(0,¢c) =™

Y (3.9) puede verse a partir de (3.11) como

du
dzt

[E.(0,¢)] = E.(—u,c).
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Con esto, nos podemos dar una idea de como podrian ser las soluciones, como en el caso
ordinario, usando la funcion e, usar la generalizacién de la exponencial con las funciones
E,.

Por tanto podemos intentar con funciones de la forma E,(kv,c), donde k es un
entero. Para empezar con esto, consideremos la siguiente ecuacion

d dz

~— +by=0 3.13
dx dx2 oy ( )

la cual es de orden (2,2), con v = 3 y polinomio auxiliar P(t) = t* + at + b.
Supongamos que « y [ son raices de P(t). Consideremos que a # 3.

Como en el caso de EDO, dado que tenemos un operador diferencial fraccionario,
podemos proponer lo siguiente

(x) = AEL(0,¢) + Ex(—;, c) (3.14)

donde A y ¢ son constantes a determinar. Haciendo los calculos con nuestro operador

dz d dz d°
P = ba—rb—
(d;p%) dx + adx% + dz®

aplicado a (3.14) y usando (3.11) vemos que

diy 3

W AB,(—1,¢) + Ey(—2

dr CE( 7C)+ :Jc( 270)

3 1

Y A (- )+ aBa(-1,0) (3.15)
dxz 2

1
by = bAE,(0,c) + Ew(—i, c).

Aplicando las ecuaciones (1.38) y (1.40) a cada término de (3.15)

dyy 1 U
— = AcFE E.(—=,
T cE,(0,¢) + cE,( 5 C)+F(—%)
2 1

adQ—yl! =aAE,(—=,¢c) + acE,(0,¢)
dx2 2

1
by = bAE,(0,c) + Ex(—§, c)

llegando a
d2 1 T8
P|— | wi(z)=(cA+ac+bA)E,(0,¢) + (c+ aA+b)E(—=,c) + : (3.16)
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En el caso de las EDO, si a era raiz del polinomio auxiliar, entonces y(z) = ae®” es
solucion. En este caso, pensaremos algo similar. Supongamos que « y [ son raices de
P(t). Ahora sea A = a y ¢ = . Entonces podemos escribir

ds 1
P (d 21) y1(z) = (a3 + aa® + ba) E, (0, a2) + (042 + ac + b)Ex(_§’ Oéz) +
T2

1
= a(a® + aa + b)E,(0,a%) + (a® + aa + b)E:v(_§7 a®) +

p(d2)m@»—ammEAaﬁy+meu—;a%+

1
€T?2

Dado que « es una raiz de P(t), entonces P(a) =0y

d% x_%
p (dmé) yi(z) = Nt (3.18)

Observemos que y;(x) atn no es solucién de (3.13).

Ahora proponemos ys(x) como

1

y2($) = BESE(QBQ) + Ew(_§762)7

entonces de igual forma que y; se cumple

d% x_%
P@ﬁ)”@:rep‘

Sea y(z) = y1(x) — y2(x), entonces obtenemos que

y(z) = aF,(0,0%) + Ex(—;, o?) — BE,(0,8%) — Ex(—;, 3%) (3.19)

y ademas se sigue que

d dz d’
b = — = 0. 3.20
dx adgg§ dx“] y(x) ( )

Como a # [, podemos ver que y(z) es una solucién no trivial de la ecuacién (3.13).
Como acabamos de ver, la funcién y(z) es una solucién de la ecuacion usando funciones
de la forma E,(kv,c), y ademads, si las raices del polinomio auxiliar no son iguales.

Supongamos que « = [3.

En el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, se ve que e* y xe® son soluciones
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d
distintas de P . y(x) = 0. Asi refiriéndonos a la ecuacion (3.12), podriamos pensar
T

que una combinacién lineal de términos de la forma xE,(kv,c) y E.(kv,c) puede ser
una posible solucién de la ecuacién si las raices de P(t) son iguales. En base a esta
suposicién, afirmamos que

1 1
y(z) = E,(0,0%) + 20°2E,(0, a?) + aEz(ﬁ, a?) + 204:EEx(—§, a?) (3.21)

es solucion de (3.13) si @ = . Para mostrar esto, empezaremos viendo lo siguiente

d 1 3
aTy = E.(—1,0%) +2a*2E,(—1,0%) + 2a°E,(0,a?) + aE‘T(_i’ a?) + 2041:Ex(—§, o®)+
T
1
2@Ex<—§,042)
d> 1 1 1
a2Y — aB,(—=,a%) + 2a0’z By (—=,0%) + ad’Ey (=, a?) + aaE,(0, a?)
dx? 2 2 2

+ 2001 E,(—1,0%) + aaE, (0, a?)
1 1
by = bE,(0,0a?) + 2ba’r E,(0, o*) + bocE,,:(? a®) + 2boszx(—§, a?) (3.22)

Usando las ecuaciones (1.38), (1.40) y (1.52) en cada término de (3.22) podemos llegar a
lo siguiente

d 1 .
L = GPE,(0,0%) + 20%0E,(0,0%) + 207, (0,0) + 0° B, (5, 0%) + O‘Igf(i
1 T2 1 o
n 2&3$Ex<_§v 042) + 2ar(_%) + 2043Ex(§, oﬂ) + 2&@
a@ e ) (1 oﬂ) + aﬁ + 200’z E (—1 042) + ac’E (} 0‘2) + 200, (0 a2)
daj% . 27 F(%) T 27 T 2’ z\Yy
+ 2a0’ 2 E,(0, o)
1 1
by = bE;(0,0%) + 200”0 E; (0, 0%) + baEy(5, @) + 2bawEy (=3, o)
Llegando a

d _ (a2 2 4 3 2 2

P o1 y(z) = (3a” 4+ 2aa+ b) E,(0, a®) + (20" + 2aa” + 2ba”)x E,(0, o)
xr2

1

A partir de la ecuacién (1.1), podemos ver que

—ST(-3) = T(—5 +1) =T(),
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asi
1 1

D(—5) = —20(3). (3.23)

Usando la ecuacién (3.23), y el hecho de que « es raiz de P(t).

1
dx?

P ( - ) = (302 + 2ac + b) B, (0, %)

1
+(3a® + 2aa* + boz)Ex(§ o?)
1
+2a(a? + 2aa + b)$Ex(—§, a?)

+202 (o + aa + b)x E,(0, a?)

= (3a® + 2aa + b) E,(0, a?)

1
+(3a® + 2a0” + ba)E (=, %) + (2a + a)

2 ')

Notemos que dado a = 3, entonces P(t) = (t — a)? = t* — 2at + a?, con lo que a = —2«
y b= o?. Usando esto tenemos que

(3a® + 2aa + b) E,(0, a?)
1

+(3a® 4 2a0” + boz)Ex(g, o?)
;1;'7%
+(20 + a)F(l) = (3a® + 2(—2a)a + o) E,(0, a?)
2
1
+(3a® + 2(—2a)a* + (042)04)Em(§, a?)
xfé
+(2a — 2a)
I'(3)
= (3a® — 4a* + ) E,(0,a?)
1
+(3a® — 4a® + o) E (5, o?)

3.3. IDEAS CON TRANSFORMADA DE
LAPLACE

Dado que ya sabemos como es la transformada de Laplace de una derivada fraccional,
podemos tener la idea de calcular la transformada de Laplace de una ecuacién diferencial
fraccional, y transformar nuestro problema a uno lineal, resolverlo y entonces invertir.
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Aplicaremos este método a la ecuacién (3.13), para comparar los resultados de la

seccién anterior
1

d 1
Y + angl/
dx dx?

+ by = 0.

Si aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion y usando el
resultado (2.13) obtenemos

1

1 d—z
$Y () = y(0) + sV (5) = o “V(0) +bY(s) = 0. (3.24)
T2
Podemos escribir (3.24)
1 d_%y
[s+as? +b]Y(s) —y(0) —a—75(0) =0
dz~2
Por tanto
Y(s) = (71 (3.25)
P(s2)
donde
d-zy
€ = y(0) + a2 (0) (3.26)
dz~2
y

Pt)y=t"+at+b=(t —a)(t—0)
es el polinomio auxiliar.

Si C' = 0, entonces por la unicidad de la transformada de Laplace, la tnica solucion de la
ecuacién (3.13) es la solucién trivial y(z) = 0. Sin embargo, reforzados por los resultados
de la parte anterior, sabemos que la ecuacién tiene una soluciéon no cero. Por tanto,
supondremos que C' es una constante finita no cero, ademas notemos que C' depende de
las condiciones iniciales de nuestra ecuacion diferencial.

Ahora yendo hacia el problema acerca de la inversa de la transformada de Laplace,
observemos que

Ptt):ai5<t_la_t_15> (3.27)

11 (11 B 11 ) (3.28)
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si a # . Nuestro problema se reduce a encontrar la inversa de la transformada de Laplace

de — . Haciendo lo siguiente
s? —a
1 1+ as™3
st—a (sz2—a)(l+as?)
1+ as 3
= 1 i
s2 —als72
I+ sz
s72(s — a?)
1+ as™2)(s — a?)
s72(s —a?)(s — a?)
(s—a?)+ as (s — a?)
s72(s — a?)(s — a?)
B 1 o
B S_%(s—cﬁ) s — a?
Por tanto
1 1 o

_ 4 (3.29)

si—a s i(s—a?) s—a?

En base a lo anterior, podemos ver que, usando las transformadas de la tabla 2.1,
1 1
S2 — (v 375(3—042) S —

i e R P

Podemos obtener una expresion similar para 5. Por tanto de (3.25)

y(z) = LY (5)
e
—r lP<s%>]

:E_ll C <11 o1 )] (3.30)
a—B\sz—a s2-0

(BL(0,0%) = BEL(0, ) + Bul—5,0%) — Bu(—5, )

a—pf

que fue, salvo una constante, la solucién (3.19) encontrada anteriormente.

Ahora supongamos que o = 3. Por tanto, de (3.25)
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y analogo a lo anterior usando (3.29)

I
N
V)
(]
—
V)
|P—‘
Q
[N}
SN—
V)
l'lo
Q
(Y]
N——
[\

Por tanto de (3.25)

y(x) = L7V (s)]
T c
- [p@;)]
_ [ 1 20 o?

571(5 _ az)z + s_%(s _ a2)2 T (5 _ az)z

Consultando la tabla 2.1 de transformadas vemos que
y(z) = ClzE,(—1,0%) + E,(0,a%) + 20sz$(—;, a®) + ozEw(;, o?) + o2 E,(0,a?)]
= Ola?zE,(0,0) + E,(0,0%) + anEm(—;, a?) + ocEx(;, a?) + a*zE,(0,a?)).
Por tanto en el caso de que las raices sean iguales
y(@) = CIE(0,0%) + 20°2E, (0, 0) + aEx(;, 0?) + anEm(—;, o), (331)

el cual es, salvo una constante, (3.21).

3.4. SOLUCIONES LINEALMENTE
INDEPENDIENTES

En las secciones 3.2 y 3.3 encontramos explicitamente una solucién de la EDF de orden
(2,2)

@ + adi?l/
dx dx3

+by = 0. (3.32)

Podemos pensar que debe ser la tnica solucién no trivial, ya que si a = 0, (3.32) seria
una ecuacion de primer orden, y sabemos que dicha ecuacién solo tiene una ecuacion
trivial.

Ahora empezaremos a hablar de independencia lineal de soluciones.

Definicién 3.1. Un conjunto de soluciones {y1,ya, ..., yn} se dice que son linealmente

independientes si y solo si Z c;y; = 0 entonces ¢; = 0 para toda 7 =1,2,...,n.
j=1
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Ahora supongamos que tenemos una ecuacion diferencial fraccional de orden (n,q) con
n > ¢q. Entonces podemos conjeturar que exista més de una solucion independiente.

Primero, consideremos la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden

d?y dy

— + o + by = 0. 3.33

T3 taz by = (3.33)

Si a es una rafz del polinomio auxiliar P(t) = t* + at + b, sabemos que g;(z) = e**

es una soluciéon. También, para cualquier constante A, g(z) = Ae*” es solucién. En
d

particular, % = ae® tanto como las derivadas de orden superior de g;(z) son solucién,

pero no son linealmente independientes, pues vemos que si 0 = ¢1€** 4+ coe®” entonces

0 = (c1 + cea)e™®, con lo que 0 = ¢; + cpav, entonces ¢; = —acy. Si cg = 1, entonces
c¢1 = —a donde a puede ser no cero.
Si 3 es otra rafz de P(t), entonces go(z) = €7* también es solucién de la ecuacion,

y también sus derivadas. Si suponemos que a # [, entonces g; y g son soluciones
linealmente independientes. Ahora sea g(x) = g1(z) + ¢g2(x). Entonces ambos, g(x) y

ch son soluciones. Pero g y d—g no son linealmente independientes. En efecto, podemos
x x

escribir ”
gi(z) = m]?)_;dx
y dg
g2() = ﬁiyi()-

Ahora veremos si este argumento es aplicable a las ecuaciones diferenciales fraccionarias.
Consideremos la ecuacién de orden (3,2)

d3y Ly dzy

L 42y =0, 3.34
de3 dx  dxz Ty ( )

Afirmamos primero que

1

@) = 3 [~

1

1
50 1) FAE(54) — 2B,(0,1) +2E,(0,4) (3.35)

es una solucién de la ecuacién (3.34). En efecto,

diyy  dy;  dryn 3 3
% 20y = = “1,1) +4E,(=1,4) — 2E,(—2,1) + 2E,(—>, 4
des  da x%+y1 3{ ) F4E(=14) (=3 D+ (2)}
1 1
[ 1) FAE(—5,4) - 2Ex(—1,1)+2EI(—1,4)]
1 1 1
- 3{ E,(0,1) + 4E,(0,4) — 2Ex(—2,1)+2Ex(—2,4)]
2 1 1
3[ Ey(5,1) +4E.(; 4)—2EI(O,1)+2EI(O,4)].
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Usando las ecuaciones (1.38), (1.52) y (1.40) podemos llegar a lo siguiente

1
S|SB (—1,1) + 4B, (—1,4) — 2Ex(—2, 1)+ QEI(—; 4)]

- ; [—Ex(—; 1)+ 4Ex(—;,4) 2B, (=1,1) + 2EI(—1,4)]
2(0,1) + 4E,(0,4) —2Ex(—;,1) +2Ez(—;,4)]

1 1
[ Ey(5.1) +4E:(,

2

+2
3

4) — 2E,(0,1) + 2, (0, 4)]

x_% 1 T
-2 + 32F

1 :
:1:(77
oy T PG

1
~Ex(0,1) + 16E,(0,4) — 2B, (5,1) —2

1 T2 T2
—E.(=,1) — + 16E, ( 4) + 44— —
2 I‘(%) 2’ F(%)

B 1

2E,(0,1) + 8E,(0,4)

Wl Do

1
r2 1 Tr 2

CE(0,1) + 4E,(0,4) — 2B,(2,1) — 252 1 88, 39+ 25
2 _

2 oM
1 1
5 | Balp 1)+ 4B (5 4) = 2B:(0,1) + 2E,(0,4)

W |

N

1 16 2 1 32 1 x
=——F,0,1 —FE,(0,4) — -FE,(=,1 —F.(=,4 22—
1 32 1 73 4 16

-FE.(=,1)— —FE.(=,4) —2——+-F,(0,1) — —FE,

+ 5B ) = Bl ) — 2y + 350

1 4 2 1 8 1

-F.(0,1)—=-FE,(0,4 -FE.(=,1)—-FE.(=,4

+5Ba01) = SE0,4) + S Ea(5, 1) - S Eal5, )
2 1 8 1 4
— B (5 1)+ S E(5.4) — 5
3 <2 )+3 <2) 3

N[ =
SN—

4
E;(0.1) + 5 E:(0,4) = 0.

d
Ademas, si yo = il

dx
1 1
n() = 5 |-,

también podemos afirmar que es soluciéon de (3.34). En efecto

1
1) + 16 (5,

1) — 2E,(0,1) + 8&(0,4)} +

d%yl dy d2y1 1 3 3

_9Y 2 E,(—1,1) + 16E,(—1,4) — 2E,(—=,1) + 8E,(—=,4
Gt Cdr gt M T 3[ (=1,1) + 16E,(=1,4) (=5 1) +8Es(~3.4)

2{E(ll)HGE(lﬁl) QE(11)+8E(14)]+ s

3 xX 27 €T 27 x 9 F(%)

1 1
_3{ (0’1)+16Ex(074)_2E( 3 1)+8E }

+2{ E(l 1)+16E(1 4) —2E,(0, 1)+8E(04)}+2"3é
e e r)
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Usando las ecuaciones (1.38), (1.40) y (1.52) podemos llegar a lo siguiente

; [—Ex(—l, 1) + 16E,(—1,4) — 2Ex(—;), 1)+ 8Ex(—;’4)}
—2 {—Ex(—;,l)ﬂes&(—;ﬂl) —2E,(—1,1) + 8E,(—1 4)] + 2

1 1 1
= 5 |~ Eel01) + 165,(0,4) ~ 2B,(~5,1) + 8Eu(~5,4)

2 1 1 772
-z [—Er<2, 1)+ 165,(;,4) = 2B,(0,1) + 8Ex(0,4)] 12

i
-2 + 128E,(=,4) + 8
r(3) 2 (=) I

N
—_
S
(MY
|

1
—Ep(0,1) + 64E,(0,4) — 2B, (3,1) — 2

Wl =

!
—~| 8
~—

1 x’%
—E,(=,1) —
2 r(3)

t\.’)\»—t

1
64E,(=,4 16

Wl Do

) — 25,(0,1) + 32E,(0, 4)

1
2

1 T 3 x -3
_Ex(0,1)+16Ex(0,4)—2Ex(§,1)—2r(1> + 32F, ( 4) + ]
2

W =

2 1 1 3
42| Eul 1) + 16E,(5,4) - 25,0, 1) + SE( } :

1 64 2 1 -
= —~F,(0,1) + —E,(0,4) — ZE,(=,
S0, 1)+ S0, 4) - S

2 1 77 128 1 4
CE(= 1) =100 — =B (=, 4) + -
+ 385, 1) NOREE G4 +3

16 2 1 27 32 1
SEN0,1) — 2B (0,4) + SE (= 1) — 22 = 2R (=4
2 1 32 1 4 3

LB )+ B )~ g B0 1) + .
3P D+ EG A M D T

Por lo tanto, usando la ecuacion (3.23)

2x7%+$*% 21'7% +1‘% xfg_}_x% 0
I(-3) T() "-20(3) T T TG

con lo que hemos visto que ys(x) es solucién.

Ademas, y; y y2 son linealmente independientes. Por tanto, cualquier combinacion

lineal, digamos V() = c1y1(x) + coyo(x) donde ¢; y co son constantes arbitrarias, es una
solucién de (3.34).

Sin embargo, aun no podemos generalizar este método, por ejemplo

d d?
ys(z) = Y2 _ @Y1

de — dx?
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—1[ B 1)+64E(1 4) — 2E,(0,1) + 32E,(0, 4) PP
- 3 T 27 T 27 T ) x 9 1—1(%) F _%)
y al calcular L — 2 - L5+ 2 }yg(ﬂf) llegamos a un problema. Por ejemplo, si
1 3
intentamos calcular 2% (FJE 21)> veremos, por definicion, que
T2 2
dz z72 1 d%(:c_%)
dr? F(_%) - F(_%) dz?
1 | d (di@3)
F(—%) dx dx_%
1 d 1 z 1
= — — 2972 d
o s (g et
1 1 d (/1’ 1 3
= — [ (@=y) 2y 2dy>]
eI sz :
Si usamos la proposicion 1.2, vemos que
d z 1 z ] 1
@/0 (x—y) 7y 2 dy = /0 —5(@— Y)Y dy + (x—y) 2y s
3
lo cual no esta definido, con lo que Ld;g — 2% — 45 —|— QdIU} y3(z) no existe.

Veamos si podemos llegar a una conclusion usando la técnica de la transformada

de Laplace. Si Y (s) es la transformada de Laplace de y(x) entonces del resultado (2.13),
tomando la transformada de Laplace de la ecuacion tenemos

1Y (s) - 52 10) - j;?;(m] —2fsY(5) = y0)) - |5V (5) = Y (0)| +2Y(5) =0
3 d 2y dzy 1 d 3y
s2Y (s) — oI (0) — . %(O) —2sY'(s) +2y(0) — s2Y(s) + - %(0) +2Y(s) =0
L og gt d 2y B dzy B _d‘%y _
(52— 25— 5% +2) Y ( - 2(0)) (dg;é (0) — 2(0) dx_%(O)) 0
llegando a
Lo i o) v = (s ) + (P20 - 20 - T
(57 =25 =52 +2)Y(s) ( dx—;”)) + (dx;“” 2y(0) dm_;m))
2(0) - 2(0) - HO)  sTH0)
Y(S) T X T

53—23—3%4—2 53—25—5’%—1-2
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A Bs
Y(s) = PN + IS (3.37)

de donde P(t) = t3 — 2t — t + 2 es el polinomio auxiliar asociado a la ecuacién y

dz2y d- 2y
A == 1 O - 0 - 1 O )
L0 - 2(0) - T4 00)
d’%y
B = =(0).
d:c’i( )
Por tanto
1 S
y(z) = AL [ - ] +BL! l ; ] . (3.38)
(s2) P(s?)
Ahora,

1 A A A
P(t)_t+1+t—2+t—1
LAt =2)(t = 1)+ Ayt 1)(E - 1) + As(t +1)(t — 2)
B t+1)(t—-2)(t—-1)
LA =342+ AP — 1) + Ag(P -t +2)
(t+1)(t—2)(t—1)
(A; + Ay + A3)t? + (—3A; — A3)t + (24, — Ay — 243)
(t+1D)(t—2)(t—1)

Asi tenemos el sistema

A1+A2+A3:O
3A1—A3:O
241 — Ay — 243 =1

con soluciones A; = %, Ay = % y As = —%. Asi

11 1 1
P(t)  6(t+1) +3(15—2) 2t —1)

De aqui
1 1 1 1

P(s?)  6(st+1) " 3(s2—2) 2s2—1)

Usando la ecuacién (3.29), tenemos que

1 1 1 1 2 1 1

P(sH) 65 E(s—1) O(s—1)  35b(s—4) B3(s-4) 255(s-1) 2s—1)
1 2 1 2

3s72(s—1) 3(s—1) * 3572 (s — 4) i 3(s—4)
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Asi, de la tabla 2.1 vemos que

1 1 1 2 1 1 2
£ —| = —-E,(—=,1) = ZE,(0,1) + ~E,(—=,4) + = E,(0,4).
|~ 3 D B0+ SR+ R0
Usando la ecuacién (1.38) llegamos a
1 1.1 1z 2 41 1z 2
) [] =BG 1) = s i = SE(0,1) + 2 Ealo, ) + o + 2 Ea(0,4)
P(s?) 2) 3

37742 3T(L) 3 37749 3T
1 1

—|=E,(=,1)—

3{ (31

1
2B,(0,1) +4E, (5, 4) +2E,(0,4)

Por otro lado,

2 A Ay A

P(t)_t+1+t—2+t—1
A =2) - 1)+ A+ D) - 1)+ As(t+1)(t - 2)
B t+1)(t—-2)(t—-1)
AP =Bt 42+ A(P - 1) + Ag(P -t +2)

(t+1)(t—2)(t—1)
(Ap + Ay + A3)t2 + (—3A; — A3)t + (24, — Ay — 243)
(t+1)(t—2)(t—1) '

ASi tenemos el sistema
Al + A2 + Ag == 1
3A1 - Ag == O
241 — Ay —2A3=0

con soluciones A; = %, Ay = % y Az = —%. De donde

2 1 4 1

PE)  6(t+1)  3(-2) 20—1)
y de aqui
s 1 4 1
P(s?)  6(s2 +1) " 3(s2 —2) 2(sz—1)
Usando la ecuacién (3.29), tenemos que
s 1 1 4 8 1 1

P(s -

) 65 3(s—1) 6(s—1) * 3573(s —4) IECEDN 2s73(s—1) 2(s—1)
B 1 2 4 .8
3573(s—1) 3(s—1) 3s73(s—4) 3(s—4)

Asi, de la tabla 2.1 vemos que

[
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Usando la ecuacién (1.38) llegamos a

1 1
1 s 1 1 1x2 2 16 1 4 72 8
=BG ) - o IR0, + —Ey(=,4) + °E.(0,4
lp(sé)] g3 3T(3) 3 O+ 3£ )+3r(§)+3 0.4
1
—1[—E (2 1) = 28,(0,1) + 16E,(L, 4) + 8E,(0,4)] + L2
- 3 T 27 xT Y x 27 x ? F(%)
= y2(x)
Por tanto
<[5 =
S2
< [5ien] =+
donde y;(z) vy y2(x) son las dadas por (3.35) y (3.36). Podemos escribir
y(x) = Ayi(z) + Bya(z) (3.39)

la cual es una combinacién lineal.

3.5. SOLUCION DE LAS ECUACIONES
HOMOGENEAS

Usando algunas de las ideas que hemos recogido en las secciones anteriores, ahora
probaremos que la EDF de orden (n,q) tiene N soluciones linealmente independientes
donde N es el entero mas pequeno tal que N > nv, donde v = %.

Teorema 3.2. Sea
dnvy d(nfl)v

y
o T Ty =0 (3.40)

una EDF de orden (n,q), con v = %, Y sea
Pt)=t"+at" ' +---a, (3.41)

el correspondiente polinomio auxiliar. Sea

1
yi(z) = L7 [ ] : (3.42)
Entonces si N es el entero mas pequeno con la propiedad de que N > nv,

yl(x)ayQ(x)a s 7yN($)

donde A
&
dxi—1 (z)

son N soluciones linealmente independientes de (3.40).

yi(r) =
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Demostracion. Si tomamos la transformada de Laplace de la ecuacion (3.40) tenemos

e[p () o] -0 "

Sea Y(s) la transformada de Laplace de y(z). Por una parte, podemos ver al polinomio

auxiliar como P(t Z a,_xt* con ayg = 1. En base a esto

k=0
d? n dkvy
P = k-
<dx”> y(r) k;z::oa L

Calculando la transformada de Laplace de lo anterior

2l () ] = St

Usando la ecuacién (2.13) llegamos a

v N— p—N+kv
)]s (rra-Eom 5220

Haciendo un cambio de indices con r = N — p — 1 llegamos a

dv N N-1 n dkv—(r+1)y
- [P<d9€”>y ] >tttV = TS g (O
k=0 r=0 k=0
. (3.44)
— P (s) = X Buly)s’

r=0

dkv—(r—f—l)y
donde B,(y) es una combinacién lineal de términos de la forma m(()) con

€T v—I(T

r=0,1,...,N — 1.

De (3.43) v (3.44)

es solucién de (3.40).

Sea

y1<x>:£—1[ 1 ] (3.45)
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entonces realizando célculos semejantes a los que se hicieron anteriormente para y(z),
obtenemos

cp(gﬁm@ﬂzmwm@—gﬁmmf (3.16)

r=0

donde
dkv (r+1) y

B.(n) =D an- kW(O)'
k=0
Usando el teorema del valor inicial de la transformada de Laplace [11] tenemos que

d*y

7 v+1 _ _
dim s" Ly (2)] = —75(0) = L.
Asi que
Bo(y1) =Y an—k sliglo s"Y ()
k=0
—k&Z%wsﬁU
= lim P(s’ L _ 1
o slgolo (S )P(Sv) o
y
kv
B.( Z e llm —Yl( )
k=0
| Yi(s 1
—ggz%kslﬂs
lim P(s") 1
= lim P(s —
§—00 P(sv) s
1
= lim — = 0.
s—00 g7
Por tanto,
B0<y1> = 1, Br(yl) = 0, r 2 1. (347)

Asi, de (3.46), llegamos a

£|P () mio] = Pemice) -1

Pero Yi(s) = Por tanto y(z) es solucién de (3.40).

1
P(sv)"

De nuevo del teorema del valor inicial,

dky
dx,j (0) =0 (3.48)
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para k =0,1,..., N — 2. Por tanto, de (2.12)
av djfly1 B djfl d“y1
dev \ dxi—' | dei=1 \ dav

para 7 =1,2,..., N y para todo u > 0. Entonces

(o () 554 25 ()]

Pero P ( d;v) y1(x) = 0. Por tanto

d
&'y
la) = )
con j =1,..., N son soluciones de la ecuacion (3.40).

Ahora veremos que son linealmente independientes. Consideremos
ayi(z) + caya(x) + - -+ + enyn(z) = 0.
Por hipotesis sabemos que

dy dN "y,

cyi(x) + coye(x) + - - - + envyn(x) = cyi(x) + C2%($) et CNW(QC) =0
Calculando la transformada de Laplace,
d del
1 Lyi(z)] + L [Cﬁ;(az)l +-- -+ eyl lde_yll (x)} = 0.
Ahora, en virtud de que Cs;?{} (0) =0 para k=0,1,..., N — 2, vemos que
djyl Y
L - | = , 3.49
] -7 349
entonces
0 L S
=c c e eN———
"P(sv) T TP P(sv) NP(sv)
1
0= m[cl + s+ eys™
0=c+cos+ - +eysV L
Dado que el conjunto {1,s,...,s" '} es linealmente independiente, entonces ¢; = 0 para

toda j =1,2,..., N y por tanto y;(z), ...,yny_1(x) son linealmente independientes. ]
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Ejemplo 3.2. Consideremos la EDF de orden (2, q)

dva dvy
d2v + aldx” 4+ asy = 0,

con v = %, y su correspondiente polinomio auxiliar es
Pt)=t+ait+ay = (t — ay)(t — ay).

En este caso N =1, asi que (3.50) tiene solo una solucion y,(z). De (3.42)

)= |5

Si a1 7& Q,

1A B
Pt) t—a +t—a2
At — ag) + B(t — a1)
(t—&1>(t—a2>
At — Ay + Bt — Bay
a (t—CYl)(t—Oég)
(A —I— B)t —f- (—AOéQ — BO./l)
(t—Oél)(t—OéQ) )

Asi tenemos el sistema

A+B=0
—AOJQ - BOél =1
con soluciones A = ﬁ, B = —aliaz. De donde
1 1 1

P(x) (o —)(t—a) (o1 — o)t —as)

1 (1 1)
_041—062 t—Oél t_OJQ.

De aqui

11 ( 1 1 )
P(s®)  a;—ay \s' —a; s —as

Si a1 = Q,

23

(3.50)



o4 CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES FRACCIONARIAS

mientras

=[G+ kv =2E(( + kv —1,a])}.

Por tanto vemos que

a1 — Qg k=0

R
yi(z) = {Z ai]—k_l —kv, af) Zaz "B (<kv ,a3)

es la solucion de la ecuacion si aq # oo, mientras

q q
.%'):ZZ 2 By ((G + K)o — 2,09)
j=1k=1
—[(G + kv = 2]E((j + k)v — 1,a) }
es la solucion st oy = auy.

Un célculo explicito de las soluciones (), ..., yn(x) del teorema no es una tarea facil.
Sin embargo, si las raices del polinomio auxiliar P(t) son distintas, es posible encontrar
las soluciones sin mucho esfuerzo, y obtener una representacion bastante simple para las
mismas. Para esto, veremos algunos resultados.

El siguiente resultado habla sobre una descomposicion de fracciones parciales, la
cual podemos ver mas a fondo en [12].

Teorema 3.3. Supongamos que tenemos % y que a es una raiz simple de P(t). Entonces
existe una constante A tal que

1 A I—
SN Wq )
P(t) t—a
en donde 1
A=
%’f(a)
Corolario 3.1. Supongamos que tenemos g5 y P(t)=(t—a1)(t—ag) - (t —ay), con
raices o, s, . .., oy, todas distintas. Entonces
1 Ay Ao A,
_ e 3.51
P(t) t—a1+t—a2+ +t—an’ (3:51)
donde
g 1
' %(O‘Z)

Ahora veremos una representacion explicita de las soluciones con este resultado.
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Teorema 3.4. Sea

flg T any =0
una EDF de orden (n,q), y sea
P(t)=t"+ait" ' + .. +ay

el correspondiente polinomio auziliar. Sean oy, ..., o, con o; # o para i # j las raices de
P(t) y sea

conm=1,2,....,n. Entonces

=3 A, ol B (—kv,ad) (3.52)
m=1

k=0
es una solucion de la ecuacion.

Demostracion. De (3.42) vemos que

1 1
yi(z) =L lp(sv)]

con v = é, es una solucion. Ahora del corolario 3.1,

1 Ay Ay An
— _l’_ _l’_ N
P(s?)  s'—a; sU— o sU — qy,

y ademas, de la tabla 2.1
1

sV — ayy,

q
L1 [ } = Zaf;,:lEx(jv —1,0d)

J=1

Entonces, haciendo un cambio de indices con & = ¢ — 7, y considerando que v = %,

tenemos

E_l[ Zoﬂ B (—kv,al)

sY — am}
Aplicando esta férmula a la transformada inversa de Laplace de ﬁ llegamos al
resultado. O

A partir de estos resultados, veremos uno, cuya prueba también omitiremos, pero la
podemos ver en [13], p. 276.

Proposicién 3.1. Sea P(t) ="+ at" ' +---+a, = [[(t — a;) un polinomio de grado
j=1
n con raices oy, Qo, . . .,q, todas distintas. Sea

1 n
=2

k=1

t—Oék
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donde I
Ak = )
(o)
la expansion parcial de () Entonces
Z CKZlAk =0
k=1
para m =0,1,...,n —2.

Ejemplo 3.3. Consideremos la EDF de orden (7,3)

7 5 1

diy Py diy diy  dy  diy | diy
+a +a +a +a +a +a +azy =0

dxs tda? 2clx3 *drt z5 Ydx deg O das 3 ik

donde v = %, con lo que tendra N = 3 soluciones. Entonces del teorema anterior
U 2 3 L 2 4
-3 A, [amEm(O, a) + anEa(—5,08) + Eal—=,03,)
m=1

es una solucion de la ecuacion, y oo, ...,qr son distintas raices del polinomio auxiliar

P(t) =t7 + a1t® + aot® + ast* + ast® + ast® + agt + ay.

Para calcular ys, por el teorema 3.2, derivamos y, para obtener

dy:
w0 =g,
! 2 4 5 o 4
— Z Aploc, By (—1, ad )—f—amEx(—g,am) + Ex(—g,am)]
m=1
d 2 3 3 3 1 4 x5 3 2 4 x3
= Z: Am[amamE$(07 am) + amamEﬂU(_§7 am) + amr(_l) + Oéme(—g’ am) + I‘(_g)
m=1 3 3
! 3.2 3 L 5 2 4 ! Lo T
= Z A am[amEfE(Ov am) + OémEfE(_gﬂ am) + EI(_§7 m)] + Z Am Z Oémi )
m=1 m=1 k=0 F 3
T 1 9 L A
2 1—
=Y Aol a2 B (0,03) + oszx(—g, al) + Em(—g,ozf’n)] +> SRS > o tA,

3
I

k=0 L(—=57) m=1

Usando la proposicion 3.1, se anula la sequnda suma. Por tanto la sequnda solucion de
la ecuacion es

X:Ama { E, (0,02 y+amEA—;mﬁJ+l%6—;0%ﬂ

Con un procedimiento similar vemos que
2

d“n

de

= ZA Oé l: (O « )+amEx(_;)7

ys(x) =
03+ B30,

es una tercer solucion linealmente independiente de la ecuacion.
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3.6. FUNCION DE GREEN

Consideremos el operador diferencial fraccional de orden (n, q)

dmw d(n—l)v d°

+QIW+"'+GTL@ (3.53)

dxnv

con v = %. En la seccién anterior vimos que si P(t) = t"+at" "' +- - - +a, es el polinomio
auxiliar asociado al operador, entonces podemos encontrar N soluciones linealmente
independientes de P < 4 ) y(x) = 0 (donde N es el entero mas pequeno con N > nv).

dz?
dy1 dy1 Ny
) dr ) dx2 0 qgn—1 donde

o) =" |5 .

En particular, si oy, ..., a;, son las distintas raices de P(t), entonces

Las soluciones son ; (z)

n q—1
yi() = > An Y ol T E (kv o),
m=1 k=0

donde A,, = zp—,conm =1,....n.
H(QM)

. v <7
Ahora buscaremos soluciones de P( d‘iv)y(x) = h(x), con h(x) una funcién de
clase C. Pero antes de esto, es necesario remarcar algunos aspectos acerca de las

ecuaciones diferenciales ordinarias lineales.

Supongamos que ¢ = 1 en (3.53). Entonces v = 1 y el operador es ahora un
operador diferencial ordinario de orden n

dn d(n—l) d°
dx™ o dxr(=1) L 0
Sea o) .
d" a\"- d
L= tn@) oyt (@)

un operador diferencial ordinario lineal de orden n. Asumiremos que los coeficientes
pi(z) son continuas en algin intervalo I.

El problema es, dada una funcién h(z) continua en un intervalo I, encontrar una
solucion y(z) tal que
Ly(z) = h(z) (3.54)

Todo conjunto @1, P,,..., P, de n soluciones linealmente independientes de la ecuacion
diferencial homogénea de orden n asociada a (3.54), Ly(z) = 0, en un intervalo 1, se llama
conjunto fundamental de soluciones en el intervalo. Existe un conjunto fundamental de
soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogenea de orden n, Ly(z) = 0, en un
intervalo 1.
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Toda funcion ®p libre de pardmetros arbitrarios que satisface la ecuacién (3.54)
se llama solucién particular de la ecuacion.

Exploraremos algunas propiedades de estas ecuaciones no homogéneas.

Proposicién 3.2. Si ®p(z) es una solucion de (3.54) y ®y(x) es una solucion de la
ecuacion homogénea asociada Ly(x) = 0, entonces ®(z) = Pp(x)+Py(x) es una solucion
de (3.54).

Si ademads de (3.54), y(x) satisface las condiciones iniciales homogéneas

dy dn—ly
y(o) = %(%) == W(IO) =0
entonces y(x) esta dada por
y(x) = /x G(z,u)h(u) du (3.55)

la cual G(z,u) la llamaremos la funcién de Green [14, p. 70] de (3.54), la cual obtendremos
como sigue.

Empezaremos sacando el caso en el que n = 2, y haciendo un proceso andlogo e
inductivo obtendremos lo buscado para el caso de n.

Consideremos nuestra ecuacién

d*y dy

— +pi(r)5= + pa(2)y = h(2). 3.56

du? pi( >dx p2(7)y (z) ( )
Supongamos que {®;(z), Po(z)} es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
homogénea asociada % + pl(l’)% + po(x)y = 0. Usando el método de variacién de
pardmetros, pensaremos nuestra solucion como sigue

y(@) = ui ()@ (2) + us (7)o (), (3.57)
donde
dui  Pa(z)h(x)
de W(z)
y
duy — ®1(2)h(z)
dr  W(x)
con W(x) = W(Py,P2)(z) el wronskiano de ®; y P,. Si expresamos u; y us como

integrales definidas

I S R
z Qg (u)h(u)
- du.
2T W)
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Sustituyendo estas expresiones en (3.57) llegamos a

y(z) = — /x: q)Z(U)‘;l/(Z;))CI)l(x) du+ /: Q1 (u)h(u)Py(x) "

[ (et %(u)h(um(m)) »

_/ ( (U) CI’2( )(Pl(m))h(u)du

Entonces nuestra solucién (3.57) puede ser expresada como

y(x) = /: G(z,u)h(u) du

0

o D,() () — D), (2) (1) @s(a)
_ Pi(u)Po(x) = Po(w)Pux) 1 Dy(z) Doz
G(z,u) = W) = W) @) () (3.58)
Esta funcién de Green tiene estas propiedades
G<$7 u)’az:u = O’
oG
e - =1

Este método puede ser usado para construir una solucién particular de una EDO lineal
no homogénea de orden n. Especificamente, {®(z), Po(z),...,P,(2)} es un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea asociada Ly = 0, la correspondiente
funcion de Green G(z,vy) es

ddq(u) dPy(u) A Py(u)
Gy = CV | @bl @dyw) P (3.59)
’ W(u) du? du? o du?
0 0) ) A2, ()
dun—2 durn—2 O dur?
donde
ddq (u) dds(u) dd,,(u)
et el el
W(u) = diz dzz o dZQ (3.60)
Py ) D) Al
dun—1 dun—1 O durt
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Del mismo modo, se cumpliran las siguientes propiedades

ak
@G(l‘,“) - =0
para k=0,1,....n —2
an—l
0;1:”*1G(I’ u) . =1

Por tanto, si h(z) es continua en un intervalo I, podemos verificar que (3.55) es una
solucién de (3.54).

Por supuesto, dado que {®;(z),..., P, (x)} es un sistema fundamental, de la proposicién
3.2, vemos que

n(@) = [ Gla,wh(u) du+ Ci®;(x) + - Cydy(2)
o
también es solucién de (3.54) donde (4, ..., C,, son constantes arbitrarias. Las condiciones
iniciales ya no serian cero.

Si en particular, si p;(z) es constante, digamos p;(z) = a;, 1 < i << n, en este
caso podemos escribir

dn d(n—l) 0
=g g T T s

L )
dx0

Notemos que si tomamos nuestro polinomio auxiliar P(t) = t"+a.t" 1 +- - -+a,, entonces
d " d*

L=P|—|=.) appr——

(dx > Ié) " dak

. Si ademads y(z) satisface las condiciones iniciales homogéneas

dy dn—ly
y(zo) = %(930) T et

xnfl

(x()) =0,
podremos hallar la funciéon de Green de la siguiente forma.

Consideremos la ecuacién

Ly(x) = h(z),

entonces lo podemos ver de la siguiente forma

P (;‘;) y(z) = h(z) (3.61)

Calculando la transformada de Laplace en (3.61), llegamos a
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Por un lado

I
X l
=
=

Con esto tenemos que
P(s)Y(s) = H(s)

donde H(s) = L[h(z)]. Ahora, acomodando tenemos

H
H(s) (3.62)

Sea G(z) = L! [ﬁ} Aplicando la transformada inversa a (3.62) tenemos que

y(z) = £ [];((j))] (3.63)

Aplicando el teorema de la convolucion (teorema 1.5) tenemos que

y(z) = / Gz — w)h(u) du (3.64)
0
Entonces G(z,u) es una funcién solo de la diferencia de estos argumentos

G(z,u) = G(x — u)

3.7. SOLUCION DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES FRACCIONARIAS NO
HOMOGENEAS

Hemos visto anteriormente que la solucion de la ecuacién diferencial ordinaria no

homogénea

dny d(nfl),y
dzn T e

+ 4 any(x) = h(z) (3.65)

esta dada por

n(x) = /Ox G(z,u)h(u) du + C1P1(z) + Co®s(z) - - - Cp, P () (3.66)



62 CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES FRACCIONARIAS

donde las C; son constantes arbitrarias, G es la funcién de Green asociada a (3.65) y
®,;(z) son las soluciones de la ecuacién homogénea asociada a (3.65). Por supuesto, si
tomamos todas las C; como cero, entonces

y(x) :/ G(z,u)h(u) du (3.67)
0
es una solucién, para la cual se satisfacen las condiciones iniciales homogéneas
dy d" 1ty
0)=—70)=---=—=(0)=0. 3.68
y(0) = 2 (0) U (369

En base a lo anterior, podemos ver un resultado analogo para EDF.

Teorema 3.5. Sea yp cualquier solucion particular de la EDF, no homogénea, de orden

(n,q) -
drwy d n—1 vy
dxmv +a dx(n—l)v

y sea yg la solucion de la EDF homogénea asociada

+ o any = h(x), (3.69)

dnvy d(n—l)vy
dx™ T dx(n—1v

+ - Fayy = 0.

Entonces
y(@) = yp(r) + yu(w)
es solucion de (3.69).

Demostracion. Consideremos el operador (3.4), entonces (3.69) lo podemos ver como
Ly(z) = h(x). Entonces

Ly(z) = Llyp(x) + yu(2)] = Lyp(z)) + L(yn(2)) = 0+ h(z) = h(z).
[l

Ahora analizaremos el problema de encontrar soluciones a las EDF no homogéneas de
orden (n,q)
nuv n—1)v
"y + aq A 7) Y
dx™ dx(m—1v
donde h(z) la asumiremos continua a trozos y de orden exponencial. Como siempre, sea
P(t) = t" + a;t" ' + - -+ + a, el polinomio auxiliar. Hallaremos la solucién tratando de

hacer algo andlogo para las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Iniciaremos tomando la transformada de Laplace de (3.70). De la ecuacion (3.44)

£|P( )] =P e - X B

o A ko—(r+1)
donde B, (y) es una combinacién lineal de términos de la forma 73 =71 (0) con
X
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r=0,1,..,N — 1. Asf,

P(s")Y (s) - z B,(y)s" = H(s)
P(")Y(5) = Hs) + 3 Bulw)s'
con lo que
H(s) = s"
V() = iy + L B W (3.71)

donde tomamos Y (s) y H(s) las transformadas de Laplace de y(x) y h(z) respectivamente.
Ahora sea

K(z)=L,"" [ ! ] : (3.72)

Tomando la transformada inversa de (3.71)

o) = £ | g+ S B | o] (5.73)

Del teorema de convolucién (teorema 1.5) vemos que, a partir de la ecuacién (3.72),
podemos ver a (3.73) como

y(x) = /OI K(x —u)h(u) du + Z__%) B.(y)L™t [P((g;”)] (3.74)

Podemos notar que, del teorema 3.2, K(x) = y1(z), y y1(z) es la solucién de la ecuacién
homogénea asociada a (3.70). Usando la ecuacién (3.49), podemos escribir lo anterior
como

. dK AN
y(x) = /0 K (@ = wh(u) du+ CiE () + Gy 4+ Oy (3.75)

donde las C; son constantes.

En particular supongamos que buscamos la solucién de la ecuaciéon con las condiciones
homogéneas

v = Loy == V) =0 (3.76)
Afirmamos que
y(x) = /0 K(z — u)h(u) du (3.77)

es la solucién buscada.
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Podemos notar, a partir de la ecuacién (3.75) y lo mencionado anteriormente,
(3.77) satisface (3.70). Ahora, y(0) = 0 y usando la proposicién 1.2 podemos ver que

dy r K
W_ g / . .
< (0)h(z) + o (x —u)h(u) du (3.78)
Pero de (3.48),
dK
-(0) =0 3.79
=0 (3.79)
para j =0,1,..., N — 2, por tanto
Y0)=0
de

Similarmente

dy  PK r YK
prvie Oh() + [ 55

d
P K
= . —y)h(y)d
| St = k() dy
para j = 1,...., N — 1 (véase [10]), y por tanto, de (3.79)

'y
dxk

(z —y)h(y) dy

zi—1

0)=0
para k=0,1,...., N — 1.

Comparando (3.66) y (3.77), hemos llamado a K(z — u) la funcién de Green fraccional
d'U
dx?

asociada a P ( ) Por tanto hemos probado lo siguiente.

Teorema 3.6. Sea h(x) una funcidn continua a trozos en (0,00), integrables y de orden
exponencial en [0,00). Sea

dnvy d(n—l)vy

e + b ey + -+ ayy = h(z) (3.80)
con o
)

para 7 = 0,1,...., N — 1, un sistema diferencial fraccional de orden (n,q), donde N es el
entero mas pequeno tal que N > nv. Sea

Pt)=t"+at" '+ +a,

el polinomio auziliar, y sea

1
K(z)=L" 82
=2 5] 55
la funcion fraccional de Green. Entonces
y(z) = / " K (z — w)h(u) du (3.83)
0

es una solucion de (3.80)
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Ejemplo 3.4. Consideremos la ecuacion diferencial fraccional de orden (2,4)

d%y d%y

T 01
dx2 dxa

— h(z) (3.84)

donde v = i, N =1, con una sola condicion inicial y(0) = 0. Encontraremos una
solucion explicita.

La funcion de Green fraccional K(x) estd dada por

K(z) = £ [P(;)] (3.85)

donde P(t) = t* — at es el polinomio auziliar. Por tanto

Entonces, de la tabla 2.1
3 ) 1
K(z) =3 o' E.((j = 2)(3),a), (3.86)

j=0

por tanto, la solucion de la ecuacion estd dada por
y(z) = / K(x — u)h(u) du (3.87)
0

donde K estd definida de la forma (3.86).

Ejemplo 3.5. Consideremos la EDF de orden (2,2)

1

dy d2y

— - — 2y = 3.88

dx + dx2 y=7 ( )
con una condicion inicial y(0) = 0, dado que v = % con lo que N = 1. Con nuestra

notacién anterior, P(t) = t* +t—2 es el polinomio auziliar asociado a (3.88), con raices
a =1, f = —2. Entonces la funcion de Green fraccional K(x) de (3.88) estd dada como

usando la tabla 2.1, vemos que

K(z) = ; (,(0,1) +25,(0,4) + Ex(—;, 1) - Ex(—;, y)].
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Con lo que podemos escribir

1

y(z) = ;/ﬂu [EH(O, 1) +2E,,(0,4) + Ex_u(—;, 1) — Ex_u(—2,4)} du.

Haciendo un cambio de variable t = x — u podemos escribir como
1 = 1 1
y@) =5 [ =0 [B0,1) + 2B00,4) + Bi(= 5. 1) - Bi(—5,0)] d,

asi

y(z) =~ [/O(x _ B0, 1) dt + 2/:(:5 —D)E,(0,4) dt
+/0$(:c—t)Et(—;,l)dt—/Ox(:c—t)Et(—;,éL) dt].

Por tanto la solucion es

y@) = 3 [B@ D)+ 2829+ BG ) - BG9).
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3.8. UN METODO USANDO ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

Empezaremos viendo algunos resultados que envuelven a nuestra funcién de Green
fraccional. Empezaremos viendo uno relacionado con la convolucion.

Teorema 3.7. Sea

dv dm d(n—l)fu do
P = 4 ‘
(dl’v> dxm™v + a1 dl-(nfl)v + + an dl’o (3 89)
un operador diferencial fraccional de orden (n,q) con una funcion fraccional de Green
KP(JE) Yy sea
dv dmv d(mfl)v do
“ (d:c’“> = gom T T T g (3.90)

un operador diferencial fraccional de orden (m, q) con funcion fraccional de Green Kg(x).
Sea

R(t) = Q(t)P(t) (3.91)
Yy sea
d’ J(m+n)v J(m+n—1)v £
R (dxv> = +a dp -1 4+ 4 Cntm G (3.92)

un operador diferencial fraccional de orden (m + n,q). Entonces si Kg(x) es la funcion
d’U

pr ) , entonces

fraccional de Green asociada con R(

Kp(r) = /Ox Koz —y)Kp(y) dy. (3.93)

Demostracion. Vemos que del teorema 3.6, viendo (3.82)

£lEp(@)] = s
asi ] .
L[Kq(z)|L[Kp(r)] = Q(s") P(s")

De la hipotesis

Pero L[Kgr(z)] = R(lsv). Por tanto

LIKR(x)] = LIKq(x)|L[Kp(x)].

Del teorema de la convolucién de las transformadas de Laplace (teorema 1.5)

Kp(r) = /Ox Koz —y)Kp(y) dy. (3.94)
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Del teorema 3.6 vemos que (3.93) es solucién de

Q[ 1) Kate) = Kt

Por supuesto, podemos intercambiar los roles de P y (). Por tanto, tenemos lo siguiente

Corolario 3.2. i P( v), Q (dfv> y R (dfv> son los operadores definidos como en el
teorema anterior, y Kp, Ko, Kr son sus respectivas funciones de Green, entonces

d'[)
Q[ i) Kato) = Kol

P (dfv) Kgr(z) = Ko(x).

Ahora, sea ¢ un entero positivo, y sea v = %. Probaremos que si P es un polinomio en
potencias de t¥, existe un polinomio () también de potencias de t¥ tal que su producto
es un polinomio en potencias de t. Su utilidad deriva del hecho de que en cierto sentido,
podemos convertir un operador diferencial fraccional a un operador diferencial ordinario.

Teorema 3.8. Sea P un polinomio con grado n > 1 en t. Entonces para cada entero
positivo q, existe un polinomio @ de grado n(q — 1) en t tal que

Q) P(t)
es un polinomio T' de grado n en t9, esto es, T(t9) = Q(t)P(t).

Demostracion. Sea
Pit)=t"+at" "+ -a, = [[(t — o)

k=1
donde a4, son las raices del polinomio, y sea
H - ap),
si consideremos T'(t7) = [ (¢? — ), entonces
k=1
o
rey B0 b

q
SIS

k=1j=1

Por tanto vemos que el lado derecho de la igualdad anterior es un polinomio en ¢ de grado
n(g — 1). Llamemos a este Q(t),

n q

Q) = TI Y, o 157 (3.95)

k=1j=1

Por tanto T'(t?) = Q(t)P(t). O
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Por ejemplo, sin =2y qg=3
P(t) = t* + ait + as. (3.96)
Si las raices de P(t) son oy y e, entonces
P(t) = (t — an)(t — ag) = t* — (a1 + )t + 10

Asi, a1 = —a; — ag y ag = aqag. De la ecuacién (3.95) tenemos que

Q) f[ (2 + apt +af)

k=1
(2 + aqt + o) (12 + ot + o)
t (g + ag)t® + (a3 4+ ayag + 2) 2 + (a105 + afas)t + afad
Por tanto
Q(t) = t* — ayt® + (a? — ax)t? — ayast + a3, (3.97)
T(t*) =t + (a3 — 3ara9)t* + aj. (3.98)
Ahora, si tenemos un polinomio P de grado n > 1, del teorema 3.8, existe () un polinomio

de grado n(g—1) tal que Q(¢)P(t) sea un polinomio de grado n en t?. Ademads, si tomamos
a Py a () como en el teorema anterior, entonces, por supuesto

dv dv dv
) =7 () o (i)

R d? o i B dn N d(nfl) N N io
dzv | dr ) da» aldx("—l) andxo

el cual es un operador diferencial ordinario. Sea G(x) la funcién de Green asociada con
T, entonces

Ademés

Gla) = [ Kolw = y)Kr(y) dy (3.99)

Por tanto hemos probado lo siguiente.

Corolario 3.3. Si P (dfv) es un operador diferencial fraccional de orden (n,q), existe
d’U

un operador diferencial fraccional Q) (dw“) de orden (n(q—1),q) tal que la convolucion de
sus funciones fraccionales de Green es una funcion de Green de un operador diferencial
ordinario de orden n.

En particular, el corolario 3.2 implica que

d’U
Q (d:c”) G(z) = Kp(z) (3.100)
' d
P (dm”) G(z) = Kg(z). (3.101)
Podemos observar de manera especifica, a partir de la igualdad (3.100), si tenemos un
d’U

operador diferencial fraccional P ( dxu), podemos encontrar su funcion de Green a partir
de la funcién de Green asociada a un operador diferencial ordinario. Daremos un ejemplo
de esto.
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Ejemplo 3.6. Sea

2 1

ds ds

2 + b 1

dxs dxs

un operador diferencial fraccional de orden (2,3) con v =

Pt)=t*+bt+c

+e (3.102)

%, Y sea

el correspondiente polinomio auziliar. Entonces del teorema 3.8 existe un polinomio () de
grado n(q — 1) = 4 tal que
T(t%) = Q(t)P(t)

es un polinomio de grado 2 en t3. Ahora vemos que de (3.97)

Q) =t —bt* + (b* — o)t — bet + ¢* (3.103)

T(t*) =% + b(b* — 3c)t* + .
Supongamos que o y 5 son las raices de P(t). Entonces vemos que
T(o”) = Q(a)P(a) =0
Yy

T(8°) =Q(BP(B) =0
con lo que a® y B3 son raices de T(t) = t* 4+ b(b*> — 3c¢)t +c*. Asi consideramos el operador
diferencial ordinario

d d? d
T|—| =" 2_3c)—+¢ 104
(dx) b = 30) T+ ¢, (3.104)
cuyas soluciones de la ecuacion homogénea asociada Ty(x) = 0 son ®i(z) = e’y

Dy(x) = 7% siaP £ 3y Dy(x) = e y Dy(z) = 2e®°* si a® = 5. Usando las formulas
(3.59) vy (3.60),
n Siad# B
cos BT _ B pate
(B — a)exsehs
3

_ 33 3 A3
65565w_6aseax

53 — a3
663327633 _ eoz3zvfa3s
53 —ad
0 (@=s) _ 8% (@—s)

(13—53

Gz —s)=G(x,s) =

w Siad =33,

3 3
— ge®spa’
e2a33

3
xea T

_ 3 A3
=e Y re® " —se e

3z

3

3z—ad

5 o, s

= (z — 5)e™" @),
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Por tanto, la funcion de Green G(x) asociada al operador (3.104) es,
1 06333 3])

G(x) =

sia® # 3%y
G(z) = ze®™®

si a® = 33, De (3.100)
d ) G(z) = Kp(x)

© (dmé

Verificaremos este resultado en este ejemplo. Para ser especificos, supondremos que o #

B33. Notemos que
ds ds . d ds ds
- —b— 4+ —)—5 —be—r +
@ (dxs dxs dx ( ) xs dxs
)
1 oz B3x
G(x):a?’—ﬁ?’[e — e’
Por tanto
3 1 4 4
= E.(—= 3y E (—= 3
Q(dg;%> D= By ) - By P
- bEx<_17 a3) + bEm(_LBg)
2 2
F = OB(=3,0%) — (7~ O3, )
1 1
— beEy (=3, o) + bcEx(—g,m)
+c2E,(0,0°) — P, (0, )] |
y usando las igualdades (1.38), (1.40) y (1.52), podemos ver que
d3 1 1 x73 1 x73
- G _ 3Eg: = 3 3Ez = 3\
Q(dl’3> (f) 053_63 o ( 37a)+r(_é) B ( 376) F(—%)
- ba3Ea:(Oa a3) + b53E:B(O7 63)
2 2
F B2, 0%) — (7~ B2, )
1
—beE,(—=,a%) + bcEx(—g,BS)
+B,(0,0%) — P, (0, 8%)] .
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Dado que o y B son raices de P(t), se sigue que b= —(a + ) y ¢ = af. Entonces

ds 1 1 1
Q ( ) G('T) = ad — 63 agEa:(_gaag) - BgEx(_gaﬁg)

drs
+ (a + B)a*E,(0,0%) — (a + B)B*E,(0, 5°)

+((@+ B aB)Bu(—3,0%) — ((a + B — aB) Bul—3, )

+(a+ BapE(-3,0%) - (a+ BaBE(~3, )
+(aB)Ex(0,0%) — (aB)E,(0, 3%)] .
Asi

d% 1 2 2 1 3
Q( I)G(x): @B +ag g (1 TG

1

—B(B* +aB + BQ)Ex(—g, 3%

;)
(0" + 0B + P,
+a*(a® + aB + %) EL(0,07)
—B*(af + B+ a?) E,(0, 8°)]

+(a® + af + ) Ey(

_ a? +af + B? 1 X
- (a = B)(a? +aB + 3?) O‘Ex(_g,oé:g)—ﬁEx(_g’ﬁS)
+Ex(_§7a3) g2

3 Y /63)
+0E,(0,0%) = BB, (0, 8°)] .

2

Llegando a
ds 1 1 1 2 2
¢ (m) Olo) = 75 [0B=5:0%) ~ BE—3.5) + Bul—5.0%) = Exl=3. )

+02E,(0,0°) — B2E, (0, 53)} .

Yendo por el lado fraccional, vemos que

Holz) = £7 [P(i%]

Y
P(s%) — 55 4 bs3 +c.

Viendo la expansion en fracciones parciales

I ( 11 )
P(s%)_a—ﬁ s3 —a S%—ﬁ 7
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a partir de la tabla 2.1 vemos que

-1 1 _ ! 2 3 1o 2 3

2 1
_ECE(_§7B3) - BEI(_gaﬁg) - 62E:1:(07ﬁ3)
llegando a la conclusion de que se cumple la igualdad.

Asi, en base a las ideas anteriores, afirmamos que los resultados anteriores demostraban
que la solucién de una EDF puede resolverse como un problema de EDO.

Supongamos que deseamos resolver el sistema diferencial de orden (n, q)

A d(nfl)v 0

+ay +- -4 a,—— | y(x) = h(z)
nv (n—1)v 0
dare—da ) d;’ 1 (3.105)
et 7y — .. = i y —

donde N es el entero mas pequenio con la propiedad de que N > nv, y h(x) es continua
a trozos en [0, 00), integrable y de orden exponencial (vease definicién 1.6). Sea

Pt)=t"+ait" '+ ---a,
el polinomio auxiliar.

Del teorema 3.8, dado un polinomio P de grado n en ¢, podemos construir dos
polinomios Ty () tales que

T(t") = Q(t)P(t)
donde @ es un polinomio n(q — 1) en t, y 7' es un polinomio de grado n en t9. Elijamos
P como P(t).

Para el operador diferencial ordinario

T i - dn ta dn—l N ta io
de ] dzm Ldgn—1 " dxO

podemos construir una funcién de Green, digamos G(z). Entonces de la ecuacién (3.100),
vemos que

Q ( di) Glz) = Kp(a). (3.106)

Por tanto hemos obtenido la funcién fraccional de Green Kp de P (%) al aplicar el
operador fraccional a una funcién ya conocida G(x). Del teorema 3.6 la solucion de

(3.105) estd dada por
/ Kp(x — s)h(s) ds. (3.107)
0

Asi vemos que el tinico momento donde necesitamos el cédlculo fraccional fue cuando
tuvimos que calcular las derivadas fraccionales de una funcién conocida.
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Ejemplo 3.7. Consideremos la EDF de orden (2,3)
d%y d%y
Y48 gy =
2 g T M (3.108)
y(0) =0

donde v = %, con lo que N = 1. Entonces
P(t)=t>— 4t +4

es el polinomio auziliar asociado con (3.108). Usando (3.97), vemos que

Q(t) = t* + 4t> + 12t* + 16t + 16

Q(t)P(t) = t° — 16t° + 64,

t2 — 16t + 64.
(3.109)

Asi consideramos el operador diferencial ordinario
d? d
16— + 64,

ds d
Rl—|=T|—]=-——
dx3 dx dx? dx
cuyas soluciones de la ecuacion homogénea asociada Ty(x) = 0 son ®1(x) = € y Py(z) =
ze®”. Usando la férmula (3.58),
€8sx€8x _ 868568:v
Gz —s)=G(x,s) = 16
_ 6—851,68:1: o 56—856890
— xeSx—Bs___se8x—8s
= (z — 5)ed@9),

entonces la funcion de Green asociada con el operador diferencial ordinario (3.109) es

G(z) = e,
Ahora
1 4 2 1
QL) =L yad 1 ® 6™ e
dxs dxs dr x3 dxs
Recordemos que
dr[zer® dPlzE,(0, k
el MBI o (p k) + 0B+ 1),

dxP



3.8. UN METODO USANDO EDO 75

Asi

o[ ) @) mem- b o)+ 2E L 8) 4 40, (-1.8)
dl‘% r) =2 T 37 3 xT 37 X xT 9

2 1
+4F,(0,8) + 12:13Ex(—§, 8) + 8F,(=,8)

3
16

1 2
+162E,(—=,8) + —E,(%,8) + 162E,(0,8)

3 3773
1
xr7s 4 1
=8zE,(—=,8) + +-E.(—=,8)
r(-4) "3
2
+320E,(0,8) + 45,(0,8) + 120Ey(—3, 8)
1 1 16 2
8F,(=,8) + 162E,(—=,8) + —E,(=,8
8B, (5,8) + 160, (—5.8) + 2 Eu(5.8)

1
+162E,(0,8) = 24xEx(—§, 8) +

2
+482E,(0,8) +4E,(0,8) + 123:Ez(—§, 8)

1 16 2
8E(=,8) + —E.(,8
+8E,(5,8) + 5 Bul(5,9)

2

1
F24E,(— 5, 8) + 48E,(0,8)]

+§[Ex(_1

8) + 3E,(0,8
3 50 8) +3E;(0,8)

Vemos de la ecuacion (3.106) que esta ultima expresion es Kp(x). Por lo tanto

o) = [ {@ - 912Es(- 5.9

1
+ 24EZ,_S(—§, 8) + 48FE, _4(0,8)]
4 1

+ g[Ea:—s<_§7 8) + 3Ez—s(07 8)
+6Em_s(i1,), 8) + 4Ez_s(§, 8)] + (‘7}__‘93)_} h(s) ds

que es la solucion dada de la forma (3.107).
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Si vamos por el lado fraccional, del teorema 3.6

Ahora

P(s3)  s3—4s3+4  (s3—2)2

Usando la tabla 2.1, vemos que

1 4 4 1
['_1 1 =zE.(—3,8 sE.(—5,8
] =B+ 5By
+4[zE,(—1,8) + £,(0,8)]
2 2 1
12 Ex Y 7E:1: o
FI2eB (2 8) + B 8)
1 1 2
162, (5. 8) + S Eu(5,8)] + 162E,(0,8)

2

+4821,(0,8) + 4B (0,8) + 122E, (3. 8)
1 16, 2

8E,(=,8) + —E,(=,8

+8E(3,8) + 5 Eu(3,8)

2
= x[lZEx(—g,S)

1
F24E;(— 5., 8) + 48E,(0,8)]

4 1

1 2

Wl

T
+

—
—~
|
Q|
N~—

con lo cual obtuvimos el mismo resultado.
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