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Resumen

Una funcién entre espacios topolégicos tiene un punto fijo, si existe un
punto el cual permanece invariente bajo la funciéon. Decimos que un espacio
topolodgico tiene la propiedad del punto fijo si cualquier funcién continua del
espacio en si mismo, tiene un punto fijo.

En esta tesis se estudia la propiedad del punto fijo en espacios b-métricos
los cuales son una generalizacion de los espacios métricos, para ello nos apo-
yamos de las siguientes clases de funciones: las funciones (b)-comparacion, las
funciones av—1p-contractivas de tipo (b), las funciones orbitalmente continuas
y las funciones o — w-Geraghty contractivas generalizadas.

En particular, se estudia la propiedad del punto fijo en espacios b-métricos
completos y al final se hace una aplicacion, a las ecuaciones integrales, donde
se ve la importancia de los resultados que se encuentran en esta tesis.



Introduccion

Un punto fijo para una funcién con dominio y contradominio espacios
métricos, (X1,dy) y (Xa,dy) respectivamente, es aquel que permanece inva-
riable bajo la funcion, es decir su imagen es él mismo. Dicho esto, decimos
que un espacio métrico (X, d) tendra la propiedad del punto fijo si cualquier
funcién continua, definida de X en si mismo, tiene un punto fijo.

La teoria del punto fijo ha sido ampliamente estudiada durante muchos
anos y tiene muchas aplicaciones en las matematicas. Todo comenzd con
Poincaré a finales del siglo XIX quien demostrd que la solucion de ciertos
problemas analiticos se podian estudiar definiendo un conjunto M y una
funcién T : M — M, donde las soluciones del problema serian los puntos
fijos de T'. Con el paso del tiempo, la teoria del punto fijo se siguié estudiando
y al igual que la topologia, se convirtié en un tema muy importante.

La idea de espacio b-métrico comenzo a partir de los trabajos de Bourbaki
y Bakhtin, luego en el ano de 1993, Czerwik en [3] introdujo la definicién de
espacio b-métrico de la siguiente manera:

“Sea M un conjunto no vacio. Decimos que M es un espacio b-métrico si
existe una funcién d : M x M — [0, 00) tal que para cualquier par de puntos
x'y yen M se satisface que,

(i) d(z,y) =0siy sélo si x = y;
(i) d(z,y) = d(y, z);
(iii) d(z,y) < 2[d(z,z) + d(z,y)] para todo z € M.

Al par (M, d) lo llamaremos espacio b-métrico.”



Sin embargo, en el afio de 1998, Czerwik [4], generalizé la definicién ante-
rior reemplazando el nimero 2 por s > 1, esto con la finalidad de generalizar
el Teorema de Contraccion de Banach.

En esta tesis, el principal objetivo es analizar resultados que nos ayu-
daran a determinar que espacios b-métricos tienen la propiedad del punto
fijo y también generalizar algunos resultados que estan en el marco de espa-
cios métricos tal y como lo hizo Czerwik, con el Teorema del Principio de
Contraccién de Banach. Para tal efecto, nos apoyaremos de [6]. Este trabajo
consta de los siguientes cuatro capitulos:

En el primer capitulo recordamos algunas propiedades béasicas para espa-
cios métricos y algunos resultados muy conocidos que nos seran de mucha
ayuda a lo largo del trabajo. También, incluimos tres teoremas muy impor-
tantes, en donde mas adelante se dard un demostracion distinta a la de este
capitulo. Adicionalmente, generalizamos las propiedades dadas en secciones
anteriores, pero en el sentido de espacios b-métricos, también incluimos la
definicién de funciones b-comparacion y analizamos cuando estas funciones
tienen un punto fijo.

En el Capitulo 2, definimos nuevas funciones a partir de las funciones b-
comparacion y de la misma manera que en el Capitulo 1 analizamos cuando
estas tienen un punto fijo. También, estudiamos principalmente un tipo de
estabilidad de Ulam, la cual es la estabilidad generalizada de Ulam-Hyers,
pero en espacios b-métricos.

En el Capitulo 3, demostramos los famosos teoremas de punto fijo no tinico
de Achari, Pachpatte y de Cirié, los cuales seran consecuencia inmediata de
algunos resultados vistos en el mismo capitulo. También vemos bajo que
condiciones una funcién definida en un espacio b-métrico tiene mas de un
punto fijo.

En el Capitulo 4, estudiamos que espacios b-métricos tienen la propie-
dad del punto fijo para funciones a — w-Geraghty contractivas generaliza-
das. También analizamos la propiedad del punto fijo en espacios b-métricos
a-regulares. Asi mismo estudiamos la propiedad del punto fijo en espacios
b-métricos parcialmente ordenados, y aplicamos estos resultados acerca de la
propiedad el punto fijo para resolver una ecuacion integral y demostrar que
tiene una tunica solucion.



Indice general

Resumen

Introduccién

1.

Espacios métricos y b-métricos

1.1. Espacios métricos y algunos resultados de convergencia . . . .

1.2. Teorema de Ciri¢ y algunos teoremas del punto fijo en espacios
mEtricos . . . . ..

1.3. Espaciosde Banach . . . . ... ... ... ... ... ..

1.4. Propiedades de espacios b-métricos . . . . . . . ... ... ..

1.5. Funciones (b)-comparaciéon . . . . . . .. ... ... ... ...

2. Funciones « — i)-contractivas de tipo (b)
2.1. Algunos tipos de funciones . . . . . . . .. ...
2.2. Punto fijo de funciones «a — ¢-contractivas de tipo (b) . . . . .
2.3. Estabilidad generalizada de Ulam-Hyers . . . . .. ... ...
3. Puntos fijos no tinicos en espacios b-métricos
3.1. Funciones orbitalmente continuas . . . . . ... .. ... ...
3.2. Punto fijo de funciones orbitalmente continuas . . . . . . . ..
4. Mas sobre puntos fijos en espacios b-métricos
4.1. Funciones o« — w-Geraghty contractivas generalizadas . . . . .
4.2. Puntos fijos en espacios b-métricos . . . . . . .. ... ...
4.3. Puntos fijos en espacios b-métricos parcialmente ordenados . .
4.4. Una aplicacién a las ecuaciones integrales . . . . . . . . . . ..
Bibliografia



Capitulo 1
Espacios métricos y b-métricos

En este capitulo se introducen algunos resultados que serdn de utilidad
a lo largo de todo este trabajo, primero comenzaremos con el concepto de
espacio métrico y con algunos resultados bésicos de convergencia, posterior-
mente se enuncian algunos conceptos y propiedades en espacios de Banach.
Finalmente, incluimos el Teorema de Ciric, el cual garantiza la existencia de
un punto fijo para ciertas funciones.

1.1. Espacios métricos y algunos resultados
de convergencia

Antes de comenzar con la definicién de espacio métrico, primero veamos
los siguientes resultados que nos seran de utilidad més adelante.

Recordemos que, una funcion real de variable real es concava en un in-
tervalo, si para cualesquiera a y b en ese intervalo, el segmento rectilineo
que une (a, f(a)) con (b, f(b)), queda por debajo de la grafica de la funcién;
mientras que una funcién convexa es lo opuesto a una funcién concava, es
decir, una funcién real de variable real es convexa en un intervalo, si dados
dos puntos ¢,d en el intervalo, el segmento rectilineo que une (¢, f(c)) con
(d, f(d)), queda por encima de la grafica de la funcién.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f : (a,b) — R wuna funcion
conveza. Sean € N yn > 2. Dados nimeros x,...,x, en el intervalo (a,b)
Yy numeros no neqativos Ai, ..., A, con

Mot = 1,
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se tiene que
f(Alxl_%"'+'Anxn)f§ A1f<x1)%_"'+'Anf<xn)

Para una funcion concava se obtiene un resultado similar, cambiando el sen-
tido de la desigualdad.
Proposicién 1.1. Sia; >0 (1 <j<n)yp>1, entonces

n n p n
E P E ] < ppt E P
a; < a; <n a;.

La desigualdades inversas se satisfacen si 0 < p < 1.

Demostracion: .
Asumimos que p > 1. Supongamos que Zaj = Ayseax; = %. Asi,
j=1
0 <:QU <1 y
n n n
Z - aj Zj—l a; 1
" LA A
7j=1 7j=1
n n n
P <. Asi, a:? < ij = 1. De aqui, Za? <

Dado que 0 < z; <1, T

AP, Es decir,

3
)
<3
INA
AR
1§ 3
I
s}
.
N———
b}

Ahora, sabemos que la funcién f(x) = 2P es convexa si p > 1 y tomando
no1
15 = 1. Porel

Aj = & para toda j € {1,2,...} se tiene que Y7, \; = Y1
Teorema 1.1,
(S he) <25,

es decir,




11

n p n
Por lo tanto, (Z aj> < Pl Z al.

j=1 =1
Si 0 < p < 1 entonces haciendo un procedimiento similar al anterior y
utilizando que la funcién f(x) = 2P es céncava (pues 0 < p < 1) se puede

demostrar que
n n p n
E P> E ] > prt E P
a; > aj | =>n aj.
[ |

Definicién 1.1. Sea M un conjunto, cuyos elementos serdn llamados puntos.
Decimos que M es un espacio métrico si existe una funcion d : M x M —
[0,00) tal que para cualquier par de puntos x yy en M se satisface que:

(i) d(z,y) =0 si y solo si x = y;
(i) d(z,y) = d(y, );
(iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo z € M.

Cualquier funcion d que satisface esas tres propiedades es llamada funcion
distancia o métrica. Al par (M,d) lo llamaremos espacio métrico.

Definicién 1.2. Para cada entero positivo k, sea R¥ el conjunto de todas las
k-tuplas ordenadas
T = (xhx% T3y ... 7'rk)7

donde x1,xo, ..., 1 son numeros reales, llamados las coordenadas de x. Los
elementos de R¥ son llamados vectores, especialmente cuando k > 1.
Definimos el producto escalar de x yy por

k
Tr-y= inyiu
i=1

y la norma de x por

|2 ||= (z-2)2 = (Z) .
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Ejemplo 1.1. Consideremos R donde k € {1,2,3,...}, la distancia en R*
esta definida por

k
du(z,y) =z =y = | D (@0 — )’

n=1

para cualesquiera x,y € R¥.
Asi, (R¥,d,) es un espacio métrico.

S6lo mostraremos la propiedad (iii) de la Definicién 1.1, ya que por pro-
piedades de norma, se satisface (i) y (ii). Y recordando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz la cual nos dice que:

z-y <[l z|llyll.

Dados z,y € R*, se tiene que

| z+y|? (z+y)(z+y)

< fzlP+2lzllyll+1yl?

B 2
= (lel+nyl)
Asi, utilizando la desigualdad anterior,
I o=z [|=]l (z=y)+(y—2) <[l o=y [| + | y== || para cualesquiera z,y, z € R.
Por lo tanto, (R¥,d,) es un espacio métrico.
Ejemplo 1.2. Sea M un conjunto no vacio y definimos la métrica d como

stgue
0 st x=y,
d(w,y) = { 1 st z#v.

Entonces (M, d) es un espacio métrico y lo llamaremos espacio métrico dis-
creto.

Ejemplo 1.3. Sean X un espacio topolégico y M = C(X) es el conjunto
de funciones continuas f : X — R. Consideremos la métrica d como sigue

d(f,g9) = Sup |f(z) — g(x)].

Entonces (M, d) es un espacio métrico.
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Las propiedades (i) y (ii) de la Definicién 1.1 son claras. La dltima pro-
piedad es consecuencia inmediata de que (R, d,) es un espacio métrico.

Los siguientes ejemplos no son espacios métricos, sin embargo nos seran
de ayuda mas adelante.

Ejemplo 1.4. Sea M = {0,1,2}. Definimos d : M x M — [0,00) de la

stquiente manera:
1
d(0,1) =1,d(0,2) = 5 yd(1,2) =2,

con d(z,z) = 0 y d(z,y) = d(y,z) para cualesquiera x,y € M. Entonces
(M, d) no es un espacio métrico.

1 3
En efecto, pues d(1,2) > d(1,0)+d(0,2) = 1—1—5 =g e decir, no cumple

la, propiedad (iii) de la Definicién 1.1. Por lo tanto, (M, d) no es un espacio
métrico.

Ejemplo 1.5. Sea M =R y consideremos d : M x M — [0,00) como sigue,

2
d(x,y) = |z —yl".
Entonces (M, d) no es un espacio métrico.

Notemos que tomando z = —2,y = 0y z = 5 se tiene que |v — z|* =
49 > |z —y]* + |y — 2| = 4+ 25 = 29. Por lo tanto, (M, d) no es un espacio
métrico.

Definicién 1.3. Sean (X, d) un espacio métrico y U C X. Diremos que U
es abierto si para cualquier p € U eziste € > 0 tal que B.(p) C U.
Un conjunto F' C X es cerrado si y solo si X — F' es abierto.

Definicién 1.4. Sea (M,d) un espacio métrico. Una sucesion {x,}52, en
M converge a un punto x € M si para toda € > 0 existe N € N tal
que n > N implica d(z,,z) < €. O equivalentemente, la sucesion {x,}7,
en M converge a un punto x € M si el siguiente limite existe y es cero,

lim d(z,, ).
n—oo

En este caso, decimos que {x,}5°, converge a x y lo denotamos por x, — x
cuando n — oo.
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Ejemplo 1.6. Sea M =R y consideramos la sucesion {x,}2>, en M dada

. 1 ,
mediante x, = — para todo n € N. Asi, x, — 0 cuando n — oo.
n

1
Sea € > 0, por la propiedad Arquimediana existe N € N tal que N < e
Esto implica que para todon > N,

| | L O<1<
Tn—2|=|——0 < =<e
n N

Por lo tanto, x, — 0 cuando n — oo.

Definicién 1.5. Dada una sucesion {x,}°°,, consideramos una sucesion
{nk}32, de enteros positivos, tal que ny < ng < ng < --- . Entonces la su-
cesion {xn, }72, es llamada subsucesion de {x,}>2 . Si {x,, }3>, converge,
el limite es llamado limite subsecuencial de {x,}5 .

Ejemplo 1.7. Sea M = R y consideremos la sucesion del Ejemplo 1.6.
Notemos que siny = 2k para todo k € N entonces la sucesion {n}32, consta
de enteros positivos, tales que ny < ng < ng < --- . Ast, {x,, }2, es una
subsucesion de {x,}52 .

Afirmacién. z,, — 0 cuando k& — oc.
En efecto, sea € > 0, por la propiedad Arquimediana, existe N € N tal que

1
¥ < €. Esto implica que para todo &k > N,

1 1
\xnk—0|:’ﬁ < ——<—=<e

Por lo tanto, z,, — 0 cuando k — oo y asi, {z,, }?2, es una subsucesién
convergente de {z,}°°, con limite subsecuencial cero.

Observacién 1.1. Notemos que {x,}52, converge a x si y sélo si cualquier
subsucesion de {x,}5°, converge a x.

Definicién 1.6. Una sucesion {x,}52, en un espacio métrico M es una
suceston de Cauchy si para cualquier € > 0 existe un entero N tal que
para n,m > N tenemos que d(x,,x,,) < €. O equivalentemente, {z,}>°, es

una sucesion de Cauchy si el limite lim d(z,,z,,) eziste y es cero.
n—o0

Proposicion 1.2. Toda sucesion convergente es de Cauchy
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Demostracién:

Sea {,}>; una sucesién convergente. Esto implica que para toda € > 0
existe N € N tal que si n > N, entonces d(z,,r) < §. Asi, si tomamos
n,m € N tal que si n,m > N entonces

Por lo tanto, {z,}°°, es una sucesién de Cauchy. [

Observacién 1.2. Por la Proposicion 1.2 se tiene que el Ejemplo 1.6 es una
sucesion de Cauchy.

Definicién 1.7. Un espacio métrico es completo, si cualquier sucesion de
Cauchy converge.

Ejemplo 1.8 (ver [9], p. 54). Si X es un espacio métrico completo y E C X
tal que E es un subconjunto cerrado, entonces E es completo.

Proposicién 1.3. Una sucesion de nimeros reales es convergente si y solo
st es una sucesion de Cauchy.

Demostracion:

Basta con mostrar la necesidad, pues la suficiencia es consecuencia inme-
diata de la Proposicién 1.2.
Sea {z,}5°, una sucesién de Cauchy de nimeros reales. Entonces existe
m € N tal que p,q > m implica que |z, — z,| < 1, en particular, si K = xz,,
y tomando ¢ = m tenemos que para p > m,

K-1<uz,<K+1,

con esto, el conjunto {x,, : n > m} es acotado. Por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass, el cual se encuentra en [9], pag. 51, {x,}°°, tiene una subsuce-
sién convergente, digamos {z,, }32,. Consideremos

r = lim z,,.
k—o0
Entonces, dado € > 0 existen Ny y No € N de modo que si p,q > N; y
ni > ny, se tiene que
€

£
|$p_xq|<§Y|$nk_x|<§
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respectivamente. Por lo tanto, para todo n > méx{Ny,ny,} se tiene que
€

228.

3
i — 0] < [0 = Ty | + [, =71 < 5+

Ejemplo 1.9. En R, cualquier sucesion de Cauchy converge.
Se sigue de la Proposicién 1.3.
Definicién 1.8. Una sucesion {x,}>2 | de nimeros reales es:
(i) mondtona creciente si x, < x,.1 para todo n € N;
(ii) mondtona decreciente si x, > x,.1 para todo n € N.

Definicién 1.9. Sean {s,}°°, una sucesion de nimeros reales y E el con-
Junto de nimeros x tales que s,, — x para alguna subsucesion {s,, }3>, de
{sn}a2
nJfn=1-
Sean
s*=supF,

s, =Inf F.

Los nimeros s* y s, son llamados limites superiores e inferiores res-
pectivamente de {s,}5°;; usamos la siguiente notacion

limsup s, = s*, liminfs, = s,.
n—00 n—00

Observacion 1.3. Observemos que si s* = s, entonces la sucesion {s,}>
converge y lim s, = s*.
n—oo

Ejemplo 1.10. Consideremos {s,}5°, una sucesion dada mediante s, =

—1)»
%. Entonces,
1+ =

n

limsups, =1, liminfs, = —1.
N—00 n—oo

En efecto, la subsucesién {s,, }?, converge a 1 cuando k tiende a infinito
si ng = 2k para todo k£ € N, ya que

Spy, = S2k =
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Sin embargo, si ny = 2k+1 para todo k € N entonces la subsucesién {s,, }72,
converge a —1 cuando k tiende a infinito, pues
-1
Spp = S2%4+1 = T 1 -
L+ 5
Con esto, £ C {—1,1}.
Ahora, sea x € {—1,1}. Si = 1 entonces s, — 1 cuando k — oo tomando
n, = 2k para toda k € N. Si x = —1 entonces cuando n, = 2k + 1 para toda
k € N se tiene que s,, — —1 cuando k — oo. Se sigue que £ = {—1,1} y
por lo tanto
limsups, =1, liminfs, =—1.
n—00 n—0o0
Ejemplo 1.11. Sea {s,}32, una sucesion que contiene a todos los raciona-
les. Dado que los racionales son densos en los reales, cualquier nimero real
es limite subsecuencial y
limsup s, = 400, liminfs, = —oc.
n—oo n—00
Definicién 1.10. Dada una sucesion {a,}°°; asociamos la sucesion {s,}>2
de sumas parciales, donde

La expresion simbalica

> an (1.1)

es llamada serie infinita. Si {s,}>2, converge a s decimos que la serie
infinita converge, y escribimos

)
E A, = S.
n=1

Si {sp}5e, diverge, decimos que la serie infinita diverge.

Los siguientes resultados son muy conocidos y seran de gran utilidad para
demostrar algunos resultados de esta tesis, la demostracién de cada uno de
ellos se encuentra en [9], asi como también algunos ejemplos de como se
aplican estos resultados.
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o0
Teorema 1.2. 5@ E a, converge, entonces lim a, = 0.
n—oo
n=1
o0
Proposicién 1.4. S la serie E a, converge absolutamente, entonces con-
n=1

verge.

Teorema 1.3 (Criterio de comparacién). Sila serie y -, by converge, donde
b, >0, y 0 <ay, <bg para todo k € N, entonces > ;- aj, también converge.
Si Yo ¢ diverge y 0 < ¢ < dy, se sigue que la serie Y .- dj también
diverge.

Proposicién 1.5 (Prueba de la razén para series reales). Supdngase que

, an+1
lim
n—oo

Qn

existe y es menor que 1, entonces Y ., a converge absolutamente. St el limi-
te es mayor que 1 la serie diverge, y si el limite es 1 puede ocurrir cualquiera
de las dos cosas.

1.2. Teorema de Ciri¢ y algunos teoremas del
punto fijo en espacios métricos

En esta seccion mencionaremos algunos resultados existentes, los cuales
méas adelante seran consecuencia inmediata de algunos teoremas que analiza-
remos a lo largo de esta tesis. Uno de esos resultados, es el Teorema de Ciri¢
[2], cuya demostracién mostraremos en seguida, pero antes, enunciamos las
siguientes definiciones.

Definicién 1.11. Sean (M,d) un espacio métrico y T : M — M una fun-
cion. Dado n € NU {0}, definimos la n-ésima tteracion de T denotada
por T™, donde

T"'=ToTo---oT, sin#0.

n—uveces

Y sin =0 entonces T" es la funcion identidad.
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Definicién 1.12. Sean X un espacio topologico y T : X — X una funcion.
Sixz € X es tal que T'(x) = x entonces x es un punto fijo de T. Un espa-
cio topologico X tiene la propiedad del punto fijo si cualquier funcion
continua T : X — X tiene un punto fijo.

Definicién 1.13. Sean X un espacio topologico y'T : X — X una funcion.
St existe N € N tal que para todon > N

Tn—H(I) = Tn(x)7
entonces x es un punto eventualmente fijo de T

Definicién 1.14. Sean (M,d) un espacio métrico y T : M — M una fun-
cton. Decimos que T es orbitalmente continua en un punto z € M si
Zliglo T" (x) = z implica que Zlg(r)lo T(T"(x)) =T(2).

Definicién 1.15. Sean (M,d) un espacio métrico y T : M — M una fun-
cion. Decimos que (M,d) es T—orbitalmente completo, si cualquier su-
cesion de Cauchy de la forma {T" (z)}5°,, converge en M, para todo x € M.

En el Capitulo 3, se hace notar que toda funcién orbitalmente continua
no necesariamente es continua. De igual manera, todo espacio orbitalmente
completo no necesariamente es un espacio completo.

Teorema 1.4 (Punto fijo no tinico de Ciri¢). Sean (M, d) un espacio métrico
T-orbitalmente completo y'T : M — M wuna funcion orbitalmente continua.
Si T satisface la siguiente condicion

min{d(T(z), T'(y)), d(z, T(z)), d(y, T'(y))} —
min{d(z, T'(y),d(T'(z),y)} < kd(z,y), (1.2)

para algin 0 < k < 1 y para cualesquiera x,y € M, entonces para cada
xo € M, la sucesion {T™(x0)}2, converge a un punto fijo de T.

Demostracion:
Sea x € M un punto arbitrario. Consideremos en M la sucesion dada
mediante
r=2x0y x, =T (x,_1) para todo n € N.

Inductivamente tenemos que

x, =T"(x).
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Si para algun n € N, tenemos que x,_1 = x,, entonces T(x,_1) = &, = Tp_1,
por lo que x es un punto eventualmente fijo.
Supongamos que x,_1 # , para todo n € N. Por (1.2), tenemos que

min{d(T (zp—1), T'(xn)), d(@n, T(2n-1)), d(@n, T(xn))} =
min{d(x,_1,T(z,)), d(T(xn_1),2,)} < kd(x,_1,2,).

Notemos que

min{d(xna xn-‘,—l)a d($n_1, l’n), d<xna xn-{—l)} -
min{d(x,_1, Tni1),d(xn, x,)} = min{d(x,,T,11),
d(xnflv $n>}
< kd(xp_1,xy).

Del hecho que 0 < k < 1, no sucede que d(x,_1,2,) < kd(x,_1,z,), esto
implica que
d(xn7xn+1) S kd(J;n—la xn)

Con esto,
d(xna xn—i—l) S kd(l‘n—lv xn)
S k<kd(xn—27 ‘rn—l))
= k2d<l‘n,2, xnfl)
< K'd(xo, 1),
es decir,

d(xp, Tpi1) < kd(2p_1,20) < Ed(Tp_g,2p_1) < -+ < k"d(z, T(z)).

Por lo tanto, para p € N se tiene que

n+p—1

d(Tn; Tnip) < Z d(zj,7j41)
j=n

n+p—1
< ( Z kj> d(z,T(z))
< K d(z,T(x)).
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Como lim k" = 0, se sigue que {T™(z)}>°, es una sucesion de Cauchy.
n—oo

De que M es un espacio T-orbitalmente completo, existe u € M tal que

w = lim T"(x). Por hipdtesis, T" es una funcién orbitalmente continua, asi,
n—0o0

T(u) = lim T(T"(z)) = u,
n—oo
es decir, u es un punto fijo de 7. |
Los teoremas 1.5 y 1.6 son variantes del Teorema de Ciri¢ debido a que
la desigualdad (1.2) es diferente; se pueden encontrar en [1] y [8] respectiva-
mente.

Teorema 1.5 (Punto fijo no inico de Achari.). Sean (M,d) es un espacio
métrico T-orbitalmente completo y T : M — M una funcion orbitalmente
continua. Si existe k € [0,1) tal que

P(x7y> B Q(x,y)
R(z,y)

< kd(xz,y), para cualesquiera x,y € M,

donde
P(z,y) = min{d(T(x), T(y))d(x,y),d(z, T(x))d(y, T(y))},

Q(z,y) = min{d(z, T'(x))d(x, T(y)), d(y, T(y))d(T(x),y)},
R(z,y) = min{d(z, T(x)),d(y, T(y))},

con R(z,y) # 0, entonces para cada x € M la sucesion {T"(x)}>°, converge
a un punto fijo de T.

Teorema 1.6 (Punto fijo no unico de Pachpatte.). Sean (M, d) es un espacio
métrico T'—orbitalmente completo y T : M — M una funcion orbitalmente
continua. Si ezxiste k € [0,1) tal que

m(z,y) —n(z,y) < kd(z, T(x))d(y, T(y)), para cualesquiera x,y € M,
donde
m(x,y) = min{[d(T(x), T(y))]*, d(x,y)d(T(x), T (y)), [d(y, T(y))]*},
n(z,y) = min{d(z, T(z))d(y, T(y)), d(z, T (y))d(y, T (z))},

entonces para cada x € M la sucesion {T™ ()}, converge a un punto fijo
de T.
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1.3. Espacios de Banach

En esta seccion introducimos algunos conceptos que nos seran de mucha
utilidad en capitulos préximos de esta tesis. Primero, comenzamos definiendo
los espacios normados, luego los espacios de Banach y por tltimo, los cono
espacios métricos.

Definicién 1.16. Un espacio lineal L se dice que es un espacio normado
si en él, podemos inducir una funcion || - ||: L — R tal que

(i) || z ||= 0 para cualquier x € L, donde || x ||= 0 si y sdlo si z = 0.

(ii) || ez ||= || || z || para todo x € L y para todo nimero a € R.
(iii) Desigualdad triangular. || z +y [[<[| = || + || y || para cualesquiera
x,y € L.
Ejemplo 1.12. Para cualquier elemento v = (x1, o, 23, ...,%,) € R™ pode-

mos definir las siguientes normas:
(a)

I [|=

Iz ll= lzl,
()

|l mix [z

Ejemplo 1.13. En el conjunto C’([a, b]), de todas las funciones continuas
f :la,b] = R, definimos la siguiente norma,

I f = méx | f(2)].

a<t<b

Ejemplo 1.14. Consideremos mg el conjunto de todas las sucesiones reales
acotadas {x, }2, al cual le definimos la siguiente norma

| {zntozy lI= Sl;p|mk|-
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Definicién 1.17. Sea L un espacio lineal normado. Decimos que L es un
espacio de Banach si toda sucesion de Cauchy converge con respecto a la
métrica d : L x L — [0,00) inducida por la norma mediante

d(z,y) =z =y
Los espacios de los ejemplos 1.12, 1.13 y 1.14 son espacios de Banach.

Definicién 1.18. Un subconjunto P de un espacio de Banach E es llamado
un cono si satisface las siguientes condiciones:

(i) P es cerrado como subconjunto del espacio métrico E, no vacio y P #
{0g}, donde O denota el elemento cero de E,

(i) Sia,b € R son tales que a,b > 0, entonces ax + by € P para cuales-
quiera x,y € P,

(i) Siz e Py —x € P, entonces x = Op.

Definicién 1.19. Sea P C E wun cono. Definimos un orden parcial con
respecto a P de la siguiente manera:

(i) x 2y siy sdlo siy—x € P,
(i) e<ysizcyyzx#uy,
(i) 2 <y siy—x € Int P, donde Int P denota el interior de P.

El cono P es llamado mormal si existe un numero K > 0 tal que para
cualesquiera x,y € B

Op 2o 2y dmplica ||z ||< K|yl .
Al nimero K se le llama constante de normalidad.

Ejemplo 1.15. Sean E = R3 con la norma del Ejemplo 1.12 inciso (a)
y P ={(z,y,2) € E: z,y,z > 0}. Entonces, P es un cono normal, con
constante de normalidad K > 1.

Primero, se probara que P es un cono.
Observemos que P es un subconjunto de E que es cerrado, no vacio y P #
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{0g}. Ahora, sean a,b € R de tal manera que a,b > 0y tomemos z,y € P.
Supongamos que x = (x1, T2, x3) y que ¥y = (Y1, Ye, y3), asi,

ar = (axy,axs, axs) donde cada ax; > 0,

también
by = (byi, bys, bys) donde cada by; > 0.

Esto implica que ax + by € P.
Por dltimo, sea x = (1, %2, x3) € P tal que —x € P. Como z € P, tenemos
que x1,x2,x3 > 0y dado que —x € P, se cumple que —xq, —x5, —x3 > 0.
Esto pasa si y solo si 1 = x9 = x3 = 0. De aqui, x = 0. Por lo tanto P es un
cono.

Ahora, sean z,y € E tales que Op = = < y, donde x = (z1,x2,23) ¥
y = (Y1,Y2,y3). Entonces y — z € P. Esto implica que y; — x; > 0, es decir,
y; > x; > 0 para cada i = 1,2, 3.

De aqui, y? +y2 +y2 > 22 + 22+ 22, con esto concluimos que para K > 1,

lzl< Kyl

Definicién 1.20. Sean X un conjunto no vacio, E un espacio de Banach y
P C E un cono. Supongamos que la funcion d : X x X — P satisface:

(i) 0g < d(z,y) para cualesquiera x,y € X y d(xz,y) = O si y sdlo si
r=1Y,
(i) d(z,y) = d(y,x), para cualesquiera x,y € X,
(iii) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) para cualesquiera z,y,z € X.

Entonces, d es llamada métrica de cono en X y (X, d) es llamado un cono
espacio métrico.

Ejemplo 1.16. Sean E = R? con la norma del Ejemplo 1.12 inciso (a),
P={(z,y,2) € E:z,y,2 >0} y X =R. Definimos d: X x X — P dada
mediante

donde o, B y 7y son constantes positivas. Entonces (X,d) es un espacio cono
meétrico.
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Las propiedades (i) y (ii) de la Definicién 1.20 se siguen de las propiedades
de valor absoluto.
Para la ultima propiedad, sean a, 3 y v constantes positivas. Entonces,

d(z,y) = (alz —yl,Blz —yl, vz —y|)

aflz —z| + |z —yl), B(lz — 2| + |z —yl),v(|lz — 2| + [z — y]))
alr — 2| +alz =y, Ble — 2| + Blz — yl,vlr — 2| + 7]z — yl)
alr — z[, Blz — z[,v|z — 2]) + (afz — |, Blz — y[, 7]z — y])
d(z,z) 4+ d(z,y).

IA

(
(
(
(

Con esto, d es una métrica de cono en X y por lo tanto (X, d) es un espacio
cono métrico.

En las siguientes secciones de este capitulo, generalizamos algunas propie-
dades y definiciones de espacios métricos a espacios b-métricos, las cuales se
analizaron en las secciones anteriores, para después introducir las funciones
(b)-comparacién y luego, tres lemas que nos serdan de mucha ayuda a lo largo
de este trabajo.

1.4. Propiedades de espacios b-métricos

Iniciamos con la generalizacion de la definicién de espacio métrico, luego
definiremos cuando una sucesién es convergente en un espacio b-métrico y ahi
mismo mencionaremos cuando es un espacio completo. Por ultimo, se dara
la definicién de continuidad de funciones en espacios b-métricos.

Definicién 1.21. Sea M un conjunto y s > 1 un nimero real. Una funcion
d: M xM —1[0,00) se dice que es una b-métrica sobre M si satisface las
siguientes condiciones:

(i) d(z,y) =0 si y sélo si x = y;
(i) d(z,y) = d(y, »);
(il) d(z,2) < s|d(z,y) + d(y, z)]

para cualesquiera x,y,z € M. Ademds, el par ordenado (M,d) es llamado
espacio b-métrico.
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Ejemplo 1.17. Sea p € (0,1) y sea M = LP[0,1] la coleccion de todas las

funciones reales x : [0,1] — R tal que fo |z(t)|Pdt < oo. Para la funcion
d: M x M — [0,00) definida por:

1/p
(/ |z(t) ]pdt> para cada x,y € LP[0,1].

El par ordenado (M,d) forma un espacio b-métrico con s = 2V/P.

Veamos la propiedad (i) de la Definicién 1.21.
Sean x,y € M. Si d(z,y) = 0, entonces,

1/p
( / (1) ]pdt> o,

esto implica que

/ |z(t) — y(t)[Pdt = 0,

de donde |z(t) — y(t)|P = 0, de aqui que z(t) — y(t) = 0. Por lo tanto, x = y.
Reciprocamente, si x = y entonces, z(t) — y(t) = 0. Asi,

1/p
( / (1) ]pdt) 0,
es decir, d(z,y) = 0.

La propiedad (ii) de la Definicién 1.21 se sigue de aplicar propiedades basicas
del valor absoluto.
Por ltimo, tomamos x,y,z € M y utilizando la Proposicion 1.1 en la de-
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sigualdad 1.3 con n = 2, vemos que

d(z,2) = ( /O 1 |:v(t)—z(t)|pdt)1/p

< o [ty =opa)

< o ([ e -voras [ o - sorar)”

< 20 ([t -vopas [ —=opa) 09
< o [( [ 1ot - stoya) i ([ - =crar) l/p]

= 2Y7[d(x,y) + d(y, 2)].
Por lo tanto (M, d) es un espacio b-métrico.

Ejemplo 1.18. Sea X un conjunto tal que card(X) > 3. Supongamos que
X = X1 U X5 es una particion de X con card(Xy) > 2. Tomemos s > 1
arbitrario. Entonces, la funcion d : X x X — [0,00) definida por:

0 S T =1,
d(x,y) =< 2s si x,y € X1 yx#uy,
1 otro caso,

es una b-métrica en X, con s > 1.

Por como se definié la funcién d, vemos que se satisfacen las propiedades
(i) y (ii) de la Definicién 1.21. Para la propiedad (iii), veamos lo siguientes
casos:
Siz,y,z € X1, entonces d(zx, z) = 2s < 4s = d(z,y) + d(y, z).
Cuando z € X, y y,z € Xy, se tiene que d(z,z) =1 <2 =d(z,y) + d(y, 2).
Por tltimo, tomando x,z € X; y y € Xs, concluimos que d(z,z) = 2s =
s[1 4+ 1] = s[d(z,y) + d(y, 2)].
Por lo tanto, (X, d) es un espacio b-métrico con s > 1.

Ejemplo 1.19. Tomemos p € (0,1) y
M =1,(R) = {{zn )2 CR: 300 [2n]? < oo}

n=1
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Definimos d : M x M — [0, 00) por:

0 1/p
d(z,y) = (Z |Zn — yn|p> )

n=1

donde x = {xn} - yy = {yn}t.—, . Entonces, (M,d) es una espacio b-métrico
con s = 2'/P,

Veamos que (M, d) en efecto es un espacio b-métrico, para lo cual verifi-
quemos que se cumplen las propiedades de la Definicion 1.21.
Para la propiedad (i). Sean x,y € M. Si d(x,y) = 0, entonces

o0 1/p
(Z |xn - yn|p> = 07

n=1

de donde .
Z ’wn - yn|p =0,
n=1

se sigue que |z, —y,| = 0. Por lo tanto z = y. Inversamente, si x = y entonces

|z, — yn| = 0, de aqui que
o 1/p
(Z |xn - yn|p> =0,

n=1

es decir, d(z,y) = 0.

La propiedad (ii) se sigue de aplicar propiedades adecuadas del valor absoluto
y finalmente, la propiedad (iii) se demuestra similarmente a la del Ejemplo
1.17.

Ejemplo 1.20. La funcion d : R x R — [0, 00) definida por:
d(z,y) = v —y[*
es una b-métrica sobre R con s = 2.

Basta con demostrar la propiedad (iii) de la Definicién 1.21, pues las
propiedades (i) y (ii) se siguen de las propiedades del valor absoluto.
Asi, sean z,y y z € R y sabiendo que

20z —ylly — 2| < |z —y> + |y — 2%,
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Vemosque
lz— 2> = [z—y+y—2z
= lz—yP+2z—ylly—zl+y— 2
< 2z -yl + |y — 2|l

Ejemplo 1.21. Sea M = {0,1,2}. Definimos d : M x M — [0,00) de la
siguiente manera

1

con d(z,z) =0 y d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € M. Entonces (M,d) es
un espacio b-métrico con s > %.

De acuerdo al enunciado, solo basta con verificar la propiedad (iii) de la
Definicién 1.21.
Primero, como d(0,1) = 1y 1 < 3[4 +2] = ¥ tenemos que d(0,1) <
3[d(0,2) +d(2,1)].
Luego, d(0,2) =y 3 < %[1+2] = 4 de aqui que d(0, 2)
Por tltimo, d(1,2) =2y 2 < 3[143] = 2 esto es d(1,2)
Por lo tanto, (M, d) es un espacio b—métrico con s > %.

Ejemplo 1.22. Sea E un espacio de Banach y Op el vector cero de E. Sea
P un cono normal de E con constante de normalidad K tal que Int P # ()
y sea = un orden parcial con respecto a P. Sea X un conjunto no wvacio.
Supongamos que la funcion d : X x X — P es una métrica de cono en X.

Consideremos D : X x X — [0,00) definida mediante D(x,y) =| d(z,y) || .

Entonces, (X, D) es una b-métrica con s = K > 1.

Las propiedades (i) y (ii) de la Definicién 1.21 son consecuencia inmediata
de que la funcion d es una métrica de cono en X.
Sean x,y,z € X, del hecho que K es una constante de normalidad de P y
como
d(z,y) 2 d(z,z) + d(z,y)
entonces || d(x,y) [|[< K || d(x,z) + d(z,y) || . Asi, para la propiedad (iii) de
la Definicion 1.21 se tiene que:

< K| d(z,z)+d(zy) | (1.4)
< K(|| d(z,2) || + [l d(z ) [))

K(D(z,2) 4+ D(z,y)).
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Con esto, queda demostrado que (X, D) es un espacio b-métrico.

Proposicion 1.6. Todo espacio métrico es un espacio b-métrico.

Demostracion:
Sea (X, d) un espacio métrico. Se cumplen todas las propiedades de la
Definicién 1.21 para s = 1. [ |

Observacion 1.4. Notemos que el regreso de la Proposicion 1.6 no es cier-
ta, los espacios de los ejemplos 1.20 y 1.21, son espacios b-métricos, pero
probamos en los ejemplos 1.4 y 1.5 respectivamente que las funciones d no
son métricas.

Ahora, definimos algunas propiedades basicas topoldgicas en el marco de
los espacios b-métricos, las cuales ya se han definido para espacios métricos.
Una de ellas es la siguiente:

Definicién 1.22. Sean (M,d) un espacio b-métrico y S C M. Decimos que
S es un subconjunto abierto de M si para todo x € M existe r > 0 tal que
By(z,r) € S. También, FF C M es un subconjunto cerrado de M si M — F
es un subconjunto abierto de M.

Con esto podemos decir que si (M, d) es un espacio b-métrico donde M #
(), entonces M tiene una topologia 74, la cual es generada por la familia de
bolas abiertas
By(x,e) ={y € M : d(x,y) < €}.

También, tenemos las siguientes definiciones generalizadas a espacios b-métri-
Cos.

Definicién 1.23. Sea (M,d) un espacio b-métrico donde M # (). Se dice
que una sucesion {r,}>2; en M converge a un punto x € M si el siguiente
limite existe y ademds

lim d(z,,z) =0.

n—o0
Definicién 1.24. Sea (M, d) un espacio b-métrico donde M # (). Una suce-
sion {x,}22, en M se dice que es de Cauchy, si el siguiente limite eziste

Yy

lim d(z,,zm,) =0.
n,M—00



31

Observese que el limite anterior es equivalente al siguiente limite

lim d(z,, Tpip) =0 conpeN.

n—o0

En efecto, primero supongamos que

lim d(zn,zm,) =0.
n,Mm—00
Dado € > 0, existe N € N tal que si n,m > N entonces d(z,, z,,) < €. Sin
perdida de generalidad supongamos que m > n. Fijando n y variando m
podemos suponer que m = n + p con p € N. Asi para toda n > N se tiene
que d(Tp, Tnip) < €.
Ahora supongamos que
lim d(z,, Tpip) =0 conpeN.
n—o0
Dado € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces d(z,, T,4,) < € para
toda p € N. Sean n,m € N, sin perdida de generalidad supongamos que
m > n > N, entonces existe pg € N tal que m = n + po. Asi, d(z,, ) =
d(mmxn-i-po) <€
Recordemos que un espacio métrico se dice completo si cualquier sucesion
de Cauchy converge. Con esto, diremos que un espacio b-métrico es completo
si cualquier sucesién de Cauchy converge.
Ahora, definimos la continuidad de una funcién en un espacio b-métrico
de la siguiente manera:

Definicién 1.25. Sean (M, d,), (K,ds) espacios b-métricos y tomemos T :
M — K wuna funcion. Decimos que T es continua en x si

lim dy(zp,2) =0= lim dy(z,,Tm),
n—+00 n,Mm—00

entonces

lim dy(T(z,,), T(x)) =0= lim do(T (), T (xp)).

n—o0 n,Mm—00

1.5. Funciones (b)-comparacién

Ahora, vamos a definir algunos tipos de funciones, donde veremos en
cuales podemos encontrar un punto fijo. Los siguientes lemas, toman un
papel muy importante en esta tesis.
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Definicién 1.26. Una funcion ¢ : [0,00) — [0,00) es llamada funcion com-
paracion si

1. Es creciente.
2. ¢"(t) — 0 cuando n — 0o para cada t € [0, 00).

Vamos a denotar por ® la clase de funciones comparacién ¢ : [0, 00) —
[0, 00).

Proposicién 1.7. Si ¢ : [0,00) — [0,00) es una funcion comparacion, en-
tonces ¢ es suprayectiva.

Demostracion:

Supongamos que ¢ no es suprayectiva, esto implica que existe y € [0, 00)
tal que para toda x € [0,00), p(z) # y.
Si ¢(z) > y, entonces del hecho que ¢ es creciente, se sigue que " (x) >
¢©"(y) para toda n € N. De aqui,

0= lim "™ (z) > lim ¢"(y) =0,

n—oo n—o0

es decir, 0 > 0 lo cual es una contradiccién.
Ahora, si p(z) < y, entonces " (z) < ¢"(y) para toda n € N ya que ¢ es
creciente. Se sigue que,

0= lim "™ (z) < lim ¢"(y) =0,

n—oo n—oo

es decir, 0 < 0, esto es una contradiccion.
Por lo tanto, ¢ es suprayectiva. |

Lema 1.1. Si ¢ :[0,00) — [0,00) es una funcion comparacion, entonces
1. Cada iteracion ¢* de @, k > 1, es también una funcién comparacion.
2. ¢ es continua en 0.

3. p(t) <t para cada t > 0.
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Demostracion:

1. Primero probaremos que ¢* es una funcién comparacién para todo
k € N. Si k =1 entonces por hipdtesis ¢ es una funcién comparacion.
Supongamos que se cumple para k = n y se probard para k =n + 1.
Observemos que ¢F es una funcién creciente.

Ahora,
P () = " (p(1)),
Por hipétesis ¥ (¢(t)) — 0 cuando n — oo, esto implica que *1(t) —
0 cuando n — oo.
Por lo tanto, ©* es una funcién comparacién para todo k € N.

2. Primero observemos que ¢(0) = 0, pues si ¢(0) > 0, de que ¢ es una
funcion creciente, se sigue que

@"(0) > -+ > ¢?(0) > ¢(0) >0

para toda n € N, es decir, ¢"(0) 4 0 cuando n — oo, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto ¢(0) = 0.

Ahora, sea {x,}>2, una sucesién en [0,00) tal que x,, — 0 cuando
n — oo.

Sea p > 0. De la Proposicién 1.7, existe ¢ > 0 tal que ¢(q) = p. Del
hecho que z,, — 0 cuando n — oo y de que ¢ > 0 existe £k € N tal
que 0 < x, < q para toda n > k. Como ¢ es creciente se tiene que
0= ¢(0) < () < ola) = p.

Por lo tanto, ¢(x,) — ¢(0) cuando n — oo, es decir, ¢ es continua en
0.

3. Supongamos que existe ¢t > 0 tal que ¢(t) > t. De que ¢ es una funcién
creciente, se tiene que

PA(t) > p(t) >t >0,
haciendo este proceso inductivamente obtenemos que
Pt =" E) = = () = p(t) = t > 0.

Esto significa que ¢™(t) 4 0 cuando n — oo lo cual es una contradic-
cioén, pues ¢ es una funcién comparacion. Por lo tanto, ¢(t) < t para
cada t > 0.
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Definicién 1.27. Una funcion ¢ : [0,00) — [0, 00) se dice que es una funcion
(¢)-comparacion si:

1. ¢ es creciente.

2. Eziste ky € Nya € (0,1) y una serie convergente de términos no ne-
o0

gativos ka tal que O*TL(t) < a®(t) + v para k > ko y cualquier
k=1
t €10, 00).

La nocién de funcién (c)-comparacién fue mejorada como una funcién
(b)-comparacién, con el fin de extender algunos resultados de punto fijo a las
clases de espacios b-métricos.

Definicién 1.28. Tomemos s > 1 un nimero real. Una funcion ¢ : [0,00) —
[0,00) es llamada una funcion (b)-comparacion si satisface las siguientes
condiciones:

1. ¢ es mondtona creciente.

2. Eziste ko € N,a € (0,1) y una serie convergente de términos no nega-

tivos ka tal que s* LML (t) < asFpk(t) + vy, para k > ko y cualquier
k=1
t € 10,00).

Vamos a denotar por ¥, la clase de funciones (b)-comparacién ¢ : [0, 00) —
[0, 00). Evidentemente la definicién de funcién (b)-comparacion se reduce a
la definicién de funcién (c)-comparacién cuando s=1.

Ejemplo 1.23. Sea (R,d,) un espacio b-métrico con s = 1 y sea ¢ :
[0,00) = [0,00) una funcidn dada mediante ¥ (t) = kt donde k € [0,1).
Entonces, 1 es una funcion (b)-comparacion.

Observemos que v es monétona creciente, ya que si tomamos x,y € [0, 00)
tales que = < y, entonces como k > 0 se sigue que kx < ky, es decir, ¢ es
una funciéon mondtona creciente.
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Ahora, si k # 0 consideramos a = k y la serie de términos no negativos
oo

Z vn, donde v, = 0 para toda n € N, entonces tenemos lo siguiente:

n=1

Sm+1wm+1(t) — k,m+1t
= k-k"
= as"™Y"(t) + vy

Si k = 0, entonces ¢"(t) = 0 para toda n € N. Asi, para cualquier a € (0, 1)

y cualquier serie de términos no negativos E v, tenemos que

n=1

Sm+1¢m+1(t) — 0
< as™P"™(t) + v,

Por lo tanto, ¢ es una funcién (b)-comparacion, es decir, 1) € ¥,

Lema 1.2. Si ¢ : [0,00) — [0,00) es una funcion (b)-comparacion, entonces
se cumple lo siguiente:

(1) La serie Z sPoF(t) converge para cualquier t € [0,00), ¥y
k=0

(2) La funcidn bs : [0,00) — [0,00) definida por bs(t) = Zskwk(t), es
k=0

creciente y continua en 0.

Demostracion:
(1) Sea t € [0,00) arbitrario. Dado que ¢ es una funcién (b)-comparacion,
existen kg € Ny a € (0,1) tales que

STHGF(1) < ash@F(t) + vp,  para toda k > k.
Notemos que

D sty =D S () + Y s (1).

m=0 m=0 m=kg
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De que ¢ es una funcién (b)-comparacién se tiene que
gL Rl (1) < gsho o (1) + vy, .

Utilizando nuevamente que ¢ es una funcién (b)-comparacién y la desigual-
dad anterior, obtenemos

as™ TP (E) + vgg

a(as™p" (t) + vk, ) + Vky
a?sM " (1) + avy, + Vkg1-

Sko +2 SOko +2 (t)

VANRVANVAN

E inductivamente se tiene lo siguiente:
Sk0+ng0k0+n(t) < CLnSkO(p (t) + anflvko + alniQUko—&-l T Ukt
para toda n € N.

Con esto,

o0

DS = SRR (E) + SR (1) 4 s () o

m=ko

+Sk0+n90k0+n (t) 4+
ko, ko ko, ~ko 2 k’o
¥ (t) +as ¥ (t) + Vkg +a 90 (t) + AUk, + Uko+1
e+ () + a" ok, + @ Pogg g + -

kgt +

= Z a™sM ko () + Z Z ' Vgt

IN

Observese que en (1.5) se uso el hecho de que Z = —— (ver [9], p. 65).
a

Z s™ 1 +—kao+y

m=kgo
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[e.@]
Dado que E v es una serie convergente, por el Criterio de Comparacion,
J=0
o [e.9]

Z s™p™(t) converge. Asi, Z s™@™(t) converge para toda t € [0, 00).
m=ko m=0

(2) Sean z,y € [0,00) tales que x < y. Ahora,
bo(w) = Y s ()

< Y s (1.6)

Dado de ¢ es creciente también lo es ©* para todo k € N por lo que (1)
es cierto.
Ahora mostraremos que b, es continua en 0.

Por el inciso anterior,z s (t) converge para cualquier t € [0,00). Asi,
k=0

sk@*(t) — 0 cuando k — oo, es decir, ©*(t) — 0 cuando k — oo pues s¥ > 1

para cualquier k£ € N. Asi, ¢ es una funcién comparacién y por el Lema 1.1,

es continua en 0. De aqui, s*¢*(t) es continua en 0 para toda k € N. Por lo

tanto, by es continua en 0. |
oo

Observacién 1.5. Dado que Z sPoF(t) converge, se tiene que lim sPoF(t) =
=0 k—o0

0. Ahora, sabemos que s* # 0 para cualquier k € N pues s > 1, esto implica
que ©*(t) — 0 cuando k — co. Asi, cualquier funcion (b)-comparacion es una
funcion comparacion y por el Lema 1.1 cualquier funcion (b)-comparacion,
¢ satisface que p(t) <t para cualquier t > 0.

Lema 1.3. Sea (M, d) un espacio b-métrico con s > 1. Si1 : [0,00) — [0, 00)
es una funcion (b)-comparacion y {x,}52, es una sucesion en (M,d) tal que

A, Tpg1) < P"(d(20, 21))

para toda n € N, entonces {x,}32, es una sucesion de Cauchy en (M,d).
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Demostracién:

Sea p > 1. Del hecho que M es un espacio b-métrico y dado que

d(zy, Zni1) < V" (d(z0, 1))

para toda n € N, tenemos que

d(@n, Tnip)

IAINA

IN

IN

IN

s[d(n, Tnt1) + d(Tntr, Top)]
3( Ty Tpt1) + 8[A(Tni1, Tnga) + d(Tnya, zn-ﬁ-p)])
5A(Tp, Tns1) + 82d(Tpy1, Tngo) + 52d(Tno, Tpip)
8A(Tp, Tps1) + 82d(Tpy1, Tnio) +
s” (5 (Tnt2, Tngs) + d(Tnys, mn-i—p)])
5d(Tp, Tna1) + 82d(Tpa1, Tnio) + 8°A(Tpio, Tnys) +

Sgd($n+3, $n+p)

5d<xna anrl) + 32d(£ﬂ+17 $n+2) + 83d<xn+27 $n+3) + e
+Spd($n+p_1, l’n+p) + Spd(.I»,H_p, z?’b-i-p)
sy" (d(wo, 21)) + 2" (d(wo, 1)) + - -+ + PP TP (d (o, 71))

g1 [s" "™ (d(wo, x1)) + s" " (d(2o, 1)) + - -
" TP P (g, 21))]. (1.7)

Para n > 1, hacemos 5,, = Z s*(d(zo,21)) y utilizando (1.7) obtenemos:

d(zp, Tpap) <

k=0

gn—1 [Sn+pfl - Snfl] ) n 2 1) p Z 1. (18)

Por el Lema 1.2, para n > 1, obtenemos que la serie Z sPF (d(zg, 1))

k=0

converge, ya que ¢ es una funcién (b)-comparacién. Con esto la sucesion,
{Sn}52, converge, esto es S = lim S, existe.

n—o0
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Paran > 1y p > 1, dado que s > 1 y por la desigualdad (1.8), se tiene:

1
lim d(zp, 2pyp) < lm ——[Spip-1 — Sn-i]

n—00 n—oo gn—1

= lim lim [Sn+p_1 - Sn—l]
n—oo S~ 1 n—soo

= 0- nLnOlO[Snerfl - Snfl]
= 0.
Por lo tanto, de acuerdo a la Definicién 1.24 se tiene que {z,}5°, es una

sucesion de Cauchy en (M, d). [ |
Notacion. Denotamos con ¥ la familia de funciones no decrecientes 1 :

[0,00) — [0, 00) tales que Z@/}”(t) < oo para cada t > 0.
n=1

Observemos que ¥ C & y p_ara cada 1) € U tenemos que () < t para cada
t>0.



Capitulo 2

Funciones a — Y-contractivas de
tipo (b)

2.1. Algunos tipos de funciones

Definicién 2.1. Sea (M,d) un espacio métrico y T : M — M una funcion.
Decimos que T es una funcion o —1—contractiva si existen dos funciones
a:MxM—[0,00) y €V tal que

a(z,y)d(T(z), T(y)) < ¥(d(z,y))
para todo x,y € M.

En el siguiente ejemplo se muestra que cualquier funcién contractiva es
una funciéon o — Y-contractiva.

Ejemplo 2.1. Sea T : M — M una funcion que satisface el principio de
la contraccion de Banach. Entonces existe una constante k € (0,1) tal que
d(T(z),T(y)) < kd(z,y) para todo xz,y € M.

Consideremos 1 : [0,00) — [0,00), dada por ¥ (t) = kt, la cual es no decre-
ciente y como,

lim

) ,l/)n+1 (t) ) k,n+1t
lim ’ =
n—so0 @/)"(t) n—oo k"

= lim k
n—00

=k
< 1



41

o0

Por la prueba de la razon para series reales tenemos que la serie Zw”(t)
n=1
converge absolutamente, esto implica que dicha serie converge. Dado que 1) €

U, T es una funcion o — — contractiva, donde o(x,y) =1 para todo x,y €
M.

Por lo que,

a(z,y)d(T(z), T(y)) < P(d(z,y)) = kd(z,y).

Definicién 2.2. Sean T': M — M y o : M x M — [0,00) funciones.
Decimos que T es a—admasible, si

x,y € M, a(x,y) > 1 implica que o(T(x), T(y)) > 1.

Ejemplo 2.2. Aqui mostramos dos ejemplos para el espacio M = (0, 00),
en cada caso definimos las funciones T : M — M y o : M x M — [0, 00)
como se muestra a continuacion:

(1) T(x) =log(z) para todo x € M y

2 st x>y,
a(m,y)—{o siox<y.

Entonces, T es a—admisible.

Figura 1. Gréfica de las funciones 7'y a del Ejemplo 2.2 (1).

En la Figura 1, se muestra la grdafica de la funcion T y el comporta-
miento de la funcion a.

Sean z,y € M tales que o(z,y) > 1. Entonces x > y. Asi, como la
funcion logaritmo es creciente se tiene que log(z) > log(y). De aqui
a(T(x),T(y)) =2 > 1. Por lo tanto, T es a—admisible.
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(2) T(x) = v/x para todo x € M y

e siox >y,
a(x,y)—{ 0 siox<uy.

Entonces, T' es a—admisible.

Figura 2. Graficas de las funciones 7'y « del Ejemplo 2.2 (2).

En la Figura 2, se muestra el comportamiento de las funciones T y «
respectivamente.

Sean x,y € M tales que o(x,y) > 1. Entonces €Y > 1, de esto
obtenemos que x > y. Como la funcion raiz cuadrada es creciente se
tiene que /x—\/y > 0, de donde eV*=V¥ > 1, es decir, o(T (), T(y)) >
1. Por lo tanto, T es a—admisible.

Ejemplo 2.3. Sea (M, =) un conjunto parcialmente ordenado y d una métri-
ca en M tal que (M,d) es completo. Sea T : M — M wuna funcién no de-
creciente con respecto a =X, esto es, para cada x,y € M, si x Xy, entonces
T(a) < T(y).

Supongamos que existe xo € M tal que o < T(zo). Definimos la funcion
a: M x M —[0,00) por

1 st r=yoxrry
oz, y) = { 0 otro caso

Entonces T' es a—admisible.

Sean z,y € M tales que a(x,y) > 1. Entonces x = yox < y. Co-
mo T es creciente se sigue que T'(xz) = T(y) o T'(x) = T(y). Por lo tanto
a(T(z), T(y)) > 1y concluimos que T' es a—admisible.
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Definicién 2.3. Una funcion T : M — M es llamada triangular o-
admasible st

(1) T es a-admisible.
(2) Sia(x,z) > 1, a(z,y) > 1, entonces a(x,y) > 1.

Ejemplo 2.4. Sea T : R — R wuna funcion estrictamente creciente y sea
a: R xR — [0,00) dada por a(x,y) = e*~ Y. Entonces T es triangular
a—admaisibe.

En efecto, sean z,y € R tales que a(x,y) > 1. Entonces e* ¥ > 1.
Asi x —y > 0, es decir, x > y. Con esto y dado que T es estrictamente
creciente tenemos que T'(x) > T(y). Esto implica que e7@~TW > 1 de
donde «o(T'(x),T(y)) > 1. Por tanto T" es a—admisible.

Ahora, sean z,y, z € R tales que a(z,2) > 1, a(z,y) > 1. Entonces x —z > 0
y z—y > 0. De donde x — 2+ z —y > 0, es decir, z — y > 0. Esto implica
que a(x,y) > 1.

Con todo esto tenemos que 7' es triangular a—admisible.

Ejemplo 2.5. Sean T : [0,00) — [0,00) dada por T(z) = x* y a : [0,00) X
[0,00) — [0,00) definida mediante

1 si x,y € [0,1],
oz, y) = { 0 en otro caso.

Entonces, T es triangular a— admisible.

En efecto, sean z,y € [0,00) tales que a(z,y) > 1. Entonces z,y € [0, 1].
De aqui 22, y? € [0,1] y por lo tanto tenemos que o(T'(x),T(y)) > 1. Con
esto T' es a—admisible.

Sean z,y,z € [0,00) tales que «a(x,z) > 1, a(z,y) > 1. Entonces z, 2,y €
[0, 1], esto implica que a(z,y) > 1. Por lo tanto 7" es triangular c—admisible.

Definicién 2.4. Sean T : M — M y o : M x M — [0,00) funciones. Se dice
que T es a—orbital admasible siempre que para cada x € M, se cumple
que

si a(z,T(x)) > 1, entonces a(T(z), T*(z)) > 1.
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Ejemplo 2.6. Sean M =1{0,1,2,3} y

X ={(0,1),(0,2),(1,1),(2,2),(1,2),(2,1), (1,3),(2,3)}.

Definimos d : M x M — [0, 00) dada por d(z,y) = |x—y| y sean T : M — M
tal que T(0) =0,7(1) =2,7(2) = 1,T(3) =3 ya: M x M — R definida
por,

1 s @yex
alr,y) = { 0 en otro caso.

Entonces, T' es a—orbital admaisible.
En efecto, consideremos los siguientes cuatro casos:
1. Si x =1 entonces a(z,T(z)) = a(1,7(1)) =1
Asi, dado que (2,1) € X obtenemos que
a(T(x), T*(x)) = o(T(1),T%(1))
= «(2,1)
= 1.
2. Si x = 2 entonces oz, T(z)) = (2, 7(2)) = a(2,1) =1
Asi, dado que (1,2) € X se tiene que
a(T(x), T*(x)) = o(T(2),T%(2))

3. Si z = 0 entonces a(0,7(0)) = «(0,0) =0, pues (0,0) ¢ X.
4. Siz = 3 entonces «(3,7T(3)) = «(3,3) =0, ya que (3,3) € X.

Por lo tanto, T es a—orbital admisible.

Definicién 2.5. Sean T : M — M y o : M x M — [0,00) funciones. Se dice
que T es triangular a—orbital admasible si T es a—orbital admisible y
St

alz,y) > 1 ya(y, T(y)) > 1, entonces oz, T(y)) > 1.

Proposicién 2.1. Cada funcion a—admisible es una funcion a—orbital ad-
misible y cada funcion triangular a—admisible es una funcion triangular
a—orbital admisible.
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Demostracion:

Sean T': M — My a: M x M — [0,00) funciones.
Primero vamos a suponer que 7' es a—admisible y se probara que es a—orbital
admisible.
Supongamos «a(z,T(x)) > 1. Asi que o(T'(x), T?(x)) > 1. Se sigue que T es
a—orbital admisible.
Ahora, supongamos que T es triangular a—admisible, obtenemos que T es
a—admisible y por lo anterior, es a—orbital admisible.
Maés aun, si a(z,y) > 1y a(y, T(y)) > 1, entonces oz, T'(y)) > 1. Conclui-
mos que 1T es triangular a—orbital admisible. |

Notemos que el Ejemplo 2.6 es una funcién triangular a—orbital admi-

sible. Asi mismo, las funciones de los ejemplos 2.4 y 2.5 son a—orbital
admisible, esto se debe a la Proposicién 2.1.

Observemos que el regreso de la Proposicion 2.1 es falso, pues la fun-
cién del Ejemplo 2.6 es una funcién triangular a—orbital admisible pe-
ro no es una funcién triangular a—admisible, pues «(0,1) = 1y «(1,3) =
1 pero a(0,3) = 0.

Lema 2.1. Sea T' : M — M wuna funcion triangular a—orbital admisible.
Asumimos que existe xo € M tal que a(xg,T(x¢)) > 1. Definimos una su-
cesion {x,}5°, en M por T(x,) = xp41 para cada n € NU {0}. Entonces
a(xp, ) > 1 para todo n,m € N con n < m.

Demostracion:

Como existe zg € M tal que a(xg, T(xg)) > 1 entonces a(T (o), T*(z0)) =
a(xy,z2) > 1. Con esto, a(xy,z2) > 1 e inductivamente, a(z,, Tpy1) > 1
para todo n € N.

Afirmacién. o(z,, z,) > 1 para todo n,m € N con n < m.
Procedemos por induccién sobre m. Sim = 1 entonces por hipétesis a(xg, T'(zg)) >
1y T(xg) = x1, por lo que a(xg,z1) > 1.
Supongamos que &(,, Ty) > 1 con n < my se probard que a(z,, Tymi1) > 1
conn < m+ 1.
Ahora, se cumple que a(z,,x,) > 1 con n < my o(Tm, Tmi1)
do que T es triangular cv—admisible, se tiene que a(z,,Tmy11)
n<m<m-+ 1.
Por lo tanto, oz, ) > 1 para todo n,m € N con n < m. [ |

1. Da-

>
> 1 con
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2.2. Punto fijo de funciones a—1-contractivas
de tipo (b)

Ahora vamos a generalizar la Definicion 2.1 para espacios b-métricos.

Definicién 2.6. Sean (M,d) un espacio b-métrico y T : M — M una fun-
cion. Decimos que T es una funcion o — 1—contractiva de tipo (b) si
existen dos funciones a: M x M — [0,00) y ¢ € Uy tales que

alz,y)d(T(x), T(y)) < (d(z,y)) para todo x,y € M.

Ejemplo 2.7. Por el Ejemplo 1.20 sabemos que (R,d) es un espacio b-
métrico donde s =2 y d: R x R — [0,00) esta dada por d(z,y) = |z — y|*.
Consideremos T : R — R dada mediante T(z) =z y o : R x R — [0, 00)

dada por
1 st x=uy,
a(z,y) = { 0 si x+#y.
Tomemos 1 : [0,00) — [0,00) definida por 1(t) = 5t. Afirmamos que T es
a — —contractiva de tipo (b).

Primero veamos que, 1 es una funcién (b)-comparacion.

(i) Notemos que la funcién 1) es creciente.

o0
ii) Considerando a = % y la serie de términos no negativos v, donde
(ii) 3V g ,
n=1
v, = 0 para toda k € N, tenemos lo siguiente

1 k+1
2k+1wk+l<t) — 2k+1 <Z> t

1 k+1
B <5> t
1 /1\"
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Con (i) y (ii), concluimos que 9 es una funcién (b)-comparacién, es decir
€ Wy,

Ahora, para ver que T es o — p—contractiva, veamos los siguientes dos
casos:

1. Si x = y entonces

a(z,y)d(T'(z), T(y)) = 1-0

IN
=
=
s

E

2. Si x # y entonces

a(z,y)d(T(z), T(y)) = 0-d(z,y)
= 0

< ¥(d(z,y))
Por lo tanto, T" es o — 1p—contractiva de tipo (b).

Teorema 2.1. Sea (M,d) un espacio b-métrico completo con s > 1 una
constante y T : M — M wuna funcion o — —contractiva de tipo (b) que
satisface las siguientes condiciones:

(i) T es a—admisible.
(il) Ewiste xg € M tal que a(xg, T (xg)) > 1.
(iii) T es continua.
Entonces, T tiene un punto fijo.
Demostracion:
Definimos una sucesién {x,}>2, en M dada por
Tpy1 = T(z,) para todon € NU{0}.

Si existe n € NU {0} tal que x,, = x,41 entonces T(z,) = Tp41 = x,. Por lo
tanto, 1" tiene un punto fijo y la prueba términa.
Vamos a suponer que

Zp # Tny1 para todo n € NU {0}.
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Del hecho que T es a—admisible, por la Proposicién 2.1, la funcién T es
a—orbital admisible y por la condicién (ii) existe xg € M tal que a(zo, T'(x0)) >
1, con esto a(xg, r1) = a(xo, T'(x)) > 1, esto implica que a(T(xg), T*(z0)) =
a(z1,x2) > 1 e inductivamente tenemos que

(T, Tpy1) > 1 para todo n € NU{0}.

Ahora, por hipétesis T' es una funcién « — ¢—contractiva de tipo (b) y por
la Definicién 2.6 tomando x = x,_1 y y = x, y del hecho que a(z,, x,11) >
1 para todo n € NU {0}, obtenemos que

d(@n, Tp1) = d(T(xn-1),T(zn))
a(y_1,0)d(T(xp-1), T(xy,))
O(d(Tn_1, 20)). (2.1)

Afirmacion. d(z,,x,11) < " (d(zg, 1)) para todo n € NU{0}.
Procedemos por induccién. Si n = 1 entonces por (2.1)

IA A

d(xp, Tny1) = d(x1,29)
< afxg, z1)d(T(x0), T(x1))
< ¢(d(zo, 21)).

Supongamos cierto para n = k, es decir d(zg, zp1) < V*(d(x, 1)) v se
probara paran =k + 1.

Entonces, por la desigualdad (2.1) y por la hipétesis de induccion se tiene
que

d(Tpy1, Thy2) < P(d(Th, Thi))
< Y (d(wo,71)))
= M (d(wo, 21)).
Con esto queda demostrada la Afirmacion.
Por el Lema 1.3 tenemos que {z,}>; es una sucesién de Cauchy en (M, d).

Ahora, como (M, d) es un espacio b-métrico completo podemos concluir que
{x,}22, converge, es decir, existe

x € M tal que z,, — x cuando n — 0. (2.2)
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Ahora, por hipotesis T es continua y de acuerdo a la Definicién 1.25
obtenemos

Tpi1 = T(x,) = T(z) cuando n — co. (2.3)

Con (2.2), (2.3) y utilizando la unicidad de los limites para las sucesiones
convergentes concluimos que 7'(x) = z es decir, T tiene un punto fijo. |

En el siguiente Teorema se omitié la continuidad de la funciéon 7'y agre-
gamos una nueva condicion.

Teorema 2.2. Sean (M,d) un espacio b-métrico completo con s > 1 una
constante y T : M — M wuna funcion a — p—-contractiva de tipo (b) que
satisface las siguientes condiciones:

(i) T es a—admisible.
(ii) Ewiste xg € M tal que a(xo, T (xg)) > 1.

(iil) Si {x,}22, es una sucesion en M tal que a(x,,Tny1) > 1 para toda
neNyz, =z donde x € M cuando n — oo entonces a(x,,x) > 1
para toda n.

Entonces T tiene un punto fijo.

Demostracion:
Definimos la sucesién {z,}>°; en M dada por

Tpy1 = T(z,) para todon € NU{0}.

Por la demostracién del Teorema anterior, se sabe que {x,}52, es una suce-
sién en M tal que

d(Zn, Tny1) < P (d(x0, 21))

para toda n € N. Asi, por el Lema 1.3 tenemos que {z,}°°, es una suce-
sién de Cauchy en un espacio b-métrico completo. Asi, existe x € M tal que
z, — x cuando n — 0.

Ahora, usando la hipdtesis (iii) y lo antes mencionado, tenemos que
a(z,, ) > 1 para todo n € N.
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Como T es una funcién a — ¢—contractiva de tipo (b) y a(x,,x) >
1 para todo n € N, podemos usar la Definicién 2.6 y de que M es un espacio
b-métrico para obtener lo siguiente:

d(T(x),z) < sld(T(x),T(xn)) + d(Tns1,7)]
sla(xy, )d(T(x), T(x,)) + d(xn11, )]

sl (d((zn, 7)) + d(n1a, )]

IA N CIA

Como x, — x cuando n — oo, por la Definicién 1.23

lim d(z,,z) = 0.

n—oo
Ademas, de acuerdo a la Definicién 2.6 se tiene que v es una funciéon b-
comparacion y por la Proposicion 2.1 obtenemos que también es una funcién
comparacion. Mas ain, por el Lema 1.1 v es continua en 0. Esto implica que
d(T(z),z) < 0. Por lo tanto, T'(z) = x. [ |

Los teoremas 2.1 y 2.2, nos aseguran que existe al menos un punto fijo,

esto quiere decir que puede existir mas de uno. El siguiente teorema nos
garantiza la existencia de un tnico punto fijo. Para esto establecemos la
siguiente hipotesis:

(H): Para todo x, y € M existe z € M tal que a(z,2) > 1y a(y,z) > 1.

Teorema 2.3. Anadiendo la condicion (H) a las hipdtesis del Teorema 2.1
(respectivamente, a las del Teorema 2.2), obtenemos la unicidad del punto
figo de la funcion T.

Demostracion:
Supongamos que existen dos puntos x, y € M tales que son puntos fijos

de T.
Por la condicién (H), para z y y, existe z € M tal que

alz,z) > 1y aly,z) > 1.

Observemos que T' es a—admisible por hipétesis, y de acuerdo a la Pro-
posicion 2.1 obtenemos que T' es a—orbital admisible, con esto y utilizando
las desigualdades anteriores vemos que

alz,T(z) > 1y aly,T(z)) > 1.
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Siguiendo de manera inductiva y dado que x y y son puntos fijos de T" se
tiene que

alz, T"(z)) > 1y a(y, T"(z)) > 1 para toda n € N. (2.4)

Ahora, se sabe que T' es av — 1p—contractiva de tipo (b), entonces de acuerdo
a la Definicién 2.6 y utilizando (2.4) se tiene que

d(T(x), T(T"(2)))
a(z, T (2)d(T(2), T(T"(2)))
¥(d

(2, T7"7}(2))).

Afirmacién. d(z,T"(z)) < "(d(z, z)) para toda n € N.
Procedemos por inducciéon. Si n = 1 por lo anterior se tiene que

d(z,T"(z)) = d(z, T(2)) < ¢(d(x, 2)).
Supongamos que es cierto para n = k y se probara para n = k+ 1. Entonces,

d(z, T(2)) = (93 THT(2)))
< PH(d(z, T(2)))
< H(d(z,2)))

= Y (d(z, 2)).

Por lo tanto, queda demostrada la Afirmacion.

Dado que, % es una funcién (b)-comparacion, se sigue que, 1, es una funcién
comparaciéon y asi ¢¥"(t) — 0 cuando n — oo. Con esto y utilizando la
afirmacion anterior se tiene que

d(z,T"(2))

IA A

lim d(z,T"(2)) < lim ¢"(d(x,z2)) = 0.

n—ro0 n—ro0
Con esto y de acuerdo a la Definiciéon 1.23 tenemos que
T"(z) — z cuando n — 0. (2.5)
Haciendo un procedimiento similiar al anterior concluimos que
T"(z) — y cuando n — oo. (2.6)

Comparando (2.5) y (2.6) y por la unicidad de los limites de sucesiones
convergentes, concluimos que z = y. |
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Teorema 2.4. Sea (M,d) un espacio métrico completo y T : M — M una
funcion a — —contractiva que satisface las siguientes condiciones:

i) T es a—admisible.
it) Existe xg € M tal que axo, T (xg)) > 1.
iii) T es continua.
Entonces T tiene un punto fijo.

Teorema 2.5. Sea (M,d) un espacio métrico completo y T : M — M una
funcion o — p—contractiva que satisface las siguientes condiciones:

i) T es a—admisible.
ii) Existe xg € M tal que axg, T(x0)) > 1.

iii) Si {x,}5°, es una sucesion en M tal que a(xp,xny1) > 1 para toda
n €N yx, - x dondex € M cuando n — oo entonces o(xn,x) > 1
para toda n.

Entonces T tiene un punto fijo.

La demostracion de los Teoremas 2.4 y 2.5 son consecuencia de los Teo-
remas 2.1 y 2.2 respectivamente, tomando s = 1.

El siguiente ejemplo es una aplicacién de los teoremas 2.2 y 2.3. Lo puedes
encontrar en [7], pag. 7.

Ejemplo 2.8. Sea M = [0, 1] dotado por la métrica estandar d(z,y) = |z—y|
para cualesquiera x,y € M. Definimos las funciones T : M — M por

1 si 2€]0,1),
T<$):{6 st xil)

ya:MxM-—[0,00) por

1 s (z,y) € ([0, ] x [5,1])
a(z,y) = u(]
0 otro caso.
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Primero probaremos que T" es una funcién o — v-contractiva de tipo (b)
donde 9 (t) =t para toda t > 0.
Siz € [0,1] vy y =1 entonces tenemos

1

ol AT (@) T0) = d(T (). T) = | - 0] = ] < ).

El caso z =1y y € [0, ;] es similar al caso anterior. Por tltimo, cuando = €
[0,3] yy € [3,1), de acuerdo a como se definié T', se tiene que d(T'(z), T'(y)) =
0. Por lo tanto, 7" es una funcién « — t-contractiva de tipo (b).

Ahora, veamos que T' es a-admisible. Sean =,y € M tales que a(z,y) > 1,
de acuerdo a como se definié « se tienen dos casos:

1. Si (z,y) € [0,%] X [3,1] entonces por como se definié T' tenemos que
(T(z),T(y)) € [5,1]) x [0, 1] lo cual implica que (T (z),T(y)) = 1.

2. Por tltimo, si (z,y) € [3,1]) X [0, 1], entonces (T'(z),T(y)) € [0, 1] %
[, 1]. Por como se defini6 a, se sigue que a(T'(z), T (y)) = 1.

Por lo tanto, T es a-admisible.

Notemos que si tomamos xg = 0 entonces a(xzo, T(xo)) = (0, 3) = 1.

Ahora, sea {z,,}>°; una sucesién en M tal que a(z,, z,41) > 1 para toda
n € Ny x, — x cuando n — oo para algin x € M. De la definiciéon de «
tenemos que

swtwr e (o (5l ()« 1)

Como ([0, 3] x [3,1])U([3, 1]) X [0, 3]) es un cerrado con respecto a la métrica
Euclidiana tenemos que

ware ([o2)x () o (]~ o).

1
Esto implica que x = 7 asi, a(z,, ) > 1 para toda n.

Por tltimo, veamos que se satisface la condicién (H).
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1
Sean x,y € M. Si consideramos z = 7 entonces
alz, z) =aly,z) = 1.

Por lo tanto, se satisface (H) y por el Teorema 2.3 tenemos que T tiene un

unico punto fijo x € M, el cual es z = T

2.3. Estabilidad generalizada de Ulam-Hyers

Se sabe que hay varios tipos de estabilidad de Ulam, entre ellas esta
la estabilidad de Ulam-Hyers, la estabilidad generalizada de Ulam-Hyers,
la estabilidad de Ulam-Hyers-Rassias y la estabilidad generalizada Ulam-
Hyers-Rassias, sin embargo, en este capitulo solo estudiaremos la estabilidad
de Ulam-Hyers y la estabilidad generalizada de Ulam-Hyers en el marco de
espacios b-métricos.

Iniciamos esta seccion definiendo algunos conceptos que nos seran de ayu-
da para definir la ecuacion de estabilidad de Ulam-Hyers y luego, la estabili-
dad generalizada de Ulam-Hyers. Ademas, agregamos la definiciéon de opera-
dor de Picard, ya que se ocupara para un resultado muy importante el cual
se establece en el Teorema 2.7.

Definicién 2.7. Sean (M, d) un espacio métrico y T : M — M un operador.
Definimos la ecuacion de puntos fijos de T' como

x=T(z). (2.7)

Definicién 2.8. Sean (M, d) un espacio métrico, T : M — M un operador y
e > 0. Un punto w € M es una e—solucion de la ecuacion (2.7) si satisface
la desigualdad

d(w, T(w)) <e.

Definicién 2.9. Sean (M, d) un espacio métrico y T : M — M un operador.
La ecuacion (2.7) es llamada Ulam-Hyers generalizada estable si y sélo
si existe ¢ : [0,00) — [0,00) la cual es creciente, continua en 0 y 1(0) = 0,
tal que para cada € > 0 y para toda w € M una e—solucion de la ecuacion
(2.7) existe una solucion x € M de la ecuacion (2.7) tal que

d(w, x) < (e).
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Definicién 2.10. En la definicion anterior si existe ¢ > 0 tal que 1 (t) = c-t
para cada t € [0,00), entonces la ecuacion (2.7) es Ulam-Hyers estable.

Para entender mejor la Definicién 2.9, veamos el siguiente ejemplo, el cual
se obtuvo de [5], pag. 315.

Ejemplo 2.9. Sean (M,d) un espacio métrico y T : M — M una funcion
a — p—contractiva de tipo (b) tal que el conjunto de puntos fijos de T' es no
vacio y oo : M x M — [0, 00) estd dada por

a(z,y) =1 para todo x, y € M.
Entonces, la ecuacion (2.7) es Ulam-Hyers generalizada estable.

En efecto, sea € > 0 y sea w € M una e—solucién de la ecuacion(2.7), es
decir, w satisface la siguiente desigualdad

dw, T(w)) <e.

Tomemos z € M un punto fijo de Ty consideraremos la funcién 1) : [0, 00) —
[0,00), dada por

¥(c) = sup(Ae),

donde A, = {t € [0,00) : t — p(t) < c}.
Observemos lo siguiente:

1. ) es creciente.
Tomemos z, y € [0,00) tales que x < y.
Dado que z < y obtenemos que A, C A, ya que si t € A, entonces ¢t —
o(t) <z <y, esdecir, t € A,. De aqui se tiene que sup(A,) <sup(4,),
es decir ¢(x) < 9(y). Por lo tanto 1 es creciente.

2. (0) = 0.
Por ser T" una funcién a — ¢—contractiva de tipo (b) se tiene que ¢ es
una funcién (b)-comparacién, por la Observacién 1.5 también es una
funcién comparacién. Esto implica que ¢(0) > 0, asi 0 € Ag. Ahora,
sea ¢ > 0, por el Lema 1.1, se tiene que ¢(q) < ¢, de aqui ¢ — ¢(q) > 0
y por tanto ¢ ¢ Ag. Con esto concluimos que Ay = {0}. Por lo tanto,

$(0) = 0.
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3. 1 es continua en 0.
Sea {x,}>2 | una sucesion en [0, 00) tal que x, — 0 cuando n — oo, sin
perdida de generalidad supongamos que la sucesiéon es estrictamente
decreciente en [0,00), es decir, 0 < -+ < 2, < Tpq < -+ < Ty < X1.
Sea p > 0. Dado que z,, — 0 cuando n — oo, existe £k € N tal que
0 <z, < p para toda n > k, como 1) es una funcién creciente se sigue
que 0 < ¥(z,) < ¥(p) < p para todo n > k. Por lo tanto, ¥(x,) — 0
cuando n — o0.
Asi, 1 es continua en 0.

Dado que T es o — p—contractiva de tipo (b) obtenemos que

d(z,w) d(T(z), T(w)) + d(T(w), w)

<
< pld(z, w)) + d(T (w), w).

De aqui que
d(z,w) — p(d(z,w)) < d(T(w),w).

Es decir, d(z,w) € Agr@w)w) ¥ por lo tanto, d(z,w) < ¢(d(T(w),w)). Del
hecho que d(w, T'(w)) < e concluimos que d(z, w) < 1(e), es decir, la ecuacién
(2.7) es Ulam-Hyers generalizada estable.

Proposicién 2.2. Sea 9 : [0,00) — [0, 00) una funcién (b)-comparacion con
s>1.8ip:]0,00) = [0,00) esta dada por 3(r) =r — si(r), entonces 5 es
estrictamente creciente.

Demostracion:

Notemos que f(r) > 0, esto implica que r — s1p(r) > 0, es decir, —si(r) >
—r.
Sean z, y € [0, 00) tales que 0 < z < y. Entonces,

By —B) _ Bl Bl

Yy—x r—vy y—x
_ rosvr) |y - sP(y)
> T2 YTV
rT—Yy Y-

Es decir, 5(y) — f(x) > 0. Por lo tanto, 8 es una funcién creciente. [ |
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Dado que B(r) = r — si(r) y del hecho que 9 es una funcién (b)-
comparacion, entonces es continua en 0, asi la funcién S es continua en 0.
Como 3 es creciente y continua en 0, se sigue que 37! es continua en 0.
Con lo anterior, tenemos la siguiente observacion.

Observacién 2.1. Si en la Proposicion 2.2 se agrega la hipdtesis de que
B sea suprayectiva y dado que B es creciente se tiene que S~ es creciente,
continua en 0y $71(0) = 0.

Definicién 2.11. Sea (M,d) un espacio métrico. Un operador T : M — M
es un operador de Picard si cumple lo siguiente:

(i) Eziste v € M tal que Fix(T) = {z}.

(ii) La sucesion {T™(z)}22, converge a x, para todo z € M.

Recordemos que en el Teorema 2.3 para demostrar la unicidad del punto
fijo se utilizaron las siguientes hipdtesis:

(I) T es una funcién o —1—contractiva de tipo (b), también es una funcién
a—admisible y en el caso del Teorema 2.1 se tenia que era una funcion
continua.

(IT) (H): Paratodo x, y € M existe z € M tal que a(x,z) > 1y a(y,z) > 1.
(III) Existe o € M tal que a(xo, T (z9) > 1.

(IV) Si {z,}2, es una sucesién en M tal que a(z,,x,+1) > 1 para toda
n € Ny x, — z donde x € M cuando n — oo entonces a(x,,z) > 1
para toda n.

Retomando estas hipdtesis obtenemos los siguientes resultados:

Teorema 2.6. Suponiendo las hipdtesis (1), (II), (III) y (IV) se tiene que T
es un operador de Picard.

Demostracién:

Por el Teorema 2.3 se tiene que existe x € M tal que T'(z) = x, mds
aun es unico, es decir Fiz(T) = {z}. Haciendo un procedimiento similar a
la demostracién del Teorema 2.3 se tiene que para toda z € M, la sucesion
{T™ (=)}, converge al punto fijo . Por lo tanto, 1" es un operador de Picard.
|
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Teorema 2.7. Sea (M,d) un espacio b-métrico completo y sea B la funcion
de la Proposicion 2.2 con s > 1 una constante y 3 suprayectiva. Supongamos
que se cumplen todas las hipotesis del Teorema 2.3. Entonces,

(i) La ecuacion (2.7) es Ulam-Hyers generalizada estable.

(i) Si x, € M, n € N son tales que d(x,, T(x,)) = 0 cuando n — oo,
entonces x, — =* cuando n — 0o, donde {x*} = Fix(T).

(iii) Sig: M — M es una funcion tal que eziste n € [0,00) con

d(T(z),g(x)) <n, para todo x € M,

entonces,

y € Fix(g) implica d(x*,y) < B (s - n).

Demostracion:

(i) Como T es un operador de Picard, entonces Fiz(T) = {z*}. Sean ¢ > 0

y w € M tales que

d(w, T(w)) <.

Consideremos 7! : [0,00) — [0,00). Por la Observacién 2.1, se tiene
que 37! es creciente, continua en 0y 371(0) = 0.

Como T es a — Y—contractiva de tipo (b) y z* € Fiz(T), por (H)
podemos suponer que w € M es tal que a(z*,w) > 1, con esto

d(z*, w)

Esto implica que,

pld(z", w))

As, d(JT*,’LU) < ﬁil(s'

generalizada estable.

IA N IA

IN

d(T ("), w)

d(z", w) — sip(d(a”, w))
s[y(d(z”, w)) + €] — sy(d(z”, w))

€). Por lo tanto, la ecuacion (2.7) es Ulam-Hyers
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Como T es o — Y—contractiva de tipo (b) y dado que z* € Fixz(T)
por (H) podemos suponer que para cada n € N, z,, € M es tal que
a(z*,x,) > 1, con esto

d(zn, ") < sld(zn, T(2n)) + d(T(2n), 27)]
= sld(zn, T(z,)) + d(T (), T(z"))]
< sld(zn, T(xy)) + alz™, 2,)d(T (z,), T (x*))]
< sld(@n, T(@y)) + (d(@n, 7))

Esto implica que,
Bld(xy,z")) = d(xp, %) — s(d(xy,, %)) < sd(xn, T(x,)).

Dado que d(z,,T(z,)) — 0 cuando n — oo, d(x,,z*) — 0 cuando
n — oo y de acuerdo a la Definicién 1.23 concluimos que z, — x*
cuando n — oo.

Dado que T es a — ¢p—contractiva de tipo (b) y * € Fiz(T), por (H)
podemos suponer que w € M es tal que a(xz*,w) > 1, con esto

dw,z%) < sldw,T(w))+ d(T(w),x*)
= s[d(w, T(w)) + d(T(w), T(z"))]
< sld(w, T(w)) + a(z*, w)d(T(w), T(z"))]
< sld(w, T(w)) + $(d(z", w))

Esto implica que,
Bld(w,z")) = d(w, z*) — sp(d(w, z7)) < sd(w,T(w)),

es decir,
d(w,z*) < B (sd(w, T(w))).

Tomando y € Fix(g) y reescribiendo la desigualdad anterior con w = y,
tenemos que

d(z*,y) < B~ (sd(y, T(y))) = B~ (sd(g(y), T (y))).

Por lo tanto,

d(z*,y) < 87 (sd(g(y), T(y))) < B (s - ).



Capitulo 3

Puntos fijos no inicos en
espacios b-métricos

En este capitulo, probaremos algunos teoremas de punto fijo no tnicos pa-
ra espacios b-métricos y también, los teoremas de Cirié, Achari y Pachpatte,
los cuales fueron introducidos en el Capitulo 1. El objetivo de este capitulo
es observar que los puntos fijos no son tnicos en los espacios b-métricos.

3.1. Funciones orbitalmente continuas

Antes de comenzar a probar los teoremas, iniciamos esta seccién introdu-
ciendo la definicién de funcién orbitalmente continua y la de espacio orbital-
mente completo, pues seran de vital importancia en la siguiente seccion.

Definicién 3.1. Sean (M,d) un espacio b-métrico y T : M — M una fun-
cion. Decimos que T es orbitalmente continua en un punto z € M si

lim T"(z) = z implica que lim T(T™(x)) = T(z). Donde {n;}2, es una
1—00 11— 00
sucesion mondtona creciente.

Ejemplo 3.1. Sean (R,d) un espacio b-métrico, donde d es la funcion del
Ejemplo 1.20 y T : R — R dada mediante T'(z) = g Entonces T es orbital-
mente continua en ().

Notemos que T"(z) = 2% para todo n € N, més atn 7"(z) — 0 cuando

n — 00, esto implica que T""*(z) — 0 = T'(0). Por lo tanto T es orbital-

60
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mente continua en 0.

Si observamos, la funcion de este ejemplo es continua, entonces utilizando
la continuidad de la funcion facilmente se puede demostrar que T es orbital-
mente continua. Con esto tenemos la siguiente observacién.

Observaciéon 3.1. S T es una funcion continua entonces T es una funcion
orbitalmente continua.

El regreso de la observacién anterior no necesariamente es verdadera. En
el siguiente ejemplo escribimos una funciéon que es orbitalmente continua,
pero que no es continua.

Ejemplo 3.2 (ver [2], p. 53). Sean (R, d) un espacio métrico, con la métrica
usual y T : R — R dada por

T(:z:):{ %x st x € Q,

r st xzel
Entonces T es orbitalmente continua.

Si z € Q entonces T"(z) = (%)nx para todo n € N. Dado que (%)n — 0
cuando n — oo, T"(z) — 0 cuando n — oo para todo x € R. Asf, T""(z) —
0=T(0).

Ahora, si x € 1 entonces T"(x) = x para todo n € N, con esto T"(x) — x
cuando n — oo para todo x € R. De aqui, T""!(z) — x = T'(z) pues z € IL

En cualquier caso T' es orbitalmente continua.

Observacion 3.2. Notemos que la funcion del ejemplo anterior tiene una
nfinidad de puntos fijos.

En el siguiente ejemplo escribimos una funcién, la cual no es orbitalmente
continua.

Ejemplo 3.3 (ver [2], p. 53). Sea T : [0,1] — [0, 1] dada mediante

T(x):{ %:c st x # 0,

1 st x=0.

Entonces T no es orbitalmente continua.
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Si z # 0 entonces T"(z) = (%)nfl para todo n € N, més atun 7"(z) — 0
cuando n — oo, del hecho que T'(0) = 1 entonces T""!(z) 4 T(0) cuando

n — 0o. Por lo tanto T no es orbitalmente continua.

Definicién 3.2. Sean (M, d) un espacio b-métrico y T : M — M una fun-
cion. Decimos que (M,d) es T—orbitalmente completo, si cualquier su-
cesion de Cauchy de la forma {T" (x)}32, converge en M, para todo x € M.

Ejemplo 3.4. Sea (R, d)un espacio b-métrico donde d es la métrica del
Ejemplo 1.20 y consideremos T como en el Ejemplo 3.1. Entonces, R es
T—orbitalmente completo.

Sabemos que T"(x) = 2% para todo n € N, y que T"(z) — 0 cuando

n — o0o. Veamos que {T7"(z)}2, es de Cauchy.
Sean n,m € N

lm d(T™(z), T™(z)) = lim |T"(x) —T"(z)?
n,m—00 n,Mm—00
i T |2 T x +‘ x ‘2
= m |—| —2|—||— —
= 0.

Por lo tanto, {T"(z)}>, es de Cauchy y asi (R, d) es T—orbitalmente
completo.

Observacion 3.3. Si (M,d) es un espacio b-métrico completo y T : M —
M es una funcion, entonces (M, d) es un espacio b-métrico T — orbitalmente
completo.

El regreso de la observacion anterior no necesariamente es cierto, veamos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5. Sean (R — {0},d) un espacio métrico, con la métrica usual
y T :R—{0} - R — {0} dada mediante T(x) = 3 para todo x € R — {0}.
Entonces R—{0} es T— orbitalmente completo pero R —{0} no es completo.

Como T"(z) = 1 para todo n € N, tenemos que T"(z) — % cuando
n — 0o, mas ain la sucesion {77 (z)}>2 ; es de Cauchy, ya que
lim d(T"(z), T (z)) = lim |[T"(z) —T"(x)|
n,m—00 n,M—00
, ‘1 1’
= lim |- —=
n,m—oo | 2 2
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Por lo tanto, la sucesién {T"(x)}22, es de Cauchy y con esto, R — {0} es
T —orbitalmente completo.

Ahora, consideremos la sucesién en R — {0} dada mediante z,, = % para
todo n € N.
Sean n,m € N. Entonces

lim d(zp,z,) = lHm |z, — 2]
n,m—00 n,M—00
11
= lim |———
n,m—oo | N m
= 0.

Por lo tanto, {z,}5°, es una sucesién de Cauchy y dado que 0 ¢ R — {0}
entonces la sucesiéon no converge en R — {0}. Con esto, (R — {0}, d) no es
completo.

Proposiciéon 3.1. La continuidad orbital de T implica la continuidad orbital
de T™ para cualquier n € N.

Demostracion:

Procedemos por induccion. Si n = 1 por hipdtesis T' es una funcion orbi-
talmente continua.
Ahora, supondremos que 7" es una funcién orbitalmente continua y se pro-
bard que T™*! es orbitalmente continua.
Sea z € M. Si ll>m (T™ )" (1) = 2, entonces lim T((T™ M (1)) = T™(2),
ya que por hipz')tg;is de induccién, T™ es unazfuorcl)cién orbitalmente continua.
Dado que T' también es orbitalmente continua, lim T (T (z) =

11— 00

T™*1(2), con esto concluimos que T™F! es orbitalmente continua.
Por lo tanto, T™ es orbitalmente continua para todo m € N. |

3.2. Punto fijo de funciones orbitalmente con-
tinuas

En esta seccion, probaremos algunas resultados importantes, los cuales
nos seran de mucha ayuda para demostrar los teoremas de Ciri¢, Achari y
Papachtte.
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Teorema 3.1. Sea T : M — M wuna funcion orbitalmente continua, donde
(M,d) es un espacio b-métrico (con s > 1) T—orbitalmente completo. Si
existe 1 € Wy, tal que

min{d(T'(x),T(y)), d(x, T(x)),d(y, T(y))} -

min{d(z, T(y)), d(T(x),y)} < (d(z, ). (3.1)

para todo x, y € M, entonces para cada xo € M la sucesion {T"(xg)}2,
converge a un punto fijo de T.

Demostracion:
Sea x € M arbitrario. Consideremos en M la sucesiéon dada por

rg=2xy x, =T(x,1) para todo n € N.

Inductivamente tenemos que

x, = T"(x), para todon € N.
Si para algin n € N tenemos que z, = z,,_1 entonces T(x,_1) = T, = Tp_1.
Por lo que zy es un punto eventualmente fijo.
Asi, la sucesién {T"(x0)}5°, converge a un punto fijo.

Supongamos que
Ty # Tp_1 para todo n € N.

Sea n € N. De la desigualdad (3.1) obtenemos

ml/n{d(T(l’n—l);T(xn));d(xn—hT(xn—l))vd(me(:pn))}
—min{d(z,—1,T(x,)), d(T(xp-1),2n)} < Y(d(zp_1,2,)).

Esto implica que
Hll/n{d(l'n, anrl)a d(mn, xnfl)} S w(d<xn71a xn))a
ya que

min{d(x,_1,T(z,)), d(T(xp_1),2,)} =0y d(x,, T(x,)) = d(T(xp-1), T(x)).



65

Dado que ¢ € ¥y, se tiene que 1 es una funcién comparacion, por el Le-
ma 1.1, tenemos que ¥ (t) < t para cada t > 0. Por lo que d(z,,z,1) <
W(d(x,_1,2,)) no sucede. Asi,

d(l‘na xn-‘rl) < 7p(d(‘r’n—la xn))a para cada n € N.
Con esto,

(d(@n-1,n))

(Y(d(Tn—2, 25-1)))

(d(wn-2,201))

2(W(d(wn-s,702)))
(

3 d(l‘n—37 xn—Q))

d(l'n; anrl)

IAINA

IN

I
SR ST S SIS

U (d(21, 22))

U (W (d(@o, 7))
= ¢"(d(zo,21)).

Es decir, d(z,, x,11) < ¥"(d(zo, 1)) para toda n € N.

Del hecho que ¥ es una funcién comparacién, ¥™(t) — 0 cuando n — o
para cualquier ¢ € [0, 00). De donde

T d(zp, wn41) < 1 9" (d(z0, 21)).

VAN VANNEER

Por el Lema 1.3 se tiene que {z,}>°, es una sucesién de Cauchy en (M, d).
Dado que z,, = T™(zo) y (M, d) es T—orbitalmente completo, existe z € M
tal que T"(xz9) — 2z cuando n — oo y del hecho que T es orbitalmente
continua, obtenemos que 7" (xy) — T'(z) cuando n — oo.

Por lo tanto, T'(z) = z y la sucesién {T"(x¢)}°2; converge a un punto fijo de
T para cualquier zy € M. |

Corolario 3.1. Sea T : M — M wuna funcion orbitalmente continua, donde
(M,d) es un espacio b-métrico T—orbitalmente completo. Si existe k € [0,1)
tal que

min{d(T'(z), T(y)), d(z, T(x)),d(y, T(y))} —
min{d(z, T(y),d(T(x),y)} < kd(z,y),

para todo x, y € M, entonces para cada xo € M la sucesion {T"(xq)}>>,
converge a un punto fijo de T.
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Demostracion:

Sea ¢ : [0,00) — [0,00) dada por ¥(t) = kt. En el Ejemplo 1.23 se
demostré que ¥ € Wy,
Ahora,

min{d(T(z), T(y)),d(z,T(x)),d(y, T(y))} —
min{d(z, T(y),d(T(z),y)} < kd(z,y)

= Y(d(z,y)),

para todo x, y € M. Por el Teorema 3.1 tenemos que la sucesion {77 (xg) }o2,
converge a un punto fijo de T" para todo zy € M. [ |

Corolario 3.2 (Teorema de punto fijo no tnico de Ciri¢.). Sea T : M —
M una funcion orbitalmente continua, donde (M,d) es un espacio métrico
T—orbitalmente completo. Si existe k € [0,1) tal que

min{d(T'(z), T(y)), d(z, T(x)),d(y, T(y))} —
min{d(z, T(y),d(T(z),y)} < kd(x,y),

para todo x, y € M, entonces para cada xo € M la sucesion {T"(x¢)}22,
converge a un punto fijo de T.

Demostracion:

Dado que todo espacio métrico es un espacio b-métrico (con s = 1) y
se cumplen todas las hipotesis del Corolario 3.1 concluimos que para cada
xo € M la sucesién {T"(xo)}5°, converge a un punto fijo de 7. [ |

Dado que todo espacio cono métrico es un espacio b-métrico, por el Co-
rolario 3.1 podemos reescribir el Corolario 3.2 a un espacio cono métrico con
cono normal de la siguiente manera.

Corolario 3.3. Sea T : M — M wuna funcion orbitalmente continua, donde
(M,d) es un cono espacio métrico con cono normal, T—orbitalmente com-
pleto. Si existe k € [0,1) tal que

min{d(T'(z), T(y)), d(z, T(z)),d(y, T(y))} —
min{d(z, T(y),d(T(z),y)} = kd(z,y),

para todo x, y € M, entonces para cada xo € M la sucesion {T"(x¢)}22,
converge a un punto fijo de T.
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Teorema 3.2. Sea T : M — M una funcion orbitalmente continua, donde
(M,d) es un espacio b-métrico T—orbitalmente completo. Supongamos que
existen numeros reales ay, as, as, ay, as tales que

a4y — Q2

ay+as #0, ay+as+a3 >0, 0<ag—a; y0 < <1

a1+a2

ard(T'(x), T(y)) + azld(z,T'(x)) + d(y, T (y))]
+a[d(y, T(z)) + d(z, T(y))] < asd(z,y)+
asd(z, T?(x)), (3.2)

para todo x, y € M. Entonces, T tiene al menos un punto fijo.

Demostracién:
Sea xy € M arbitrario. Construimos una sucesion {x, }>°, como sigue

Tny1 = T(z,) para todon € NU{0}.
Sea n € N. De la desigualdad (3.2) obtenemos
ayd(T(wn), T(2n11)) + az[d(@n, T(2n)) + d(@n11, T (2n11))] +
az[d(Tni1, T(zn)) + d(20, T(2041))]
S a4d(xn7 zn-i—l) + a5d(l'n, T2 ($n))

o bien

ald(xn—l—l: xn+2) + CLQ[d(ZEn, xn—&—l) + d(l’n+1, xn+2)] + as [d(l‘n-l—la xn—&—l) +
d(ﬂfn, an+2)]
< ayd(Tp, Tpt1) + a5d(Tn, Tnya).

Esto implica que
(a1 + a2)d(@pi1, Tny2) + (a3 — a5)d(Ty, Tny2) < (as — a2)d(zy, Tny1)
del hecho que 0 < a3z — a; se tiene que

(a1 + a2)d(Tny1, Tny2) < (a1 + a2)d(Tpi1, Tugo) + (a3 — as)d(Ty, Tnyo)
<

(ag — ag)d(Tp, Tpi1)-
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a4y — ag
ap + as

Ast, (a; + a2)d(pi1, Tpio) < (a4 — ag)d(xy,, x,41). Haciendo k =
obtenemos que
d(Tpi1, Tnyo) < kd(x,, x,11) para cualquier n € NU{0} y 0 < k < 1.

Se sigue que

d(-rna anrl) S kd(xnflv zn)
< h(kd(Tn 2,70 1))
= k2d<xn727 xnfl)
S k’n_ld<.’ll'1, 1132)
S kn_l(k}d(l’o, I1>>

k}nd(ﬂfo, ﬂfl).

Consideramos 7 : [0,00) — [0, 00) dada mediante ¥ (t) = kt. Por el Ejemplo
1.23, ¢ € ¥, y por la desigualdad anterior tenemos que

d(n, wni1) < K"d(wo, 1) = 9" (d(0, 1))

para toda n € N.
Por el Lema 1.3 tenemos que {x,}>° es una sucesién de Cauchy en M.

Ahora, dado que M es T—orbitalmente completo, existe z € M tal que
r, — z cuando n — oo y recordando como se construyo la sucesion llegamos
a que x,, = T"(zo) para todo n € N. Debido a que T es orbitalmente continua
se tiene que T'(x,) = x,41 — T(z). Por lo tanto, T(z) = z y como x, =
T"(zo) tenemos que la sucesion {T"(xg)}22, converge a un punto fijo de 7.
[ |

Corolario 3.4. Sea T : M — M una funcion orbitalmente continua, don-
de (M,d) es un espacio métrico T—orbitalmente completo. Supongamos que
existen numero reales a1, as, as, ay, as tales que

aq — Q2

0< <1l,a1+ay#0, ag+as+az3>01y0<a3—as

CL1+CL2

ayd(T (x), T(y)) + az[d(z, T(x)) + d(y, T(y))]
+agld(y, T(x)) +d(z, T(y))] < asd(z,y) +
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para todo x, y € M. Entonces, T tiene al menos un punto fijo.

Demostracion:
Dado que todo espacio métrico es un espacio b-métrico (con s = 1), enton-
ces aplicando el teorema anterior, T tiene al menos un punto fijo. [ |

Teorema 3.3. Sea T : M — M una funcion orbitalmente continua, donde
(M,d) es un espacio b-métrico T—orbitalmente completo. Supongamos que
existe 1 € Uy, tal que

P(x,y) —Q($,y) < ¢(d(l‘,y))R([L’,y), (33)
para todo x, y € M, donde
P(z,y) = min{d(T(x),T(y))d(z, y),d(xz, T(x))d(y, T(y))},

Q(r,y) = min{d(z, T(z))d(x, T (y)),d(y, T(y))d(T(z),y)},
R(z,y) = min{d(x, T(z)),d(y, T(y))}.

Entonces, para cada o € M la sucesion {T"(xo)}o, converge a un punto

fijo de T.

Demostracion:
Sea x € M arbitrario. Consideremos la sucesion en M dada por

rg=2y x, =T (x,_1) para todo n € N.
Inductivamente tenemos que
x, = T"(x0), para todon € N.

Si para algun n € N tenemos que z,, = x,_1, entonces T(z,,_1) = T, = Tp,_1.
Por lo que xy es un punto eventualmente fijo. Asi, la sucesién {T"(zq)}>2,
converge a un punto fijo de 7.

Ahora, vamos a suponer que

Tp # Tp_1 para todo n € N.

Sea n € N. De la desigualdad (3.3), obtenemos que

P(:Enfl; mn) - Q(xnfla xn) S ¢(d($n71, xn))R(fEnfl; wn)>
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donde
P(xn—la xn) = min{d(wn, xn+1>d(xn—17 xn)a d(l‘n—lv ZL‘n)d(l’n, xn—l—l)}a

Q(xp—1, 1) = min{d(xn_1, 2,)d(Tpn-1, Tnt1), d(Tn, Tns1)d(Tpn, T0) },
R(zp—1,x,) = min{d(x,_1, ), d(2p, Tpi1) }

Notemos que P(z,_1,%,) — Q(n_1,2n) = d(Tp, Tpy1)d(Tp_1,%,) ya que
Q(zp_1,x,) = 0 pues d(z,,x,) = 0. Asi,

d(xna anrl)d(xnfla :Un) S ¢(d(l’n71, xn>>min{d(xnfla xn)a d(mna *TnJrl)}-

Si R(zp-1,%,) = d(xp, x,11), entonces por la desigualdad anterior tene-
mos que

d(xn—lwfn) S ¢(d($n—1, xn)) < d(xn—la xn);

ya que ¥(t) < t para cada t > 0, pero esto es una contradiccién. Por lo que
R(xp-1,2,) = d(zp-1, ). De aqui,

d(ajna anrl) S w<d(xnfla xn))
Ahora,

¢<d(xn—17 xn))
Y((d(Tn—2,Tn-1)))
¢2 (d<mn—2a xn—l))

d($n, 'rn+1>

IAIA

"N (d (2, 1))
" (p(d (o, 1))
= ¢"(d(wo, 1))

VAN VANNERS

Es decir,
d(xp, Tpy1) < Y™ (d(zo, 1)) para toda n € N.

Por el Lema 1.3, {,,}°, es una sucesién de Cauchy en M y dado que este
espacio es T'—orbitalmente completo existe z € M tal que z,, — z cuando
n — oo. Como T es orbitalmente continua, T'(x,) = z,+1 — T(z). Por lo
tanto, T'(z) = z y la sucesién {T™(zg)}>2, converge a un punto fijo de 7. W
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Corolario 3.5. Sea T : M — M wuna funcion orbitalmente continua, donde
(M,d) es un espacio b-métrico T—orbitalmente completo. Supongamos que
eziste k € [0,1) tal que

P(;U,y) - Q(xv y) < k’d(%, y)R(LE,y),
para todo x, y € M, donde
P(x,y) = min{d(T(x), T(y))d(z,y), d(z, T(z))d(y, T(y))},
Q(z,y) = min{d(z, T'(z))d(z, T(y)), d(y, T(y))d(T(x),y)},
R(z,y) = min{d(z, T(x)),d(y, T(y))}-

Entonces, para cada o € M la sucesion {T"(xo)}22, converge a un punto

fijo de T.

Demostracién:
Consideremos 9 : [0, 00) — [0, 00) dada mediante ¥ (t) = kt. En el Ejemplo
1.23 se demostré que ¢ € Uy, pues k € [0,1) y dado que

P((L’,y) - Q(may) < kd(fL‘,y)R(l’,y) = ¢(d($ay))R($ay),

para todo x, y € M, por el teorema anterior, para cada xqg € M la sucesion
{T"(x0)}22, converge a un punto fijo de 7' [

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del corolario anterior,
ya que todo espacio métrico es un espacio b-métrico.

Corolario 3.6 (Punto fijo no tnico de Achari.). Sea T : M — M una
funcién orbitalmente continua, en donde (M,d) es un espacio métrico T'-
orbitalmente completo. Supongamos que existe k € [0,1) tal que

P(l’,y) - Q(w,y) < kd([E,y)R(l’,y),

para todo x, y € M, donde
P(x,y) = min{d(T(z), T(y))d(z,y), d(z, T(z))d(y, T(y))},

Q(z,y) = min{d(z, T'(x))d(z,T(y)), d(y, T(y))d(T (), )},
R(z,y) = min{d(z, T(x)),d(y,T(y))}

Entonces, para cada xy € M la sucesion {T™(xo)}5%, converge a un punto
fijo de T.
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Teorema 3.4. Sea T : M — M wuna funcion orbitalmente continua, donde
(M,d) es un espacio b-métrico T—orbitalmente completo. Supongamos que
eziste k € [0,1) tal que

m(xz,y) —n(z,y) < kd(z,T(x))d(y, T (y)), (3.4)
para todo x, y € M, donde
m(z,y) = min{[d(T(x), T(y))]*, d(z, y)d(T(x),T(y)), [d(y, T(y))]*},
n(z,y) = min{d(z, T (z))d(y, T(y)), d(z,T(y))d(y, T(z))}.

Entonces, para cada xo € M la sucesion {T"(xo)}o, converge a un punto

fijo de T.

Demostracion:
Sea x € M arbitrario. Como en las demostraciones anteriores, considere-
mos la sucesién en M dada mediante

rg =2y x, =T (r,-1) para todo n € N.

Recordando la demostracion del Teorema 3.1 tenemos que si para algin n €
N, z, = z,_1, entonces T(z,,_1) = x, = x,_1 y por lo tanto, xy es un punto
eventualmente fijo y de esta manera la sucesién {T"(z()}22; converge a un
punto fijo de T.

Ahora, consideremos el caso

Tn # Tn_1 para todo n € N.
Sea n € N. De la desigualdad (3.4) obtenemos que,
m(zp_1,2n) — n(Tp_1,2,) < kd(zp_1, T(Tn_1))d(Tn, T(x,)),
donde,

m(Tp_1,2n) = min{[d(T(xn_l),T(xn))]z,
d(@p—1, 2p)d(T (xn-1), T(zn)), [d(2n, T(xn))]Z}’

n(rn_1,,) = min{d(wn_b T(zn-1))d(zn, T(2n)),
d(@p—1, T(xn))d(2p, T(2n-1)) }



73

Ahora, d(z,, T(zp-1)) = d(xy, z,) = 0 asi, n(z,_1,2,) = 0, por lo que
m(zp_1,2,) < kd(xn_1,2,)d(Ty, Tni),
donde,
m(Tn_1,7,) = min{[d(x,, 1,1)])%, d(2p_1, 20)d(Tn, Tpy1)}
Si m(xy_1,2,) = d(xy_1, Tp)d(2y, Tyy1), entonces
d(xp_1, Tp)d(xp, Tny1) < kd(Tp_1,2,)d(Tn, Tni1)
lo cual es una contradiccién, pues k < 1. Por lo que
(L1, 2n) = [d(@n, Tpi1)]%,

asi,
[d([En, xn—l—l)]Q S kd(mn—la xn)d(:pna xn—l—l)

lo cual es equivalente a
d(xy, Tps1) < kd(z,_1,x,), para todo n € N.
Utilizando la desigualdad anterior tenemos que

kd(x,_1,x,)
k'(k'd(iCn,Q, .fn,l))

de(xn—% xn—l)

d<xm xn-i-l)

IA A

]{Zn_ld(Il, .%'2)
knil(kd(ilfo, Q?l))
= k’nd(l'o, Zl'l).

VANNVARREEE

Es decir,
d(xp, xpe1) < k"d(x0, 1) para todo n € N.

Si tomamos ¥ : [0,00) — [0,00) dada mediante ¥ (¢) = kt entonces por el
Ejemplo 1.23 se sigue que @ € ;. Por lo anterior,

d(l’n, anrl) < knd($0, xl) = ¢n<d(x07$1))
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para toda n € N.

Por el Lema 1.3, tenemos que la sucesién {z,}5°, es de Cauchy en M. Como
M es T'—orbitalmente completo, existe z € M tal que x,, — z cuandon — oo
y recordando como se construyé la sucesién, se tiene que z,, = T"(xy) para
todo n € N. Debido a que T es orbitalmente continua se tiene que 7'(z,) =
Tpi1 — T'(2). Por lo tanto, T'(2) = z y como x, = T"(z), tenemos que la
sucesion {17 (zg)}o°, converge a un punto fijo de 7. [ |

Corolario 3.7 (Punto fijo no tnico de Pachpatte.). Sea T : M — M
una funcion orbitalmente continua, en donde (M,d) es un espacio métrico
T—orbitalmente completo. Supongamos que existe k € [0,1) tal que

para todo x, y € M, donde

m(z,y) = min{[d(T(z), T(y))]*, d(z, y)d(T(z), T(y)), ld(y, T(y))]*},

n(z,y) = min{d(z, T'(x))d(y, T(y)). d(z, T (y))d(y, T (z))}.
Entonces, para cada xy € M la sucesion {T™(x0)}5%, converge a un punto
fijo de T.

Demostracion:

Dado que todo espacio métrico es un espacio b-métrico (con s = 1), aplican-
do el teorema anterior, para cada xo € M la sucesién {T7(zg)}o, converge
a un punto fijo de T. [ |

El Teorema 3.4 estd en el contexto de espacios b-métricos y dado que
todo espacio cono métrico con cono normal es un espacio b-métrico, entonces
podemos reescribir el Teorema 3.4 de la siguiente manera.

Corolario 3.8. Sea T : M — M wuna funcion orbitalmente continua, donde
(M,d) es un espacio cono métrico, con cono normal T—orbitalmente com-
pleto. Supongamos que existe k € [0,1) tal que

m(z,y) —n(z,y) < kd(z,T(z))d(y, T(y)),
para todo x, y € M, donde
m(z,y) = min{[d(T(x), T(y))]*, d(z, y)d(T(x),T(y)), [d(y. T(y))]*},
n(z,y) = min{d(z, T(z))d(y, T(y)), d(z, T(y))d(y, T(x))}.

Entonces, para cada xo € M la sucesion {T"(xo)}o, converge a un punto

fijo de T.



Capitulo 4

Mas sobre puntos fijos en
espacios b-métricos

4.1. Funciones a—w-Geraghty contractivas ge-
neralizadas

Sea 2 el conjunto de funciones crecientes y continuas w : [0, 00) — [0, 00)
con w=({0}) = {0}. También sea F la familia de todas las funciones, /3 :
(0,00) = [0, 1), que satisfacen la condicién

1
lim 5(t,) = — implica lim ¢, = 0,

n—oo S n—o0

para algin s > 1.

Ejemplo 4.1. Sea 5 : (0,00) — [0,1) dada mediante f(t) =
geF.

1
, entonces
1+t

En efecto, si

entonces

Por lo tanto, g € F.

5
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(log(1 + vH))*

Ejemplo 4.2. Sea 8 : (0,00) — [0, 5) dada mediante 5(t) = 5

Entonces, 5 € F.

Figura 3. Graéfica de la funcion f.

- : 1
Observemos que f es una funcién decreciente. Supongamos que [3(t,) — 5
cuando n — 00, sin perdida generalidad supongamos que %, es una sucesion

estrictamente decreciente, esto es t,,1 < t,, para toda n € N.

Sea p > 0. Si existe k € N tal que 0 < ¢, < p para toda n > k entonces
t, — 0 cuando n — oo.

Supongamos que para para toda n € N se tiene que 0 < p < t,, del hecho
que [ es decreciente se sigue que §(t,) < B(p) para toda n € N. Esto implica

que S(t,) = B(p) cuando n — oo, asi B(p) = 3

1
Ahora, B(p) = B si y sélo si

(log(1 +yp)? 1
2p 2’
esto implica que (log(1 + /p))* = p, es decir, log(1 + \/p) = +,/p o bien
1+ /p —exp(£/p) = 0. Con lo anterior, p = 0 lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, ¢t,, — 0 cuando n — oo.

Definicién 4.1. Sean (M, d) un espacio b-métrico con s > 1y T : M — M
una funcion. Decimos que T' es una funcion o — w-Geraghty contractiva
generalizada si existen « : M x M — [0,00), 8 € F, w, ¢ € Q y algin
L > 0 tales que para

E(z,y) = méx {d(x, y),d(z,T(x)),d(y, T(y)), d(x, T(y)) ;;d(y, T(z)) }
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N(z,y) = min{d(z, T(x)), d(y, T (x))},

tenemos

a(z,y)w(s’d(T(x), T(y))) < Bw(E(r,y))w(E(z,y)) + Lo(N(z,y)), (4.1)
para todo x, y € M.

Ejemplo 4.3. Sean s = %, M =1{0,1,2} yd : M x M — [0,00) dada
mediante

1
d(0,1) =1, d(0,2) = 5 y d(1,2) =2

con d(z,y) = d(y,z) y d(z,z) = 0 para x, y € M. Entonces (M,d) es
un espacio b-métrico para s = %. Consideremos T : M — M definida por
T(x) =0 para todo v € M.

También sean o : M x M — [0,00) dada por az,y) = 1 para todo z, y € M,
feF, w¢eQdondew(t)=tyL>0. Entonces, T es una funcion o — w-
Geraghty contractiva generalizada.

Sean x, y € M tales que x # y.
Six =0yy=1 entonces tenemos que

1
E(0,1) = méx{l,(), 1,—} — 1,
2(3)
N(0,1) = min{0,1} = 0.
Asi,

|
&
—~
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S
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a(z,y)w(s°d(T(x), T(y)))
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Si tomamos x = 0 y y = 2 tenemos lo siguiente

1 1 3 1
E(0.2) = méxd =.0 -, —2_ 4 — =
<07) ax{27?272(§)} 27

y 1
N(0,2) = min{0, 5} = 0.
De aqui,
a(z, yw(s°d(T(2), T(y))) = w(s*d(T(0),T(2)))
= w(s%0)
= 0
1 1
= F (5) 3
= f (w %)) w (%) + Lo(0)
= Bw(£(0,2)))w(E(0,2))
+Lp(N(0,2)
Por tultimo, si x = 1 y y = 2 obtenemos
E(1,2) = méx {2, 1, % %} =2,
Y 1
N(1,2) =min{l, =} = 5
De donde,
a(z, yw(s°d(T(2), T(y))) = w(s’d(T(1),T(2)))
= w(s°0)
= 0
< B(2)-2
— B + Lo 5)

= BW(E(,2))w(E(L,2)) + Lo(N(1,2)).

Notemos que cuando x = y similarmente se prueba la desigualdad (4.1).
Por lo tanto, T' es una funcién a — w-Geraghty contractiva generalizada.
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Ejemplo 4.4. Sean M = [0,00), s = 2 y d la b-métrica del Ejemplo 1.20.
Entonces (M, d) es un espacio b-métrico. Consideremos o : M x M — [0, 00)

dada por
! 51 z, y € [0,1],
o(z,y) = { 0 otro caso.

yT: M — M definida por
st z € [0,1],

otro caso.

Tomemos B € F tal que B(t) = 71; para todo t; también sean w, ¢ € () donde
w(t) =t%, ¢(t) = 0 para todo t, y L > 0. Entonces T es una funcién o — w-
Geraghty contractiva generalizada.

Sean z, y € [0, 1]. Asi,

a(z,y)w(s*d(T(x), T(y) = w (8. % _Y

w(d(z,y)) + Lo(N(z,y))
< 6( (E (, Jw(E(z,y)) + Lo(N(z,y)).

Cuando z € [0,1] y y € (1,00) entonces a(x,y) = 0. De aqui,
a(z,y)w(s°d(T(2), T(y))) = 0 w(s’d(T(z),T(y)))
= 0
< Bw(E(z,y))w(E(z,y)) + Lo(N (2, y)).
Por tltimo, si z, y € (1,00), entonces
a(z,y)w(s°d(T(x), T(y))) = 0 w(s"d(T(x),T(y)))
- 0
< BW(E(x,y))w(E(z,y)) + Le(N (2, y)).

Por lo tanto, T" es una funcién o — w-Geraghty contractiva generalizada.

I
™
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Observacion 4.1. Si € F entonces () < % para todo x € [0,00). Asi,

1
B(w(E(x,y))) < — para cualesquiera x, y € M.
$

Teorema 4.1. Sean (M, d) un espacio b-métrico con s > 1 yT : M — M
una funcion o — w-Geraghty contractiva generalizada tales que

(i) T es triangular a-orbital admisible;
(i) Eziste xg € M tal que a(xo, T (x0)) > 1;
(iii) T es continua.

Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion:
oo A
Sea {z,}>°, una sucesién en M dada por

Tni1 = T'(x,) para todo n € NU{0}.

Si existe n € N tal que =, = z,41 entonces T'(x,) = T,11 = Tp, es decir T
tiene un punto fijo y la prueba termina.
Ahora, supongamos que

Tn # Tny1 para todo n € NU {0}.

Por hipétesis, T' es triangular a-orbital admisible y existe xqg € M tal que
a(zo, T(zo)) > 1, mas atin, por como se definio la sucesién en M, por el Lema
2.1 tenemos que a(z,, T,41) > 1 para todo n € NU {0}.

Sea n € N. De la desigualdad (4.1), utilizando la desigualdad anterior y
de que w es una funcién creciente, obtenemos que

w(d(n, tny1)) = w(d(T(2n-1), T(xn))))

O‘(xn—hxn)w( d(T(xp-1), T (xs))
Bw(E(zn—1,24)))w(E(Tn-1,2n))
+LO(N(Tn-1, 7)), (4.2)

IA A
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donde
E(xn—la xn) = méx{d(xn_l, xn)a d($n—1a ZL‘n), d(xn7 In—&-l)a
d(xnfh xn+1) + d(xn; xn)
2s
d n—1» n
— mix {d(:cnl, £)s (s ), M}
2s
y
N(zp_1,2,) = min{d(z,_1,x,), d(x,, 2,)} = 0.
Dado que
d(xp_1,x,) < max{d(T,_1,Tn),d(Tn, Tni1)}
y

d(l'na anrl) S méx{d(xn,l, :En)a d<xn7 anrl)}

llegamos a que
d(xp—1,Tn) + d(Tpn, Tpi1) < 2max{d(T,—1,2n), d(Tn, Tni1)},

es decir

d(ajn—l) xn) + d(l’n, xn—&-l)

5 < max{d(x,_1, ), d(xn, Tni1)}-

Con esto y dado que M es un espacio b-métrico tenemos que

d(xn—la wn-i-l) S[d(xn—la xn) + d(xm $n+1)]
2s 2s
< max{d(z,_1,x,), d(Tp, Tpi1)}.

Asi,
E(xn—la xn) S méx{d(xn—h xn)7 d<xm xn-l—l)}'

Tomando la desigualdad anterior, la desigualdad (4.2) y que N(x,_1,x,) =0
tenemos que

w(s3d(xpn, Tpy1))
a(zp 1, n)w(s’d(wn, Tni1))

Blo(E(rn,0)))w(méx{d(zn 1, 20), d(@n, Tni1)}).

w(d(zn, Tny1))

INIAIA
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Si
méx{d(a:n,l, l'n), d(xna :EnJrl)} = d(l’n, xn+1>

entonces por las desigualdades anteriores y por la Observacién 4.1 tenemos
que

wW(d(Tn, Tni1)) < BW(E(Tn-1, 7)) )w(méx{d(Tn1,7n), d(Tp, Tny1)})
= f(w(E(fﬁn1a$n)))w(d($m$n+1))

< gw(d(xn, Tpi1))
< w(d(@n, Tnt1))

esto es una contradiccién. Por lo que

max{d(z,_1, ), d(Tn, Tni1)} = d(Tp_1,xy).

Asi que,
W(d(Tn; Tnt1)) < BW(E(Tn-1, 7)) w(méx{d(Tn1,Tn), d(Tp, Tny1)})
= Bw(E(Tn-1,74)))w(d(@n-1,Tn))
< Swld@n,m)
< w(d(zn-1,7,))

para todo n € N.

Por lo tanto, {w(d(zn, Tn41))}22,; es una sucesion no negativa, decrecien-
te. Ya que w es creciente, la sucesion {d(z,, x,11)}52, es no creciente.
Como {d(xy, Tni1) }22, s una sucesion decreciente y del hecho que d(z,,, T41) >
0 para toda n € N, se sigue que existe d > 0 tal que

lim d(z,, Tpy1) = 0.
n—oo

Afirmacién. § = 0.
Dado que s > 1,

S d (@, 1)) € (s 0ai1)) < BB (@0, 2))o(dlnr, ).

s
Por la desigualdad anterior, dado que x,, # x,.1 y la Observacion 4.1 tenemos

lw(d(‘rm xn-l—l))
sw(d(Tn_1,x,))

< 5(W(E(l’nflaxn))) < é



83

1
Esto implica que lim B(w(E(zp-1,2,))) = —. Ya que § € F entonces
n—00 S
lim w(E(xn—1,x,)) = 0. Asi,

n—o0

lim w(d(zp, xpe1)) < lim w(E(x,-1,2,)) = 0.

n—oo n—o0

Del hecho que d(zy,,2,+1) — 0 cuando n — oo y de la continuidad de
w, concluimos que w(d) = 0. Como w €  se tiene que w™'({0}) = {0},
obtenemos que § = 0. Con esto concluimos la afirmacion.

Por la afirmacién anterior tenemos,

lim d(x,,z,41) = 0. (4.3)

n—o0

Ahora, se mostrara que

lim d(zp,z,) =0.
n,M—00

Supongamos lo contrario, es decir, existe € > 0 y subsucesiones {x,, }32,
{Tm,; }32, de {z,}2, con n; > m; > i tales que

d(zpm,, Tn,) > €. (4.4)

Ademads, con respecto a m;, elegimos n; el entero més pequeno que satisfaga
la desigualdad (4.4) y n; > m; > i. Por lo tanto,

(T, Tp,—1) < €. (4.5)
De la desigualdad (4.4) y de que M es un espacio b-métrico, se tiene

d(@n,, Tm,)
Sd(xm’ xnﬁ-l) + Sd(xnﬁ-l? xml)

Sd(xm'? xnﬁ-l) + S2d<xni+17 xmri-l) + Szd(xmﬁ-l? xmz)

€

VAN VANRPAN

Con esto, tomando i — 0o y recordando (4.3) produce que

i < lim sup d(xm+17xmz‘+l)' (46)

52 i—00
Recordemos que por el Lema 2.1 se tiene que

Ty Ty) > 1
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Esto y la desigualdad (4.1) implican que

W(d(Tn11, Tmir1)) = w(d(T(2n,), T(2m,)))

< w(Sd(T(20,), T(wm,)))

< (@ T )W (S AT (w0,), T(wm,)))

< BW(E (@, Tm,)))W(E(Tn,, Tm,)) + LO(N (T, T, ),
donde

E<xm’xmz) = méx{d(xnmmmi):d(xni7$ni+1)7d<xmi7xmi+1)’
d(‘rnﬂ xmﬂrl) + d(xmw xnﬂrl)
2s }’

Yy

N(:Eni7 Iml) = min {d<xm’ xnﬁ-l)a d(Imi7 wnﬁ-l)} .

Notemos que, por el hecho de que M es un espacio b-métrico,

d(Tn,, Trmy1) + ATy Tiyi1) < sld(@n,, Tm,;) + A(Tm, s Tni11)]
2s - 2s

S[d(l‘mi, xnz) + d(xnw $ni+1)]
2s

+ (4.7)

y usando (4.5)
AT, Tm,) < sld(Tn;, Tnj—1) + A(Tp;—1, Tm,)] < $A(Ty,;, Tny—1) + €. (4.8)
Por (4.3), (4.5), (4.7) y (4.8) tenemos que

limsup E(z,,, Tm,) = lmsup [max{d(x,,, tm,),

i—00 1—00
(2, Trmy11) + ATy, Tpyy1)
2s

= limsupd(x,,, Tm,)
1—00

< limsup sd(zy,, Tn,—1) + s€
1—00

= se.

lim N(z,,, Zm,) = Um [min{d(z,,, ©n,41), d(Tm;, Tn,41)}] = 0.
74—)00 —>OO
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Con esto, utilizando (4.6), la continuidad de la funcién w, (4.1) y la Obser-
vacion 4.1, obtenemos

1w(se) < w(se)

S
B s3e
< w(33 limsup d(zp, 41, Tm,+1))

1—00

= h’m sup w(SBd(fb’mH’ Tmit1))
71— 00

VAN

lim sup a(z,, T ) (83d(Tpy 41, Tinig1))
1—00

10 S0P BBy ) (s 0)) + LON (s 1)
w(se) limsup B(w(E(zn,, Tm,;)))

1—00
1

gw(se),

(
lim sup (2, , Tn, )w(s°d(T(2,), T(Tm,))
(

IN

IA

A\

es decir,

1 1
—w(se) < w(se)limsup B(w(E(xn,, Tm,))) < —w(se).
S 1—00 S
De aquli,
1
lim sup S(w(E(xn,, Tm,))) = —
1—00 S
y del hecho que § € F tenemos que
lim sup w(E(xp,, Tm,;)) = 0.
1—>00

Asi,

lim sup w(d(zy,, Tm,)) = 0.
1—00

De la continuidad de w y del hecho que w=!({0}) = {0}, entonces

lim d(x,,, Tm,) = 0,
1—00

esto contradice (4.4).
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Por lo tanto, {x,}5%, es una sucesién de Cauchy en (M, d). Ya que este
espacio b-métrico es completo, existe z € M tal que x,, — z cuando n — oo.

De la continuidad de T, tenemos que T(z) = z, es decir T tiene un punto
fijo. |

Definicién 4.2. Sean (M, d) un espacio b-métrico y oo : M x M — [0, 00) una
funcién. Decimos que M es a-regular, si para cualquier sucesion {,}5°,
en M tal que a(x,,zpe1) > 1 para todon € N y x, — x cuando n — oo,
donde x € M, eziste una subsucesion {x,, }32, de {x,}3>, con a(z,,,x) > 1
para todo k.

Ejemplo 4.5. Consideremos M = [0,00) y « : [0,00) X [0,00) — [0, 00)
como en el Ejemplo 4.4. Entonces, M es a-regular.

Recordemos que a esta dada mediante,

1 51 z, y €0,1],
oz, y) = { 0 otro caso.

Tomemos una sucesién {z, }5°, en [0, 00) de tal manera que a(x,, T,41) > 1
para todo n € Ny z, — x cuando n — oo, para algin = € [0,00). Como
a(xp, Tpy1) > 1 para todo n € N, z,, € [0, 1] para todo n € N.

Primero supongamos que = € [0, 1]. En este caso, la subsucesién que nos sirve
es la misma sucesién y asi, a(x,,x) > 1 para todo n € N. Ahora notemos
que el caso = ¢ [0, 1] no sucede, pues de lo contrario existe k& € N tal que
z & [0,1] esto sucede pues z,, — x cuando n — oo, lo cual contradice el
hecho de que z,, € [0,1] para todo n € N.

Por lo tanto, M = [0, 00) es a-regular.

Ejemplo 4.6. Sean M = {1,2,3} con la métrica discreta y o : M x M —
[0,00) dada por oz,y) = zy. Entonces, M es a-regular.

Sea {z,,}>°, una sucesién en M tal que a(zp, x,11) > 1 paratodon € Ny
rn, — x cuando n — oo, para algin x € M. Dado que, z,, > 1 para cualquier
n € Ny del hecho que z € M llegamos a que z,x > 1, es decir a(z,,z) > 1.
Por lo tanto, M es a-regular.

En el inciso (iii) del Teorema 4.1 se pide que la funcién T sea continua,
a continuaciéon damos un teorema donde se reemplaza esta propiedad por la
a-regularidad del espacio M.



87
Teorema 4.2. Sean (M,d) un espacio b-métrico completo y T : M — M
una funcion o — w- Geraghty contractiva generalizada tales que
(i) T es triangular a-orbital admisible.
(i) Eziste xg € M tal que axo, T (xg)) > 1.
(iii) M es a-regular.

Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion:
Definimos una sucesion en M similarmente a la del teorema anterior, es
decir
Tpy1 = T(z,) para todon € NU{0}.

Si para algin n € N tenemos que z,, = x,,1 entonces T tiene un punto fijo.
Ahora, supongamos que

Tn # Tpy1 para todo n € NU{0}.

Haciendo un procedimiento similar a la demostracion del Teorema 4.1, se
puede demostrar que {x,}>°, es una sucesiéon de Cauchy en M y que

lim d(x,,xn41) = 0.
n—oo

Dado que M es completo, existe z € M tal que x,, — z cuando n — co. Por
hipétesis, tenemos que a(xg, T'(x¢)) > 1 e inductivamente tenemos que

(T, Tpy1) > 1 para todo n € NU{0}.

Dado que M es a-regular y de que x, — z cuando n — 00, existe una
subsucesion
{0, }32, de {z,}02, con a(x,,,2) > 1 para todo k € NU{0}.

Usando que M es un espacio b-métrico, se tiene que

d(z,T(2)) < sd(2, Tnyt1) + 5d(2n, 41, T(2)) = sd(z, 2y, 1) + 5d(T (0, ), T(2)).
Asi, tomando a k cuando tiende a infinito

d(z,T(2)) < lminf sd(T(zy,), T(2)).



38

Ya que w € € y por lo anterior, obtenemos que

w(s*d(z,T(2)))

IN

(s lim sd(T(x,,), T(2)))

lim w(s*d(T(2,,), T(2)))

1m0, ) (AT (), T(2))

1 (BB, 2)))(B (i, 2)) + LN (. 2)],
(4.9)

IA

IN

donde
E(zy,, z) = max{d(xy,, 2), d(@ny, Tny41), d(2, T(2)),

d<xnk7 T(Z>) + d(Z, xnk+1) }
2s

N(xnkﬂ Z) = min{d(xnk, xnk+1>7 d(Z7 xnk+1)}’

Notemos que, como M es un espacio b-métrico, se tiene

d(xnm T(Z)) + d(z7 xnk+1) < Sd(l‘nk, Z) + Sd(za T(z)) + d(zv Ink+1>

2s - 2s
Asi,
i W T(2)) + d(z, Tnn1) < 1fm [Sd(wnk,Z)Jrsd(z,T(Z))
k—oco 2s k—o0 2s
d(2, Tpyt1)
2s
_d(=T(2)
— 5 .

Utilizando esto, cuando k tiende a infinito vemos que

lim E(x,,,z) =d(z,T(2))

k—o0

lim N(z,,,z) =0.

k—o00
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Dado que S(w(E(zy,,2))) < + para todo k € NU {0}, por (4.9)
w(s*d(z,T(2))) < lm [Bw(E(Tn,, 2)))w(E(Tn,, 2)) + LO(N (20, 2))]

1
< —w(d(z,T(2)))
s
< w(d(z,T(2))).

Como s > 1, d(z,T(z)) < s*d(2,T(z)). Y como w € €, la desigualdad
anterior se cumple si y sélo si d(z,7(z)) = 0, es decir z es un punto fijo de
T. ]

Ahora, es interesante preguntarse si los puntos fijos de los teoremas an-
teriores son tunicos, para poder saber cuando tenemos puntos fijos tinicos
consideraremos la siguiente hipdtesis, donde F'iz(T') representa el conjunto
de puntos fijos de T.

(Hy): Para cualesquiera x, y € Fiz(T) se tiene que a(x,y) > 10
a(y,x) > 1.

Teorema 4.3. Anadiendo la condicion (Hy) a las hipdtesis del Teorema 4.1
(respectivamente, al Teorema 4.2) obtenemos la unicidad del punto fijo de T.

Demostracién:
Sean x, y € Fiz(T) tales que x # y. Con esto, E(z,y) = d(z,y) y
N(z,y) = 0. Asi,

w(d(z,y))

IA A IA
o
®
s
&
V2]
a
S
S
e
s

IN A
£
=
8
&

Es decir,
1
wld(z,)) < ~w(d(z,y)) < w(d(z,y))
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, x = y. |

Definicién 4.3. Sean (M, d) un espacio b-métrico con s > 1 yT : M — M
una funcion. Decimos que T es una funcion a — w-Geraghty contractiva
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generalizada de tipo (B) si existen a: M x M — [0,00), B € F yw € Q
tales que para

E(z,y) = méx {d(m,y), d(z,T(z)),d(y, T(y)), d(z,T(y)) ;;d(y,T(a:)) } |

tenemos
a(z,y)w(s*d(T(z), T(y))) < Bw(E(r,y)))w(E(r,y)) (4.10)
para cualesquiera x, y € M.

Si tomamos L > 0 y ¢ una funcién en ) entonces

Blw(E(z,y))w(E(z,y)) < Bw(E(x,y))w(E(z,y)) + Lo(N (2, y)).
Con esto tenemos la siguiente observacion.

Observacion 4.2. Si (M, d) un espacio b-métrico con s > 1 yT : M — M
es una funcion o —w-Geraghty contractiva generalizada de tipo (B) entonces
T es una funcion o — w-Geraghty contractiva generalizada.

Por la Observacién 4.2 podemos deducir los siguientes teoremas.

Teorema 4.4. Sean (M,d) un espacio b-métrico completo y T : M — M
una funcion o — w- Geraghtly contractiva generalizada de tipo (B) tales que

(i) T es triangular a-orbital admisible.

(i) Ewiste xg € M tal que a(xg, T (x0)) > 1.
(iii) T es continua, 6 M es a-reqular.
Entonces, T tiene un punto fijo.

Teorema 4.5. Anadiendo la condicion (Hy) a las hipdtesis del Teorema 4.4
obtenemos la unicidad del punto fijo de T.

En algunos casos, facilmente se puede demostrar cuando una funcion tiene
un punto fijo, el siguiente ejemplo es sobre una funcién la cual se define de
una manera compleja. El objetivo de este ejemplo, es observar la importancia
de los teoremas que se demostraron anteriormente. Pero antes, veamos la
siguiente definicién y mostraremos un lema, que sera de utilidad para el
ejemplo.
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Definicién 4.4. Sean 0 < p < oo y (X, 1) un espacio medible. Si f : X — R
es una funcion medible, entonces definimos

1

1 = ([ 1842)" 0 15 s = supl o)
X zeX

Lema 4.1. Sea (X, u) un espacio medible tal que u(X) = 1. Tomemos f €
LY(X, ) que satisface la condicion f(z) > 0 para todo x € X. Entonces,

log(f) € L'(X, ) y
/ log(f)dp < log (/ fdu)-
X X
Demostracion:

Sean g(t) =t —1 —log(t) y h(t) = 1 — 1 — log(t) para t > 0. Entonces
Jt) = 1—1y W) = 5 — L También, ¢"(t) = & y W'(t) = -2 + .

Notemos que ¢'(1) =0y A'(1) =0, de aqui ¢"(1) =1 >0y h"(1) = -1 < 0.
Por lo tanto, 1 es un minimo local de g y es un maximo local de h, es decir,

g(t) > g(1) =0y h(t) < h(1) =0 para todo ¢t > 0.

Las graficas de las funciones g y h se muestran en la siguiente figura.

Figura 4. Grafica de las funciones g y h.
Dado que g(t) > 0y h(t) <0, se tiene que t —1 > log(t) y 1 — % < log(t), es
decir,

1
t—lZlog(t)Zl—zparatodot>0.
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En la siguiente figura, se puede observar el comportamiento de las funciones
t—1y1-— %, donde en efecto la funcién logaritmo (la cual esta de color
verde), se encuentra entre las funciones de color negro y amarillo (las cuales

son las funciones t — 1y 1 — % respectivamente).

i t t t t t t t t i
o 1 2 3 4 5 6 T g 9 10
X

Figura 5. Comportamiento de las funciones ¢ — 1,log(t) y 1 — 1.

Ya que f es medible y la funcién log es continua, entonces log(f) es una fun-

cién medible y asi log(f) € L'(X, u). Ahora, para cualquier z € X tomemos
_ _ f@® ‘

t = —-——. Asi,

”f”Ll(X,M)'
1
TP (N5 N ST W
| f Nl | f Nl -5 .
”f”Ll(X,M)
o bien,
|/ o f(z)
1 — ———== <log(f(2)) = log([| f [lrxw) < 777 — — 1.
f(@) G = F e e
Del hecho de que 1 — W0 e 1@ _ 1 son integrables en X se tiene

f(x) 1111 (x,p0)

log(f(x)) —log(ll f lorx)

es integrable en X. Con todo esto,

que

[ 1ortr (@) = ol £ sl < [ 15— < 1au =
b'e X LH(X,u)
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Por lo tanto,

/Xlog(f(x))du <log (/X f(x)du>-

Ejemplo 4.7. Sea M el conjunto de las funciones reales x con medida de
Lebesgue en [0,1] tales que

/1 2 (t)]dt < 1.

Definimos d : M x M — [0, 00) por

i) = ([ 1at0) - y<t>|dt)2.

Entonces, d es una b-métrica con s = 2.
También sea T : M — M el operador dado mediante

T(2)(1) = § loa(1 + [x(1)).

Y consideramos las funciones a: M x M — [0,00), £ :[0,00) = [0,5) y w:
[0,00) — [0, 00) definidas por

ozy) = { é OtTOSicaso, z(t) 2 (1), vt € [0, 1],
w(t) = t y p(y = LELEVOR

Observemos que w € ). Por el Ejemplo 4.2 tenemos que 3 € F.
Afirmacién. T es triangular a-orbital admisible y a(1,7'(1)) > 1.
Primero, si a(z, T'(x)) > 1 entonces z(t) > T'(z)(t). Por como se definié T, se
tiene que es creciente. Asf, T'(x)(t) > T?(z)(t), es decir, a(T(z), T?*(z)) > 1.
Ahora, si a(z,y) > 1y a(y,T(y)) > 1 entonces z(t) > y(t) y y(t) > T(y)(t),
de donde z(t) > T'(y)(t), es decir, a(z,T(y)) > 1.
Ademas,

T(1) = ilog(Q) <1

Por lo tanto 7" es triangular a-orbital admisible y «(1,7°(1)) > 1.
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A continuacién probaremos que T es una funcién o — w-Geraghty con-
tractiva generalizada de tipo (B).
Notemos que para toda t € [0, 1], se tiene que

=
i

Va(z,yw(s*d(T(x)(), T(y)(¢)))

IN

2
T |dt>

—log(1 + |z(t)

IN

—}lloga ()|
1°g(11'§5t )
1+ )|«

log(1 + [=(t)] — |y(#)[) |t

SI

5
-
L

%I

Por el Lema 4.1, obtenemos que

/0 log(1 + 2(t)] — y(®)Dldt < log ( / (14 [a(t) <>|>dt)

— log (1+/ () |dt>

Por lo tanto,

IN

% / log(1 + ()] — ly(H))]dt

% log (1 + /01 |z (t) — y(t)|dt)
= % log (1 + \/m> .

V(e y)w(s3d(T(x)(6), T(y)(1)))

IN
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Con todo esto, obtenemos que

ol ) (SUTE . T)0) < 5 (log (1+Vlm5))
< % (10g <1 4 m»z
(log (1 + \/m»z

= E(y) E(z,y)

= Bw(E(z,y)w(E(z,y)).

Por lo tanto, T" es una funcién o — w-Geraghty contractiva generalizada de
tipo (B).
Por el Teorema 4.4 obtenemos que 7' tiene un punto fijo.

4.2. Puntos fijos en espacios b-métricos

En esta seccion se encuentran resultados existentes, que seran consecuen-
cia inmediata del Teorema 4.3.

Corolario 4.1. Sean (M,d) un espacio b-métrico completo con s > 1 y
T : M — M una funcion. Si existen € F, w, ¢ € Q y L > 0 tales que
para cualesquiera x, y € M,

w(s*d(T(z), T(y))) < Bw(E(z,y)))w(E(2,y)) + Lo(N(z,y)),

donde

d(x, T(y)) + d(y, T'(x)) }

B(e.9) = mix {dlo, ). dlo. 7o) . T *

N(z,y) = min{d(z, T(x)), d(y, T (x))},

entonces, T' tiene un unico punto fijo.

Demostracién:

Si tomamos a : M x M — [0,00) dada mediante «(z,y) = 1 para todo
x, y € M, entonces T es una funciéon o —w-Geraghty contractiva generaliza-
da, esto se sigue de las hipétesis. Ahora, fijemos xy € M, asi a(xg, T(x0)) = 1,
ademas T es triangular a-orbital admisible.
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Notemos que M es a-regular, en efecto, si tomamos {z,}°°; una sucesién en
M tal que a(zy, Tpy1) > 1 para todo n € Ny para algin z € M tenemos que
x, — = cuando n — oo. Para cualquier subsucesion {z,, }72; de {z,}32, se
tiene que a(x,,,z) > 1. Con esto, M es a-regular.

También, si tomamos z, y € Fiz(T) entonces a(x,y) = 1. Asi, se satisface
también (H;). Por el Teorema 4.3, T' tiene un unico punto fijo. [ |

Corolario 4.2. Sean (M,d) un espacio b-métrico completo con s > 1 y T :
M — M una funcion. Si evisten B € F yw € 2 tales que para cualesquiera
x, Yy € M,

w(s*d(T(x), T(y))) < Bw(E(z,y)))w(E(z,y)),

donde

3 d z, T + d ,T T
B(e.9) = mix {dlo. ). dlo. 7))ty (), AT HETED
entonces, T tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

Sea o : M x M — [0,00) dada por a(z,y) = 1 para todo x, y € M.
Asi, T es una funcién a — w-Geraghty contractiva generalizada de tipo (B).
Similarmente a la demostracion del Corolario 4.1, T' es triangular a-orbital
admisible, existe xy € M tal que a(xg,T(xg)) > 1, M es a-regular y se
satisface la hipédtesis (H;). Por lo tanto, por el Teorema 4.5, T tiene un tinico
punto fijo. ]

Corolario 4.3. Sean (M,d) un espacio b-métrico completo con s > 1 y
T : M — M una funcion. Si existe 5 € F tal que para cualesquiera x, y € M,

donde

E(x,y) = max {d(m,y), d(z,T(z)),d(y, T(y)), d(z,T(y)) ;d(y7T(x)) } |

entonces, T tiene un unico punto fijo.
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Demostracion:

Sean o : M x M — [0,00) dada por «a(z,y) = 1 para todo x, y € M y
w : [0,00) = [0,00) dada mediante w(t) = ¢ para todo ¢ € [0,00). Asi, T es
una funcién o — w-Geraghty contractiva generalizada de tipo (B), ya que

a(z,y)w(s’d(T(z), T(y))) = s°d(T(z), T(y))
< B(E(r,y)E(z,y)
= B(w(E(x,y)))w(E(z,y)).

Similarmente a la demostracién del Corolario 4.1, se pueden demostrar todas
las hipdtesis del Teorema 4.3. Por lo tanto, T tiene un tnico punto fijo. MW

Corolario 4.4. Sean (M,d) un espacio b-métrico completo con s > 1 y
T : M — M una funcion tal que para cualesquiera x, y € M,

E(z,y)
d(T'(z), T(y)) < 1+E—(x,y)’

donde E(z,y) esta definida como en el Corolario 4.3. Entonces, T tiene un
unico punto fijo.

Demostracién: .
Si tomamos s =1y [ :[0,00) — [0,00) dada mediante 5(t) = 15 para
todo t > 0 entonces tenemos lo siguiente
s’d(T(x), T(y)) = d(T(z),T(y))
. _Ey)
— 14 E(z,y)
= B(E(z,y)E(x,y).

Maés aun, por el Ejemplo 4.1 se tiene que § € F. Asi, por el Corolario 4.3
tenemos que T tiene un tnico punto fijo. |

4.3. Puntos fijos en espacios b-métricos par-
cialmente ordenados

En ladltima decada, se han desarrollado varios resultados sobre la existen-
cia de un punto fijo en espacios b-métricos que estan parcialmente ordenados.
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En esta seccién se mencionaran algunos resultados que seran consecuencia
inmediata de los teoremas 4.3 y 4.5. Antes de enunciar dichos resultados,
primero recordemos algunos conceptos bésicos.

Definicién 4.5. Una relacion R sobre un conjunto M, es un orden parcial
si es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir

1. (Reflexiva) Si aRa para toda a € M,

2. (Antisimétrica) St aRb y bRa entonces a = b para cualesquiera a,b €
M,

3. (Transitiva) Si aRb y bRc entonces aRc para cualesquiera a,b,c € R

Definicién 4.6. Sean (M, =) un conjunto parcialmente ordenado yT : M —
M una funcion. Decimos que T es una funcion no decreciente con respecto
al orden =<, si

z, y € M, x <y implica T(z) 2 T(y).

Ejemplo 4.8. Sean (R, <) con el orden usual y T : R — R una funcion
dada mediante T'(z) = x> + x. Entonces, T es una funcion no decreciente
con respecto al orden < .

En efecto, si tomamos z,y € R de tal manera que x < y entonces 2> < y3
y dado que z <y, 2% + 2 < y® +y, es decir T(x) < T(y).

Ejemplo 4.9. Sean X un conjunto no vacio, (P(X),C) el conjunto poten-
cia, con el orden de la contencién de conjuntos y T : P(X) — P(X) dada
mediante T'(A) = A. Entonces, T es no decreciente con respecto al orden C .

Sean A, B € P(X) tal que A C B entonces por como se definié T, se
tiene que T'(A) C T(B). Por lo tanto, T es una funcién no decreciente con
respecto al orden C .

Definicién 4.7. Sea (M, =) un conjunto parcialmente ordenado. Una suce-
sion{x,}o°, en M es no decreciente con respecto al orden =<, si T, = Tpiq
para toda n € N.

Ejemplo 4.10. Sean (R, <) con el orden usual y {x,}>°, una sucesion en
R tal que x, = —= para todo n € N. Entonces, {x,}32, es una sucesién no
decreciente.
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1 1 1
< — para todo n € N, esto implica que ——— >
ntl n? e A

0 es decir x, < T,41.

Sabemos que

Definicién 4.8. Sean (M,=) un conjunto parcialmente ordenado y d una
b-métrica en M. Decimos que la terna (M, =<,d) es regular si para cualquier
sucesion no decreciente {x,}>2, en M tal que para algin x € M tenemos
que x, — x cuando n — 0o, existe una subsucesion {xn, }7>, de {x,}°, tal
que T,, =z para toda k € N.

Ejemplo 4.11. Sea (R? <, d,) donde d, es la métrica usual y < es el orden
definido mediante

(x,y) < (w,z) siysolosiz<wyy<z,
se afirma que la terna (R% <, d,) es regular.

En efecto, tomemos {(x,,y,)}°2,; una sucesién no decreciente en R? tal
que (Zn, Yn) — (x,y) cuando n — 0o, como (T, yn) — (x,y) cuando n — oo
entonces (Z,,yn) < (x,y) para toda n € N. Asi, la subsucesién que nos sirve
es la misma sucesién. Por lo tanto, la terna (R?, <, d,) es regular.

Ahora, veamos el siguiente resultado.

Corolario 4.5. Sean (M, =) un conjunto parcialmente ordenado y d una
b-métrica con s > 1 en M tal que (M,d) es completo. Sea T : M — M wuna
funcion no decreciente con respecto a <. Supongamos que existen funciones
B eF, we tales que

w(s*d(T(z), T(y))) < Bw(E(z,y)))w(E(z,y))

Flesy) = mix {d“”’ v),d(z, T(@)), d(y, T(y)), Lo TW) + du 1)) }

2s

para todo x, y € M con x = y. Supongamos también que se satisfacen las
siquientes condiciones:

(1) existe xg € M tal que xo = T'(xp);
(ii) T es continua o (M, =,d) es reqular.

Entonces T tiene un punto fijo. Ademdas, si para cualesquiera x,y € Fix(T)
ya sea x =y o x =y, tenemos la unicidad del punto fijo.
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Demostracién:
Sea a: M x M — [0,00) dada mediante

1 st x=2yoxr =y,
oz, y) _{ 0 otro caso.

Notemos que, T" es una funciéon o — w-Geraghty contractiva generalizada de
tipo (B), esto es

a(z,y)w(s°d(T(2), T(y))) < Bw(E(z,y)))w(E(z,y)),

para cada x,y € M. Por la condicién (i), existe zo € M tal que z¢ < T'(xo)
y por como se defini6 «, se tiene que a(xg, T(z9)) > 1.
Ahora, se probara que T es triangular a-orbital admisible y en efecto, pues si
a(x,T(x)) > 1entonces z < T(x) o x = T(x)y dado que T es no decreciente,
entonces T'(z) < T?(x) o T(xz) = T?*(x), por lo que a(T(x), T*(x)) > 1.
También, si a(z,y) > 1y a(y,T(y)) > 1 entonces, a(x,T(y)) > 1. Con esto
queda demostrado que T es triangular a-orbital admisible.

En el caso que T es continua, por el Teorema 4.4, T' tiene un punto fijo.
A continuacién, se probard que (M, d) es a-regular. Tomemos {x,}22; una
sucesién en M tal que a(z,, x,.1) > 1 para todan € Ny para alguna x € M
tenemos que x,, — x cuando n — oo. Por hipétesis, se sabe que (M, <, d) es
regular, esto implica que existe una subsucesion {z,, }7°; de {x,}>2, tal que
T, = z para toda k € N. Por la defincién de «, tenemos que a(z,,,z) > 1
para toda k € N. Por lo tanto, (M, d) es a-regular, mas atin por el Teorema
4.4 concluimos que T tiene un punto fijo.

Para probar la unicidad, sean =,y € Fiz(T). Dado que x <y o x > y, se
tiene que a(z,y) > 1y a(y,z) > 1. Por lo que se cumple la hipdtesis (Hy) y
de aqui, por el Teorema 4.5 se sigue la unicidad del punto fijo. |

Corolario 4.6. Sean (M,=) un conjunto parcialmente ordenado y d una
b-métrica con s > 1 en M tales que (M,d) es completo. Sea T : M — M una
funcion no decreciente con respecto a <. Supongamos que existen funciones
B eF, we tales que

w(s’d(T(z), T(y))) < Blw(d(z,y))w(d(z,y))

para cualesquiera x, y € M con x = y. Supongamos también que se satisfa-
cen las siguientes condiciones:
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(i) existe xg € M tal que xy < T (x0);
(ii) T es continua o (M, =<,d) es reqular.
Entonces T tiene un punto fijo. Ademds, si para cualesquiera x,y € Fiz(T)

ya sea x =y o x =y, tenemos la unicidad del punto fijo.

Demostracion:
Basta con demostar que

w(s*d(T(x),T(y))) < Bw(E(z,y)))w(E(z,y)).
Esto se sigue del hecho de que d(z,y) < E(x,y). Con esto,
w(s*d(T(x),T(y))) < Blw(d(z,y)))w(d(z,y)) < Bw(E(z,y)))w(E(r,y)).

Por el Corolario 4.5, se sigue el resultado. |

4.4. Una aplicacion a las ecuaciones integra-
les

Para finalizar este trabajo, haremos una aplicacién del Corolario 4.3, con-
sideremos la siguiente ecuacion integral,

2(t) = h(t) + /0 k(t, )T (€, x(€))de, Ve [0,1]. (4.11)

Consideremos T la clase de funciones no decrecientes, v : [0,00) — [0, 00)
que satisfacen

(v(t))" < t"v(t") para cualesquiera r > 1y ¢t > 0.
Ahora, supongamos que
(i) h:[0,1] — R es una funcién continua,

(ii) T :1]0,1] x R — R es una funcién continua que satisface que T'(¢,x) > 0
y que existe v € T tal que para cualesquiera z,y € R,

con v(t,) — 23,1 cuando n — oo implica que lim ¢, = 0,
n—oo
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(iii) %k :[0,1] x [0,1] — R es continua en t € [0, 1] para toda £ € [0,1], es
medible en ¢ € [0, 1] para toda ¢ € [0,1] tal que k(t,z) >0y

! 1
| o< o

T

Sea M = C([0,1]) el espacio de funciones continuas con la métrica estandar
dada mediante

p(x,y) = sup |z(t) — y(t)|, para cualesquiera z,y € C([0,1]).
te(0,1]

Ahora, para r > 1 definimos
d(z,y) = (p(z,y))" = (Sup |z (t) —y(t)|> = sup |z(t) —y(t)[",
tel0,1] t€[0,1]
para cualesquiera z,y € C([0, 1]).
Proposicién 4.1. (M, d) es un espacio b-métrico completo con s = 27
Demostracion:
Primero probaremos que (M, d) es un espacio b-métrico. En efecto, las

propiedades (i) y (ii) de la Defincién 1.21 se cumplen. Para la propiedad (iii),
sean f,g y h € M. Entonces,

27 Hd(f,g) +d(g,h)] = 27" sup |f(t) —g(t)]"+ 2" sup |g(t) — h(t)|"

= s ;["_1} () —g®)]"] + 2T_1€[[|’92t) — h(t)["]
> s (1) = g@)] + lg(t) = h()])"

> Su |f(t) = g(t) + g(t) = ()]

= d(f,h).

Ya que si r > 1 entonces a” + 0" < (a +b)" < 2" '(a” + b"). Por lo tanto,
(M, d) es un espacio b-métrico.

Ahora, mostraremos que (M, d) es un espacio completo. Sea { f,,}°°, una
sucesién de Cauchy en M. Entonces, para toda € > 0 existe N € N tal que
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para cualesquiera n,m > N se tiene que sup;e( 1y | fn(t) — fm(t)| < €. Notemos
que

|fn(x) = fin(z)| < sup |fu(t) — fin(t)| < €, para toda xz € [0, 1].
te[0,1]

Dado que (R, d,) es completo, existe f : [0,1] — R tal que f, — f cuando
n — oo. Ahora probemos que f pertenece a M, es decir, que f es continua.
En efecto, para toda € > 0 existe N € N tal que |f.(z) — fm(2)] < § ¥
|fm(z) — f(x)| < § para cualesquiera n,m > N. Esto implica que, para toda
z € [0,1],

[fo2) = f(@)] = [ful®) = fol@) + ful2) — f(2)]
< ful@) = fu(@)| + | fn(2) — [(2)]
< faf

Con esto, f, — f uniformemente y dado que cada f,, es continua, entonces
f es continua y por lo tanto, la sucesién {f,}>2, converge en M, es decir,
(M, d) es completo. [

Teorema 4.6. Bajo las hipdtesis (i), (ii) y (iii) la ecuacion (4.11) tiene un
inica solucion en C([0,1]).

Demostracion:
Consideramos el operador F': M — M definido por

F(a)(t) = h(t) + / K(LET(E,2(€))dE, ¢ € [0,1].
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De acuerdo a las hipétesis (i), (ii) y (iii), F esta bien definida, ya que si
x € M entonces F(x) € M. También, para cualesquiera x,y € M tenemos

F(@)(t) — Fy)(t)] = Mﬂﬁéﬂ%ﬁ@ﬂm%—W%

A%w@T@mamq

Akﬁ@ﬂ@w@»—ﬂﬂﬂﬂéwﬁﬂﬁ

< /0k(t,g)\T(g,x(g))—T(é,y(ﬁ))\df

< Akﬂ£WUMO—M@D%

Ya que la funciéon v es no decreciente, entonces

te(0,1]

v([2() - y(©)]) < v (sup |z(t) y(ﬂ\) = v(p(z,y))-
Por lo tanto, utilizando (iii) se tiene que

F@® = Fuo] < [ #eo0(jee) o))

< AkaMM%wﬂé

1
< 23—_%11(/)(5673/))-

Con todo esto,

d(F(:U),F(y)) = sup |F(g;)(t)—F(y)(t)‘r

te(0,1]

(5ot}

(5 YM%M%@WWW

237
1
= md@yldey)

S B y)u(E,y)),

IN

IN

IN
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esto es,
s*d(F(z), F(y)) < B(E(z,y))E(z,y),

donde s = 2" y B(t) = v(t) para toda t. Notemos que por la hipétesis (ii),
v € F esto implica que g € F. Por el Corolario 4.3 se sigue que la ecuacion
(4.11) tiene una tnica solucién en C([0, 1]). [
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