Un libro como el que tiene en sus manos es una necesidad en nuestro
ambito académico. La razén de ello son los frecuentes reportes de
diversas instituciones nacionales e internacionales sobre el fracaso
de la educacion, particularmente en ciencias y matematicas.
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La necesidad de una reflexion acerca de esta problematica y un cui-
dadoso examen cientifico sobre las posibles causas se impone. Aunque
esta problematica es internacional también lo es que se agrava en los
paises de América Latina y en desarrollo.

El dia de hoy, como afirman los lideres de paises econémicamente
desarrollados, lo mas importante en una sociedad es el conocimiento,
no la generacion de materias primas, de ahi que los paises llamados
emergentes, como Corea, India, Singapur y demas, establecieran una
cuidadosa politica educativa que estudiara y planteara soluciones
a este complejo problema.

Este es el segundo libro de una serie publicada por Pearson en donde
se aborda la problematica educativa desde una perspectiva interna-
cional. La ciencia y el arte no tienen nacionalidad ni fronteras, por ello
todas las aportaciones y estudios siempre seran bienvenidas. Encon-
traran en el interior de este libro aportes de investigadores altamente
reconocidos de Canada, Espaha, Estados Unidos de Norteamérica,
Francia, Chile y, por supuesto, de México. ¢ Es importante la didactica?
¢, Promueven las tecnologias digitales mayor aprovechamiento? O
¢son un impedimento? ¢Es compleja la modelacion matema-
tica? ¢Es el formalismo un obstaculo para aprender ciencia y
matematicas? Estas y mas interrogantes se plantean y resuelven
en este libro.
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Este esun libro dirigido a profesores, formadores, investigadores, estudian-
tes, y en general paratodas |as personas interesadas en la ensefianza de la
matematica y de las ciencias naturales. El objetivo es lograr una publicacion
que relina diversas propuestas del ambito internacional y que a mismo tiem-
po permitan hacen una sintesis de multiples reflexiones para conseguir una
orientacion didacticay proponer nuevas lineas de estudio e investigacion. Por
gjemplo, el capitulo 1 incluye una propuesta sobre laimportancia de la visua-
lizacion en la ensefianza, dentro de la linea Espacios de Trabajo Matemético
(ETM), lacual esdesarrollada por investigadores de varios paises que afio con
afio se retinen. Este capitulo 1 fue escrito por prominentes miembros de ese
grupo, comoA. Kuzniak y L. Vivier, de Francia, acompafiados de E. Montoya,
de Chile. En sus propias palabras. “Un ETM es un espacio abstracto organiza-
do paraasegurar €l trabajo mateméatico en un contexto educativo, y esta basado
en la articulacion de dos niveles fundamentales: un nivel epistemoldgico liga-
do alaorganizacion mateméticay uno cognitivo, que estaligado alaactividad
y lagjecucion detareasdelosindividuos’. El capitul o 2 establece una propues-
ta interesante acerca de modelizacidn, desarrollada por el eminente profesor
N. Balacheff, donde, como é mismo dice: los modelos pueden servir como
mediadores entre teorias de |as cuales se requiere una comprension articulada
y precisa, y de experimentos que enmarcan el disefio eimpulsan larecoleccion
de datos. En € capitulo 3 se presenta una contribucion del profesor A. Flores,
de Estados Unidos, donde propone diversas formas de visualizar y demostrar
el importante teorema de Pitégoras utilizando la tecnologia. El capitulo 4, es-
crito por C. Cuevas, M. Delgado y F. Pluvinage, de México, Espafiay Francia,
respectivamente, muestra una alternativa para dilucidar un problema antiguo
y persistente, que se refiere a la definicion de recta tangente a una funcion sin
mediar la condicion de diferenciabilidad. En sus propias paabras: “Aunque
elemental, desde el punto de vista geométrico, ante la aparicion de nuevas cur-
vas, fue redefinido varias veces en la historia, y finalmente formalizado con la
aparicion del célculo diferencial. Sin embargo, esta formulacién acarrea dos
problemas: en primer lugar, cuando este concepto se presenta en precélculo,
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su definicion no deberia depender de la derivada; y en segundo lugar: existen
graficas de funciones continuas con recta tangente en algunos puntos que esta
definicién no cubre”. El capitulo 5 es una contribucion de los profesores R.
Gabriel y E. Benitez, de México, quienes a través de un estudio realizado en
su lugar de trabajo, proponen una definicién de numero real. También se in-
cluye un capitulo (el 6) realizado por C. Cuevas, M. Martinez y L. Trouche,
acerca de la problematica y resultados que conlleva instrumentar propuestas
de inclusién de la tecnologia en cursos de calculo en la universidad. Como
ellos mencionan, incluir latecnologia en el aula no siempre puede conducir a
buenos resultados de ensefianza. Por su parte, los profesores J. Hernandez y E.
Bricefio, en el capitulo 7, analizan €l rol de la tecnologia en la ensefianza del
calculo y lo confrontan con sus caracteristicas pedagogicas. Esta obra finaliza
con una interesante propuesta del profesor A. Gonzalez-Martin, de Canada,
quien en el capitulo 8 analizala aplicacion delos conceptos del cadlculo en cur-
sos de ingenieria: “Lainvestigacion en educacion mateméticay en ingenieria
ha identificado dos momentos importantes en la trayectoria de los estudiantes
en que estas dificultades se manifiestan. En primer lugar, la transicion entre los
estudios preuniversitarios y los universitarios presenta grandes dificultades; en
particular en lo referente alas matematicasy, en el caso deingenieria, los estu-
diantes no estan suficientemente preparados para sus cursos”.

Estas importantes reflexiones alrededor de la ensefianza de la matematica,
de cierta forma muestran un estado del arte en esta area, dado que tienen ca
raécter internacional con importantes actores en el ambito de la educacién ma-
tematica y las ciencia naturales; ademas, son y deben ser punto de partida para
diversas investigaciones que los lectores podran realizar. Esperemos que este
libro tenga la misma acogida que el anterior.

Armando Cuevas
Coeditor
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Resumen

Este capitulo trata del problema de la visualizacion en el andlisis. Se
muestra el rol esencial de los conocimientos y, sobre todo, l0s vincu-
lados a la triada discreto-denso-continuo de los conjuntos de ndmeros.
Asimismo, se presentan gjemplos y resultados de estudios analizados
con lateoria de los espacios de trabajo matematico para entender €l rol
crucial de la visualizacién en el andlisis. Se concluye con €l plantea-
miento sobre la necesidad de considerar €l proceso de visualizaciénen la
ensefianza de las mateméticas.

Palabras clave: visuaizacion, andlisis matemético, espacios de trabajo
matemdtico.

1 Este texto incluye gran parte de la conferencia “ Controlar la visualizacion en andlisis: la nece-
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paralaformacién de Ingenieros de la Universidad Auténoma de la Ciudad de México, 23-24 de
febrero de 2016.
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Abstract

This chapter deals with the problem of visualization in the analysis. We
will show the essential role of knowledge and especially those linked
to the discrete-dense-continuous triad of sets of numbers. We will show
examples and results of studies analyzed with the theory of Mathematical
Workspaces to understand the crucial role of visualization in the analy-
sis. We conclude on the need to consider the process of visualization in
the teaching of mathematics.

Keywords: visualization, mathematical analysis, mathematical
workspaces.

Introduccién

Cuando un sujeto realiza un trabajo matemético se basa, por supuesto, en sus
conocimientos acerca del dominio, pero también en sus sentidos, de manera
especial en la vista, aungque no exclusivamente en ésta, sino también en to-
dos aquellos detalles que le permiten identificar los signos (escritos, gestua-
les, orales, téctiles, etc.) e interpretarlos para darles sentido y poder actuar. La
visualizacion es el proceso cognitivo que permite identificar e interpretar los
signos matematicos de forma mas o menos eficaz y coherente con relacion a
sus conocimientos. Ademas, la visualizacion es intrinsecamente semidtica, es
decir, no es mental ni fisica, y es una extension de la percepcion visual (Duval,
2005). L os autores distinguen entre lavisualizacion icénica, relacionada con la
percepcion inmediata y la visualizacion no iconica, que identifica los objetos
sobre la percepcion inmediata para hacerlos operatorios.

La visualizacién influye en el trabajo matematico, por g emplo, durante
latarea de busqueda de unalongitud para que se lleve a cabo una condicion en
un rectangulo, con una“x” 84% delos 126 estudiantes usa una ecuaci on, mien-
tras que sin una “x” s6lo la usa 63% de los 269 estudiantes (estudiantes-pro-
fesores de primaria de Franciay Grecia; |os resultados son similares en ambas
poblaciones) (Nikolantonakis y Vivier, 2014). Esto es un resultado clésico: la
identificacion de la “x” se interpreta como una incdgnita o una variable y la
visualizacion conduce a un trabajo algebraico (Montoya, Mena Lorca, Mena
Lorca, 2016).

5 Se proporcionan algunos ejemplos fueradel andlisis paraexplicar €l contexto matemético, antes
de presentar la especificidad del analisis.
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Consideremos otro punto de vista en geometria: el dominio matematico,
donde la visualizacion es importante. Cualquier persona que tenga conaoci-
mientos elementales de geometria podra visualizar dos rectas paraelas en la
figura 1-1.

Las dos “lineas”, de espesor y limitadas se interpretan como rectas, infini-
tas y sin espesor (sin referirse a la rectitud). También se visualiza una propie-
dad entre estas dos lineas. Por supuesto, se puede cometer un error dejuicioy
cuestionar €l paralelismo. Este problema de aproximacion en la visualizacién
es muy frecuente y en ese caso se prefiere formular conjeturas. Lo mismo se
aplicaal uso deinstrumentos, por €jemplo, cuando se coloca unaescuadra para
ver si las dos rectas de la figura 1-1b son perpendiculares. Pero al final es po-
sible que exista un problema de aproximacion, ya sea porque las rectas de la
figura 1-1a son o no paralelas, o porque las rectas de la figura 1-1b son o no
perpendiculares; no obstante, las situaciones son muy similares porque |os ob-
jetos son de la misma naturaleza.

¢Ocurre lo mismo en € andlisis? A continuacion se presenta una anécdo-
tadelavida cotidiana: al comprar un objeto que cuesta 50 francos suizos, en
Suiza, un matemético francés paga 50 euros. El comerciante propone la con-
version (honesta en ese momento) de 1 euro por 1.20 francos suizos. Luego
tomasu calculadoray calcula50-50/1.2, paratener el cambioy darlo en euros,
luego multiplicapor 1.2 parasaber cuanto dar en francos suizos. La cal culado-
ramuestra9.9999999. El comerciante devuelve un billete de 10 francos suizos
y todos quedan contentos. ;Este es s6lo un problema de aproximacién o hay
unaigualdad entre lo que muestralacalculadoray 107 ¢Quiza se necesitariaun
monton de nueves?Y si es asi, ¢cuantos?

Figura I-1 a) Dos rectas paralelas; b) dos rectas perpendiculares.

a) b)
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Con una herramienta mas potente, como una hoja de calculo, el resultado
final es 10 si se solicitan menos de 14 decimales, 9.99999999999999999 si se
solicitan 15 decimalesy 9.9999999999999990 si se solicitan 16 o0 més decima-
les (se afiaden ceros por cada decimal adicional). Entonces, ;como visualizar
los signos obtenidos con estas herramientas?

Este problema representa nuestro primer encuentro con el problema de la
visualizacion en el analisis. En los estudiantes se identifica un fracaso recu-
rrente a considerar lavisualizacion de la cal culadoracomo un valor exacto, asi
como el caso bien conocido en didactica de las matematicas de la comparacion
entre 0.999 y 1 (Tall & Schwarzenberger, 1978; Sierpinska, 1985).

Antes de tratar este gjemplo, y otros para cubrir varios casos importantes
en la ensefianza del andlisis, se establecid un marco tedrico desarrollado para
estudiar €l trabajo matemético. Esta teoria toma en cuenta la visuaizacion de
los signos, en especial los producidos por instrumentos bajo €l control de un
sujeto, asi como el papel esencial del conocimiento en la visualizacion.

Marco teérico de los espacios de trabajo matematico

El marco de los espacios de trabajo matematico (ETM) permite identificar
y analizar el trabajo matematico en un contexto escolar. Segin Kuzniak &
Richard (2014), un ETM es un espacio abstracto organizado para asegurar el
trabajo matematico en un contexto educativo, y esta basado en la articula-
cién de dos niveles fundamental es: un nivel epistemol dgico ligado alaorgani-
zacion matemdtica, y un nivel cognitivo relacionado con la actividad y la
gjecucion de tareas de los individuos.

Presentacién del marco

El nivel epistemoldgico se refiere a un representamen, es decir, la represen-
tacion del objeto sobre el cual se trabaja, los artefactos pertinentes para este
trabajo y un marco tedrico de referencia. Mientras que el nivel cognitivo com-
prende tres procesos. la visualizacion que se apoya sobre los diferentes re-
presentamen utilizados y juega un rol esencial en el proceso semidtico, que
identifica y da sentido a los signos matematicos; la construccion a través de
instrumentos (artefactos interiorizados para un sujeto, no todos materiales), y
un proceso discursivo de prueba que consiste en razonar y probar. Los planos
epistemol égico y cognitivo estan vinculados con tres génesis: 1) la génesis se-
midtica que da a los representamen su estatus matemaético de representacion
paralavisualizacion, 2) la génesis instrumental que transforma los artefactos
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e instrumentos para el proceso de construccion y 3) la génesis discursiva que
le da sentido al marco de referencia movilizandolo para el proceso discursivo.
En la figura 1-2 se presenta un diagrama que identifica las componentes del
ETM y las génesis.

Estas diferentes articulaciones y génesis no deben ser entendidas como la
unién individual entre los componentes de |os planos epistemol égico y cogni-
tivo, sino como unarelacion activa que conjunta dos o incluso tres génesis. Es
en este sentido que |os planos verticales [Sem-Ing], [Sem-Dis] e [Ins-Dis] fue-
ron introducidos para significar el trabajo que activa dos génesis.

Asi, aunque el enfoque esté en la visualizacion, no se debe perder de vista
el sistemaen el cua esta integrado este proceso. En particular, €l papel de la
visualizacion es esencia en la activacion de la génesis instrumental y discur-
siva, y viceversa.

Figura 1-2 Espacio de trabajo matematico y sus génesis (Kuzniak, 2011).

Visualizacion Prueba
Construccion
Plano cognitivo
Génesis semittica Génesis discursiva
Génesis instrumental

Representante - > Referencia

\/

Artefactos

Plano epistemol dgico
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Dominios y paradigmas

Este constructo considera un ETM que depende de dominios matematicos es-
pecificos (Kuzniak, 2011; Kuzniak, Tanguay & Elia, 2016; Goémez-Chacon,
Kuzniak & Vivier, 2016), tal como el analisis, la geometria, el algebra, las pro-
babilidades, etc. y los correspondientes paradigmas son su caracterizacion en
esos dominios; asi, se habla de los paradigmas del analisis, paradigmas geomé-
tricos, etc. En este capitulo se utilizaran los paradigmas del analisis (Montoya
& Vivier, 2016):

* Andlisisgeométrico/aritmético (AG): permite hacer interpretaciones
con implicitos, nacidas de la geometria, del calculo aritmético o del
mundo real.

e Andlisis-calculatorio (AC): donde las reglas de calculo son definidas
de formamés o menos explicita, y se aplican independientemente de la
reflexion de la existencia y naturaleza de los objetos introducidos.

* Analisisreal (AR): se caracteriza por un trabajo de aproximacion y
proximidad: cotas, una entrada a trabajos de proximidad (o una entrada
mas topologica): “cerca de €, “lo despreciable”, definiciones con &.

La necesidad de conocimientos en analisis
para la visualizacién

En esta seccion, por medio de gjemplos, se mostrara la importancia del co-
nocimiento en el andlisis para una visualizacion adecuada, en especia las
propiedades topol 6gicas de |os conjuntos de nimeros relativos a la triada dis-
creta-densa-continuo. Los tres ejemplos (tareas de las figuras 1-3, 1-4 y 1-5)
provienen de un cuestionario que se aplicé a 34 estudiantes de primer afio
de matematicas en la Universidad de Montpellier (Durand-Guerrier & Vivier,
2016).

Limites de sucesiones

Se tomard una sucesion cléasica de aproximacion de laraiz cuadrada de 5 por
el método de Heron: u; =1y u ., = (u + 5/u)/2. Al calcular los primeros
términos con una hoja de calculo, con 12 decimales, se observa que todos
los términos a partir de n = 6 son iguales a 2.236067977500 (figura 1-3). Por
supuesto, hay que decir: “todos los valores mostrados en la linea 6 son igua-
les a 2.236067977500”. Pero esta reformulacion so6lo es posible si se tienen
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conocimientos matematicos acerca de las sucesiones (tal sucesion no puede
ser constante), de los nimeros (el nimero de decimales es ilimitado), y cono-
cimientos sobre la herramienta utilizada (muestra valores aproximados cuyos
errores estén mal controlados). Asi, es posible observar |la discrepancia que
puede existir entre una visualizacion rudimentaria, con poco conocimiento es-
pecifico, lo cual lleva a la conclusion de que la sucesion es constante e igual
a 2.236067977500 a partir del rango 6 y a las siguientes conjeturas: la suce-
sidn es (estrictamente) decreciente y converge a un nimero real, en el cual
2.236067977500 es un valor aproximado a 10-12 (a priori no es seguro, pero
por supuesto es posible justificar estas conjeturas).

Una preocupacion de los autores es que |os estudiantes aprendan matema-
ticas adquiriendo una visualizacion o mas cercana a esta segunda manera de
hacer las cosas, pues incorpora conocimientos matematicos que van mas alla
de la simple percepcion. En el estudio de Durand-Guerrier & Vivier (2016) se
propone la tarea que se muestra en la figura 1-3.

En resumen, las respuestas fueron: 12 estudiantes tienen éxito, 7 estu-
diantes no responden, 6 estudiantes afirman que los limites son iguales y

Figura [-3 Tarea propuesta en el estudio de Durand-Guerrier & Vivier (2016).

Para estudiar dos A B
sucesiones (U ) y (V,),

. . 1 u \Y
ingresamos en una hoja de n 1
celdaA2y 2enlaceldaB2 3 2.333333333333 | 2.250000000000
y lasférmulasA3: 4 2.238095238095 | 2.235294117647
=05%(A2+ S/A2)ly 5 2.236068895643 2.236111111111
B3:=2+1/2 + B2)|. . :

Las formulas introducidas 6 2.236067977500 2.236065573770
en A3 y B3 se han copiado 7 2.236067977500 | 2.236068111455
hasta la linea 21. As, 8 2236067977500 | 2.236067970035
se obtiene una ta.bl a.de 9 2.236067977500 2.236067977916
valores como seindicaen

el extracto de la hoja de 10 2.236067977500 | 2236067977477
calculo adjunta. 11 2.236067977500 2.236067977501
¢Podemos deducir de estos 12 2.236067977500 | 2.236067977500
datos que las sucesiones

(u)y (v,) convergen hacia

¢l mismo limite? Justifique 21 2236067977500 | 2.236067977500
Su respuesta con precision.
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9 estudiantes dicen que las sucesiones son constantes. Asi, mas de la mitad de
los estudiantes hacen una visualizacién mas cercana a la primera que se des-
cribié anteriormente, que a la esperada en matematicas. Esta diferencia pue-
de ser interpretada por el hecho de que, en este caso, la visualizacion correcta
requiere conocimientos especificos que deben estar disponibles para que los
estudiantes no se queden con una visualizacion rudimentaria o iconica en el
sentido de Duval (2005).

En este ejemplo se usa un artefacto (hoja de calculo) para calcular los pri-
meros términos de dos sucesiones: 1) una produccién de signos-plano [Sem-
Ins]; 2) unavisualizacion que los términos son iguales en el paradigmaAG, y
3) sigue un trabajo en el plano [Sem-Dis|. En esta Ultima etapa, 15 estudian-
tes no cambian de paradigmay concluyen que los limites son iguales, a pesar
de que 12 estudiantes parecen cambiar de paradigmas (AC o AR) para hacer
una conjetura. Asimismo, se apreciaunacirculacion enel ETM y €l rol de los
paradigmas.

Funcién y ecuacion
La tarea que se muestra en la figura 1-4, sobre las funciones, fue también plan-

teada en el cuestionario de Durand-Guerrier & Vivier (2016).

Figura I-4 Tarea sobre las funciones planteada en el cuestionario
de Durand-Guerrier & Vivier (2016).

A continuacién se muestralare-

presentacion grafica de una fun-

cion f definida y continua en

[-6, 6]. Justifique de manera cui-

dadosa sus respuestas. 67

» Laecuacion f(x) = 2 tiene una
solucién en el conjunto N de
|os nimeros naturales.

» Laecuacion f(x) = 2 tiene una
solucién en el conjunto D de

t t t t t t
6 -5 -4 -3 -2-10

los nimeros decimales. St
» Laecuacion f(x) = 2 tiene una ol

solucién en el conjunto R de
los nimeros reales.
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Para cada afirmacion se pidio a los estudiantes que marcaran una casilla:

O Verdadero
O Faso
[0 No se puede saber (NSPS).

En resumen, las respuestas fueron las siguientes: 26 estudiantes tienen éxito
(11 mencionan el TVI), seis afirman que la solucion esta en D, y dos estudian-
tes dicen que la solucion (1.2 o0 1.3) esta en D, = {n/10™; n € N}.

Se puede concluir que los estudiantes tienen dificultades en entender la
densidad de D y una confusion con la completitud de R en el TVI. Los 11 es-
tudiantes que mencionan el TVI parecen trabajar en el paradigma AC (o AR,
pero esto es poco probable), 1o cual evitael problemade la densidad, dado que
el teorema les asegura la existencia de la solucion porque las hipdtesis se pue-
den verificar. Por otro lado, los ocho estudiantes que no respondieron de forma
correcta trabgjan en el paradigma AG con un problema para distinguir entre
densidad y continuidad.

Funcién y continuidad

La tarea de la figura 1-5 en la pagina siguiente también se refiere al tema de las
funciones, y cubre las preguntas anteriores en un contexto de punto fijo.

En resumen, la pregunta a) no tiene mucho éxito (ocho estudiantes de 34)
y es probable que haya problemas para interpretar los datos de la hoja de calcu-
lo como en la seccion “Limites de sucesiones’. En efecto, se puede observar
que 12 estudiantes en la pregunta a) y seis en la pregunta b) afirman que sélo
hay un punto fijo, y es probable que esta respuesta provenga del renglon 0.25.
La pregunta b) tuvo mas éxito (15 estudiantes, menos de la mitad del nimero
de éstos), quiza porque la situacién es mas tradicional, pero también porque
seis estudiantes respondieron “varios puntos fijos” de manera idéntica a las
preguntas @) y b). Tales estudiantes visualizan una curva continua a partir de
los signos dados (discretos) como si la continuidad fuera natural para ellos.
De nuevo, a menos lamitad de los estudiantes no utiliza conocimientos ade-
cuados para visualizar.

La triada clave: discreto-denso-continuo
En primer lugar es necesario estas tres propiedades para conjuntos (de ntime-
ros) totalmente ordenados con la topologia de orden.® Un conjunto es discreto

si cada elemento puede ser aislado de los otros por unavecindad abierta, como

6 Esta restriccion no es necesaria pero simplifica la presentacion.
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Figura [-5 Funciones en un contexto de punto fijo.

% f (x) Se ha introducido una funcién f en una hoja de calculo que
0.00 0.71 esta definida en [0, 1] con valores en [0, 1]. Se obtiene la ta-
0.05 063 bla de valores adjunta con un incremento de 0.05. Los datos
010 045 se han introducido de forma automatica por la hoja de célcu-

: : lo en el grafico que se muestra mas abajo.

0.15 0.30 . .
Recordamos que un punto fijo de una funcion f es una
0.20 0.27 solucion de laecuacion f (x) = x.
0.25 0.25
0.30 0.22
035 | 018 !
0.40 0.14
0.45 0.19 08
0.50 0.22 4 .
055 | 027 06 +&
060 | 045 ’0”
0.65 0.49 * L 4
0.4
0.70 0.54
075 | 055 ‘oo S
0.2 -4’—‘—04
0.80 0.56
*
0.85 0.66
0.90 0.91 0 T T T T
0.95 0.99 0 0.2 04 0.6 0.8
1.00 0.92
a) Sabiendo que f es estrictamente decreciente en |0, al estrictamente creciente
V3 19 _ _ 19 _
enf— 55|V estrictamente decreciente en >0 1 marque unacasillaparacada
unade las siguientes tres afirmaciones:
f no admite puntos fijos: O Verdadero O Falso OO NSPS
f admite un Gnico punto fijo: O Verdadero O Falso O NSPS
f admite varios puntos fijos: O Verdadero O Falso O NSPS
b) Sabiendo que f esta continua en [0; 1], marque una casilla para cada una de las
siguientes tres afirmaciones.*

* Los tres reactivos son |os mismos que parala pregunta a).
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N; tal conjunto tiene “huecos de medida no nula”. Un conjunto es denso, es
decir, denso en si mismo, si para alguna vecindad abierta contiene infinitos ele-
mentos, como D o Q; tales conjuntos pueden tener lagunas, “huecos de medida
nula’. Un conjunto es continuo si, ademas de ser denso, es completo, como R,
tal conjunto no tiene “huecos”.

Asimismo, es preciso distinguir la nocion de “densidad en si mismo” de
un conjunto, de la densidad de un conjunto en otro que lo contiene. Por ejem-
plo, D es denso en Q, mientras que D y Q son densos en R, pero ni N ni Z
son densos en D. Debe tenerse en cuenta que la nocidon de completud puede
interpretarse de la siguiente manera: un conjunto denso E en si mismo, pero
con lagunas no es completo; la completud de éste es el conjunto completo F,
demaneraque E esdensoen . Tal esel caso de D y Q, cuya completud (con
latopologiausual) esR.

En el primer ejemplo se observa una oposicién entre lo discreto y o den-
so. En efecto, la visualizacién “ingenud’ o icdnica no toma en cuenta los de-
cimales més ala de lo que se muestra, como si se estuviera trabajando en el
conjunto D, ={n/10" n € N}, que es un conjunto discreto, ni el hecho de que
no se pueda decir nada con respecto a una sucesion desde sus primeros térmi-
nos. Mientras que lavisualizacion “ esperada’ puede apoyarse en el conjunto Q
(la conjetura se puede formalizar con Q como conjunto de referencia, aunque
€l limite no sea racional).

El segundo ejemplo hace la distincion entre lo denso y lo continuo, una
cuestion que muchos estudiantes no perciben a pesar de que la tarea es rutina-
ria. Esto coincide con el punto de vista de Bolzano (1817) para probar el teore-
ma de los valores intermedios (TVI); también cabe destacar que en las pruebas
del analisis no se deben utilizar evidencias geométricas (visualizacion con
uso de graficas).

Este requisito fue considerado en la segunda mitad del siglo XIX por
Dedekind, Méray y Cantor, quienes elaboraron una construccién tedrica para
(R) como un conjunto continuo mediante la propiedad de completud.

El tercer g emplo retoma estas distinciones mostrando de manera, en apa-
riencianatural, que los estudiantes no perciben ladensidad. Ladiferenciaentre
ladensidad y la continuidad es poco visible para los estudiantes porque no es
un objeto explicito de ensefianza; la visualizacion de esta propiedad es proble-
matica, las representaciones graficas no discretas hacen referencia de forma di-
recta a nuestraintuicion del continuo, esto es, vinculando la traza de unalinea
sobre una hoja sin levantar el lapiz (Longo, 1999).

Estos puntos de vista concuerdan con la hipodtesis de Durand-Guerrier
(2016), quien afirma que la dicotomia clasica entre discreto y continuo escon-
de la propiedad de densidad. Esta hipdtesis se considerara con los paradigmas
del andlisis: el paradigmaAC escondeladistincion entrelo densoy lo continuo
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(ya que no interesa la naturaleza de los objetos en juego), el conocimiento ne-
cesario paravisualizar estadistincion proviene del paradigmaAR'y, por o tan-
to, requiere activar el plano [Sem-Dig|.

Sin embargo, la distincién denso/continuo es crucial, asi como la impor-

tancia de la completud de R como se puede ver en estos ejemplos:

1

Consideramos la funcién f: D — D definida por f(X) = 3x. Se sabe que
f(0)=0, f(1)=3y fescontinua, pero f(x) =1 no tiene solucion.
Consideramoslafuncién f: Q — Q definida por f (X) = x? +1. Se sabe que
f(0)=1, f(2)=35y fescontinuapero f (x) = 3 no tiene solucion.
Consideramos lafuncion f: G — G definida por f(x) = x3, donde G esel
conjunto de los nimeros constructibles” Sesabeque f(1)=1, f(2)=8y
f es continua, pero f (x) = 2 no tiene solucion.

Consideramos la funcion f: R’ — R’ definida por f(x) = x + 0.4999...
donde R’ es el conjunto de los nimeros que tienen una escritura decimal
ilimitada, sin identificar® 0.999... y 1. Se sabe que f(0) =0.4999... <0.5
y f(1)=1.4999... > 1.5, pero f(X) = 1 no tiene solucién.

Si represento de manera grafica la funciéon que vale 1 para los numeros
racionales y 2 para los irracionales, se ven dos rectas (y =1y y = 2) pero
no es un problema de aproximacion. Lo que se ve es muy diferente de lo
que es, pues son de distinta naturaleza.

Funciones exponenciales

L asfuncionesexponencial es constituyen un caso degran riquezaen el cual con-
fluyen distintas nociones y objetos matematicos para su ensefianza, como conti-
nuidad, limites, densidad, convergencia (Derouet et al., 2016). Ademas, al ser
ensefadas ponen en evidencia el fendmeno discreto-denso-continuo.

Funciones exponenciales en la ensefianza

Paraintroducir las funciones exponencial es se empl ean distintas aproximacio-
nes de ensefianza: se usan en problemas de modelizacion matematica con pro-
blemas de crecimiento o decrecimiento poblacional, interés compuesto, entre
otros. Mediante una sucesién geométrica o por €l método de Euler, y en ambas

7 Este es el cuerpo mas peguefio que contiene Q y es estable por raiz cuadrada.
8 Es estapropiedad laque ladistingue de R y la que hace un conjunto incompleto, con “lagunas”
como dijo Dedekind.
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aproximaciones existe un apoyo acerca de |o discreto para construir un objeto
continuo, o cual también es frecuente para otros objetos matematicos.

L as funciones exponenciales son introducidas como una extension de las
sucesiones geomeétricas, es una extension con accidente ligado a la transicion
discreto — continuo, y los estudiantes no tienen los conocimientos (suficien-
tes) sobre los nimeros reales para entender lo que esta en juego. Ademéas, no
siempre sereparaen el pasgjedelo discreto alo continuo al expresar funciones
con distintos dominios, esto es: a", a%, a (nen N, g en D, xen R), esun pasaje
artificial. Los estudiantes no logran comprender la densidad (ni la diferencia
con lo continuo), por lo que no es aprovechada en términos del aprendizaje,
mas auin, cuando la visualizacién de esta propiedad es compleja.

Por otro lado, los libros de texto y el profesor deben hacer que este acci-
dente emerja, y asi, a usar las representaciones y los artefactos se activa un
proceso de visualizacion bastante complejo con las propiedades involucradas,
como lo es ladensidad. En términos tedricos del ETM, €l trabajo es esencial-
mente en el plano [Sem-Ing]|, pero el accidente puede ser entendido sblo con
los conocimientos tedricos, es decir, activando el plano [Sem-Dis] o [Ins-Dis].

Tal parece que en el caso de las funciones exponenciales se pone en evi-
dencia el espacio matematico que se observa, esto es, tabular puntos (discreto)
y luego obtener una curva representativa (continuo) que muchas veces es apo-
yado por un software (artefacto). Para su construccion es necesario el conoci-
miento de otras nociones (limites, continuidad, etc.), de modo de comprender
las propiedades de las funciones exponenciales es una cuestion que se aborda
al final del liceo (en algunos paises) o en los primeros afios de la universidad
(en otros).

Una situacion didéctica para construir las funciones
exponenciales

Serealiz6 una propuesta de ensefianza, y se enfrentd a estudiantes de matemé-
ticas® a tres momentos cruciales del trabajo en el andlisis relacionado con la
identificacion de la existencia y las propiedades de una funcion. En el caso de
las funciones exponenciales a partir de la ecuacién funcional que ellaposee, se
ponen en evidencia estos tres momentos de un trabajo especifico en andlisis:
estudio de las regularidades de la funcion buscada, construccién de aproxima-
ciones de lafuncion y prueba de la existencia de esta funcién.

¢ Experimento realizado con 35 estudiantes de Chile y 30 de Francia entre los afios 2016 y 2017.
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En la figura 1-6 se muestran las dos primeras preguntas que aborda el pro-
blema de la continuidad y las relaciones con la representacion grafica (para una
presentacion més completa consulte IREM, Analyse, 2017). Se busca determi-
nar las solucionesde f(x +y) = f(X) f(y) (*) en R.

En las distintas producciones de | os estudiantes, ellos reconocian el com-
portamiento exponencia de la funcién f (desconocida), lo cual les ponia en
duda tal afirmacion. La finalidad de esto era estudiar posteriormente su conti-
nuidad y existencia con lafuncién exponencial. Sin embargo, la cuestion cen-
tral para esta pregunta fue dada por ladiscusion de si la“curva’ en estudio era
continua o discreta. En la figura 1-7(a-c) se observan las respuestas represen-
tativas de ambas poblaciones de estudiantes.

Las producciones muestran los valores calculados. De hecho, es dificil
extrapolar mas all& de estos pocos val ores porgue no se tiene, en este momen-
to, una hipdtesis de continuidad sobre f. Sin embargo, la mayoria de los es-
tudiantes traza una linea continua como en la produccion (c). Ya sea, porque
reconocen, de forma errénea unafuncidn exponencial o porque estan acostum-
brados a ésta, o cua es consistente con la conclusion de la seccion “Funcion
y continuidad”, sobre la continuidad natural. La produccion (b) es interesante
porque €l grupo integré laférmula f (x) = f(x/n)" en &l software Geogebra, |0
cual permite percibir la densidad en una vecindad del cero (y el software no
traza unalinea continua).

Es primordial saber si una funcién es continua para el efecto que causala
visualizacion de los puntos que se obtienen con lafuncion f solucion de (*). En
términosdel ETM, el trabajo esesencialmente en el plano [Sem-Ins], pero com-
prender e fendmeno discreto-denso-continuo puede ser entendido sdlo me-
diante los conocimientos teoricos, es decir, activando € plano [Sem-Dis] o
[Ins-Dig] en el paradigmaAR. Es claro que | os conocimientos que se necesitan
para ensefar las funciones exponenciales difieren tanto en el liceo como en la

Figura 1-6 Preguntas que aborda el problema de la continuidad.

la. Encuentre todas las soluciones constantes en R.
Ahora se buscan las funciones f, soluciones (*) que no son constantes.
1b. Muestre que paratodo X real, justifique que f(0) =1y f(x) > 0.
Muestre que paratodo x real y paratodo n entero natural no nulo, se
cumple:
f(x) = f (x/n)".

2. Elijaunvalordef(1)> 0 diferente de 1 y represente de manera grafica su fun-
cion f, solucion de (*) en el intervalo [-2, 2]. Utilice el papel cuadriculado.




Capitulo |  Lavisualizacién en el anélisis °

Figuras -7 Producciones a) y c) de estudiantes chilenos y b) de estudiantes

franceses.

5 T i3 a l“l l~l ll o l,_‘ [N

a) Grafico discreto b) Grafico denso en 0 en Geogebra ¢) Grafico continuo

universidad debido a las nociones en juego (funcion, series, series de polino-
mios, continuidad, limites, derivacion...). Sin embargo, trabajar las nociones
discreto-denso-continuo representa una oportunidad de ensefianza que no se
puede despreciar.

Una situacion didactica para identificar la discrepancia
entre denso y continuo

Las preguntas son similares a las 1-a, 1-b y 2 de la figura 1-6, con f(1) =2. La
diferencia es que varios graficos fueron pedidos: un grafico con dominio en N
y se pregunta el valor de f (3); un grafico con el dominio en Z y se pregunta el
valor def (-3); un grafico con el dominio en Q y Se pregunta por losvaloresde
f(1/3) y f(0.3); un grafico con dominio en R y se pregunta el valor de f (\/5).
Estas preguntas fueron propuestas a tres binomios de estudiantes de mate-
maticas en Valparaiso en el afio 2017. En general, en las respuestas no hubo
problemas para los conjuntos discretos, N y Z. Sin embargo, para Q dibuja
ron una linea continua como se muestra en la figura 1-8, y fue una ocasion de
debate. Por tltimo, un binomio (1¢ afio) intentd dibujar una curva densa pero
no continua

El caso de R fue dificil porque los estudiantes (un binomio de 3°y 4° afio)
intentaron demostrar que f (V/3) = 2V como en los otros casos. Sin embargo,
tal igualdad no es posible sin una hipétesis suplementaria (como la continuidad
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Figura -8
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def). De hecho, se puede atribuir que f(\/(_S) no tiene ningdn valor real posi-
tivo. Por giemplo, si elegimos a f (\/1_3) igual a 0.5, pues f(x) = 2* por to-
doslosxen QY f(x) = 0.5¢ por todoslosx en V'3 x Q. El grafico sobre las dos
Q-rectas vectorial se parecen, respectivamente, a las exponenciales 2¢y 0.5%
Ademés, si extendemos el campo Q(V/3), entonces el grafico de f se parece a
todo el semiplanoy > 0 (es un conjunto denso en el semiplano). Pero f sOl0 es
definida sobre un pequefio subconjunto de R y se pueden elegir los valores de
f(\/é), f(\/l_%), f(e), f(In(3)), f(cos(23)), f(x), con la Ginica condicion de que
estos sean estrictamente positivos.

Conclusién

En este capitulo se ha mostrado la especificidad de la visualizacion en el anali-
siscon el conocimiento necesario, que amenudo estarelacionado con ladistin-
cion discreto-denso-continuo. Este punto merece una atencion especial, pues
permitira entender que el trabajo en andlisis que no se limita a una aplicacion
de técnicas en el paradigma AC. Al parecer, hay un trabajo especifico qué ha-
cer sobre la visualizacion en el anlisis y también se observa la dificultad que
tienen los estudiantes cuando se enfrentan a estas preguntas.

Por otro lado, la deconstrucci6n en perspectivas puntual es, local es, globa-
les (Montoya Delgadillo, Paez Murillo, Vandebrouck & Vivier, 2018) es otro
punto importante en lavisualizacion y en el aprendizaje del andlisis. Los estu-
diantes tienen dificultades para cambiar de perspectivas y, sobre todo, con la
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perspectiva local. Desde €l punto de vista del modelo ETM, la activacion de
las tres perspectivas (local-puntual-global) depende obviamente de los domi-
nios, paradigmas y génesis (o planos activados). Se asume que AG permite las
tres perspectivas, asi como AR, pero esta Ultima est4 ausente en el curriculo
de secundaria, y que AC solo permite perspectivas puntuales 'y globales, con
procedimientosy reglas de calculo,’ lo cual encapsulala perspectivalocal que
esta escondida.

Es entendible todo el interés de este trabajo especifico, ya que los planes
de estudios de secundariay los primeros afios de la universidad, por lo general
sblo ofrecen un andlisis en el paradigma AC. Por |o tanto, se considera que es
importante promover un trabajo profundo activando diferentes génesis tanto
en el paradigma AG como en el AR, aunque este Ultimo sea un trabajo ele-
mental, siempre con el objetivo de distinguir lo denso/continuo y, también, la
perspectivalocal.
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CAPITULO

cK¢, un modelo para
comprender el entendimiento

del estudiante
Ejemplo con el caso de las funciones

Nicolas Balacheff" (Traduccién: Carlos Armando Cuevas Vallejo)

Resumen

En este articulo se desarrollala conferencia presentada en €l “Encuentro
internacional sobre la ensefianza del calculo”, realizada en la Ciudad de
Meéxico en septiembre de 2015. En este capitulo se aborda el problema
de comprender y modelar las concepciones de los estudiantes, estable-
ciendo como temael caso de las funciones. Para establecer la problemé&-
tica, la introduccion reporta € estudio de Arsac sobre € desarrollo de
la concepcion de convergencia uniforme de Cauchy. Luego se discute
el tema de la comprension de los estudiantes y se propone un marco: el
modelo cK ¢. Después se describen las concepciones de la funcién, alo
largo de la historia y desde una perspectiva de aprendizaje, con las he-
rramientas proporcionadas por €l modelo y con énfasis especial en los
controles queilustran el papel clave que desempefian.
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Palabras clave: célculo, funciones numéricas, cK¢, concepcion, con-
cepto erréneo, conocimiento, milieu, situaciones didacticas, campos
conceptuales, modelo de aprendizaje, experimento de disefio, aprendi-
zaje mejorado de tecnologia.

Abstract

This text develops the invited talk | presented to the “International
Meeting on Learning and Teaching Calculus’ to be held in Mexico in
September 2015. It addresses the problem of understanding and mode-
[ling students conceptions taking as a theme the case of function. To
set the problématique, the introduction reports the Arsac study of the
development of the Cauchy’s conception of uniform convergence. Then
the issue of understanding students' understanding is discussed, and a
framework is proposed: the model cK¢. Then conceptions of function
across history and from a learning perspective are described with the
tools provided by the model with aspecial emphasis on controlsillustra-

ting the key role they play.

Keywords: calculus, numerical functions, cK ¢, conception, misconcep-
tion, knowing, milieu, didactical situations, conceptual fields, learner
modeling, design experiment, technology enhanced learning.

Una breve historia como introduccién

La convergencia uniforme es un concepto dificil que requiere un buen domi-
nio de algunos conceptos como: funcion, limite, continuidad y variable. Arsac
(2013) analiza esta complejidad al cuestionar la dificultad historica de razonar
sobrelos limites, apartir de un andisisdel libro Cours d’ analyse,2 de Cauchy,
publicado en 1821 (Bradley & Sandifer, 2009). En este libro, el matemético
establecid una primera version del teorema sobre la convergencia de series de
funciones continuas (Cauchy, 1821: 131-132):

Sea(l) u, U, Uy, ... U, U ., ... Unaserie

n’ “n+1’

Entonces el teorema 2 asegura que: “ Cuando los diferentestérminos de laserie

(I son funciones de una misma variable x, continua con respecto a esta varia-
ble en la vecindad de un valor particular para el que la serie es convergente,

2 http://users.uoa.gr/~spapast/ TomeasDidaktikhs/Caychy/Cauchy CoursdA nalyseAnAnnotated
TranglationSourcesandStudi esintheHi storyof M athemati csandPhysi cal Sci ences. pdf
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la suma de la serie también es funcion continua de x, en una vecindad de este
valor particular”.

Ahora se sabe que esta afirmacion no es correcta. La cuestion es entender,
¢por qué un matemético tan sobresaliente no se dio cuenta del error que esta-
ba cometiendo, y por qué era tan dificil superarlo cuando se proporcionaron
contragjemplos? El estudio de Arsac de este episodio de la historia de las ma-
tematicas es esclarecedor y esté lleno de lecciones para los educadores de
mateméticas.

Lo primero que Arsac invitaal lector anotar es que lavariable x no es ex-
plicitaenlaexpresion (1) de laserie de funciones, aunque la notacién moderna
f(X) se uso en diferentes partes del Cours d’analyse. Esto puede provenir del
hecho de que usd la representacion habitual de series de nimeros, pero tam-
bién tiene sus raices en las relaciones entre funcion y variable, asi como en la
relacion entre variables y cantidades:

Cuando |as cantidades variables se relacionan entre si de maneratal que, si el valor
de unadelas variables esta dado uno puede encontrar los val ores de todas las otras
variables, normalmente consideramos que estas diversas cantidades se expresan
por medio de unaentre ellas, que por |o tanto toma el nombre de variable indepen-
diente. Las otras cantidades expresadas por medio de la variable independiente se
Ilaman funciones de esa variable (Bradley & Sandifer, 2009: 17).

En estacita, lavariable aparece como un adjetivo y un sustantivo, conlo que es
testigo de una relacion estrecha entre variable y cantidad. Esta relacién viene
con unaimagen del concepto cinemético de limite, cuyo origen, como recuer-
daArsac (2013: 17), se remonta a Neper y Newton. Esta imagen conceptual
se refuerza por su relacion con la representacion grafica de funciones como la
ilustrada por e argumento matemético de Cauchy en apoyo del teorema del
valor intermedio en la edicién de 1821 de su Cours d analyse (pero se propo-
ne una prueba analitica en una nota).® Laimagen del concepto cinemético esta
presente en la definicion de continuidad en la que un pequefio incremento de
lavariable produce un pequefio incremento de la funcion (variable dependien-
te): “En otras palabras, la funcién f (X) es continua con respecto a x entre los
limites dados, si entre estos limites, un incremento infinitamente pequefio en la
variable siempre produce un incremento infinitamente pequefio en la funcion
misma’ (Bradley & Sandifer, 2009: 26).

Como sucede con la definicion de limite, la evolucion de la variable en la
definicion de funcion se concibe como un movimiento mondtono, y también
lo es la concepcion de la evolucion de la funcién (la variable dependiente).

3 Cauchy, 1821, nota lll, pp. 460-520.
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Arsac sugiere que este punto de vista es representativo de la comprension do-
minante de lanaturalezade lafuncion y lavariable en ese momento. Entonces,
en laexpresion de laserie (1), u_ y x son dos variables, donde x es la variable
independiente de la que depende la funcion u, pero la primera queda implici-
ta, estableciendo de facto —en la escritura— un paralelo entre series de nd-
meros y series de funciones (es decir, la cantidad independiente y la cantidad
dependiente).

Lavalidez del teorema sobre la convergencia de series de funciones conti-

nuas estaba respaldada por una narrativa que expresaba un razonamiento cua-
litativo de la misma naturaleza que el del texto de la definicidén de continuidad.

Denotando por slasumade laserie convergente (1). u,, u,, U, U, ..., y lasumade
los primeros n términos [de la serie convergente (I)] por s, tenemos

Uy Uy Uy, Uy, ooy U U

n’ Tn+l? C T

ST Uy Up Uy ooy Uy Uy Uy oo =S U H UL

Yy, COMO CoNsecuencia,

S—SsS =u-+u
n n

n+1? t Tt
De esta Ultima ecuacién, se deduce que las cantidades

u+u u

n+1’ “n+2? Tt

forman una nueva serie convergente, cuyasumaesigual as—s,. Si representamos
esta suma por r , tenemos que:

S=S +r
h n

y r, sellamael residuo delaserie (1) apartir del enésimo término.

Supongamos que los términos de la serie (1) involucran alguna variable x. Si
laserie es convergente y sus diversos términos son funciones continuas de x en una
vecindad de algin valor particular de esta variable, entonces

s,r, y s

también son tres funciones de lavariable x, la primera de |as cuales es obviamente
continua con respecto a x en una vecindad del valor particular en cuestion. Dado
esto, consideremos |os incrementos en estas tres funciones cuando aumentamos x
en una cantidad infinitamente pequefia «. Para todos los valores posibles de n, €l
incremento en s, es una cantidad infinitamente pequefia. El incremento de r , asi
como también r , se vuelve infinitamente pequefio para valores muy grandes de
n. En consecuencia, €l incremento en lafuncion s debe ser infinitamente pequefio
(Trans. Bradley & Sandifer, 2009: 89-90).
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Arsac (2013: 58) advierte que Cauchy no introdujo este texto como una prueba
matematica, como lo habia hecho para otros teoremas en su Cours d’ analyse,
sino a modo de “observacion”. Las primeras lineas establecen el significado de
lossimbolos s, r 'y s como se habria hecho para una serie de nimeros, pero la
serie de funciones se introduce después de la notacién con la oracion “ supon-
gamoslostérminosdelaserie (1) implicaalgunavariable x”. Como cuestion de
hecho, lo que aparece primero, digamos en la primera parte del texto, son los
numeros (es decir, las variables que representan cantidades) y su dependencia.
Esto no significa que sea lo que Cauchy quiso decir, pero aqui hay un limite de
su expresion. También hay un enfogque de un movimiento monétono de x y el
efecto que causa en las funciones en cada paso del razonamiento. El incremen-
to dex sellamaexplicitamente a, pero este nombre no se explota como Cauchy
podria haberlo hecho. Las cosas suceden porque “deben” suceder. Cauchy re-
conoci6 que hay excepciones al tearematal como lo formulé en la publicacién
de 1821 del Coursd’analyse, alo que Abel y Seidel respondieron con los con-
tragiemplos de la serie de Fourier (Arsac, 2013: capitulos IV y V). Més tarde
modificé la declaracion del teorema y lo publico en Comptes rendus a I’ Aca-
démie des Sciences en 1853, donde introdujo lacondicion: s, —s, =u +u . +

. +U__, se vuelve infinitamente pequefio para un valor infinitamente grande
delosnimerosny n’ > n.

Sin embargo, en estarevisada version del teorema, la variable x permane-
ceimplicitaen laexpresion de las funciones u . Como sefialaArsac (2013: 61
y sig.), Cauchy se refiere a una serie numérica que implica “alguna variable X"
(planteamiento que eligio en la primera formulacién del teorema). Si se tiene
en cuenta la caracterizacion de la convergencia de series de nimeros, es muy
probable que no imaginara expresar una definicion de convergencia especifi-
ca para las funciones; en cambio, manipul6 términos numéricos, algunos de
los cuales son “cantidades variables’. Su demostracién (prueba matematica),
como lallama ahora, esta dominada por €l uso del lenguaje natural.

Este uso esté asociado a lo implicito de la variable x en la expresion de
las funciones u,, y tiene importantes consecuencias: el papel del incremento
a no se aborda en la demostracion, la definicion de “infinitamente pequefio™
favorece una imagen conceptua dindmica'y mondétona de la convergencia, el
orden de laaparicion de lostérminos{n, X, ¢} impulsados por laretéricade la
argumentacién no es congruente con el orden 16gico. Una consecuenciade esto
ultimo es que la dependencia de n en ¢ y no en x, como puede ser evidenciada

4“We say that a variable quantity becomes infinitely small when its numerical value decreases
indefinitely in such a way as to converge towards the limit zero”, “Decimos que una cantidad
variable viene a ser infinitamente pequefia cuando su valor numérico decrece indefinidamente
detal forma que se converge al limite cero” (Bradley & Sandifer, 2009: 21).
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estructuralmente por la expresion algebraica moderna,® esta, por asi decirlo,
oculta

El estilo de la versién revisada de Cauchy estd todavia més cerca de un
argumento matemético (una observacion) que de una prueba matemética se-
gun los estandares modernos. No hay duda de que €l rigor esta presente de
forma deliberada,® pero encuentra obstaculos: la definicién de variable y fun-
cién, laausenciadel signo“<” y, por lo tanto, de laresolucién de las desigual -
dades; la ausencia de una notacion matemética de valor absoluto (presentado
por Weierstrass en 1841) y de los cuantificadores (introducidos a finales del
siglo XX). Con el tiempo, €l lenguaje natural como herramienta para expresar
el razonamiento sobre las funciones se infunde mediante una imagen concep-
tual del concepto de convergenciay la“lexcontinitatis’ de Leibniz (ley de la
continuidad).”

El andlisis de Arsac sobre la comprension de la funcion y la convergen-
cia de Cauchy se basa en un andlisis critico y preciso de los textos originales
que tiene en cuentala situacion del cdlculo en la primera mitad del siglo XI1X.
Evita con cuidado el anacronismo que podriaintroducirse si se reescribiera el
texto con el lenguaje y la formalizacién de las matematicas contemporaneas.
Tal reescritura en términos modernos ocultaria las dificultades conceptuales y
técnicas que |os mateméti cos encontraron para superarlas, y conduciriaainter-
pretaciones cuestionables como en el caso de Lakatos,® cuya reescriturade los
textos mateméticos de Cauchy sugiere errores analogos alos que los estudian-
tes podrian cometer. Pero, lo que es mas importante, oculta las dificultades que
surgen de la conceptualizacion de las nociones de funcion y variable.

Este analisis de las dificultades encontradas por los matematicos del si-
glo XIX frente a los contragjemplos de la primera formulacién del teorema
de convergencia uniforme de Cauchy evidencia la estrecha relacion entre la
representacion, €l lenguaje y las herramientas de razonamiento, por un lado, y
los limites debidos a las caracteristicas de laimagen del concepto cinemaético
subyacente de continuidad y limite, por €l otro.

Esta breve historia ilustra el desafio de evitar € anacronismo y la sobre-
interpretacion, asi como de tener en cuenta las caracteristicas contextuales y
situacionales del contenido matemético analizado. Lo que hizo Arsac para este
caso historico también deberia hacerse paralas matematicas del aula, las mate-
méticas de lavida cotidiana o |as ethomateméticas.

*YedNVNn>NVnN[n>n—Vx|s—s|<e]

& Pero, ¢no es cierto que el rigor siempre esta dispuesto?
” Ver Crockett, 1999.

8 Ver Arsac ibid. p. 62 sqq and 136-137.
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Las caracteristicas clave del enfoque de Arsac se pueden sintetizar en tres
lineas de andlisis. Primero, la caracterizacion y descripcion de los medios se-
mi6ticos disponibles (lenguaje, simbolos, diagramas); segundo, la obtencion
de las reglas de razonamiento a medida que son actualizadas por €l discursoy
los medios paralarepresentacion. A esto se debe agregar, —si bien de manera
més hipotética, porque en general selasdegjaimplicitasen el discurso—, lases-
tructuras de control que respaldan la confianza y la validez de los juicios y las
decisiones tomadas alo largo del proceso de resolucion de problemas.

Representacion, operacién y control son palabras clave del modelo
que disefié a mediados de la década de 1990 para el modelado de estudian-
tes en el marco de la teoria de las situaciones didacticas (TSD,® Brousseau,
1986/1997),* mismo modelo que moldea la forma en que informd sobre €l
trabajo de Arsac en este capitulo. En las siguientes secciones de este articulo,
manteniendo €l caso del célculo, se presenta este modelo, cuyo objetivo origi-
nal es mejorar nuestros medios para dar cuenta de la comprension y las com-
petencias matematicas.

Comprender la comprensién

La iniciativa comun esténdar central de Estados Unidos establece claramente
que un problema de investigacion debe basarse en el siguiente planteamiento:
Pedirle a un alumno que entienda algo significa pedirle a un maestro que eva-
[Ge s el alumno lo ha entendido. Pero ;qué significa tener la comprension ma-
tematica? Esta pregunta puede tener muiltiples respuestas seglin sus marcos y
los antecedentes del encuestado. Aqui se presenta uno construido en el contex-
todelaTSD y lateoria de los campos conceptuales (Vergnaud, 1980/2009).

Estos marcos proporcionan dos postul ados para fundamentar unarespuesta:

* Desdeuna perspectivadidactica: “Modelar unasituacion de ensefianza
consiste en producir un juego especifico para un conocimiento seleccio-
nado como objetivo, entre diferentes subsistemas: el sistema educativo,
el sistema de estudiantes, € milieu,*? etcétera” (Brousseau, 1997: 47).

9 Siglas del texto Teoria de las Stuaciones Didéacticas. N. del T.

10 Laprimerafechaindicalafechaoriginal delaprimera publicacion de las ideas aqui referidas.

1 [http://www.corestandards.org/math] recuperado el 11/10/2013

2 E|l milieu es un medio o entorno auténomo donde el alumno debe proceder apartir de situaciones
planeadas y propuestas por el profesor. Se dice antagénico porque debe haber cierto equilibrio
entre las actividades que deben ser dosificadas, lo suficientemente dificiles para que lo pueda
resolver, pero no tan sencillas que desmotive la accién del estudiante. El conocimiento debe
emerger apartir delainteraccion basada en desequilibrios, asimilacionesy acomodacionesen la
resolucién de las actividades. N. del T.
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* Desde una perspectiva de desarrollo: “Un concepto es todo: un con-
junto de situaciones, un conjunto de invariantes operacionales y un
conjunto de representacioneslinglisticasy simbdlicas’ (Vergnaud, 2009:
94), lo que se denomina sintéticamente por la notacion C = (S, I, T).

Dentro del marco tedrico delaTSD, el profesor que cuestiona la comprension
del alumno es “un jugador enfrentado a un sistema, autoconstruido a partir de
un par de sistemas: el estudiante y, digamos por el momento, un ‘milieu’ que
carece de intenciones didécticas con respecto al estudiante” (Brousseau, 1997:
40). Mientras quelaTSD es explicita sobre |os model os de situaciones didacti-
casy haprogresado en la comprensién de sus propiedades, |0 es menos acerca
del sistema estudiante<>milicu. A fin de avanzar en esta direccion, la teoria de
los campos conceptual es de Vergnaud proporcionalos primerosy fundamenta-
les elementos para una posible solucién. Su caracterizacion posee un concepto
que tiene conexiones directas con la descripcion TSD de la relacion entre un
alumnoy un milieu, a partir de diferentes formas de conocimiento (Brousseau,
1997: 61):

* [1] Los modelos de accidn que dirigen las decisiones.

* [2] Laformulacién delas descripcionesy modelos.

* [3] Lasformas de conocimiento que permiten el “control” explicito de
las interacciones del sujeto en relacion con la validez de sus proposi-
ciones.

Ademas del conjunto de situaciones S que comparten de forma implicita am-
bos marcos, los otros dos componentes de la definicion de Vergnaud, [ y I, se
pueden mapear en las primeras formas de conocimiento [1] y [2]. La diferen-
cia entre ambos enfoques radica en la tercera forma de conocimiento [3], que
[leva al conocimiento precedente como un medio de “control”. Esta funcion
de conocimiento no estuvo ausente del modelo de Vergnaud, pero no tiene un
involucramiento explicito en su caracterizacion. Un teorema matemético es
una herramienta'y una declaracion: “Si A entonces B” es una herramienta para
obtener B si A es vélida, pero también es una declaracién que tiene un valor
de verdad. Esta dualidad de “la forma operacional y la forma predicativa del
conocimiento”, como lo expresa Vergnaud (2009: 89 y sig.), facilité mante-
ner implicitala dimensién de control en la caracterizacion que é propuso. Sin
embargo, después de Polya, una larga tradicion de investigacion sobre meta-
cognicion (por gjemplo, Schoenfeld, 1985: 97-143) ha demostrado € papel
crucia del control enlaresolucién de problemas. De ahi la sugerenciadeintro-
ducir “controles’ explicitos, aparte de los tres componentes del modelo de
Vergnaud.
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Antes de presentar una nueva version de un modelo de comprension de
los estudiantes derivado de 1a TSD y la teoria de los campos conceptuales, es
necesario aclarar un temade vocabulario. Utilizaré el término “concepcion” en
vez del término “conocimiento”, yaque es clasico en la educacion matemética.

La mayoria de las investigaciones se basa, de manera mas 0 menos ex-
plicita, en la hipdtesis de que los alumnos actdan como sujetos racionales.
Pero, a menudo, uno se enfrenta al pensamiento racional que coexiste con €l
conocimiento que parece carecer de coherencia (desde el punto de vistadel ob-
servador). Tomemos un ejemplo del trabajo de Trouche sobre el aprendizaje
del calculo con calculadoras graficas. A los estudiantes se les hace la pregunta
que aparece en la figura 2-1.

Tal fendmeno ha sido objeto de amplios estudios, en particular contras-
tando la préctica matematica dentro y fuera de la escuela; 1o que Lave (1988:
63) reconoce como discontinuidad de las interpretaciones o gjecuciones de
las mateméticas entre contextos o ambientes. Bourdieu propuso una solucion
aestaparadoja: “El calendario creade lanada (ex nihilo) unagran cantidad de
relaciones [...] entre puntos de referencia en diferentes niveles, que nunca se
encuentran cara a cara en la préctica, son précticamente compatibles, incluso
si son |6gicamente contradictorios’ (Bourdiue, 1990: 83). Los elementos clave
son, por un lado, el tiempo y, por otro, la diversidad de situaciones. El tiempo
organizalas decisiones de |0s sujetos en secuencias, de tal manera que incluso
si resultan contradictorias, son igualmente operacionales porque aparecen en
diferentes periodos de su historia: las decisiones contradictorias pueden igno-
rarse mutuamente. La diversidad de las situaciones introduce un elemento de
un tipo diferente. Es una posible explicacion en la medida en que uno reconoce
gue cada decision no es de naturaleza general, sino que se relaciona con una
esfera especifica de practica (algunos pueden preferir decir que esta situada)
dentro de la cual se reconoce su eficacia. Dentro de una esfera de préactica, los
estudiantes son coherentes y exitosos; no son contradictorios, pero la esfera
podria ser estrecha.

Figura 2-I

“f se define por f(X) = Inx + 10 sen x
(Es el limite + oo en + c0?”.
Se observo un 25% de errores paralos
estudiantes* que utilizaron una calculadora
grafica, mientras que sin una calculadora grafica
no hubo errores (Trouche, 1996, p. 50).

* 73 estudiantes de 12° grado, pista cientifica (Terminale S).
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Las contradicciones (y fallas) aparecen cuando |os estudiantes se enfren-
tan a situaciones gjenas a su esfera de préactica, en las cual es tienen que produ-
Cir una respuesta a una pregunta o una solucion a un problema (por ejemplo,
aun requerimiento del maestro). En estas situaciones, movilizan lo que tienen
disponible que funciond en otro lugar, pero lamayoria de las veces esto termi-
na en errores sistematicos. La posicion clasica en los afios ochenta era consi-
derar estos errores como sintomas de conceptos erréneos. Este término solia
venir con expresiones como “teoria ingenua”, “conceptos privados’, “creen-
cias’ o incluso “matematicas del nifio”. Tales puntos de vista pasaron por ato
el hecho de que “un nifio puede no estar <viendo> el mismo conjunto de eventos
que un maestro, investigador o experto. [...] muchas veces la respuesta de un
nifio se etiqueta de maneraerronea|...] demasiado rapidoy si uno seimaginara
coémo el nifio entendia la situacion, entonces uno encontraria que los errores
son razonablesy compatibles’ (Confrey, 1990: 29). De acuerdo con estatesis,
aqui se renuncié a uso del término “concepto erréneo” (misconception). Sin
embargo, se reconoce que |os estudiantes pueden tener model os de accién di-
ferentesy hasta contradi ctorios paramovilizarse ala (que se considera) misma
pieza de conocimiento. La cuestion planteada por la observacion de posibles
contradicciones en los comportamientos de |os alumnos hace necesaria una pa-
labradiferente a“conocimiento”. Un candidato esla“ concepcién”, con amplio
uso en la educacion cientifica para referirse a la teoria en accion. La mayoria
de las veces la palabra concepcién funcionaba como una herramienta en los
discursos, no se tomaba como un objeto de estudio como tal (Artigue, 1991:
266), aunque habia una necesidad reconocida de unamejor base (p. g., Vinner,
1983, 1987) y definicion de concepciones y herramientas que permitan anali-
zar sus diferenciasy semejanzas.

En las dos secciones siguientes, se propone una definicion de “concep-
cion”, y luego se describe un modelo derivado de la teoria de Vergnaud, co-
nectable en laTSD.

Comportamiento, concepcién y conocimiento

Los Unicos indicadores disponibles para obtener una idea de la comprension
de los alumnos son sus comportamientos y sus productos, que son consecuen-
ciadel tipo de comprensién que puedan haber tenido. Tales evaluaciones son
posibles y sus resultados son significativos sélo en el caso en que pueda esta-
blecerse una relacion véida entre las conductas observadas y la comprension
invocada. Lalucha contrael conductismo mantuvo esta relacion mas o menos
“escondida’ como tal durante mucho tiempo, pero siempre ha estado presente
en la investigacion educativa, a menos en el nivel metodoldgico. De hecho,
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la cuestion clave es que el significado de una pieza de conocimiento no puede
reducirse a comportamientos, mientras que el significado no se puede caracte-
rizar, diagnosticar o ensefiar sin vincularlo alas conductas.

Al ser una manifestacion tangible de las relaciones entre una personay
su entorno, un “comportamiento” depende de las caracteristicas de esta per-
sona, asi como de las caracteristicas de su entorno. Un gjemplo, ahora bien
documentado, es €l de un instrumento que facilita la accion si el usuario po-
see la competencia requerida pero la limita debido a sus propias limitaciones
(Rabardel, 1995; Resnick & Collins, 1994: 7). Las palabras “persona’ y “en-
torno”, utilizadas aqui, se refieren a realidades complejas cuyos aspectos no
son todos relevantes paralas investigaciones que se tratan aqui; éste puede ser
¢l caso delapreferenciamusical delapersonao latemperaturaen lahabitacion
en la que se encuentra, aungque siempre debemos estar preparados para consi-
derar seriamente las funcionesinicialmente minimizadas. Lo queinteresaesla
persona desde el punto de vista de su relacion con una pieza de conocimiento.
Por esta razon, de ahora en adelante se hace referencia a alumno como una
reduccion, si es posible atreverse a decirlo, de la persona a su dimensién epis-
témica. De la misma manera, no se considera el entorno en toda su compleji-
dad, sino sdlo aquellas caracteristicas rel evantes con respecto aun determinado
conocimiento. En realidad, esto corresponde a concepto de milieu delaTSD,
que es una especie de proyeccion del entorno sobre su dimension epistémica:
“el milieu es el sistema antagonista del alumno en el proceso de aprendizaje’
(Brousseau, 1997: 57).

Esta perspectiva situada sobre el alumno 'y el milieu sugiere no considerar
la comprension como una propiedad que puede atribuirse solo a alumno, sino
como una propiedad del sistemainteractivo formado por el alumnoy su milieu
antagonico, al que se hara referencia como el sistema alumno<>milieu (figura
2-2). Lo que se solicita para que esta propiedad sea valida es que el sistema

Figura 2-2 Sistema alumno<>milieu.

Presentamos una definicion
de concepcion:

Acgi -
Alumno  — A% iy | Unaconcencion esel estado
-~ del equilibrio dinamico

Retroalimentacion . .
de un ciclo de accion/

retroalimentacion entre un
aumno y un milieu bajo
Restricciones restricciones prescriptivas
delaviabilidad.
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cumpla con las condiciones requeridas de viabilidad, lo cual significa que el
sistema tiene la capacidad de recuperar €l equilibrio después de una perturba
cion que, delo contrario, causaria su colapso, 0 que puede transformarse o re-
organizarse en si mismo. Esta es otra formulacion del postulado de Vergnaud
de que los problemas (sistema perturbado) son las fuentes y los criterios de
conocimiento (Vergnaud, 1981: 220). Es importante darse cuenta de que no se
dice nada sobre €l proceso que lleva a la recuperacion del equilibrio bajo di-
chas restricciones. Estas son prescriptivas (Stewart, 1994: 25-26), lo que sig-
nifica que expresan las condiciones necesarias para garantizar la viabilidad del
sistema, pero no son preceptivas, lo que significa que no dicen de qué manera
se debe recuperar el equilibrio.

El estudio y caracterizacion de una concepcion se basar4 en comporta-
mientos observables del sistema (accidn, retroalimentacion) y en los resulta-
dos de su funcionamiento. Requiere evidencia de la evaluacion del equilibrio,
la cual depende de la posibilidad de que el alumno obtenga el control sobre
la interaccion y la reificacion-milieu de fallas y éxitos para una adecuada
retroalimentacion.

La geometria proporciona muchos buenos gjemplos: construir un diagra-
ma en una hoja de papel con un |4piz es permisivo con |os gjustes empiricos,
mientras que el software de geometria dinamica permite desordenar un diagra-
ma por los puntos de arrastre, que pueden reificar la falla debido a que no se
gjustan a las propiedades geométricas (Healy et al., 1994), aunque “los estu-
diantes pueden modificar la figura” para que se vea bien “en lugar de depurar
la construccion proceso” (Jones, 1999: 254).

De hecho, esta definicion situada significa que un observador puede aso-
ciar diferentes concepciones a un sistema alumno<>milieu™ involucrado en
unasituacion cuyas caracteristicas €l o ella considera conceptualmente lo mis-
mo o con problemas que ¢l o ella afirman son isomorfos. Esto esta ampliamente
documentado en laliteratura, por ejemplo, por investigacion en transferencia,
0 por investigacion etnomatematica. De todos modos, en €l sistemareferencial
del observador, estas diferentes concepciones asociadas observadas en €l siste-
ma alumno<>milieu se deberian recoger en un cllster comdn. Por esta razdn,
el conocimiento del alumno* se define como el conjunto de concepciones que
puede ser desencadenado por diferentes situaciones, y que el observador con-
sidera (matemaéticamente) lo mismo.

1 A menudo se denomina erroneamente “concepcion del estudiante”, en aras de la simplificacion
del discurso.

14 Sé que usar “saber” como sustantivo no es coman, pero ayuda a mantener la distancia con la
palabra“ conocimiento” que tiene en la educacién una fuerte connotacion autoritaria.
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“Concepcion”, “saber” y “concepto” —este Ultimo se redefine mas ade-
lante en el desarrollo del modelo— son términos abstractos cuyo significado
esta determinado por susfuncionesen el modeloy por lasrelaciones quetienen
con otros términos abstractos en 1os marcos tedricos relacionados. De hecho,
debe discutirse qué tan lejos la formalizacion propuesta tiene sentido cuando
se confronta con otro uso y contexto, o con la“realidad” (percibida), y si son
herramientas adecuadas para la investigacion que estéan destinadas a instru-

mentar. Aqui €l modelo se asocia a nombre cK¢, siglas de “concepcion”, “sa-

ber”, “concepto”. La siguiente seccidn describe sus principal es componentes.

Caracteristicas principales del modelo cK¢

El objetivo de un modelo es proporcionar una herramienta para establecer
vinculos entre los marcos tedricos que lo respaldan y el campo experimental
donde se estableceran experimentos y se llevaran a cabo observaciones. Debe
ser una herramienta precisa y efectiva para permitir identificar qué observar,
evaluar la calidad de los datos y realizar un andlisis.

El modelo cK ¢ de comprension de los estudiantes basado en 1aTSD y la
teoria de los campos conceptual es, ocultalaternade Vergnaud pero con un vo-
cabulario diferente para evitar la confusion con una conceptualizacién psicol 6-
gicay unamodelacién. En realidad, su objetivo no es proporcionar un modelo
cognitivo como tal, ni los modelos mentales de los estudiantes como se los
menciona en a gunos proyectos de investigacion, Sino caracterizar y represen-
tar los estados del sistema de los estudiantes. Dos diferencias principales con
€l modelo de Vergnaud son: € uso del término “problema’ en lugar de “situa-
cion”, y la introduccidn explicita de “estructuras de control”. El significado de
“problema” es mas estrecho que el de “situacion”, y se refiere a las consecuen-
cias de una perturbacion del sistema de los estudiantesy no al contexto educa
tivo, institucional o materia en el que se produce.

Entonces, bajo el modelo cK ¢, la caracterizacion formal de una concep-
cion consiste en una cuadrupla (P, R, L, X) en la que:

* Pesun conjunto de problemas.

* R esun conjunto de operadores.

* L esun sistema de representacion.
e ¥ esuna estructura de control.

P demostrd ser mas complejo para obtener con precision lo esperado. Se
han propuesto dos soluciones opuestas: (i) incluir todos los problemas para
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los cuales la concepcion proporciona herramientas eficientes (Vergnaud, 1991:
145), pero esta opcion es demasiado general para ser efectiva cuando se trata
de conceptos basicos; (ii) considerar un conjunto finito de problemas del que
se derivaran otros problemas (Brousseau, 1997: 30), pero esta opcion abre la
cuestion de establecer que existe un conjunto de problemas que generan cual-
quier concepcidn. Una solucidn frecuente para la mayoria de los investigado-
res consiste en derivar P de la observacion de los estudiantes en situaciones y
del andlisis de las précticas histéricas y actuales de las matematicas. En rea
lidad, lo que se hace cuando se trabaja con concepciones especificas es abrir
unaventana a P haciendo explicitos algunos buenos representantes de sus el e-
mentos potenciales. Estos representantes funcionan como una especie de pro-
blemas prototipicos; lo cual esunaimplementacién pragméticade lapropuesta
de Brousseaul.

R corresponde a acciones reificadas por comportamientos que se pueden
observar durante el funcionamiento del sistema de aprendizaje<>milieu. No
son esquemas, en términos psicol égicos, sino quiza datos de los cuales se pue-
den inferir esquemas.

L se refiere a cualquier herramienta semiotica que permita representar pro-
blemas, apoyar interacciones y reificar operadores. En realidad, no hay di-
ferencia con €l “conjunto de representaciones linglisticas y simbolicas’ que
Vergnaud incluye en su definicion.

%, la estructura de control, incluye comportamientos como: tomar decisio-
nes, elegir operadores, evaluar retroalimentaciones, tomar decisiones, juzgar
la evolucion de un proceso de resolucion de problemas. Estos comportamien-
tos metacognitivos son a menudo silenciosos e invisibles, por lo tanto, rara
vez resultan accesibles para la observacion. Hay formas de superar esta difi-
cultad mediante ajustes experimentales especificos, por ejemplo, invitar a los
estudiantes a trabajar en parejas, con la expectativa de que esto sea suficiente
para provocar estos comportamientos como parte de sus interacciones verba-
les; es el objetivo de las situaciones de formulaciones TSD (Brousseau, 1997:
10y sig.). Vale lapena observar que la cuédrupla no esta més relacionada con
el alumno que con € medio con €l que interactlia: € sistema de representa-
cion permite la formulacion y el uso de los operadores por € emisor activo
(el alumno), asi como la reificacion de los actores y la retroalimentacion del
receptor reactivo (el medio); la estructura de control permite expresar |os me-
dios del alumno para evaluar unaaccién, asi como los criterios del milieu para
seleccionar un comentario. Es en este sentido que la cuadrupla que caracteri-
za una concepcion es congruente con la definicion conceptual anterior de una
concepcion como una propiedad del sistema aprendizaje<>milieu.
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Esquemas de las concepciones de “funcién”
a lo largo de su historia

La palabra “funcion” puede estar asociada a una cantidad de interpretaciones
diferentes. Estees el caso alo largo delahistoriade las mateméticas (Edwards,
1979; Kleiner, 1989; Kline, 1972; Smith, 1958), asi como alo largo de lavida
matematica de los estudiantes (DeMarois & Tall, 1996; Dubinsky & Harel,
1992; Breidenbach et al., 1992; Thompson, 1994; Sierpinska, 1989; Vinner &
Dreyfus, 1989).

Un primer enfoque eficiente para distinguir estas diferentes concepciones
de“funcién” en el curso de la historia de las matematicas consiste en analizar-
las desde el punto de vista del sistema de representacién que implementaron
(Baacheff & Gaudin, 2010).

Una de las huellas més antiguas de la existencia de la funcién son las ta-
blasy sus usos. Por ejemplo, Ptolomeo (en el Almagesto) sabia que las posi-
ciones de los planetas cambian con el tiempo, y compilaba tablas numéricas
astronoémicas (Youschkevitch, 1976: 40-42). Los astronomos arabes en los si-
glos X y XI también utilizaron tablas precisas. Sin embargo, estas tablas si
asociaron una cantidad dada a otra, por lo que laideade variable alin no estaba
presente.

La asociacién de curvas con tablas aprovechd el desarrollo del concepto
de funcion, lo que permitié avanzar en la formulacién y resolucién del pro-
blema de la determinacién de | as trayectorias de |os planetas. De acuerdo con
Kline (1972), Kepler megjoro el calculo de la posicion de los planetas ante todo
mediante un gjuste en las curvas geométricas y los datos astronémicos, pero
sin referencia tedrica para explicar por qué consideraba que las trayectorias
eran elipticas. Lavalidez de lastrayectorias conjeturadas dependia entonces de
la precision de la medicion de las posiciones de los planetas y de la eleccion
de un objeto geométrico familiar: laelipse. Esto permitié describir el universo
con leyes mateméticas simples. Kline también noté que la mayoria de las fun-
cionesintroducidasen el siglo XV 11 se estudiaron primero como curvas (Kline,
1972: 338), lastrayectorias geométricas de | os puntos en movimiento (Kleiner,
1989); de ahi el importante papel de la geometria en esta historia.

Lainvencion del simbolismo del dgebra(Viete) y sudesarrollo (Descartes,
Newton y Leibniz) fue decisiva: “La evolucion del concepto de funcién pue-
de verse como un tira y afloja entre dos elementos, dos imagenes mentales:
el geométrico (expresado en forma de una curva) y el algebraico (expresado
como una formula)” (Kleiner, 1989). La separacion del estudio de funciones
de la geometria se acredita a Euler, quien publico en 1748 un tratado comple-
tamente algebraico titulado Introductio in Analysin Infinitorum, Sin una sola
imagen o dibujo (Kleiner, 1989: 284). La“funcion” se presenté como el objeto
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central del Célculo. La caracterizacion analitica de las funciones recibié una
fuerte formulacion de Euler, quien afirm6 que una funcion es una expresion
analitica formada de cualquier manera a partir de una cantidad variable y de
constantes. En 1755, Euler formul6 una definicion general de funcion que ex-
presala nocién de dependencia entre cantidades variables y la nocion de cau-
salidad (Dhombres, 1988: 45).

El concepto de funcion continuo su desarrollo marcado por la definicion
de Dirichlet, quien la consideraba una correspondencia arbitraria: “y es una
funcién de una variable x, definida en el intervalo a< X< b si acadavalor de
lavariable x en este intervalo le corresponde un valor definido de la variable y.
Ademés, esirrelevante en qué forma se establece esta correspondencia’ (cita-
do por Kleiner, 1989: 10).

Esta definicion inicié un nuevo “tira'y afloja”, esta vez entre la concepcion
algebraica y la 16gica. Las dificultades que trajo estimularon muchas discusio-
nes hasta el siglo XX (Monna, 1972).

No se profundizara en la historia del concepto de funcién, sino que el en-
foque se limitara a tres concepciones identificadas por el sistema de represen-
tacion del que dependen en mayor medida: “tabla’, “curva’ y “analitica’; se
hara referenciaaellos como C, C_y C,, respectivamente. Cada una de estas
tres concepciones se puede caracterizar por una cuadrupla, como sigue.

La concepcion Tabular C. (P, R, Tabla, XT) tiene fundamentos esen-
cialmente empiricos: la validez de una tabla depende de la precisién de las
medicionesy los calculos rel acionados segiin los requisitos de un contexto ex-
perimental dado. En el caso de Kepler, por ejemplo, lavalidez debe evaluarse
en funcién delacalidad de lasinterpolacionesy predicciones permitidas por la
elipse, asi como de la calidad de los instrumentos disponibles en ese momento.
Por lo tanto, la estructura de control correspondiente XT era, en lo fundamen-
tal, de naturaleza empirica, por lo cual proporcionabalos medios que permitian
verificar la precision de las tablas con referencia a las observaciones y las me-
diciones que se habian llevado a cabo. Sin embargo, la tabla de entrada/salida
fue el primer medio de representacion utilizado, y produjo un buen nimero de
funciones. Kline (1972: 338), nos recuerda que la tabla de la funcion seno se
conociacon gran precision mucho antes de que la curva asociada se convirtiera
en un objeto matemético. Entonces, la validez de la solucidn de un problema
delaesferade practica correspondiente (PT) si dependiade maneraesencial de
lacalidad de producciones bastante concretasy de |as acciones necesarias para
recopilar y tratar datos.

¢ Concepcion tabular C_ (P, R,, Tabla, XT),

P, = Problemas de fisicay astronomia.
R, = Célculo de razon y nimeros enteros, geometria.
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L. /Tabla= Tablas numéricas, representacion geométrica de curvas,
ndmeros, lenguaje natural .
>T = Confrontacion entre el calculo y los datos reales.

La concepcion como Curva C_ (P, R, Curva, XC) se desarroll6 a principios
del siglo XVIII en respuesta al importante problema de la navegacion alarga
distancia, donde las costas estaban fuera de la vista. Por lo tanto, P, se origi-
no en preguntas précticas, y R incluyo técnicas de medicion, computacion y
dibujo. Pero el estudio matematico de curvas, como objetos geométricos po-
siblemente asociados a una expresién algebraica, se desarroll6 por si mismo
incluyendo problemas que combinan problemas geométricos (por g emplo, en-
contrar unatangente) con problemas cineméticos (por € emplo, velocidades de
puntos moviéndose a lo largo de una curva). Las curvas como entidades geo-
métricas fueron el referente ontol 6gico de esta concepcion; si la palabra“fun-
cion” estabaen uso, era parareferirse alas curvas.

¢ Concepcion como CurvaC, (P, R, Curva, XC),

P, = Estudio de curvas como trayectorias de puntos.
R. = Célculo de razon y nimeros enteros, geometria.
L ./ Tabla= Tablas numéricas, representacion geométrica de curvas,
nimeros, lenguaje natural.
T = Confrontacion entre el calculo y los datos reales.

La concepcion Analitica (P,, R,, Férmula, ZA) sigue una ruptura en la epis-
temologia de las funciones: la funcion definida por una expresion analitica no
necesitareferirse aun campo experimental (ya sean fenémenos naturales o di-
bujos mecanicos), sino que se puede estudiar por si misma. Esto no significa
que el modelado ya no juegue ninglin papel; mas bien, significa que ya no es
central y ya no caracteriza ala concepcién. Un propésito del andlisis del siglo
XVIII (y delossiglos XIX y XX) fue la solucién de las ecuaciones funciona
les, que eran de gran importancia en fisica (Dhombres, 1988), y los desarro-
llos en series infinitas desempefiaban un papel central como operadores (R,)
en esas soluciones. La estructura de control correspondiente LA depende de
las caracteristicas especificas del algebra como sistema de representacion y
de los operadores que permite implementar. El cdlculo de expresiones simbo-
licas y las pruebas matematicas son las herramientas clave para decidir si un
enunciado esvalido o no. De hecho, las representaciones simbdlicas no son las
Unicas disponibles para ser utilizadas. Después de CA, unafuncidn puede aso-
ciarse a un grafico, es decir, un conjunto de pares (X ; y) en € plano cartesiano
(dondey es el vaor de lafuncién para una x determinada). Las representacio-
nes graficas tienen un valor heuristico potencial al mostrar fendémenos que las
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expresiones a gebraicas no evidencian facilmente (por jemplo, lainterseccién
de dos lineas).

¢ Concepcion analitica (P,, R,, Formula, A),

P, = Estudio de funciones (como objetos).
R, = Herramientas algebraicas.
Formula = Algebra, graficos.
> A = Prueba matematica.

Esta clasificacién no debe ocultar la complejidad de la evolucién de las con-
cepciones, su hibridacién o cohabitacion. Por el contrario, la tension en €l
registro grafico entre graficos y curvas fue el origen de problemas que estimu-
laron la evolucion. Por gemplo, la solucion general de ecuaciones diferen-
ciales parciales que expresan las vibraciones de una cuerda finita sujeta a las
condicionesiniciales, indujo a Euler a considerar funciones arbitrarias que no
necesariamente tenian representaciones analiticas. Los nuevosdesarrollosdela
comprension de lafuncién tomaron dos siglos. El debate sobre qué puede con-
tar como funcion desarrollado alo largo del siglo X1X dio lugar ala aparicion
de la concepcion de la funcién como relacién de Dirichlet.

Delineando las concepciones de “funcién”,
el caso de los estudiantes

Hay una gran cantidad de investigaciones sobre la comprension del concepto
de funcion entre los estudiantes de secundaria y postsecundaria. Se hara re-
ferencia a algunas obras fundamentales, en particular las investigaciones de
Vinner, Dreyfus, Tall y Sierpinska, parailustrar laformaen que el modelo con-
tribuye a aclarar las diferentes interpretaciones.

El estudio de Vinner (1992) sobre laimagen del concepto de funcion entre
los estudiantes es clasico. Vinner (1992: 200) identifico ocho caracteristicas
de las formas en que los estudiantes entienden la funcion:

* “La correspondencia que constituye la funcion debe ser sistemética,
debe establecerse mediante unareglay la regla misma debe tener sus
propias regularidades’.

e “Unafuncion debe ser un término algebraico”.

* “Una funcion se identifica con una de sus representaciones graficas o
simbdlicas’.

e “Unafuncién debe estar dada por unaregla’.
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e “Lafuncion puede tener diferentes reglas de correspondencia para do-
minios diguntos, siempre que estos dominios sean dominios regulares
(como segmentos de lineas o interval 0s)”.

* “Unaregla de correspondencia que no es una regla algebraica es una
funcion sélo si la comunidad matematica lo anuncié de manera oficial
como una funcion”.

e “El grafico de una funcion debe ser regular y sistematico”.

e “Unafuncion es una correspondencia uno auno”.

Estas caracteristicas han recibido una amplia confirmacién; al punto de que
las referencias a €llas en la literatura contemporanea permiten considerarlas
consensuales.

A diferenciadelahistoria, los estudiantes tienen ciertafamiliaridad con el
algebracuando seintroduce €l concepto de funcion. Ademas, lamayoriade los
planes de estudio les proporcionaal gun conocimiento sobre la ecuacion de una
linea recta y sobre la relacion entre las propiedades graficas (interseccion de li-
neas) y las propiedades algebraicas (solucién de una ecuacion). Por |o tanto,
los registros algebraicos y graficos, asi como sus interacciones, juegan un pa-
pel central; hacen de larepresentacion un punto de entrada privilegiado parala
blisqueda de una caracterizacion de las diferentes concepciones. La naturaleza
de la relacion entre la representacion algebraica y grafica depende de lo que
Sierpinska (1989) llama puntos de vista sintéticos y puntos de vista analiticos:

* Curva, vista de forma analitica: “una funcion es una curva ‘ abstrac-
ta’ en un sistema de coordenadas; esto significa que esta concebida en
puntos (X, y), donde x ey estan relacionados entre si de alguna manera’
(Sierpinska, 1989: 18).

e Curva, vista de forma sintética: “[...] la funcién se identifica con su
representacion en el plano; es una curva vista de una manera concreta
y sintética’ (Sierpinska, 1989: 17).

Sierpinska agreg6 este clarificador comentario: “[la] relacion (entre X ey, vista
analiticamente) puede ser dada por una ecuacion. Pero la curva no representa
la relacion. Mas hien, esta representada por |a ecuacion” (Sierpinska, 1989:
17). De dllo se sigue la sugerencia de considerar dos tipos de concepcio-
nes estudiantiles, la concepcion de Curva-Algebra (C.,) Y la concepcion de
Algebra-Grifico (C +)- Ambas concepciones comparten [os mismos sistemas
de representacion, algebraicos y graficos, pero con una interaccion diferente
entreambos. Enel casode C_,, € criterio esquelacurvadebe ser representada
por una ecuacion; tal requisito es parte de la estructura de control correspon-

diente X_,. En €l caso de C,,, €l criterio es que la representacion algebraica
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debe asociarse con un grafico que debe poderse trazar, un requisito que parte
de la estructura de control respectiva X, .. La distincion empiricaentre C_, y
C,. ho esfacil porque sus sistemas de representacion estan muy cerca el uno
del otro, a manipular férmulasy dibujar diagramas. Es a observar las estruc-
turas de control Z_, y X, ., en relacion con los operadores y laformaen que se
implementan, que la distincion se puede configurar.

Ana Sfard (1991) las calificaria como concepciones operacionales de la
funcion debido a su orientacién hacia una descripcion de procesos y acciones.
Ella enfatiza“la profunda brecha ontol 6gica entre |as concepciones operativas
y estructurales’ (Sfard, 1991: 4), caracterizando a estas Ultimas por |a habili-
dad de “reconocer laidea‘de un vistazo’ y manipularla en su conjunto, sin en-
trar en detalles’ (Sfard, 1991: 4). Como cuestion de hecho, €l reconocimiento
de esta capacidad no impide que el investigador pueda caracterizarla de mane-
ra empirica; lo que significa la capacidad de identificarla haciendo referencia
a evidencias empiricas. Para abordar este temay dar cabida a las concepcio-
nes estructurales, Gaudin (2005: 97-98) introduce una concepcién de funcion
como objeto como la unién de las concepciones operacionales que abre la po-
sibilidad de desencadenar €l sistema de representacion de |os operadores méas
adaptados, o estructura de control segtin el problema identificado. La concep-
cién de funcién como objeto incluye controles que manegjan la distincion entre
las representaciones y el llamado objeto como un todo, ya que esta definido
por propiedades independientes de procesos y operaciones especificas. En par-
ticular, estos controles permiten validar la correcta resolucién de un problema
de manera distinta a la verificacion de si es correcto el procesamiento de las
representaciones (Gaudin, 2005: 98).

Lasiguiente seccion ilustra el papel de los controlesy su diferenciaen la
naturaleza tomando el caso de la concepcion Curva-Algebra, la concepcion
Grafico-Algebra y la concepcién de la funcién como objeto. Asimismo, se in-
troduce ladistincion entre “ controles de referencia’ y “controles de instrumen-
tacion” (Gaudin, 2005: 161).

El papel clave de los controles

La identificacion de los controles ejecutados durante un proceso de resolu-
cién de problemas es dificil en lo metodol 6gico. Mientras que |os operadores
son accesibles para un observador gracias a su reificacion por el comporta-
miento de los estudiantes, su interaccién con el medio y sus producciones rea-
les, los controles (por ejemplo, razones para una decision, criterios para una
eleccion) a menudo quedan implicitos. Esto es, a disefiar una situacion de
formulacion que combine las interacciones con un milieu y las interacciones
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sociales, existe la posibilidad de obtenerlas. Tales situaciones, son definidas
por TSD (Brousseau, 1997: 10y sig.) como una situacion de formulacién, un
conjunto de restricciones e instrucciones que hacen que la verbalizacion no
sblo sea obligatoria sino también necesaria para el éxito de la tarea. Una si-
tuacion elemental de formulacion consiste en exigir a un grupo de estudiantes
que resuel va un problema de forma colaborativay garantizar un acuerdo sobre
lasolucion.

Es mas probable que los problemas que desencadenan una concepcion de
funcion como objeto (Sfard, 1992) otorguen un papel clave alos controles, fa-
cilitando asi la observacion de su funciény su funcionamiento. Entre ellos, los
problemas de aproximacién son de especial interés debido a la incertidumbre
sobre |os criterios para la megjor aproximacion que requiere un acuerdo entre
los estudiantes sobre las caracteristicas de la funcion y un andlisis de los datos
del problema. Los problemas de* continuidad suave”,*® en particular, requieren
laconsideracion de multiples aspectos paratomar decisiones que movilizan un
razonamiento tanto cualitativo como cuantitativo que resuena con las caracte-
risticas del sistema de representacion, ya sea algebraico o grafico. El siguien-
te caso, estudiado por Nathalie Gaudin (2005), ha sido disefiado segin estos
principios. Explotalas funcionalidades del software Mapple para proporcionar
un milieu en el que |os estudiantes puedan fundamentar una estrategia experi-
mental que podria desencadenar concepciones de Curva-Algebra o concepcio-
nes de Algebra-Grafico, pero los sistemas graficos de representacion de estas
concepciones proporcionan un soporte cualitativo insuficiente, y las represen-
taciones algebraicas carecen de las herramientas para evaluar la distancia en-
tre funciones 'y su regularidad y su forma, lo que favorece la aparicién de una
concepcion de funcidn como objeto.

Enseguida se presentalatareaque Gaudin (2005, en especial en €l capitulo
5) propuso a pares de estudiantes® para lograr €l uso colaborativo de Mapple:

Los siguientes valores y, proporcionan valores con posibles errores de (+10%).
Estos valores provienen de un polinomio de tercer grado cuyos coeficientes son
desconocidos, evaluados en una serie de puntos x .

Se proponen cinco aproximaciones (f ... f,)
Tiene que elegir uno de ellos, que tengala mejor aproximacion a polinomio:
en el intervalo [0; 20]

en [0; +oo]

5 Smoothing.
16 Tres pares de profesores estudiantes de 2° afio y seis pares de estudiantes de 2° afio de una escue-
ladeingenieria
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X, 0 1 2 & 4 © 6 7 8 9 10 11
y, | 122|141 138| 142|148 | 158|184 | 179|203 204 217 236
X, 12 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
y, | 230|257 252|285| 293|303 307|331 348

Explique por qué elige 0 no cada una de estas aproximaciones.

3

f,(¥) = 1.2310 + 0.0752x + 1.789 x 10~3x?
f,(x) = 1.2429 + 0.06706x + 2.833 x 10°x*— 3.48 x 10>
f,(X) = 1.2712 + 0.0308x + 0.0115x* — 7.1626 x 10°“x3 + 1.704 x 10°x*

f(X) =8.817 x 107°x3 - 0.00160x* + 0.10977x + 1.2200 con f(0) = 1.22,
f(6)=1.84; f (13) =257 sea f ( 20) = 3.48
f, es definido por: (1) si pasa a través de cada punto (X, ¥,); (2) en cadaintervalo
[x; ],y esun polinomio de grado igual o menor que 3; (3) es dos veces diferen-
ciabley su segundaderivadaes continug; (4) su representacion algebraicaeslaque
estaen cadaintervalo [x; y]: [polinomios de tercer grado]

L osdatosrecopiladosdurante el experimento provienendelaobservaciéndelas
interacciones entre los estudiantes y el milieu y de las interacciones verba-
les entre los estudiantes. El primer paso en el analisis consiste en identificar
“aomos’ (agregacién elemental de los datos brutos) que permitan distinguir
entre acciones realizadas, declaraciones sobre acciones y declaraciones sobre

hechos.

El problema metodol6gico planteado por €l uso del modelo cK¢, como
es el caso de cualquier investigacién sobre protocolos verbales, es la segmen-
tacion de datos brutos para extraer elementos relevantes desde |a perspectiva
del andlisis que sellevaraacabo y en linea con el marco elegido. Aqui hay un
gjemplo tomado del caso de Rémi y Olivier (Gaudin, 2005: 233y sig.):
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Rémi: Entonces, € polinomio esta en algun lugar alli [A26].

Olivier: Si. La mejor aproximacion podria ser fuera [A27 a]. Asi que no hemos
progresado tanto [A27b].

Rémi: Depende de como definamos lo mejor. Depende de si consideras que un
punto fuera de alli es algo malo o si lo consideras en promedio [...] si es €l
conjunto de puntos lo que esta bien [...] [A28]. ¢Ves lo que quiero decir?
Intentamos dibujar todo el polinomio, ¢ves? Dibujamos todo, Olivier: ¢todos
los datos en bruto? [A29].

Rémi: No estoy seguro de que sea f&cil ver algo, pero podemos probar y usar los
colores.

Olivier: ¢Recordaras que el amarillo esel primero? ¢Puedes escribirlo? Luego ver-
de[...], azul, tenemos que elegir los colores|...] rojo. Puede ser que evitemos
el amarillo. Prueba con “indigo”, es el mejor color que existe [A30].

Los atomos se pueden hacer de varias expresiones (por gemplo, A30) y una
expresion se puede dividir en varios atomos (por gjemplo, A28, A29). Unavez
que se ha logrado este tratamiento de los datos brutos, los 4&tomos se clasifican
segun sus roles como se ve en la figura 2.3 de la siguiente pagina.

Se observa que algunos controles se utilizan para obtener el significado de
“aproximacion” o cuestionarlo (por ggemplo, C). Son importantes para estabili-
zar laestrategia de resolucién de problemasy el terreno paralas decisiones, asi
como permiten anticipar posibles acciones y verificar su adecuacion. Son los
“controles de referencia’ (Gaudin, 2005: 161). Una vez que los controles de
referencia han orientado la estrategia, |os estudiantes deben seleccionar las ac-
ciones aredlizar; éste es € rol delos“controles de instrumentaciéon” (Gaudin,
2005: 161). Junto con laaccion, forman un operador cuyaestructuraes|si con-
trol, entonces accion].

Este anélisis confirmé el papel de las concepciones Curva-Algebra y
Grafica-Algebra como estados iniciales del proceso de resolucion de proble-
mas, asi como la evolucion hacia una concepcién de funcion-como-objeto
cuyo sistema de representacion incluye registros algebraicos y graficos de una
manera completamente integrada, y cuya estructura de control incluye contro-
les sobre la funcién como tal.

Latabla2-1 en la siguiente pagina resume estas tres concepciones que no
se diferencian por las acciones observadas, sino por los controles, referentes o
instrumentales, que las sustentan. Considerando el caso de las funciones (ver
tabla 2-1).

Dos tipos de controles controlan la resolucion del problema, los controles
de referencia y los controles de instrumentacion. Los primeros implementan
propiedades expresadas por la definicién de aproximacion y permiten anticipar
la estrategia y |os criterios para una solucién aceptable (Gaudin, 2005: 153).
Por gjemplo: [s f esunaaproximacion de P, entonces f debe seguir lavariacion
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Figura 2-3 Caso de Olivier y Rémi.

Rémi: Entonces €l polinomio estaen
algun lugar.

Olivier: Si. Lamejor aproximacion
podria ser afuera.

A - evaluacién de un hecho

Olivier: Entonces no hemos progresado
mucho.

B - Juicio

Rémi: Depende de como definamos lo
mejor. Depende de si consideras que
un punto fuerade alli esalgo malo o
si lo consideras en promedio[...] si
es el conjunto de puntos que, bueno

L.].

C - Evauacién deunjuicio

Rémi: ¢Veslo que quiero decir?
Intentamos dibujar todo el
polinomio, ¢ves? Dibujamos todo.

Olivier: ¢Todo en bruto?

D - Decision sobre una accion

Rémi: No estoy seguro de que sea f&cil
ver ago, pero podemos probar y usar
los colores.

Olivier: ¢Recordarés que € amarillo
es el primero? ¢Puedes escribirlo?
Luego verde|...], azul, tenemos que
elegir los colores|...] rojo. Puede
ser que evitemos €l amarillo. Pruebe
con “indigo”, es el mejor color que
existe.

E - Evaluacion de una accién
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Tabla 2-I
Concepcion Concepcién Concepcién
Curva-Algebra Grafico-Algebra | funcién-como-objeto
Controles de Formaglobal dela | Laproximidad de | Formagloba dela
referencia aproximacion de fj x)yey,o aproximacion ala
lacurva de los puntos curvay lacercania
Cercaniavisua dela | (x, f (x)) y (x,y) | def (x)yy, olos
aproximacion de puntos (xi, fj (x))
lacurvaal punto y (X, )
(. )
Controles de Relativo a uso de Seleccionando la | Integracion de los
instrumentacion | Mapple para graficar | formula registros algebraicos
las funciones [ fj (x)—yl? y graficos.

Relativo a uso de | Uso completo
Mapple paralos de Mapple como
caculos herramienta para
célculo

Sistemas de Dibujosde Mapple | Analitico y grafico | Analitico y grafico
representacion | y funcionalidades
asociadas
Formulas
algebraicas

de P] o [la cercania de fi(xj) yy,y la posicion de la curva con respecto a
(X, y,)]. Estos ultimos aseguran la coherencia entre |os controles de referencia
y las acciones arealizar; son |os que manejan la seleccién de |os operadores.

Un rol de los controles es asegurar que una concepcion se desencadene
dentro de su dominio de validez. Delinear este dominio es necesario si se afir-
ma que la concepcidn de los estudiantes no depende de las circunstancias y,
por lo tanto, tiene todas las caracteristicas del conocimiento genuino. Sin em-
bargo, ésta es una tarea desafiante, algunos de cuyos aspectos se abordan en la
proxima seccién.

Concepcidny esfera de practica
Caracterizar |a esfera de practica de una concepcion es un problemadificil, ya

que laexperienciamatemética de los estudiantes no estarestringidaa aulama-
temética: queda claro que sus ambitos de préactica estan determinados por las
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actividades fuerade laescuela, asi como por |o que se hace dentro de laescuela
en otras disciplinas ademas de las mateméticas.

En el caso delafuncién, e plan de estudios tiene un fuerte impacto inclu-
soen el nivel elemental (Ayalon et al., 2017). Al avanzar en el curso de su plan
de estudios, los estudiantes desarrollan una comprensién de las funciones que
esté cadavez mas determinada por €l contenido formal que se ensefiay lapréc-
ticarea delaescueladiaria. Las elecciones hechas por los libros de texto para
implementar planes de estudios son indicadores de los contextos de aprendi-
zaje; su diversidad es un primer indicador de la posible diversidad de las con-
cepciones de los estudiantes. Vilma Mesa (2009) ha llevado a cabo un estudio
comparativo extensivol” en busca de concepciones que podrian estar inducidas
por los libros de texto de matemadticas, las cuales proporcionan unaimagen de
estadiversidad y su posible impacto en el aprendizaje. Para este estudio, se ha
utilizado el modelo cK ¢ para la metodologia, pero no para €l formalismo, lo
que se considera un uso adecuado.

El andlisis del corpus de libros de texto realizado por Vilma Mesa se guia
por cuatro preguntas que paralelizan las cuatro dimensiones del modelo cK¢
gue caracterizan la concepcion. Dada unatarea (gjercicio o problema):

e ¢Quéusoseledaalafuncion enlatarea?

* ¢Qué necesitael alumno pararedlizar latarea?

*  ¢Qué representaciones movilizan latarea?

e ¢Cbémo podriael alumno saber que tiene una respuesta correcta?

Las2 304 tareas provenientesde 35 libros de texto (de séptimo 'y octavo grados)
se clasificaron segln la taxonomia de Biehler del “uso prototipico de funcio-
nes’ 8 (Biehler, 2005). Se construyd y evaluo un andlisis detallado y fino, basa-
do en un enfoque de multiplesjuicios de aproximacion, esto es, estacompuesto
por cuatro lineas de andlisis de: 10 diferentes tipos de problemas (por g emplo,
relaciones de causa / efecto, relacion definida por la grafica, relacion definida
por parejas ordenadas), 39 operadores (por €jemplo, encontrar porcentaje o nu-
mero, encontrar pendiente, nombrar puntos en el g€), nueve sistemas de repre-
sentacion (por ejemplo, diagramas de flecha, graficas en dos ejes, simbdlico,
tabular), nueve controles (por gemplo, prueba de linea vertical, continuidad
asumida, verificacion de uso puntos). Cinco tipos de concepciones son favore-
cidas de modo predominante (Mesa, 2009: 86):

17 El corpus reunié 35 libros de texto para séptimo grado o superior en diferentes idiomas (in-
glés, francés, aleman, portugués y espafiol) que tenian secciones especificas dedicadas a las
funciones.

18 |eyes naturales, relacion causal, relaciones construidas, relaciones descriptivas y reduccion de
datos (Mesa, 2009, p. 11).



Capitulo 2 cK¢, un modelo para comprender el entendimiento del estudiante e

* Reglas simbdlicas (20%): tareas elementales que cumplen un prop6-
sito de familiarizacion, que pueden inducir alo que antes se hizo refe-
rencia como concepciones algebra-grafica.

* Paresordenados(14%): tareas querequieren decidir si un par ordena-
do dado, en el contexto de una situacion matemética o no matemética,
es 0 no una funcion. Las representaciones son tablas, conjuntos de pa-
res, diagramas o verbales.

* Datos sociales (7%): tarea que requiere apreciar una relacion en un
contexto de la vida real que proporciona un significado y controles ba-
sados en el contenido. No se usan representaciones algebraicas de una
funcion.

* Fenomenosfisicos (4% ): tareas basadas en e modelado de un tiempo
o unarelacion de causay efecto. Los controles se basan en el contenido
y €l contexto (matemética o fisica). No se usan representaciones alge-
braicas de una funcion.

e Control de imagen (3%): tareas en un contexto proporcionado por
un diagrama geométrico, un grafico, un patrén numérico o un patrén
de figura. Las pocas representaciones simbolicas corresponden a casos
donde los simbolos “actdian como etiqueta” (como en la férmula para
el érea de un rectangul o).

El tipo de tareas de reglas simbdlicas esta presente en € 71% de los libros
de texto, pero representan s6lo el 20% del corpus, lo que significa que mucha de
la practica de los estudiantes se dedica a tareas en las que la funcion aparece
como una relacién de dependencia entre dos cantidades. Predominan tablas,
conjuntos de pares, diagramas o representaciones verbales, y aparte del tipo
de tareas de pares ordenados, |os controles se basan en el contexto o incluso
en el contrato didactico (por gjemplo, Mesa, 2009: 65). El peso del contexto en
los controles favorecidos por las tareas, en lugar de los controles matematicos
orientados a proceso, abre la posibilidad para el desarrollo de diferentes tipos
de concepciones de la funcion que de hecho fragmentan la potencial compren-
sion de los estudiantes.

El equilibrio entre los diferentes tipos de tareas discrimina cuatro grupos:
libros de texto orientados a reglas (50% de | as tareas son de tipo de aplicar re-
gla simbdlica), libros de texto orientados a formalizacion (78% de las tareas
son de tipo simbdlico u ordenado), orientados a resumen con aplicacion (in-
cluye a menos uno de los tipos contextuales de tareas), y orientados a la apli-
cacion (sin reglas simbdlicas ni tareas ordenadas). Es notable que el clister
orientado alos resimenes contenga solo la mitad de los libros de texto; la otra
mitad incluye el clUster orientado alas aplicacionesy un grupo orientado alas
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reglas/resimenes. Ademés, Vilma Mesa advierte que “los reactivos TIMSS,
Como conjunto, no comparten las mismas caracteristicas que |0s que presentan
los libros de texto” (Mesa, 2009: 99).

cK¢ funciond como un eficiente marco para evidenciar la diversidad de
las propuestas y comprensiones de funcion potencialmente promovidas por 1os
curriculos. Sin embargo, en tal estudio su rol es heuristico puesto que los li-
bros de texto son solo indicadores de como podriaimplementarse en los planes
de estudio. La vidareal en el aula, enmarcada por la propia comprension del
maestro acerca de lafuncion, puede dar lugar aunarealidad diferente alaque
muestra el andlisis. Pero ésta es una base sdlida desde la cua avanzar.

Las concepciones promovidas por los diferentes tipos de tareas son le-
gitimas en el contexto de las précticas, tal como los libros de texto sugieren
gue podrian ser. Sin embargo, Vilma Mesa nos recuerda (2009: 114-115) que
las concepciones que ha identificado han sido reportadas por la investigacion
sobre la comprensién de la funcion de los docentes, 1o que refuerza su legiti-
midad. En otras palabras, cualquiera de estas concepciones es correcta en la
medida en que permiten realizar tareas y resolver problemas en el contexto
del aula, y satisfacen tanto a plan de estudios como a las expectativas y re-
querimientos de los docentes. Incluso si algunos de ellos pueden convertirse
en obstaculos para superar y progresar en la comprension de lafuncién, todos
contribuyen a su significado. Asi pues, pueden considerarse como facetas di-
ferentes del concepto, cada una de ellas desde una perspectiva epistémica y
pragmatica.

Concepcién, conocimiento y concepto

El nimero de concepciones de la funcién desde una perspectiva histérica, di-
décticay epistémica plantea la cuestién de sus relaciones desde una perspecti-
va pragmatica (por ejemplo, eficiencia, alcance de uso) y desde una perspectiva
matematica (por g emplo, precision, generalidad). Entre estas preguntas, una
es de especial importancia: lacomprensién de las concepciones de los alumnos
requiere su interpretacion desde | a perspectiva de la concepcion del observador
(por ejemplo, profesor, investigador o evaluador). En particular, esimportante
tener en cuenta el hecho de que la generalidad o lafalsedad de una concepcion
no es una propiedad intrinseca, sino un tipo de relacion que mantiene con otra
concepcion. El caso de Cauchy del que seinformé al principio de este articulo
ilustra como estarelacion es susceptible alatraduccion de un sistemade repre-
sentacion a otro. Esto a menudo se oculta por €l hecho de que los profesores o
investigadorestienden aevaluar |as produccionesy actividades de los alumnos
desde la perspectiva de su propia comprension.



Capitulo 2 cK¢, un modelo para comprender el entendimiento del estudiante e

La comparacion de las concepciones asume la mayoria de las veces la
hip6tesis oculta de que se trata del mismo contenido matemético, alo que se
harareferencia como el objeto de la concepcidn. Lanocién de objeto matema-
tico es dificil debido alainmaterialidad del contenido matemético; el proble-
ma ontoldgico. Esta dificultad se puede superar dentro del modelo tomando el
postulado de Vergnaud como un principio bésico: los problemas son fuentes
y criterios de conocimiento (1981: 220). Entonces, que C y C' sean dos con-
cepciones y CR la concepcion asociada al observador, de modo que exista un
mapeo de representacion f: L — LRy f': L’ — LR. Entonces:

[Cy C’ tienen el mismo objeto con respecto aCR s paratodo p de P
existep’ deP' tal que f (p) = f' (p'), y reciprocamente].

En alglin punto, las concepcionestienen el mismo objeto si sus esferas de prac-
tica se pueden combinar desde el punto de vista de otra concepcion que, en
este caso, esla concepcion del investigador. El hecho de que dos concepciones
tengan el mismo objeto no significa que tengan otro tipo de relacion (por ejem-
plo, una es falsa con respecto ala otra, 0 més general, o parcial). Puede darse
el caso de que algunos problemas de P’ (resp. P) no puedan expresarse con L
(resp.L"); y si lo son, los problemas traducidos pueden no ser parte delaesfera
de précticade laotra concepcion. Larelacién “ Tener el mismo objeto con res-
pecto a una concepcion determinada CR” es unarelacion de equivalenciaentre
las concepciones con respecto a CR.

Admitamos ahora la existencia de una concepcion Cu mas general que
cualquier otra concepcion con la que se pueda comparar. Esto parece ser un
reclamo puramente tedrico y abstracto. En realidad, corresponde méas o me-
nos a una concepcién de las matematicas tal como surge de la practica de los
mateméticos profesionales. En nuestro trabajo diario como investigadores o
profesores, aunque en general se deja implicito, Cp toma la forma de una con-
cepcion de referencia que creemos que comparten los educadores de matemé-
ticas de la comunidad investigadora. De ahi |as siguientes proposiciones:

* Un “concepto” es el conjunto de todas las concepciones que tienen €l
mismo objeto con respecto a Cp. Es decir, una concepcion es la actua-
lizacion de un concepto por una pareja (sujeto/situacion).

Esta definicion esta alineada con la idea de que un concepto matematico no se
reduce al texto de su definicion formal, sino que es el producto de su historia
y de todas las précticas en diferentes comunidades. De hecho, no hay ningin
agente que tenga el concepto ni forma de garantizar que podamos enumerar
una lista completa de estas concepciones. Entonces, una ultima definicion
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permitira reducir la distancia entre esta definicion abstracta y las necesidades
gue tenemos para tener un modelo préctico:

* Un*“conocimiento” es cualquier subconjunto de un concepto que puede
asociarse a un substractus cognitivo o a una comunidad. Es decir, una
concepcion es la actualizacion de un conocimiento por una situacion;
caracteriza el sistema (sujeto/milieu en una situacion).

Dado un concepto, por eiemplo, € concepto de funcién discutido en este do-
cumento, varias concepciones diferentes se podrian formar del conocimiento
de este concepto asociado a un individuo, cada una de las cuales se obtuvo de
acuerdo con las diversas caracteristicas contextuales o caracteristicas del pro-
blema. De la misma manera, puede hacerse referenciaa conocimiento de una
clase de matematicas que se refiere a las diferentes concepciones que proba-
blemente se obtengan en esta clase. Eventualmente, puede hacerse referencia
al conocimiento de la funcién del siglo XVIII. Estas definiciones de conoci-
miento y concepto proporcionan un marco que preservalaintegridad epistémi-
ca de los estudiantes a pesar de las contradicciones y la variabilidad en todas
las situaciones.

El nombre cK¢ proviene de los nombres de los tres pilares del mode-
lo: concepcidn, conocimiento, concepto. La palabra“ conocimiento” se guarda
para nombrar una concepcion que es identificada y formalizada por una insti-
tucién (que en este caso es un cuerpo de un sistema educativo).

Conclusién y comentarios adicionales

El modelo cK¢ propone un marco para “modelar dumnos’. Ha sido disefia-
do para asumir el desafio histérico de proporcionar un modelo que tenga una
relevancia epistémica para unir lainvestigacion en educacion mateméticay la
investigacion en tecnol ogia educativa. Por un lado, tenia el objetivo de ofrecer
un marco comn para expresar |a base de conocimientos sobre la comprensién
de los conceptos mateméticos por parte de los alumnos; por otro, pretendia
responder a la necesidad de representaciones tanto comprensibles paralosin-
vestigadores en educacién matemética como asequibles en términos compu-
tacionales. El formalismo que se confronta deberia mejorar laformaen que se
informa el disefio de entornos de aprendizaje mejorados mediante la tecnolo-
gia, complementando descripciones casi siempre disponibles en lenguaje natu-
ral sin una estructura narrativa estandarizada.

La investigacién en educacion matematica desarrolla de manera conjun-
ta teorias y experimentaciones; en este contexto, los modelos pueden servir
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como mediadores entre teorias de | as cual es requieren una comprension arti cu-
laday precisa, y experimentos de los cuales enmarcan el disefio e impulsan la
recoleccion de datos. Sin embargo, tanto las teorias como los experimentos
plantean problemas dificiles. Por el lado de las teorias, se tiene que lidiar con
un discurso complejo que rara vez hace explicitos todos los detalles y, por 1o
tanto, dalugar ainterpretaciones no univocas. Por el lado de |os experimentos,
laimplementacién practicaes siempre mésricay complejadelo que el disefio
de model os anticipa. Ademés, en el caso de |as concepciones, se enfrentan pro-
blemas que Toulmin noté a proponer un modelo para la argumentacion: dis-
tinguir operadores de los controles no es absoluto (por gjemplo, los teoremas
pueden activarse como herramientas o predicados), y los controles son con
mas frecuencia no implicitos. Tales dificultades requieren mas investigaciones
tedricas y metodol égicas.

Contra lo que la historia nos ensefia sobre la evolucion de este concepto,
el caso de la funcién evidencia la complejidad de dar sentido a la compren-
sién de los estudiantes. Y, de hecho, seriamos muy cautelosos con la idea de
que el “estudio histérico de la nocién de funcion junto con su andlisis episte-
mol gico nos ayudd a analizar el comportamiento matemético del estudiante”
(Sierpinska, 1989: 2). Esta claro que €l andlisis epistemol égico es una herra-
mientaesencial, pero el andlisis histérico puede inducir unavisién de lanocion
de funcion que oculta el papel desempefiado por el contexto escolar moderno.
El andlisishistorico podriadelinear lanocién desde el punto de vista matemati-
co, pero desde el punto de vista epistémico debemos estar preparados para ver
las cosas de una manera bastante diferente. En realidad, Sierpinska reconocié
que “las concepciones de los estudiantes no son imagenes fieles de la concep-
cién historica correspondiente” (Sierpinska, 1989: 19). Por jemplo, unadelas
preguntas que se deben considerar es la de saber cuél podria ser la diferencia
esencial entre las concepciones algebraicas de |os estudiantes y las concepcio-
nes histdricas “ correspondientes’. También es sorprendente que las tablas de-
sempefien un papel muy limitado, si es que tienen alguno, en las situaciones
gue involucran funciones: s estan presentes, es en relacion con situaciones
concretas en las que € objetivo es menos analizar una funcién que analizar
datos (la funcion es vista como una herramienta para el andisis de datos). Al
inicio basado en la Teoria de la Situacion Didéctica y la Teoria del Campo
Conceptual, el marco de modelizacion cK¢ no esta restringido a ellas. Para €l
proposito de su desarrollo y con el fin de mejorar su eficiencia, es necesario
integrar otras teorias para fortalecer sus componentes (por g emplo, represen-
tacién, sistema de control). Pero cK¢ tiene otras promesas: facilita la cons-
truccion de un puente entre el conocimiento y la prueba, la construccion de un
vinculo entre €l control y la prueba, 1o que a su vez facilitala comprension de
larelacion entre la argumentacion y la prueba.
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CAPITULO

El teorema de Pitagoras,
pruebas sin palabras,
apoyadas por la tecnologia

Alfinio Flores Peniafiel®

Resumen

Se describe €l uso de péginas interactivas relacionadas con €l teorema
de Pitagoras, creadas por el autor y disponibles en linea (https://www.
geogebra.org/m/UEQj5gJE). Estas paginas sugieren demostraciones del
tipo Ilamado “ pruebas sin palabras’. Los alumnos pueden demostrar el
teorema de Pitagoras por particién y recomposicion. En los primeros
cuatro gemplos las piezas se giran y en los siguientes tres giemplos las
piezas se trasladan. En cada actividad se dan al maestro sugerencias para
guiar a los alumnos a fin de que expresen con sus propias palabras las re-
laciones geométricas que observan, conjeturen, den evidencia que apoye
sus conjeturas, hagan explicitas las relaciones entre los elementos de las
figuras y las partes de la demostracion, y presenten argumentos convin-
centes para justificar las conjeturas.

Palabras clave: teorema de Pitagoras, demostracion sin palabras, didac-
tica, conjeturas.

* University of Delaware, e-mail: alfinio@udel.edu
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Abstract

We describe the use of interactive pages related to the Pythagorean the-
orem, made by the autor, and available online (https.//www.geogebra.
org/m/UEQj5gJE). These pages suggest “proofs without words’.
Students can prove the theorem using partitions and re-compositions.
In the first four examples the pieces are rotated and in the next three ex-
amples the pieces are translated. For each activity we give suggestions
of how the teacher can guide students to express in their own words the
geometrical relations they observe, conjecture, provide evidence to sup-
port their conjectures, make explicit the relation among the elements of
the figures and parts of the demonstration, and provide convincing argu-
ments to justify their conjectures.

Keywords: Pythagorean Theorem, Demonstration without Words,
Didactics, Conjectures.

Con el programa de geometria dindmica GeoGebra (International GeoGebra
Institute, 2018) se pueden crear paginasinteractivas paralosalumnos. Enlaspa-
ginas interactivas los alumnos pueden girar o trasladar elementos de figuras
geométricas y observar qué relaciones entre las partes se mantienen constantes
y cud es cambian. GeoGebra, ademas de ser gratuito, cuentacon un sitioenin-
ternet donde estas paginas interactivas se pueden exhibir y compartir para que
estén al alcance de todos.

En este capitulo se describe como los alumnos pueden usar algunas pagi-
nas interactivas relacionadas con el teorema de Pitégoras, creadas por €l autor,
que estan disponibles en linea (Flores Pefafiel, 2017, https://www.geogebra.
org/m/UEQ;j5gJE). En estas paginas (donde las figuras aparecen a todo color)
los alumnos pueden demostrar el teorema de Pitagoras por descomposicion
y recomposicion. Es decir, una figura se corta en piezas y luego las piezas se
reacomodan por medio de rotaciones y traslaciones para formar otra figura. De
esta de manera, la igualdad de areas entre la figura inicial y la figura final que-
daclara pues las piezas utilizadas son las mismas, y las &reas de las piezas no
cambian al trasladarlas o rotarlas. En los primeros cuatro gjemplos las piezas
segirany en los siguientes tres gjempl os | as piezas se trasladan. Estas demos-
traciones son del tipo Ilamado “ pruebas sin palabras’.

Desde luego, interactuar con las figuras dinamicas para ver como se rela-
cionan las diferentes areas, constituye solo el primer paso. Los alumnos deben
ser guiados para expresar con sus propias palabras las relaciones geométricas
que observan, conjeturar, dar evidencia que apoye sus conjeturas, y presen-
tar argumentos convincentes para justificarlas. El maestro puede guiar a los
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alumnos para hacer explicitas las relaciones entre los elementos de las figuras
y las partes de la demostracion. En este capitul o lalongitud de la hipotenusa se
denota como ¢, y las longitudes de los catetos como ay b. Sesuponeb>a, y
sellamab al cateto mayor.

Figuras con bisagras

En las primeras cuatro paginas los alumnos pueden girar partes de una figura
alrededor de puntos fijos, que se llamaran bisagras, para formar otras figuras
con lamisma éarea

Pagina | Cuatro tridngulos bisagras

Esta paginamuestraprimero el cuadrado grande compuesto por cuatro triangu-
los rectangulos congruentes entre si y el cuadrado sobre la hipotenusa (figura
3-1a). Losalumnos pueden girar dos de los triangul os alrededor de las bisagras
rojas. El cuadrado grande queda ahora formado por los mismos cuatro trian-
gulos y los cuadrados sobre los catetos, de modo que la suma de las areas de
los cuadrados de los catetos es igual al érea del cuadrado sobre la hipotenusa.
Las figuras usadas en esta pagina interactiva son semejantes a las usadas por el
matemético Bhaskaraen Indiaen € siglo XII.

Los alumnos pueden justificar de manera mas explicita por qué esta de-
mostracion es valida. Al ser congruentes los cuatro tridngul os rectangulos, a
acomodarlos como se ilustra en la figura 3-1a, por una parte, dos lados de dos
triangulos forman una recta, y por otra parte se forma un angulo recto, ya que
se usan dos angulos complementarios. De este modo la figura completa es un
cuadrado cuyo lado esa + b, que contiene un cuadrado de lado c. Los alumnos

Figura 3-1 Cuatro tridngulos y los cuadrados de los lados.

a) b) <) d)
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pueden expresar el area del cuadrado grande, por una parte, como (a + b)?,
y por otra como la suma de las areas de los cuatro triangulos més el area del
cuadrado de la hipotenusa. En términos algebraicos la igualdad se puede ex-
presar como (a + b)? =4 x ab/2 + ¢2. Si desarrollan ambos lados y simplifican,
los alumnos pueden obtener la igualdad a2 + 2ab + b? = 2ab + c?, de donde
aZ+b?=c2

Pagina 2 Cuatro triangulos dos bisagras

Esta pagina (figura 3-2) muestra primero cuatro tridngulos rectdngulos con-
gruentes que junto con un cuadrado de lado b — a forman el cuadrado sobre
la hipotenusa c? (figura 3-2a). Los alumnos pueden girar dos de los triangulos
paraformar los cuadrados sobre |os catetos, @ y b? (figura 3-2¢), de modo que
a2+ b? = 2 Para llegar a este resultado de otra forma, los alumnos pueden ex-
presar el area del cuadrado sobre la hipotenusa (figura 3-2a) también como la
suma del pequefio cuadrado de lado b —a 'y los cuatro tridngul os rectangul os,
para obtener laigualdad c= (b — @)% + 4 x ab/2. Al expandir y simplificar el
lado derecho de la ecuacion se obtiene larelacion ¢ = a2 + b2

El cuadrado inicial es semejante a las figuras usadas en la antigua China
relacionadas con el teorema de Pitagoras (Swetz & Kao, 1977). El libro anti-
guo Zhou bi suan jing contiene jemplos para calcular lados de tridngul os rec-
tangulos que muestran que el teorema era conocido y utilizado en China desde
los tiempos antiguos (Cullen, 1996). Zhou se refiere a una antigua dinastia
china (1046-771 a.C.), por lo que es posible que los matematicos chinos hayan
conocido el teorema siglos antes de Pitagoras.

Figura 3-2 Cuadrado sobre la hipotenusa y cuadrados sobre los catetos.

@ (b) ©
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Pagina 3 Dos tridngulos bisagras

En esta pagina (figura 3-3) se muestran dos triangulos rectangulos congruentes
entre si y un poligono irregular que junto con los triangulos forma los cuadra-
dos de los catetos. Cuando los alumnos giran |os dos triangulos 90°, se forma
el cuadrado sobre la hipotenusa. Los alumnos pueden ver que angulos comple-

mentarios de dos triangulos forman una recta al exterior y un angulo recto al
interior en la posicion inicial. Después de rotar las figuras, los angulos comple-
mentarios se juntan para formar un éngulo recto. Asimismo, los alumnos pue-
den ver que los otros dos angulos de la figura final efectivamente son también

angul os rectos.

Figura 3-3 Dos tridngulos se giran.

©)

Pégina 4 Dudeney bisagras

Esta pagina (figura 3-4) muestra primero
el cuadrado sobre el cateto mayor, divi-
dido en cuatro cuadrilateros congruentes.
Los alumnos pueden girar tres de estos
cuadrilateros moviendo el control desli-
zante (figura 3-5). Al final de la rotacion
de 180° los cuatro cuadriléteros, mas el
cuadrado sobre el cateto menor, forman
el cuadrado sobre la hipotenusa (figura
3-6).

Figura 3-4 Descomposicion del

cuadrado sobre el cateto mayor.
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Figura 3-5 Tres de las partes giran.

Figura 3-6 Descomposicion del cuadrado sobre la hipotenusa.

Al usar las medidas de los cuatro cuadrangulos que forman b?, los alumnos
pueden verificar que los cuadrilateros reacomodados, mas el cuadrado vacio,
forman el cuadrado de la hipotenusa. Las medidas se pueden derivar de lafor-
ma en que se dividié b?, mediante dos segmentos de longitud c, perpendicula
res entre si, que pasan por el centro del cuadrado. Uno de estos segmentos es
paralelo a la hipotenusa indicada por el segmento punteado (figura 3-7) el cual
cortael lado del cuadrado en dos partes de longitud ay b —a. El segmento por
el centro del cuadrado corta el segmento delongitud b —a en dos partesiguales
(unarotacién de 180° y el hecho de que lados opuestos en un paralelogramo
son congruentes ayudan a ver esto). Por o tanto, los lados de cada cuadrilate-
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Figura 3-7 La descomposicion de b
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ro son ¢/2, c/2, a;b y b-a
que son rectos, por lo que los otros dos angulos opuestos son suplementarios.
Al colocar los cuadrilateros como sugiere la figura 3-6, los lados de longitud
¢/2 de dos cuadrilateros forman una linea recta ya que los angulos son suple-
mentarios. De esta manera se forma un cuadrado de lado c, y los otros lados
de los cuadrilateros al interior quedan perpendiculares, por lo que se forma un

a;byelladode

. Cada cuadrilatero tiene dos angulos opuestos

pequefio cuadrado. La diferencia entre el lado de longitud
b-a
2

Larazon por la que se asocia el nombre de Dudeney con el uso de bisagras
en esta particion del cuadrado sobre el cateto mayor es que la idea de usar bi-
sagras para descomposiciones y recomposiciones de poligonos es de Dudeney
(1919). Sin embargo, autores anteriores a Dudeney usaron esta particion de
manera estética para demostrar el teorema (Loomis, 1940: 104-105).

Los alumnos también pueden usar figuras con bisagras en otros temas.
Por ejemplo, pueden establecer conexiones entre las formulas para las areas de
triangulos, rectangulos, paralelogramos, trapecios, cometas y poligonos regu-
lares (Flores, 2009), asi como interactuar con adoquinados con bisagras para
ver de manera dinamica transformaciones entre diferentes formas de adoquinar
el plano con poligonos (Flores, 2017).

longitud es precisamente a, por lo que el cuadrado vacio es en efecto a%
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Recomposicién por traslaciones de piezas

En los siguientes tres ejemplos, los alumnos trasladan figuras geométricas para
llenar contornos.

Pagina 5 Pitagoras cinco piezas

En esta pagina los cuadrados sobre los catetos estan formados por cinco pie-
zas de colores (diferentes tonos grises en la figura 3-8). Los alumnos trasladan
las piezas parallenar el cuadrado sobre |a hipotenusa.

Los alumnos pueden darse cuenta de que, en esta descomposicion de los
cuadrados de los catetos por medio de dos segmentos perpendiculares a la hi-
potenusa, y un segmento paralelo, se forman tres triangul os semejantes, uno de
ellos congruente a tridngulo original. El cateto mayor del tridngulo azul (gris
oscuro en la figura 3-8) es b — a, por lo que la hipotenusa de este tridangulo es
c(b—a)/b. El cateto mayor del triangulo morado (menor delostriangulos) esa,
por lo que la hipotenusa es ac/b. La sumade estas dos hipotenusas es por tanto
(cb — ca + ca)/b = c. De manera semejante, los alumnos pueden verificar que
¢l cateto menor del triangulo azul (gris oscuro) es congruente con la base me-
nor del trapecio turquesa (el menor de los trapecios en la figura 3-8). Como las

Figura 3-8 Reacomodando cinco piezas.
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longitudes de lados de figuras que quedan juntas al reacomodarlas son iguales,
y como los angulos de distintas piezas que quedan juntas son complementarios
o suplementarios, al trasladar las piezas se |lena por completo el cuadrado de
la hipotenusa del tridngulo original con los cuatro cuadriléterosy el cuadrado
del cateto menor.

Pagina 6 Hexagonos dindmicos

En esta pagina (figura 3-9) los alumnos trabajan con dos contornos hexago-
nales formados con dos cuadrildteros con la misma 4rea. El primer hexagono,
formado por un cuadrildtero y su imagen rotada 180° (figura 3-9b), puede ser
[lenado por € cuadrado sobre la hipotenusa 'y dos triangulos rectéangulos. El
otro hexagono esta formado por el cuadrilatero original y su imagen reflejada
(figura 3-9c¢). El segundo contorno hexagonal puede ser llenado por los cuadra-
dos sobre los catetos y |os dos tridngul os rectangul os.

Figura 3-9 Demostracién usando dos hexagonos.

a) b) )

Los alumnos pueden dar un argumento para probar que en efecto los dos
hexagonos pueden ser llenados como sugiere la pagina interactiva. Se denota
como o a angulo opuesto al cateto menor, y como 4 a angulo opuesto al cate-
to mayor. El cuadrildtero estd construido de modo que dos de sus angulos son
90° + o y 90° + Sy los otros dos angulos son de 45° (figura 3-10).
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Figura 3-10 Los elementos Figura 3-11 Dos hexdgonos con

del cuadrilatero. la misma area.

Como a + £ = 90°, se tiene que los segmentos b y a son ortogonales. Al
rotar un segmento 180° con respecto del punto medio del lado mayor del cua-
drilatero se obtiene un segmento paralelo. Por tanto, la rotacion del segmento
b queda perpendicular al segmento a del cuadril&ero original, y larotacion del
segmento a queda perpendicular al segmento b. De esta manera se forman dos
triangulos rectangulos en el hexagono, y un cuadrado de lado € en medio (fi-
gura 3-9b). Por otra parte, cuando el cuadrilatero se refleja con el lado mayor
como eje de simetria, dos angulos de 45° forman un angulo recto, y los alum-
nos pueden ver que es posible acomodar los cuadrados de los catetos y en me-
dio dos triangulos rectangulos (figura 3-9¢). Los dos hexagonos aparecen de
manera natural al afladir dos tridngulos a la configuracion usual de cuadrados
alrededor del triangulo rectangulo (figura 3-11).

Pagina 7 Pitdgoras rompecabezas

Esta pagina contiene las figuras para armar de diferentes maneras el contor-
no de un rompecabezas (figura 3-12) y asi establecer igualdades de areas.
Hall (1972) disefi6 un rompecabezas de esta forma con piezas de materiales
Concretos.

En la figura 3-13a se muestra como los alumnos pueden llenar el contorno
con €l cuadrado rojo (cuadrado mayor), € cuadrado azul (cuadrado menor),
¢l triangulo rectdngulo y el cuadrado blanco (actividad 1). Si en vez de usar €l
cuadrado rojo de la figura 3-13a, usan el paralelogramo rojo (gris oscuro en la
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Figura 3-12 El contorno y las piezas para llenarlo.

Zd
4 |

Figura 3-13 El contorno llenado de dos maneras diferentes.

figura 3-13b), pueden llenar el contorno como se muestra en la figura 3-13b
(actividad 2). Los alumnos pueden ver que las areas del cuadrado rojo (a) y del
paralelogramo rojo (b) son iguales, asi como argumentar que el area total no
ha cambiado, que las otras tres piezas son las mismas, y que solo se sustituyo
el cuadrado rojo por el paralelogramo rojo. O bien, pueden argumentar que el
lado del cuadrado es congruente con la base del paralelogramo, y que la altura
del paralelogramo es congruente con el lado, y que por tanto, usando la formu-
la para el area del paralelogramo, se obtiene lo mismo que el area del cuadrado.

De manera semejante los alumnos pueden llenar el contorno como se
muestra en la figura 3-14 (actividad 3), comparar con la actividad 1 y concluir
que el area del cuadrado azul (cuadrado menor en la figura 3-12) es igual al
area del paralelogramo azul (paralelogramo menor en la figura 3-12). De ma-
nera parecida, pueden argumentar que el area total no ha cambiado, que las
otras tres piezas son las mismas, y que sélo se sustituy6 el cuadrado azul por
el paralelogramo azul.
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Figura 3-14 Paralelogramo azul en vez de cuadrado azul (gris claro).

Al llenar el contorno como en la figura 3-15 (actividad 4) y comparar con
la actividad 1, los alumnos pueden ver que la suma de las areas de los dos pa-
ralelogramos es igual al area del cuadrado blanco. El argumento para justificar
laigualdad es semejante: € total esel mismo, tres de las piezas son las mismas
(dos cuadrados y un triangulo), y sdlo se sustituyeron los dos paralelogramos
por el cuadrado blanco.

Figura 3-15 Dos paralelogramos en vez del cuadrado sobre la hipotenusa.

Por ultimo, los alumnos pueden aplicar e razonamiento deductivo me-
diante los resultados de actividades anteriores. Los alumnos han encontrado
que las areas del paralelogramo rojo y el cuadrado rojo son iguales (activida-
des 1y 2); que las areas del paralelogramo azul y el cuadrado azul son iguales
(actividades 1 y 3), y que la suma de las areas de los dos paralelogramos es
igual al areadel cuadrado blanco (actividades 1y 4). Usando propiedadesdela
igualdad, tales como la transitividad, los alumnos pueden concluir que la suma
de las areas de los cuadrados sobre | os catetos esigual a areadel cuadrado so-
bre la hipotenusa. Algunos alumnos usan su propia notacion y representacion
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Figura 3-16 Representacion pictérica de un razonamiento deductivo.

= x Actividades 1y 3

Por tanto,

. ' )

grafica para complementar su argumento verbal acerca de areas iguales (figura
3-16). En esta notacion el signo = se usa paraindicar igualdad de areas.

Pagina 8 Pitdgoras Dirichlet

Esta pagina (figura 3-17) sugiere que la cuarta parte del cuadrado sobre la hi-
potenusa (punteado) puede ser cubierta por un cuadrado que es la cuarta parte

Figura 3-17 Un cuarto del cuadrado de la hipotenusa.




@ Tendencias actuales en ensefianza de las ciencias

Figura 3-18 Cuadrados de dos tamafios llenan el plano.

del cuadrado del cateto menor, y cuatro fragmentos que forman la cuarta par-
te del cuadrado del otro cateto. El cuadrado punteado queda partido igual que
en el caso de la figura 3-6. Los alumnos pueden cambiar la forma del triangulo
rectangulo para ver que la relacion entre los cuadrados de los catetos y el cua-
drado de la hipotenusa es cierta para cualquier triangulo rectangulo.

El patréon geométrico formado por cuadrados de dos diferentes tamafios
que cubren una superficie (figura 3-18a), es parecido a las configuraciones que
disenan los tejedores de esteras en Angola, y que fueron utilizadas por Gerdes
parademostrar el teoremade Pitagoras. En uno de sus jemplos, Gerdes (1999:
77) usa el hecho de que un adoquinado del plano cuya region fundamental esta
formada por dos cuadrados de diferentes tamafios (cuyos lados corresponden
alos catetos de un tridngul o rectangul o), laregion de Dirichlet correspondien-
te a la reticula formada por los centros de los cuadrados mas pequefios es un
cuadrado que corresponde al cuadrado de la hipotenusa (figura 3-18b). La re-
gion de Dirichlet de un punto delareticulaes el conjunto de puntosen el plano
que estan mas cerca de este punto que de cualquier otro punto de la reticula
(Coxeter, 1969). Esta es la razon por la que se usa el nombre de Dirichlet para
esta pagina.

Comentarios finales
L as paginas interactivas ofrecen alos alumnos la oportunidad de tener un pa-

pel mas activo al explorar por qué para un tridngulo rectangulo con catetos ay
b, y con hipotenusa c, se cumple larelacion a2 + b? = ¢ Los alumnos pueden
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experimentar en linea y convencerse de manera visual acerca de la igualdad
de las areas de las figuras formadas por las partes movibles antes de mover-
las y después de reacomodarlas. Los alumnos tienen la posibilidad de hacer
explicitas sus conjeturas, apoyarlas con evidencia empirica, y con la guia del
maestro, justificarlas de maneras mas formales usando razonamientos deducti-
vos. Ver diferentes argumentos para el mismo teorema también da alos alum-
nos la oportunidad de desarrollar unamejor comprension. Como dice Minsky,
“uno no entiende algo hasta que lo aprende de mas de una manera” (citado por
Herold, 2005: 101). El teoremade Pitagoras revelaunarelacion profunda entre
una expresion numérica y la forma de un triangulo, y es uno de los teoremas
fundamentales de la geometria euclidiana. Demos a los alumnos la oportuni-
dad de aprenderlo de muchas maneras.
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Redefinicion del concepto

de recta tangente y secante
Una definicién geométrica e intuitiva

de recta tangente a una curva, sin estar
mediada por la diferenciabilidad
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Resumen

El concepto matematico de recta tangente ya estaba presente en la cul-
tura griega de la Antigliedad. Desde entonces, ha sido un concepto fun-
damental en la cultura matemética. Aungue elemental desde el punto de
vista geométrico ante la aparicion de nuevas curvas, fue redefinido va-
rias veces en la historia, y finalmente formalizado con la aparicion del
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célculo diferencial. Sin embargo, esta formulacion acarrea dos proble-
mas: primero, cuando este concepto se presenta en precalculo, su defi-
nicién no deberia depender de la derivada; y segundo, existen graficas
de funciones continuas con recta tangente en algunos puntos que esta
definicion no cubre. Aqui se propone una definicion de recta tangente a
la grafica de una funcion continua sin estar mediada por la condicion de
diferenciabilidad. Ademas, si la funcion es derivable esta definicion re-
sulta equivalente a la definicion usual de recta tangente. Ademas, se pro-
pone un agoritmo para la determinacion de larecta tangente, y seintro-
duce una nueva definicion de recta secante a la grafica en un punto. Esta
definicion resalta el caracter local de ambos conceptos.

Palabras clave: recta secante, recta tangente, rectas tangentes laterales,
derivada en un punto.

Abstract

A mathematical concept present from Greek culture; is the tangent line.
Since then, it has been a fundamental concept in the mathematical cul-
ture. Although elementary from the geometric point of view, before the
appearance of new curves, it was redefined several times in history, and
finally formalized with the appearance of differential calculus. However,
thisformulation bringstwo problems: First: when this concept is present-
ed in precalculus, its definition should not depend on the derivative and
second: there are graphs of continuous functions with a tangent line in
some points that this definition does not cover. Our proposal consists
in proposing a tangent line definition to the graph of a continuous
function without being mediated by the condition of differentiability. In
addition, if the function is derivable, this definition is equivalent to the
usual definition of a tangent line. Additionally, an algorithm for deter-
mining the tangent line is proposed, and a new secant line definition is
introduced to the graph in a point. This definition highlights the local
character of both concepts.

Keywords: Secant line, Straight tangent, Straight side tangents, Derived
inapoint.
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|l. Antecedentes histéricos

El historiador Coolidge (1951) propone cinco etapas en la generacién de la
definicidn de recta tangente: la primera con Euclides, Apolonio y Arquimedes
(siglos 111 y 11 a.C.); la segunda con Fermat y Descartes en €l siglo XVI; la
tercera con Roberval y Torricelli; la cuarta con de Sluze y Barrow, y la quinta
con Newton y Leibniz (siglo XVII). Esto se debio a la aparicion, en el tiempo,
de diversas curvas que hacian insuficientes las definiciones anteriores. Debe
observarse ademés que |0s objetos mateméticos también fueron evolucionan-
do en €l siglo XVII, cuando se desarroll6 la geometria analitica (1637) pero el
concepto de funcién no se habia definido formalmente.

Algunas definiciones muy posteriores, como la de Martinez de la Rosa
(2009), incluyen a las graficas de las funciones, sin embargo, la definicion de
rectatangente instituci onalmente aceptada requiere de laderivada. Sin intentar
un estudio exhaustivo del desarrollo histérico del concepto de recta tangente,
se hara un breve recorrido de las distintas definiciones que se consideran mas
importantes, a fin de sentar las bases para introducir una propuesta propia.

Quiza la primera referencia registrada de la definicion de recta tangente se
encuentra en |os elementos de Euclides (Euclides, 1991: 291):

Definicion RT,: se dice que unarecta es tangente al circulo cuando lo tocay pro-
longadano lo corta*

Ademas, se define, en el caso del circulo, el concepto de recta secante:

Definicion RS, recta secante a una circunferencia es aguella que cortaalamisma
en dos puntos distintos.

Es necesario destacar el caracter intuitivo de las expresiones roca Yy corta, asi
como subrayar que esta definicion de Euclides es clara y caracteriza la situa-
cion delarectay lacircunferencia (validatambién paraelipsey parabola). Sin
embargo, la claridad con que se expresa la definicion de recta tangente a la cir-
cunferencia no se generaliza a otras curvas. A pesar de ello, como se vera ade-
lante, esta definicion se ha generalizado erroneamente hacia curvas en general
(Cantoral & Miron, 2000: 270; Canul et al., 2011: 176; Kajander & Lovric,
2009: 5). Algo ain peor ha sucedido con larecta secante.

Los propios griegos pronto se dieron cuenta de que esta definicion no era su-
ficiente para todas las curvas que conocian. Apolonio de Perga (262-190 a.C.)

4 El traductor hace notar que dentro de la cultura griega se distinguiala palabratocar paratangen-
te, en lugar de encontrar o cortar para otro tipo de contacto.
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expres6 una extension de la definicion de Euclides para la circunferencia,
que incluia a otras conicas como la parabola o la elipse. Pero mas que defi-
nir con precision la recta tangente, Apolonio establecié métodos para calcu-
lar la recta tangente a cada conica que Artigue (1990) sintetiza en la siguiente
definicion:

Definicion RT,: una recta es tangente a una curva, cuando ellatiene un punto co-
mUn con la curvay permanece siempre del mismo lado de la curva.

Esta nueva definicion y sus métodos fueron reutilizados por Wallis en 1655.
En palabras de hoy en dia (Suzuki, 2005: 352), el método utilizado por Wallis
y Apolonio es €l siguiente:

Supongamos que deseamos encontrar la tangente auna curvay = f(x) en el pun-
to (a, f(a)). Lalineatangentey = T(X) puede ser definida como la linea apoyada
sobre un lado de la curva; por lo tanto, ya seaque f () > T(x) paratodo X # a, 0
f(X) < T(X) paratodo X # a.

Esta definicion no es adecuada para otras curvas conocidas que fueron apare-
ciendo, por ejemplo, la espiral de Arquimedes (287-212 a.C.). La definicion
RT, entraen crisisa cuestionar como es larectadel gje Ox, en el origen dela
funcién f (X) = X8, Esto hace que la agenda de los mateméticos del siglo XVII
se interese por problemas de tangentes y puntos extremos (Grabiner, 1983).

Surgieron otras definiciones hasta llegar a Pierre de Fermat (1601-1665).
Destaca que, a describir latangente, Fermat, se anticipaal cdculo diferencia
y propone, ademas, €l cdlculo de méximosy minimos, usando el concepto de
recta tangente (Bell, 2009).

El proceso de trazar una linea recta, tangente a la curva, en cualquier punto P enla
curva, y tomando otro punto Q también en la curva y trazar la linea recta PQ para
unir Py Q. Luego, con laimaginacion, dejar que el punto Q se mueva alo largo
del arco delacurvadesde Q aP, hastaque Q coincidacon P, cuando la cuerda PQ
en laposicion limite, justamente descrita, venga a ser latangente PP alacurvaen
el punto P, que es |o que estamos considerando.

Sin duda esta interpretacion tiene un caracter numérico de carécter local. Asi
mismo, Fermat empleaba este método para calcular el maximo o minimo que
se encontraba al fondo de una hondonada o en la cispide de unacima, median-
te la consideracion de que en ese punto la pendiente es 0 (Andreu & Riestra,
2007).
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La siguiente interpretacion corresponde al matematico y filésofo, contem-
poraneo y antagonista de Fermat, René Descartes (1596-1650), quien propuso
un método algebraico conocido como el segundo método de Descartes, en €l
que seinspird Vivier (2011) para mostrar la recta tangente a una curva. En no-
tacion actual, el segundo método de Descartes se puede describir como sigue:

Laecuacion de unarectaquetocalacurva f (x,y) =0en (a, b) esy=m(x—a) + b,
donde m denota un parametro a ser determinado. Para que larecta sea tangente, €l
sistema de ecuaciones f (x, y) =0y y = m(X — a) + b) debe tener una raiz doble en
X = a (o0 bien, raiz doble en y = b) (Suzuki, 2005: 342).

Este método ejemplarizado, basado en la propuesta de Descartes, es sencillo,
pero induce a pensar que el contacto de una recta tangente con la grafica es de
orden dos en el punto de tangencia, mientras que el contacto de las secantes es
de orden uno. Ademas, tiene el problema de que, cuando lafuncién polinémica
es de grado mayor, el calculo de las raices se convierte en una dificultad en ex-
tremo compleja (Cuevas & Madrid, 2013). Con relacion a esta dificultad, cabe
destacar el trabajo realizado por el matematico holandés Jan Hudde (1628-
1704), quien cred un algoritmo para detectar una raiz doble en un polinomio,
con lo cua extendio el método de Descartes.

Debe recordarse que, poco antes de Descartes, emergio el algebra con
Francois Viéte, o Vieta (1540-1603). El plano cartesiano, como hoy se entien-
de, solo se introdujo después, y el concepto actual de funcién apareci6 tras
poco mas de 250 afios.®

La siguiente interpretacion corresponde a Gilles Personne de Roberval
(1602-1675), quien propone un método en todo diferente alos de sus anteceso-
res. En lugar de métodos que se anticipan al calculo, utilizé un acercamiento a
conceptosfisicos. Laideaes muy sencilla: si setiene una curva, que se supone
se generd mediante el movimiento de una particula puntual, la recta tangente
en un punto delacurvaeslalinearecta delavelocidad instantdnea de ese pun-
to en cualquier momento (Coolidge, 1951: 455). Sin duda, surgia un problema
cuando se tenia que precisar la velocidad instantanea.

Apoyado en la consideracion de infinitésimos, se hizo un retorno a la geo-
metria. La figura 4-1 ilustra la definicion de Leibniz, en una formulacion dada
por I’Hépital:®

5 La definicion moderna de funcion de Dirichlet es la siguiente: “Una variable y es funcion de una
variable x definida en @ < x < b si acadavalor de lavariable x en €l intervalo indicado, corres-
ponde un valor definido de la variable y”.

& Guillaume Frangois Antoine, marqués de I’Hopital (1661-1704). Un noble matematico de quien
se refieren, ademas como mecenas de matematicos, a quienes pagaba porque se le incluyera en
afamados teoremas.
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Figura 4-1 Recta tangente como prolongacion

de la hipotenusa del tridngulo de Leibniz.
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Las ordenadas PM y pm estan infinitamente cerca la una de la otra; la recta tan-
gente a la curva dada en el punto M se define como la prolongacion del segmento
infinitésimo Mm.

Sin embargo, esta vision geométrica no prosperd y fue necesario espe-
rar hasta el siglo XIX para que Cauchy (1789-1857) resolviera el problema
de forma definitiva en 1823, cuando dio una precisa definicion de la derivada
en términos del nuevo concepto denominado limite...” (Martinez de la Rosa,
2009: 9).

Definicion RT,: se define a 'y = f(a) + f'(a)(Xx — @) como la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de una funcion f (X) en (a, f(@)).

En sintesis, la definicion hasta hoy aceptada de recta tangente, en un pun-
to P a la gréfica de una funcion derivable, es la recta que contiene al punto
P = (a, f(a)) y cuyapendiente es laderivada de lafuncion parael valor a.

De formaintuitiva, e ingenua, se suele decir que es larecta que resulta de
la posicion ultima (la posicion tltima o la posicion limite debe definirse) de las
rectas secantes que se forman al acercarse a punto P. La propuesta de defini-
cion desarrollada agui mantiene en vigor esa vision intuitiva, pero sin necesi-
dad de acercamiento alguno.
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2. Problematicay concepciones erréneas

Al preguntar a profesoresy estudiantes, tanto de nivel medio superior como
de superior, cudl es la definicion de recta tangente, se detecta una dificultad
cognitiva en la enseflanza de precalculo y del calculo diferencial. La mayoria
se manifiesta como conocedora de la definicion RT, de Euclides, mientras que
unos pocos sefialan la definicion RT, de la derivada. Esta dificultad se trata en
los siguientes péarrafos.

En general, el término concepcion, de amplio uso en lacomunidad de ma-
tematica educativa, se refiere al comportamiento observable de los estudiantes
ante un grupo de tareas que conllevan el mismo desafio relativo a determinado
concepto matematico (Artigue, 1990: 265; Castela, 1995: 9). Para Balacheff,
una concepcion es el estado del equilibrio dindmico de un ciclo de accion/re-
troalimentacién entre un alumno y un medio bajo restricciones excesivas de
viabilidad, cuya caracterizacion se basara en comportamientos observables del
sistema (accion, retroalimentacion) y en los resultados de su funcionamiento
(Balacheff, 2013: 5). En la investigacion empirica realizada para este trabajo,
¢l interés se centré en establecer el comportamiento de los profesores frente a
tareas que tienen que ver con el concepto de recta tangente.

Castela (1995) presenta un seguimiento puntual del problemade rectatan-
gente referido a una investigacion desarrollada en Francia. Llevd a cabo su
investigacion con estudiantes de liceo (preparatoria), realizé una entrevista a
maestros, y observéd que la mayoria de los estudiantes conservan como vélida
la definicion que adquirieron en la ensefianza elemental, para el caso del circu-
lo (Castela, 1995: 11), esto es:

Definicion EE,: unalinea (recta) estangenteal circulo (circunferencia) si tienecon
é un solo punto en comun.

Castela destaca que los problemas planteados son, en general, de corte alge-
braico y tienen que ver con puntos en comin de |la tangente con una parébola.
Ademas, los profesores eluden dar una definicion y trabajan con la idea intuiti-
va que los estudiantes poseen desde la educacion elemental. AUn més,

Se alienta a los estudiantes a generalizar lo que saben sobre la tangente a una cir-
cunferencia con |os nuevos elementos introducidos en la escuela secundaria antes
del capitulo sobre derivacion.

Con esta informacion, los estudiantes acceden a cursos de Célculo y, en los
mismos, se encuentran con las siguientes definiciones sobre la recta tangente
en un punto 4 (Castela, 1995: 14):
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Definicion ES,: limite de rectas que pasan por Ay otro punto M de la grafica.

Definicién ES,: lalinearectaque pasapor Ay cuyo coeficiente director es el valor
deladerivada

Definicion ES,: representacion grafica de la funcion lineal afin tangente en 4.
A lo anterior, Castela agrega:

[...] hacemos notar que esa generalizacion de la recta tangente a la circunferen-
cia no facilita el paso de una definicion a otra. Ademas, se perciben dificultades
para comprender la definicion ES, como un paso limite de rectas secantes. La de-
finicion ES, es la més aceptada, puesto que la mayoria de los problemas elegidos
como retos paralos estudiantes son del tipo célculo de la ecuaci6n de recta tangen-
te a una curva definida por una funcion, donde se hace uso de las tablas de funcio-
nes derivadas (Castela, 1995: 14-16).

La autora concluye que este tipo de gjercicios encaminan al estudiante a una
concepcion algoritmicay algebraicadel Calculo. De nuevo debe resaltarse que
los docentes eluden la definicion de recta tangente y utilizan una supuesta con-
cepcion natural, o intuitiva, que los estudiantes tienen de la misma (Castela,
1995: 14-16).

Vivier (2013) complementa con su estudio la informacién anterior en la
escuela francesa. Presenta un estudio de los libros de geometria més usuales
en ensefianza secundaria en Francia donde distingue dos definiciones de recta
tangente, las cuales se corresponden con las primeras indicadas por Castela.
Tras aplicar un test a una muestra de estudiantes de preparatoria, concluye que
mas de la mitad, 51%, recurre a la definicion ES, para describir la recta tan-
gente. También observa que ningun estudiante intuye o tiene la concepcion de
la recta tangente como la posicion limite de las rectas que pasan por € punto
detangenciay puntos de lacurva que se acercan aeste punto (Vivier, 2013: 5).

Otro problema, detectado por Vivier al examinar los libros de texto de
Francia, es que en muchos libros de Geometria analiticay Calculo en general
se define el concepto de derivada a partir del concepto de recta tangente y, a
su vez, se define la recta tangente en relacion a la derivada (Vivier, 2013: 3).

Este circulo vicioso de definicion circular lleva tanto a maestros como a
alumnos hacia concepciones erroneas. Esto se mostrara més adelante.

En sentido analogo se expresan Canul et al. (2011), quienes realizaron un
estudio con una muestra de 19 estudiantes de la Facultad de Mateméticas y
encontraron que estos estudiantes “extrapolaron” la definicion de Euclides a
otras curvas presentadas mediante dibuj os en puntos donde no eraposible apli-
car esa definicion, con lo que se gener6 un conflicto cognitivo, detectable en
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algunas actividades en las cuales intentaron pasar de la concepcion global de
recta tangente a la concepcion local de Leibniz (Canul ef al., 2011: 188-195).
En el mismo sentido se manifiestan Viseu & Almeida (2003) en una experien-
cia realizada con 19 estudiantes en la cual prevalece la definicion de recta tan-
gente aunacircunferencia, no setiene unavision local del problema, y laidea
de aproximar alarecta tangente por rectas secantes no resulta espontanea.

2.1 Problemaética inicial

En resumen, se puede afirmar que los alumnos no obtienen una definicion pos-
terior alade rectatangente ala circunferencia (RT,), provista en la educacion
elemental. En cursos posteriores, los profesores suponen conocida la defini-
cién y de forma natural se generaliza la definicion euclidiana RT . De igual
forma, en los cursos de Calculo la recta tangente se define a partir de una curva
en un punto A, en funcion de la derivada para el valor de la abscisa del punto
A, y se justifica la derivada con la recta tangente.

2.2 Rectasecante y recta tangente

El concepto de recta secante” a una curva esta relacionado de manera estrecha
con el de recta tangente, que también presenta problemas de definicion y lle-
va a concepciones erroneas. La definicion de recta secante y recta tangente a
unacircunferencia, en lageometriaeuclidiana, se adapta de modo perfecto tan-
to a una definicion global como a una definicion local; por lo tanto, en la edu-
cacion elemental no es necesario especificar si la propiedad es una propiedad
local o global. Sin embargo, las generalizaciones extensivas de las definiciones
son erréneas para otras curvas, y, posiblemente, han sido una causa de que, en
muchos casos, ambos conceptos se conciban como una propiedad global. En
este sentido, se observa que con frecuencia se tiene un contragjemplo a una
definicion propuesta.

Y si, por ejemplo, se define recta tangente en un punto A como aquella
funcion afin cuya grafica contiene al punto Ay cuyaderivada esigual alade-
rivada de la funcién para el valor de la abscisa de A, cuando se les confronta
con las figuras 4-2 a), 4-2 b) y 4-2 ¢) surge confusion y no se encuentra una
definicion clara de recta tangente ni de recta secante.

" Lapalabra secante proviene del |atin secans-tis y de la palabra secare, que significa “cortar”.
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Figura 4-2

Figura 4-2a ;Es la recta que coincide Figura 4-2b ;Eslarecta [tangente
con el eje xtangente o secante? o secante?

Figura 4-2c ;Eslarecta [ secante?

g(x) '
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Figura 4-3

Figura 4-3a ;s larecta sobre
el eje ytangente?

2..
Figura 4-3b ;Es la recta sobre 1'/
[ ? et et
el eje y tangente? —6—5—4}—10 123 456 7
_1..

-2+

_3..
—4+

Figura 4-3c ;Son las rectas
en gris claro secantes
9876543210 1234567809 o tangentes?
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5. Estudio de campo sobre la recta tangente
y la recta secante

Se realizaron dos experiencias a fin de confirmar la hipotesis de que en la edu-
cacion superior y posterior persiste la definicion de recta tangente como aque-
[la que toca en un punto a la curva (Cantoral & Miron, 2000: 270; Castela,
Canul et al., 2011, Vivier, 2011). Los sujetos de estudio en ambas experiencias
fueron profesores de niveles medio superior y superior.

3.l Primera experiencia universitaria

Lamuestraal eatoriafue de 11 profesores de un colegio tecnol 6gico en México,
todos ellos con més de 10 afios de experiencia en cursos de calculo diferencial
tanto a nivel medio superior como superior. Por formacion son fisicos, mate-
maticos o ingenieros; tres de ellos con maestria 'y uno con doctorado en ma-
teméticas. La aplicacion de una bateria de test arroj6 los siguientes datos:

Test nim. 1

1. Defina de manera intuitiva qué entiende por recta tangente a una funcién en un
punto.

2. Defina de manera intuitiva qué entiende por recta secante a una funcion en un
punto.

3. ¢Eslarectatangente Uinica en un punto de unacurva?

Osi ONo ONost
4. (Puede una recta ser a la vez tangente y secante en un punto de una curva?

OSi ONo [ONosé

Para procesar las respuestas se disefié una taxonomia que permitiera clasificar-
las. Asi, para€l reactivo 1, en general hubo tres tipos de respuestas:

¢ 1la Rectaquetocao cortaalacurvaen un solo punto.
¢ 1b. Definicidn en esencia incorrecta.
e J1c. Respuestasin sentido.

Para el reactivo 2, las respuestas se clasificaron en tres clases:
e 2a. Cortaen dos puntos alacurva.

* 2b. Respuesta en blanco.
e 2c. Respuesta sin sentido.
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Para las dos siguientes solo se sefialala opcion elegida.

Grafico 4-1 Respuestas test |, primera muestra.

la. Rectaquetocao cortaalacurva
en un solo punto.

1b. Definicion incorrecta.

1c. Sinsentido.

2a. Cortaen dos puntosalacurva.

2b. Respuesta en blanco.

2c. Sin sentido.

3a. Si, 12opcion.

3b. No, 22 opcién.

3c. No s, 32opcion.

4a. Si, 12 opcion.

4b. No, 22 opcion.

4c. No sé, 3 opcion.

Resultados
OFRNWAOUIO N O

ftem 1 —— ———
ftem 2o m—

Z item2b

[tem 3a ————
tem 4c n————

[tem 1C  r—
[tem 4a ——
item 4b  ——

{tem1b pmm
item 3c

3 ftem 2¢ ————

[}
@
=

% [tem 3h ——

Es clara la pervivencia de la definicion de Euclides para la recta tangente, pues-
to que de un total de 11 participantes, siete (63%) conserva esta definicion. El
resto carece de una definicion aceptable.

En cuanto a la concepcion de recta secante, seis profesores la definen
como la recta que corta en dos puntos a la curva. El resto se confunde 0 no
llega a una definicion.

Launicidad delarectatangente esta en duda puesto que siete participantes
afirman que la recta tangente es unica, y cuatro niegan esa unicidad.

De las respuestas al reactivo 4 destaca que no se aclard que fuera secante
y tangente en el mismo punto. Tres profesores interpretaron que la recta puede
ser tangente y secante a la vez (pero no sabemos si refieren al mismo punto o
aotro punto). Dos profesores niegan esa posibilidad de ser tangente y secante,
mientras que seis no saben responder.

3.2 Segunda experiencia universitaria

Se experimenté con una muestra a eatoria de 32 profesores, pero en este caso
los sujetos de estudio eran profesores universitariosy de preparatoria. Tan solo
setratabade ver s se mantenialatendencia de respuestas respecto alaprimera
muestra, y se obtuvieron |as siguientes clases de respuestas.

En cuanto a la definicion de recta tangente, 18 sujetos exponen la defini-
cion euclidiana, mientras que nueve presentan una respuesta sin sentido. Tres
respuestas utilizan la definicion del Calculo y otras dos hacen referencia a que
se trata de una propiedad local. En esta muestra el 84% presenta una definicion
inadecuada o sin sentido.
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Con respecto a la definicion de recta secante, 71% de los encuestados aso-
cialarectatangente con dos puntos de corte. El resto se confunde.

Sobre la unicidad de la recta tangente, se tiene que 81% de la muestra afir-
ma que la tangente es unica'y 15% lo niega. También se destaca que 21% afirma
que la tangente no pude ser a la vez secante, y el resto se confunde.

Gréfico 4-2 Respuestas test |, segunda muestra.

la. Rectaquetocaen un solo punto dela 3. Tangente Uinica.

curva. 3a Si.
1b. Rectacuyapendiente esladerivada 3b. No.
1c. Respuestasin sentido. 3c. Nosé
2. Secante. 4. Puede ser secante'y tangente.
2a. Rectaquetocao se gproximaasu da. Si.
densidad del punto. 4b. No.

2b. Rectaque cortaalacurvalocamente 4c. Nosé
en dos puntos.
2c. Sinsentido.
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El conjunto inicial de preguntas marcado como test nim. 1 de la muestra
segunda fue modificado con un nuevo conjunto de preguntas con contenido
grafico que se debia interpretar: test nim. 2.

®
Q) 0
S he

§ p—
o

Test nim. 2
1. Observe la figura, ;es la recta / tangente o secante alafuncion f (x)?

(%)
1200

1000

800
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2. Encada figura F, representada en el plano cartesiano, estan una grafica de curva
y un punto M. En cada caso, la pregunta es: ;se puede trazar desde el punto M
una recta tangente a la curva? Elegir una respuesta Si o No, y, de elegir lares-
puesta Si, hacer un trazo de tangente.

FiguraF, FiguraF,
44 T
3T M. ) 2T
4 1
1t M(2, 1)
+ —t ; o~ 5 5 .
10 1 2 4 1 2 3 4
71-- _1.-
Tangente desde M: Si 0, No I Tangenteen M: Si O, No O

Si — Trazar la tangente sobre la figura i — Trazar la tangente sobre la figura

Figura F,

~

NES

M(1, 1)

Tangente desde M: Si [0, No [
Si — Trazar la tangente sobre la figura

3. (Existe en el punto M una tangente a la grafica? En caso de respuesta positiva,
se solicita escribir la ecuacion de la tangente.

Gréfica G,
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Grifica G, Grafica G,
3
21 2t y=\%
1+ faiz cuadrada X
| (OHO) ' ' | + (0’! 0) } + }
T 1 2 5§ a4 4% 12 3 4
14 -1t
Tangente en M: Si [, No [J Tangenteen M: Si [J, No
Si —Ecuacion de la tangente: Si — Ecuacion de la tangente:

4. En el plano euclidiano se ha dibujado la superficie sombreada, cuya frontera
€S una curva compuesta por tres semicircunferencias. ¢Qué se puede decir de
la posicién de cada una de las rectas representadas con respecto a esta curva?
(El primer caso es un ejempl o).

Larectad no es secante ni tangente
alacurva

Larectad ...........ccooeeiiiinn,
Larectad,...........cooeeeiiin,
Larectad,...........cooeeeiiinn,
Larectad,..........ccoooeeiiiinn,
Larectad,..........cceiiiiinnnn,
Larectad,...........ccooeeeiiinnn,
Larectad,............cooeeiiiinn,

Para el reactivo 4 se empled una nomenclatura para describir las clases®
agrupadoras de las respuestas:

* 4 dla =Tangente, 4 d1h = Secante; 4 _dlc = Ni tangente, ni secante.
* 4 d2a = Tangente;, 4 d2h = Secante.

* 4 d3aq =Tangente, 4 d3b = Secante; 4 _d3c = Tangente y secante.

* 4 dda = Tangente;, 4 d4b = Secante; 4 d4c = Tangente y secante.

* 4 d5q = Tangente; 4 _d5b = Secante; 4 _d5c¢ = Tangente y secante;

4 _d5d = Ni tangente, ni secante.

* 4 d6a = Tangente; 4_d6h = Secante; 4 _d6c = Ni tangente, ni secante.
* 4 d7aq =Tangente, 4 d7h = Secante; 4 _d7c¢ = Ni tangente, ni secante.

8 En un estudio ulterior, esta clasificacion se enriquece al tomar en cuenta indicaciones de los pun-
tos considerados (ejemplo parad,: mencionar a punto A como punto de tangencia).
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Grafico 4-3 Respuestas Test 2.
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Al analizar los datos aportados por la muestra se encuentra que:

* Del reactivo 1, el de la recta dibujada, tres sujetos afirman que es tan-
gente, cuatro que es secante y cinco que es ambas cosas. No se aclara
dénde es tangente ni dénde es secante.

* Delafigura F, en el reactivo 2, cuatro profesores afirman que se puede
trazar una recta tangente desde un punto exterior a la curva, mientras
que nueve lo niegan.

* De la figura F, solo un encuestado afirma que se puede trazar la recta
tangente en el punto de la curva, mientras que 12 niegan esa posibili-
dad.

* De la figura F,, tres miembros de la muestra afirman que si se puede
trazar la recta tangente a la curva que es una recta vertical, mientras 10
profesores ven imposible |a existencia de recta tangente.

* De la figura G,, del reactivo 3, tres profesores afirman que si se puede
trazar la recta tangente, y 10 lo niegan.

* De la figura G,, tres profesores ven posible trazar la recta tangente; de
nuevo, 10 niegan esa posibilidad.

* De la figura G,, s6lo un profesor ve plausible trazar la recta tangente,
mientras que 12 destacan que esimposible.

Del item 4, donde hay que clasificar varias rectas, se obtuvo:

 Delarectad,, 10 profesores |a catalogan como recta tangente, y slo
uNo coMo recta secante.

¢ De larecta d2, 10 profesores la clasifican como recta tangente, uno
como recta secante, y uno como las dos cosas.
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De la recta d,, siete encuestados la ven como recta tangente, cuatro
como recta secante, y uno como recta tangente y secante a la vez.

De larectad,, cuatro miembros de la encuesta entienden que es recta
tangente, seis recta secante, y uno que es tangente y secante.

De larectad,, dos profesores la clasifican como recta tangente, cinco
€OMo recta secante, UNO COMO recta secante y tangente, y cuatro como
ninguna de las dos.

De larecta d, seis encuestados |a catalogan de recta tangente, uno de
recta secante, y cuatro de recta secante y tangente.

De larecta d,, siete profesores la clasifican como recta tangente, dos
€omo recta secante, y tres como ambas cosas.

3.3 Tercera experiencia

Se realiz6 una nueva experiencia con una muestra de 32 profesores de educa-
cion media y superior de otro estado de México. Para esta experiencia, se hizo
una modificacion ligera a la primera pregunta del test nim. 2, quedando de la
siguiente forma:

Grafico 4-4 Test |, modificado.

1. Observe la figura
¢ES/ una recta tangente a la grafica de la funcion f (X)?
En caso afirmativo, marque el punto de contacto con una T.
¢Es !/ una recta secante a la grafica de la funcion f (x)?
En caso afirmativo, marque con una S un punto que la defina como recta secante.

(),
12001
1000+

8001
6001
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En esta ocasion se obtuvieron los datos mostrados en el siguiente grafico.

Grafico 4-5 Test num. 2. Primera parte. Preguntas | y 2.

Pregunta 13 posibles 1.4 Marco corretamente 2.2 4 posiblesrespuestas.
respuestas el punto. 22a Si.

1.1 Esunarectatangente 1l4.a Si 2.2.b. No
1lla Si 1.4.b. No. 2.2.c. Sitrazb.
1.1.b. No. 2.1 4 posiblesrespuestas. 2.2.d. No trazo.
11lc Nost 2la Si 2.3 4 posibles respuestas

1.2 Marcé corretamente 2.1.b. No. 23a Si.
€l punto. 2.1.c. Sitrazo. 2.3.b. No.
1l.2a Si 2.1.d. No trazo. 2.3.c. Sitrazb.
1.2.b. No. 2.3.d. No trazo.

1.3 Esuna recta secante.
13a Si
1.3.b. No.

1.3.c. Nosé
30 ” 29 57
25
21 22 21 0 21

15 13 45

10 10 8 2 8 9 8
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Las respuestas a esta nueva primera pregunta resultan por demés intere-
sante es puesto que dejan ver la confusion reinante en muchos de los docentes.
Asi, 56% de los profesores afirma que la recta dibujada si es recta tangente,
mientras que 32% no sabe si 10 es 0 no. Sin embargo, 78% dibuja de forma
correcta el punto de tangencia. En consonancia con lo anterior, 40% afirma que
es recta secante, mientras que 38% no sabe si 10 eso no, y 66% marcabien el
punto donde la recta es secante.

La segunda pregunta del test quedo igual y, en general, los profesores afir-
maron que era posible dibujar unarecta tangente en el punto propuesto y la di-
bujaron, aunque muchos de ellos con enorme titubeo. De esto queda reflejo a
lahoradedibujar larecta, pues dibujaron solo un segmento de recta que eraun
segmento tangentey evitaron extender ese segmento del dibujo atodo el plano.
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La tercera pregunta tampoco fue modificada y se obtuvieron los siguien-
tes resultados:

Grafico 4-6 Test num. 2. Primera parte. Pregunta 3.

3.1 6 posiblesrespuestas:
3la Si
3.1b. No/En blanco.
3.1c. Si, escribio laecuacion correctamente.
3.1.d. No, escribi6 ecuacion incorrecta.
3.1.e. Si, traz6 correctamente.
3.1.f.  No, trazd/incorrecta.

3.2 6 posibles respuestas:
32a Si
3.2.b.  No/En blanco.
3.2.c. Si, escribio laecuacion correctamente.
3.2.d. No, escribié ecuacion incorrecta.
3.2.e. Si, trazo correctamente.
3.1.f.  No, trazd/incorrecta.

3.3 6 posibles respuestas:
33a Si
3.3.b. No/En blanco.
3.3.c. Si, escribio laecuacion correctamente.
3.3.d.  No, escribié ecuacion incorrecta.
3.3.e. Si, trazo correctamente.
3.3.f.  No, trazd/incorrecta.
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De nueva cuenta, € andlisis de las respuestas evidencia la confusion en-
tre los profesores: en la primera grafica, 53% afirma que si se puede trazar una
tangente vertical, mientras que 38% lo niega; de ellos, solo nueve pudieron
escribir la ecuacion (cosa que es elemental). Nueve la trazan en un segmento,
mientras que 62.5% no lo hace.
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La historia se repite en la siguiente grafica con tangente vertical. Aqui,

43% responde que si es posible trazar una tangente vertical en el extremo del
dominio delafuncién, y 46% que no. De esta poblacion, 80% no puede escri-
bir laecuaciony 75% no la pudo dibujar.

Por tultimo, en la tercera grafica, solo 12% afirma que si es posible y el

78% lo ve imposible; de ellos, el 90% no pudo escribir la ecuacion 'y 88% no
pudo trazar la tangente.

en los profesores.

Grafico 4-7 Test nim. 2. Pregunta 4.

Con la tltima pregunta de este test se confirma la confusion de conceptos

4.1

4.2

43

4.4

4 posibles respuestas:

4.dl.a. Estangente.

4.dl.b. Essecante.

4.dl.c. Estangentey secante.
4.d1.d. Ningunadelasdos.

4 posibles respuestas:

4.d2.a Estangente.

4.d2.b. Essecante.

4.d2.c. Estangentey secante.
4.d2.d. Ningunadelas dos.

4 posibles respuestas.

4.d3.a Es tangente.

4.d3.b. Essecante.

4.d3.c. Estangentey secante.
4.d3.d. Ningunade las dos.

4 posibles respuestas:

4.d4.a. Es tangente.

4.d4.b. Essecante.

4.d4.c. Estangentey secante.
4.d4.d. Ningunadelas dos.

45

4.6

4.7

4 posibles respuestas:
4.d5.a. Es tangente.
4.d5.b. Essecante.

4.d5.c. Estangentey secante.

4.d5.d. Ningunadelas dos.
4 posibles respuestas:
4.d6.a. Es tangente.

4.d6.b. Essecante.

4.d6.c. Estangentey secante.

4.d6.d. Ningunadelas dos.
4 posibles respuestas:
4.d7.a Es tangente.

4.d7.b. Essecante.

4.d7.c. Estangentey secante.

4.d7.d. Ningunade las dos.
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e Tendencias actuales en ensefianza de las ciencias

Lasrectas dibujadas d, y d, no ofrecen problemas, quiza porque no estin
situadas en un plano cartesiano. 87.5% afirma que la recta d, estangente, 90%
afirma que d, estangente. Larectad, no lesresulto tan simple, solo 62% acepta
que es tangente; larecta d, divide la opinion, 31% afirma que solo es tangen-
te, 15% que es secante, y 43% que es tangente y secante; la recta d, muestra
un mayor descontrol, 21% la concibe como sdlo tangente, 43% como sdlo se-
cante, y 31% como tangente y secante; en larectad,, 53% se equivoca a cla-
sificarla como secante, y s6lo 31% acierta al considerar que no es tangente ni
secante. Por Ultimo 68% sostiene que la rectad, es tangente, y solo 18% sos-
tiene que no es tangente ni secante.

L os resultados de estas experiencias, llevadas a cabo en dos estados dis-
tintos de México, parecen refutar nuestra hipétesisinicial sobre la concepcion
de la recta tangente. Es decir, que la mayoria de los docentes asumen la defini-
cion euclidiana de recta tangente a una circunferencia, y, en consecuencia, sus
estudiantes generalizan esa definicion de recta tangente. Esto provoca que, con
ciertafrecuencia, |os estudiantes enfrenten contradicciones. Ademés, la caren-
cia de una definicion generalista adecuada a todos los casos posibles no parece
generar una crisis de concepto, debido a que la definicion de recta tangente, co-
mo la recta cuyo coeficiente director es la derivada en el punto, es suficiente
para los problemas o desafios que se plantean a los estudiantes en los cursos
de célculo (en México). Se entiende que esos retos corresponden méas a pro-
blemas de corte algebraico y, en consecuencia, no entran en conflicto con una
definicion inconsistente.

Numerosas investigaciones han mostrado, por g emplo, que la concepcion domi-
nante de la tangente desarrollada por la enseflanza actual es una concepcion alge-
braica de esta Ultima: latangente en un punto M ala curva C representativa de la
funcion fes la recta que pasa por M y cuyo coeficiente director es el valor de la de-
rivada en ese punto (Artigue, 1990: 277).

4. Definiciones de recta tangente y de recta secante

Entre los factores que a lo largo de la historia han dificultado definir con pre-
cision el concepto de recta tangente, podemos anotar el de la evolucién de los
objetos matematicos. Por gjemplo, el lento desarrollo del concepto de funcion,
que tom¢ siglos de evolucion (Cuevas & Diaz, 2014; Kleiner, 1989), impidid
una definicion general que comprendiera los casos de curvas planas y graficas
defuncionesreales.

Aqui se presentaran nuevas definiciones de recta secante y de recta tan-
gente a la grafica de una funcion en un punto P sin recurrir ala derivadaen ese
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punto. Estas definiciones poseen un marcado caracter geométrico y visual, y
son de carécter local.

Seac la curva correspondiente a la grafica de una funcion f:D C R — R
continuaen D. Se define a una recta secante en un punto P si localmente corta
a la grafica en dicho punto. De esta forma, se establece que una recta secante a
¢ no necesariamente cortaa c en dos puntos (figura 4-4).

Figura4-4 Ejemplos de recta secante en un punto.

Recta secante
f(x)
M
™
0
Recta secante en €l punto M. Recta tangente en el punto M
y secante en el punto P.
Recta
secante
enB
Recta 0
secante
enA T A
Recta secante en cada uno
delospuntosA, By C.

Deigual forma, se establece que unarectar estangente aunacurvac si se
comprueba que cualquier cono plano simétrico con gje r y vértice P contiene



Tendencias actuales en ensefianza de las ciencias

tanto alarecta» como un arco de curva alrededor de P (figura 4-5). Es decir,
unarectaL estangente aunacurvac s localmente ambas tienen un solo punto

en comdn.

Figura 4-5 Ejemplo de recta tangente en un punto.
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En la siguiente seccion, ambas definiciones se justifican de manera formal

y Se precisan.
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4| Situacién inicial: rectas de una circunferencia

La estructura que se necesita en el plano paralos estudios de rectas tangentes
0 rectas secantes no incluye € concepto de distancia. Por ello, se estudia el
caso particular de una circunferencia para introducir las herramientas a utilizar.

Una recta r, sea secante o tangente a una circunferencia ¢, se puede ca-
racterizar mediante el niimero de puntos comunes de la recta r y la circunfe-
rencia c. En efecto, r es recta secante si Cardinal (¢ N r) = 2, y seré tangente
si Cardinal (¢ N r) = 1. De todo el haz de rectas que pasan por P € ¢, sOlo la
rectaperpendicular al radio que une el centro de ¢ con P es larectatangente, y
todas |as demés son rectas secantes.

Se utiliza la particion del plano generada por un par de rectas secantes en
un Uinico punto para definir la herramienta que se utilizara; un cono.

Definicion 4.1.1 Cono cerrado

Sean dos rectas distintas », y 7, talesque », N r, = {Q}. Se define un cono ce-
rrado de vértice Q a cada conjunto formado por €l par de regiones de angulos
iguales y opuestos, incluyendo las rectas. Ademéas, se denota a conjunto del
plano obtenido al hacer girar larectar, hacialarectar,, con centro en Q como
cono [r,, ,], y como cono [r,, r,] & otro.

Definicion 4.1.2 Entorno conico
Dados una recta , un punto P € r y un cono cerrado de vértice P, un cono
[r,, r,] devértice P esun entorno conico delarectar siy solosi r C [r,, r,].

Si con K, se designaal conjunto de entornos cdnicos cerrados, o c-entor-
nos, de r de vertlce P, entonces parados conosk , k, € K, se tienek Uk, €
K, ¥k NkEK .Esdecir, lainterseccion o union de dos c-entornos de una
misma recta r en un punto P son c-entornosde» en P.

Ademés, ﬂ k D r, puesto que |os c-entornos son cerrados.

keK,

Figura 4-6 [r, r,] c-entorno de rde vértice P.
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En algunas partes de este trabajo solo se usara una de las dos zonas trian-
gulares de un cono. Para cualquier cono k = [r,, r,] € K, se denomina se-
mientorno conico cerrado, o c-semientorno de » de vértice P acada una de las
regiones cerradas que componen €l cono.

Figura 4-7 [rl, rz] c-semientorno de r. Figura 4-8 [r‘, rz] c-semientorno de r.

Si r, eslaimagen simétricade r, con respecto al ejer, entonces se dice que
€l entorno cénico de r es centrado.

Debemos observar que para cualquier P € r se cumple que el conjunto de
entornos conicos centrados de larecta » con vértice P, K, es un conjunto to-
talmente ordenado con la relacion de contenido conjuntista. Es decir, dados
dos conos centrados k;, k, € Ky, , entonces o k, = k,, 0 si k, # k,, se cumple
k, Ck,0k Ck,

A continuacion, se establece una caracterizacion constructiva de recta se-
cantey otra de rectatangente a una circunferencia como propiedad local, rela
tivaaun Unico punto de la circunferencia

Proposicion 4.1.3

Dados una circunferenciac, un punto P € ¢y unarectar con P € r, larectar
eslarectatangentealacircunferenciac en el punto P si y solo si paracualquier
c-entorno de r de vertice P existe un arco de circunferenciaa , tal queP € a,,
que cumplena, C [r,, 7,].

Figura 4-9 Recta tangente

acenelpuntoP.
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Estas proposiciones establecen una caracterizacion de la recta tangente y
delasrectas secantes a unacircunferenciaen un punto como propiedad relativa
al punto de contacto con la circunferencia. Estas rectas secantesy larecta tan-
gente son establecidas mediante una propiedad local, propiedad relativa a un
anico punto de la circunferencia.

4.2 Posiciones relativas de una recta y la grafica de una funcion

Se destaca la propiedad de que un arco de la grafica esté contenido en un cono.
Definiciéon 4.2.1 Entorno cénico local

Sean f: D C R — R una funcion continua en D, x; € interior (D) y P =
(%, T(x,)). Un entorno conico local, o c-entorno local, de la grafica de la fun-
cion f de vértice P esun cono [r,, r,], con {P} =r, N r,, parael cua existe un
entorno U, = (X, — d, X, + ) dex,, tal que la grafica de la funcién restringida a

U, , estacontenidaen el cono. Esdecir, { (X, f (X)[x € (x,—J, %, + )} C [r,,7,].

Figura 4-10 c-entorno local de una funcion.

yal

Esta definicion se extiende con facilidad a semientornos conicos locales, o
c-semientornos laterales.

Definicién 4.2.2 Semientorno cénico local

Sean f: D C R — R una funcion continuaen D, x, € D y & punto P =
(X, T(x,). Un semicono [r,, r,], con {P} =r N r, €sc-semientorno por la
izquierda de P para la grafica de f, si existe un intervalo (x, — J, X)) ta que
{x FX E (X, — 9, %)} C [ry, r]. Unsemicono [r, r]*, con{P} =r N r,
es c-semientorno por laderecha de P para la grafica de f, Si existe un intervalo

(X X, +0) tal que{(x, F (X)X € (x;, X, + )} C [r, 7]’}
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Figura 4-11 c-semientorno por la izquierda.
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Figura 4-12 c-semientorno por la derecha.
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Observacion. Si s6lo se considera un pequefio arco de la grafica que contiene
a cada punto comun de las figuras 4-10 a 4-12, resulta que la posicion relativa
delarectay la curva es distinta segiin el punto considerado. Ademas, con in-
genuidad, “cortar localmente” en puntos donde la recta es secante, la grafica
def (X) estd en cada uno de los dos semiplanos que define esa recta. “Tocar lo-
calmente” el punto donde la recta es tangente en un punto, la grafica de la fun-
¢ion quedaen un Gnico semiplano. Esto ocurre con lasrectas secantesy larecta
tangente a una circunferencia.

Al considerar la recta tangente en algiin punto de inflexién, por ejemplo,
larectay =0 “corta” a la grafica de f(x) = x® en x, = 0, y es larecta tangente.
Asi pues, no se usara la propiedad “cortar o tocar” para definir recta secante o
recta tangente en un punto.
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Esta definicion de recta secante es la generalizacion de la caracterizacion
de la recta secante de una circunferencia de la proposicion 3.2.3. En esta defi-
nicién se mantiene el sentido local, aunque hubiere mas de un punto en comdn.

Definicién 4.2.3 Recta secante en un punto

Seanf: D C R — R unafuncion continuaen D, x, € interior (D) y P = (x,,
f(x,). Larectasse dice secante a la grafica de fen el punto P sy solo si exis-
te un c-entorno de vértice P delarectas, k € K, y unentorno U, = (X, — J,

X, +0), talesquek N {(x, f(X))|x € (xo—é,x0+5)} ={P}.

Figura 4-13 Rectasecante sen P.

TN\

Figura 4-14 Recta secante vertical sen P.
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La definicion 4.2.3 se extiende a puntos frontera X, € D, usando c-semien-
tornos de unarecta

Con estas definiciones, se tiene que la grafica de cualquier funcion lineal
g(x) = bx, es unarecta secante para las funciones f,(x) =V x*y f (x) = Vxen
e punto P = (0, 0).

Observacion. Dada la grafica de una funcién f: D C R — R, continua en D,
X, € interior (D) 'y P = (x,, f(x,), por & punto P pasa una infinidad de rectas
secantes. Ademas, la negacion de ser secante no define, necesariamente, a la
recta tangente para funciones continuas (rectas de la figuras 4-15 y 4-16).

Figura 4-15 Recta tangente Figura 4-16 Recta tangente

por la izquierda. por la derecha.

Se describen aquellas rectas que tiene un punto en comun con la grafica
en un entorno del punto y no son rectas secantes en el sentido de la definicion
4.2.3.

Definicién 4.24 Recta tangente lateral

Seanf: D C R — R unafuncion continuaen D, x, € D y unarectar que con
tiene al punto P = (x,, f (x))). Donde r es recta tangente por la izquierda (dere-
cha) a la grafica de f, en €l punto P, si y sélo si cada c-semientorno de r por la
izquierda (derecha) de vértice P, es un c-semientorno local de lafuncién f de
vértice P por la izquierda (derecha).

Definicién 4.2.5 Recta tangente
Seanf: D C R — R unafuncion continuaen D, X, € interior (D) y €l punto

P = (X, f(x))). 7 es recta tangente a la grafica de fenel punto P sy solosi r es
la recta tangente por la izquierda y por la derecha de la funcion f en P.
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Figura 4-17 Recta tangente vertical a fen P.

Con esta definicion se tiene que la recta tangente a una funcién afin,
f(X) = a, + a X, en cualquier punto de la grifica, es la propia recta que define
su grafica.

Figura 4-18 Ejemplos de recta tangente en un punto.

0.6
0.64
0.4+
04l 0.4
0.24

En la figura 4-18 se muestran algunas rectas tangentes y un c-entorno
local.
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Proposicién 4.2.6 Caracterizacién de la recta tangente

Sean f: D C R — R unafuncion continuaen D, x, € interior (D) y unarectar
que contiene a punto P = (x,, f (x))). Larectar es recta tangente a la grifica de
fenel punto P s y sélo si cada entorno cénico de » de vértice P es un entorno
conico local def de vértice P.

Demostracién:

Seakun c-entorno dery vertice P = (x,, f (x,)). Al ser r tangente por la izquier-
da, para el semicono izquierdo k™ de k existe unintervalo | ~ = (x, — d,, X,) tal
que f (1) € k™. Deformaandoga, a ser r tangente por la derecha, parael se-
micono derecho k* dek existe unintervalo | * = (x , x, +¢,) tal que f (1 *) € k™.

Al considerar 6 = min{d,, d,], entonces (x, f (x)) € k, VX E (x,— d, X, + 9).
Es decir, k esun c-entorno local de f.

Seak, un c-semientorno por la izquierda de ». Se consideraun c-entorno g,
de r detal formaque g, C k; (q; el semicono izquierdo de q,).

De forma andloga, sea k, un c-semientorno por la derecha de r. Se consi-
dera un c-entorno g, de » de tal formaque g, C k,(q; e semicono derecho de
q,). El conok =g, N g, esun c-entorno der.

Si kesun c-entorno local def, entonces k™~ es un ¢-semientorno local, por
tanto, k; es un c-semientorno local de f. De forma andloga, k* es un c-semien-
torno local, por tanto K, es un c-semientorno local de f. Luego, r es recta tan-
gente por la izquierda y por la derecha.

Observacion: Este resultado se interpreta como que, para cada c-entorno k €
K, , delarectatangente r y vértice P, existe un entorno Uy, = (X, — d, X, +J) C
D ta que{(x, f(X)|[Vx € (x,— J, x, + J) C D (figura 4-14). Ademas, la exis-
tencia de recta tangente es independiente de la condicion de derivabilidad de
lafuncién. Por g.emplo, de acuerdo con laproposicion 4.2.6, lafuncion f (x) =

Vx2ene punto P = (0, 0) tiene como recta tangente a x = 0 aunque no existe
laderivadadefenx =0.

Figura 4-19 Recta
tangenteafen P.
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Corolario 4.2.7 Unicidad de la recta tangente

Seaf: D C R — R unafuncion continuaen D, X, € interior (D) y r rectatan-
gente a la grafica de f en P = (x,, f(x,)). Entonces, larectar es tnica

Demostracion:
Supuesto que  y s son dos rectas tangentes distintas paraf en P = (x,, f(x)),
se consideran €l c-entorno k. de r formado por la recta bisectrizde 7y s,y su
simétrica con respecto ar y el c-entorno k_ de s formado por la recta bisectriz
dery s,y susimétricarespecto s.

Como r esrectatangente, entonces existe U, = (x,— d, X, + ) C D tal que
{x fFOIVXE (x,— 0, %, + )} Ck.

Elegidos esos conos, entonces {(x, f(X))|Vx € (x, =, X, +J)} Nk =
{P} paracuaquier 0 < ¢, <¢. Lo cua contradice el hecho de que s searecta
tangente.

5. Recta tangente a la gréfica de una funcién derivable

Las nuevas definiciones de recta tangente propuestas son equivalentes a la de-
finicién tradicional para una funcion derivable f en x.

Proposiciéon 5.1 Seaf: D C R — R una funcién derivable por la izquierda
enx, € Dy e punto P =(x, f(x)). Larectar=y=f(x) + f"(x)(x— %) esla

recta tangente por la izquierda a la grafica de f en P.

Demostracion: Seak[r,, r,] ~ un c-semientorno por la izquierda de » de vér-
tice P. Supongamos, sin perder generalidad en el razonamiento: r,(x) = f(x)) +

M, (X = X), 7,(X) = f(X) + M(X—X) Y r,(X) < (%) < 7,(X), VX <X,
Al considerar ff = |m| + |m,| # 0, se cumple:
() = r, (A < [, (%) = r,(¥) | < BIX = x|
[r (%) = 7,01 < [, () = r, ([ < BIX— %], IXx<X,
Al ser f derivable por la izquierda en X, f'(x) = lLrQw € R. Asi
pues, Ve > 0 existe unintervalo | = (x, — d, x) C D tal que:

f(’g:)‘;(xo)—f'(xo) <e VXE (X,— %)
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Por tanto,

[F(X) = F(x) = F 7 )X=X)=[F(X) —r(X) <ex—X|, VXE (X,—3,X)

Ademas

[T00 =< [T () = Q[+ 1) = (] < & [X= X | + BIX = X|, = (6 + )X = X

Basta considerar el valor = paraque

&
2+ 20
f0-r®l<y ¥ 1f0-r0 <5 VYXEX-dx)

Asi pues el c-semientorno k- es un c-semientorno local de la grafica de fy
de vértice P por la izquierda. Luego, 7 es la recta tangente por la izquierda
en el punto P. Con el mismo proceso de demostracion se obtiene el siguiente
resultado.

Proposicién 5.2 Seaf: D C R — R unafuncion derivable por laderechaen
X, € Dy € punto P = (x, f(x,)). Larectar de ecuacion r=y = f(x) + f'(x)
(X — x,) es la recta tangente por la derecha a la grafica de f en P. Como conse-
cuenciade las proposiciones 4.1y 4.2 setiene el siguiente resultado.

Teorema 5.3 Seaf:D C R — R unafuncion derivable en x, inferior (D) y
el punto P = (x,, f(x,)). Larectar deecuacionr =y = f(x)) + f'(x)(x—x) es
la recta tangente a la grafica de f en P.

Conclusiones

En este trabajo se ha precisado el concepto de recta secante a la grafica de una
funcion en un punto como una propiedad local del punto y no se prioriza el
nimero de puntos comunes de la recta y la grafica. Este concepto ha permiti-
do definir el concepto de recta tangente en un punto, y presentar un método de
aproximacion de la recta tangente en un punto a partir de dos rectas secantes
en ese punto. La precision de la aproximacion puede validar €l proceso comun
dedibujar larecta.

Esta nueva definicion es equivalente a la definicion tradicional para una
funcion derivable, y es aplicable a funciones continuas no derivables en un
punto. EI método de blisqueda permite decidir si existe, 0 no, larectatangente.
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Se ha privilegiado el caracter intuitivo y grafico de la definicion en
este trabajo, si bien, la definicion y el método son descriptibles en métodos
algebraicos.

La accesibilidad gréfica-visual permite presentar el concepto en los cursos
de precélculo, sin hacer uso directo del concepto de limite ni del de derivada.
Ademés, facilitalapreparacion del estudiante paracomprender laderivada. Sin
duda, €l célculo con la derivada presenta a la recta tangente de una forma sen-
cilla pero algebraica en exceso.

Esta definicion llena el espacio vacio entre la definicion de recta tangente
euclidianay ladel calculo diferencial, y es una extension de la presentada por
Leibniz en aquellos puntos donde la funcion no es derivable, sino que mantie-
ne su caracter local. Por ello, elimina las contradicciones y conflictos cogni-
tivos relatados, muy frecuentes en la enseflanza del calculo. Ademas, facilita
la definicion de la derivada sin entrar en ciclos educativos viciosos sobre este
concepto.
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CAPITULO

Una clasificacion de aspectos
relacionados con los nimeros
reales en el nivel superior

Eloisa Benitez Marifio' y José Rigoberto Gabriel Argiielles®

Resumen

Este capitulo presenta un estudio descriptivo correlaciona en el que se
pregunta a los estudiantes qué es un nimero real. Se construye una cla-
sificacion con las ideas de los estudiantes y se compara con algunas ca-
tegorias acerca del concepto obtenidas en un estudio previo, las cuales
integran una categorizacion de los nlimeros reales. Se organizaron dos
grupos distintos que aportaron sus respuestas, uno de 95 estudiantes de
Ingenieria, y otro de 33 de Matematicas. Las respuestas que proporcio-
naron los estudiantes se examinaron y detallaron mediante la técnica de
analisis de contenido, a fin de constituir una clasificacion para explicar
e interpretar, ademés de para relacionarla con los elementos de la cate-
gorizacion. También se muestran algunas respuestas a la pregunta abier-
ta y se verifican las categorias y caracteristicas previas. Los resultados
muestran que es necesario trabajar més en el entendimiento y aprendiza-
je acercade los nimeros reales.

Palabras clave: nimero real, clasificacion, categorizacion, tarea abierta.
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Abstract

This chapter present a descriptive correlational study in which, we ask
to students what is a real number. We have built a classification with the
ideas of the students and it was compared to some categories about this
concept that we had obtained through a previous study and that integra-
te a categorization for the real number. We had two different groups for
working in the answer. A group of 95 engineering students and a group
of 33 math students. The content analysis of the responses was used as a
technique. The answers of the students has been examined and detailed
to the constitution of the classification for purposes of explanation and
interpretation and its relationship with the categorization. We also show
some answer to the open question and we have verified the previous ca-
tegories and characteristics. Nevertheless, the results show that it is ne-
cessary to work more on the understanding and learning about the real
numbers.

Keywords: real number, classification, categorization.

Planteamiento del problemay justificacion

Al realizar la pregunta ¢qué esun niimero real?, |as respuestas pueden ser muy
variadas. En el ambito universitario, en particular en el area de las ciencias e
ingenierias, se esperaria que las respuestas fueran: “es una sucesion de Cauchy
de numeros racionales”, “es una cortadura de Dedekind” o “es un punto de una
recta”. En este capitulo se muestra una clasificacion de las distintas respuestas
alapreguntaformuladay de las diferentes vertientes que adquieren. Esta cla-
sificacion esta basada en las respuestas que dieron estudiantes de nivel superior
sobre el concepto de nimero real, que después se compara con una categoriza
cion de los numeros reales resultante de un estudio previo.

Para elaborar la categorizacion de los niimeros reales, se realizo un esta-
do del arte basado en el andlisis de investigaciones sobre este concepto, con la
finalidad de encontrar una definicion desde un punto de vista didactico que se
pueda presentar a estudiantes de |os primeros semestres del nivel universitario.
En dicho analisis no se encontrd una definiciéon de nimero real con las carac-
teristicas indicadas (Benitez, 2015), por lo tanto se propone una categorizacion
que puede apoyar el trabajo con los nimeros reales. Ademas, ésta proporciona
ideas sobre |as propiedades mateméticas, resaltando | as representaciones, usos
y el papel de este tipo de nimeros, que son la base del Calculo y en general del
andlisis real en Mateméticas.
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Investigaciones sobre la ensefianza de los nUmeros
reales

Un andlisis de investigaciones sobre la ensefianza de los nimeros reales
(Benitez, 2015) muestra las dificultades para trabajar el concepto y los aspec-
tos del numero real. Se distingue que las dificultades encontradas se presentan
desde el nivel basico hasta el universitario. Entre ellas se encuentran:

* Dificultades para trabajar con los subconjuntos de los numeros reales y
su respectiva definicion (naturales, enteros, racionales e irracionales),
asi como con las propiedades algebraicas.

¢ Obstaculos epistemologicos en la introduccion y evolucion de ideas
asociadas alos subconjuntos.

* Dificultades con conceptos relacionados con los niimeros reales (por
ejemplo, decimales, infinitesimales y limites).

* Dificultades para el trabajo con las distintas representaciones y la den-
sidad.

Las nociones de orden presentan dificultades para los estudiantes del nivel me-
dio superior, en tanto que el trabajo con las propiedades algebraicas que invo-
lucran el cero y el infinito presentan dificultades para los estudiantes del nivel
superior y universitario.

Algunos aspectos de los nimeros reales como los significados, numerabi-
lidad, completitud —nociones relacionadas con una posible definicion didac-
tica de los nUmeros reales y el cambio de trabajo de la matemética discreta a
la continua—, presentan dificultades para los estudiantes en el nivel superior.
Otros aspectos que han recibido atencién en algunos estudios son la irracio-
nalidad, el conocimiento intuitivo y formal, conceptos relacionados y tipos de
pensamiento (a modo de ejemplo cronoldgico, ver Tall & Schwarzenberger,
1978; Monaghan, 2001; Sirotic & Zazkis, 2007; Bergé, 2008; Zachariades,
Christou & Pitta-Pantazi, 2013).

En el andlisis de diversas investigaciones sobre los nimeros reales se
encontrd que no existe una integracion sobre las ideas, caracteristicas o pro-
piedades principales de los nimeros reales, sino que cada autor justifica la im-
portancia de su tema de investigacion haciendo alusion a la importancia que
tiene en la Didactica de estos nimeros.

Esta revision de documentos de investigacion mostré que, si bien se ha-
bian considerado las dificultades para trabajar estas nociones vinculadas a los
numeros reales, atn no se lograba establecer una herramienta o definicion que
apoyara el trabajo con este concepto. Con esta base, Benitez (2015) propone
una herramienta didactica para la ensefianza y aprendizaje del concepto, una



@ Tendencias actuales en ensefianza de las ciencias

categorizacion didactica del concepto de nimeros reales que fue obtenida del
analisis de algunos textos de Matematicas, Investigacion educativa e Historia
de las Mateméticas.

Debe resaltarse que existen antecedentes importantes del uso de catego-
rizaciones didacticas como alternativa para la ensefianza de conceptos mate-
maticos, por ejemplo, la de Ursini & Trigueros (1998), que ha resultado ser
una buena préctica para estudiar un concepto en diferentes niveles educativos,
y que se fundamenta en una descripcion de las acciones que realizan los estu-
diantes al abordar los usos de |la variable.

Categorizacion de los nimeros reales como alternativa
para su definicién

A fin de superar la problematica descrita —que las ideas subyacentes que fun-
damentan el concepto de numero real presentan dificultades entre los estudian-
tes desde el nivel basico hasta el superior, y que los textos educativos para la
realizacion de la ensefianza/aprendizaje no ofrecen una definicion didactica—
se propone la alternativa de emplear una categorizacion didactica, que es resul-
tado y producto de un proceso de investigacion.

A través del analisis de los textos se identificaron nueve aspectos principa-
les o categorias necesarias para que el estudiante pueda realizar de manera sa-
tisfactoria tareas que implican trabajar con los nimeros reales. Las categorias
con las que un estudiante debe trabajar para tener informacién y conocimiento
necesario y suficiente sobre el tema son:

* Los subconjuntos que los componen (SC).

* Sus representaciones y significados (RS).

* Las distintas construcciones de los nimeros reales (CN).
e Las propiedades algebraicas que los caracterizan (PA).

* Sus propiedades de orden (PO).

e Las propiedades topoldgicas (PT).

e La infinitud en los numeros reales (IR).

¢ Conteo, numerabilidad y no numerabilidad (NN).

e Completitud en los numeros reales (PC).

Se aclara que las categorias enunciadas cuentan con aspectos especificos rela-
cionados con los niimeros reales. Para este estudio sélo se utilizaran las cate-
gorias para clasificar las respuestas de los estudiantes. Un estudio mas amplio
implicaria reconocer los aspectos de cada categoria con respecto a las ideas
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que manifiestan los estudiantes, las caracteristicas que abordan los libros de
textos, o enfocarlaal estudio de los maestros.

Las categorias anteriores seran consideradas en adelante como herramien-
ta, marco de referencia y dominio de investigacion para observar el disefio ins-
truccional aplicado, asi como analizar la evolucion del curriculo y de las ideas
de ensefianza o practicas. También deberan corroborar los aspectos que son
propicios para conformar la identidad didéctica del nimero real, entre otros.
En particular, en esta investigacion las categorias se emplean para establecer
una comparacion con las respuestas de los estudiantes con relacion a los aspec-
tos de los nimeros reales que contempla la categorizacion, tomando como base
que, al no existir una definicién adecuada para los estudiantes del nivel uni-
versitario, la alternativa es que, entre mas aspectos de la categorizacion sean
parte del conocimiento de los estudiantes, mayor sera el nivel de comprension
de los nimeros reales.

Las categorias han tenido aportaciones significativas en el avance de dis-
tintas ciencias o del conocimiento, por ejemplo, la categoria de contradiccién
en la dialéctica materialista (Dialéctica, 2001). Con base en lo considerado
por Cole (2003) sobre herramientas, lenguaje y mediacion, se puede mencio-
nar que, si bien el trabajo con los niimeros reales implica més que €l uso de
herramientas para lograr esta meta, una categorizacion puede apoyar en el uso
de lenguaje y la mediacion simbdlica en el sentido de Vygotski. Ademas, de
acuerdo con Papay (2012), es imprescindible revisar y evaluar los propdsitos
didacticos que permiten el desarrollo profesional con ayuda de herramientas,
por lo que el uso de una categorizacion debe ser explicitado para conocer a ma-
yor profundidad sus aportes.

Aspectos metodolégicos

El tipo de estudio es cualitativo descriptivo correlacional, tendiente a co-
nocer relaciones entre variables y su grado de asociacion. Los participantes
son estudiantes de una licenciatura en Mateméticas y estudiantes del area de
Ingenieria. La seleccion de los participantes se realizd por conveniencia, con
el tnico requisito de estar adscritos a las areas citadas. Cabe mencionar que
estos estudiantes han tomado cursos de matematicas en sus niveles escolares
previos, asi como algunos cursos de matematicas del nivel superior. Las herra-
mientas utilizadas en este estudio son una categorizacion y un cuestionario con
una pregunta de respuesta abierta.

Se utilizo la técnica de analisis del contenido. El estudio se organizo a
partir de una pregunta de respuesta abierta con la que se obtuvo informacion
de los consultados. La recoleccion de datos se apoyd en la respuesta escrita
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del cuestionario. Posteriormente, se realizo el analisis de las respuestas para
seleccionarlas y elaborar la clasificacion que se compara con las categorias
previamente consideradas. Lo anterior permite dilucidar si la clasificacion de
las respuestas se relaciona con la categorizacion o si se deben considerar otras
caracteristicas para el mejoramiento de la categorizacion. Esta forma del ana-
lisis de datos se apoya en el estudio previo de Benitez (2004).

Analisis de respuestas

La pregunta ¢qué es un nimero real? fue contestada por 33 estudiantes de la
licenciaturaen Matematicasy 95 de diversasingenierias. Las respuestas delos
estudiantes de Ingenieria se agruparon en ocho rubros: propiedades algebrai-
cas, subconjuntos (naturales, enteros, racionales e irracionales), magnitudes
fisicas, punto de una recta, uso para contar, conjunto (—o, ), subconjuntos
(positivos, neutro, negativos), y otras. Las respuestas de los estudiantes de
Mateméticas se agruparon en siete rubros: axiomas de campo, subconjuntos
(naturales, enteros, racionales e irracionales), magnitudes fisicas, punto de una
recta, sucesion de Cauchy, uso para contar y ente abstracto. Se observo que al-
gunos estudiantes apuntaron caracteristicas pertenecientes a diferentes rubros.

En latabla 5-1 se muestran las respuestas de |os estudiantes de la licen-
ciatura en Matematicas. Los rubros con mayor frecuencia (11) de respuestas
iguales estan relacionados con los axiomas de campo algebraico y con los sub-
conjuntos de nimeros naturales, enteros, racionales e irracionales. Por gjem-
plo, larespuestadel estudiante 2 fue que*“ son los nimeros con los que podemos
realizar todo tipo de operaciones’; este estudiante relacionael nimero real con
las operaciones algebraicas, sin embargo, no puede detectar que existen otros
conceptos mateméti cos (funciones, sucesiones, matrices, etc.) que también tie-
nen una estructura algebraicay con los que se realizan operaciones.

Tabla 5-1 Alumnos de Matematicas.

Total de alumnos de M ateméticas. 33

AXxiomas | subconjuntos Punto | Sucesion | Uso
de N, Z, Magnitud | deuna de para Ente
Rubro campo Q, ! fisica recta Cauchy | contar | abstracto

Frecuencia 11 11 2 5 3 6 4
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El estudiante 26 menciona que “es un elemento del conjunto de los nu-
meros reales que satisfacen los axiomas y propiedades que éste tiene”. Este
estudiante tiene la percepcion de que existe un conjunto de nimeros reales que
cumple con ciertas propiedades, pero no las menciona, y permite dudar de la
imagen mental del concepto de nimero real que posee. Para el estudiante 32,
“es un elemento del conjunto de los nimeros reales. Este conjunto es no vacio
y cumple los axiomas de campo”; se puede interpretar que este estudiante tiene
claro el concepto de campo algebraico y asocialos nimeros reales como ague-
[los objetos que satisfacen las propiedades de un campo, sin embargo, existen
varios objetos matematicos que también constituyen un campo (los nimeros
racionales, los nimeros complejos, las congruencias modulo p, con p un nd-
mero primo, etc.), por lo tanto, un nimero real no puede ser caracterizado so-
lamente como un objeto que satisface las propiedades de un campo.

Con respecto al agrupamiento de la respuesta relacionada con subconjun-
tos naturales, enteros, racionaleseirracionales, el estudiante 3 respondio: “Es
un nimero que pertenece a conjunto de los nimeros real es. Puede ser racional
o irracional”. Como se puede observar, este estudiante asume que un numero
real ya es un numero y tiene la nocion de que los nlimeros reales se dividen
en dos conjuntos gjenos: los racionales y los irracionales. Sin embargo, queda
ambiguo qué concepto tiene de nimero racional y de nimero irracional . El es-
tudiante 11 dice que “los nimeros reales son todos los nimeros positivos, 1os
negativos, los enteros y 1os racionales’; esta respuesta tiene la caracteristica
de reflejar una percepcion incompleta sobre los subconjuntos de los ntimeros
reales, al mencionar que son los negativosy |os positivos, no quedaclaro si €
numero cero ha sido considerado dentro de los positivos. También es intere-
sante observar que €l estudiante no menciona los nimeros irracionales; proba
blemente no tenga unaidea clara del concepto de nimero irracional.

El tercer agrupamiento, que relaciona los nimeros reales con magnitud
fisica, solo recibié dos respuestas. El estudiante 1 contesta: “para no hacer
tan larga esta escritura, s6lo me queda decir que solo es una denominacion
matematica que se da a estos nimeros, ya que es por el simple hecho de que
se puede describir el mundo fisico con base en estos ndmeros, por gemplo, la
temperatura, 0 también en otros aspectos cotidianos como pagar o0 endeudar-
se”. Cabe mencionar que este estudiante dio una amplia explicacion de lo que
considera nimero real, y su respuesta fue agrupada en tres rubros. ES impor-
tante citar la frase con la que cierra su respuesta “[...] solamente es mi humilde
opinidn y conocimiento, es lo que yo creo que son los numeros reales, con el
perddn de tal vez, un matematico que sepa de verdad y me pueda explicar ;qué
esun nimero real?’. Este alumno no tiene claro |o que es un nimero real, para
¢l es un concepto matematico que cuenta con muchas caracteristicas y piensa
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que solo los matematicos podrian dar una definicion clara y concisa de lo que
es un nimero real.

El cuarto agrupamiento, punto de una recta, se asocié con cinco respues-
tas. Se puede considerar que ésta debio ser la respuesta con mas frecuencia,
en virtud de que un primer acercamiento a un nimero real, presente desde la
educacioén primaria, es su representacion en una recta. Este desplazamiento
podria explicarse porque durante lalicenciatura en Mateméticas se fomentala
abstraccion y se induce a los estudiantes a no dar argumentos geométricos para
los razonamientos, dado que en algunos casos un argumento geométrico no es
algo general, sino particular. Para el estudiante 4, “es un nimero que tiene una
representacion grafica o una aproximacion en la recta real”. En la primera parte
de su respuesta, no toma en cuenta que otros conceptos matematicos también
tienen representaciones graficas, por ejemplo, un niimero complejo, un vector
en tercera dimension, una funcioén, etc. La segunda parte permite considerar
que tiene la idea de que algunos nimeros no pueden ser representados en la
recta, so6lo aproximaciones (posiblemente racionales) de los nimeros reales se
pueden poner en correspondencia con un punto de unarecta. El estudiante 17
responde que es “un simbolo que representa un valor numeérico y éste es posi-
ble representarlo en una recta’. Este estudiante alude a dos representaciones,
una numéricay otra geométricay, a parecer, lanumérica se asocia con lo de-
cimal y con laidea de que todo punto de larecta es un nimero real.

Tres respuestas se relacionan con la sucesion de Cauchy. Se esperaria que
larespuestadelamayoriadelos estudiantes de unalicenciaturaen Matematicas
esté relacionada con sucesion de Cauchy o con cortadura de Dedekind, en vir-
tud de que para los mateméticos una respuesta formal y consistente de qué es
un nimero real seria: “un nimero real es una sucesion de Cauchy de numeros
racionales” o “un numero real es una cortadura de Dedekind de niimeros ra-
cionales”. Cabe mencionar que la frecuencia para sucesion de Cauchy es muy
baja, y ninguna respuesta esta asociada con cortadura de Dedekind.

En la respuesta del estudiante 8 sobre este tema se dice que “es donde
convergen todas las sucesiones de Cauchy de racionales”. La respuesta es un
tanto ambigua; al parecer, trata de establecer algin conjunto formado por los
limites de sucesiones de Cauchy. Desde el punto de vista matematico, ver a un
numero real como una sucesion de Cauchy es un proceso muy complicado y
dificil de entender, porque un numero real no s6lo es una sucesion de Cauchy,
sino la clase de equivalencias de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales.
Ademas, estas sucesiones no necesariamente convergen dentro del conjunto
de niimeros racionales; se debe hacer una extension al conjunto de niimeros
racionales para establecer la convergencia de las sucesiones de Cauchy. Para
el estudiante 25 “es un elemento de un campo que se construye con series que
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convergen fuera de los racionales’, respuesta que introduce un elemento adi-
cional, la serie de nimeros racionales. El estudiante tiene la idea de que las
series convergentes de nlimeros racionales que no convergen a un racional ge-
neran alos nimeros reales, lo cual resulta ser una conjeturainteresante.

Este primer andlisis concluye con las respuestas sobre ente abstracto. El
estudiante 10 contesta que “es un ente abstracto perteneciente al campo de los
reales’, el estudiante 12 menciona que “es un ente abstracto que cumple con
ciertas caracteristicas 0 axiomas y que se ocupan parala mayoria de las cosas
enlarealidad”, y €l estudiante 16 lo describe como “un simbolo que se utiliza
para representar entes creados por humanos”. En las tres respuestas los estu-
diantes consideran al nimero real como una abstraccion creada por el ser hu-
mano, que habita solamente en la mente. Al respecto, existe la discusion sobre
si un nimero real existe como un objeto palpable o s6lo como una represen-
tacion mental, por ejemplo, cuando decimos “10 copas de vino” o “10 sillas”,
lo que estamos contando son |os objetos (copasy sillas), y el nimero 10 indica
gue existe una correspondencia uno auno entre las copasy lassillas, lo cual es
muy util en un banquete donde hay que poner mesas para 10 invitados.

La tabla 5-2 muestra como se agruparon las respuestas de 93 estudian-
tes de carreras de Ingenieria. A diferencia de los estudiantes de la licenciatura
en Mateméticas, los de Ingenieria se inclinaron con mayor frecuencia por la
agrupacion subconjuntos naturales, enteros, racionaleseirracionales (34 res-
puestas), seguidade punto de una recta (29 respuestas). También es importante
hacer notar que los rubros conjunto (—oo, ©) y conjuntos de positivos, negativos,
neutro obtuvieron 17 respuestas cada uno. Todo lo anterior esta relacionado
con los libros de texto, por ejemplo, Leithold (1981) y Stewart (2012), emplea-
dos en cursos de calculo de manera frecuente. Cabe mencionar que estos auto-
res no incorporan un estudio detallado sobre numeros reales, pues s6lo hacen
notar que estan relacionados con |os puntos de una recta, que son el conjunto
de nimeros comprendidos en (—o0, ), que se pueden clasificar en negativos,

Tabla 5-2 Alumnos de Ingenierfa.

Total de alumnos; 95

Propie- | Subcon- Conjunto
dades juntos Punto | Uso de positivos
alge- N, Z, Magnitud | deuna| para | Conjunto| negativos,
Rubro braicas Q,l fisica recta | contar | (—oo, ) neutro Otras

Frecuencia 3 34 9 29 9 17 17 12
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neutro y positivos, o que estén formados por los nimeros naturales, los nime-
ros enteros, 10s nimeros racionales o los nimeros irracionales.

Con respecto a la agrupacion subconjuntos naturales, enteros, racionalese
irracionales, el estudiante 3 dice: “un nimero real es aquel que puede ubicarse
en unarectanuméricaviendo nimeros enteros, fracciones, radicalespositivos’.
Su respuesta es ambigua, tiene la idea de que las raices son también nu-
meros (irracionales), y hace hincapié en que so6lo se pueden sacar raices de
numeros positivos. Resulta interesante que no hace uso del niumero racional y
sigue utilizando la nomenclatura de los niveles basicos de fraccion.

Para el estudiante 6, “ estodo aquel nimero que se puede ubicar en larecta
numérica (enteros positivos y negativos, fraccionarios, decimales, racionales,
irracionales, etc.)”. Este estudiante mencionafraccionariosy racionales, por 1o
que no es claro si los considera como dos conjuntos diferentes o s6lo es redun-
dante. También menciona los numeros decimales y da la impresion de no tener
claro que los nimeros racionales tienen una representacion decimal; pareciera
que para él los decimales son un conjunto diferente a los racionales. El estu-
diante 10 respondi6 que “es una representacion de unidades que vemos todos
los dias. Pueden ser fraccionarios, radicales, etc. Los nimeros reales |os tene-
mos en todas partes’. Este estudiante consideraal niimero real como un objeto
gue se encuentra inmerso en todas partes y tiene un uso cotidiano para el ser
humano. El estudiante 16 dice que “los nlimeros reales son todos los que pode-
mos ubicar en una recta numeérica, que va desde negativos, fraccionarios’. Se
hace notar que existe una similitud entre las respuestas de estos estudiantes, lo
cual podria deberse a haber memorizado una definicion dada por los profeso-
res; sin embargo, no recuerdan con exactitud dicha definicion.

Otras respuestas demasiado inconsistentes son las siguientes. Estudiante 23:
“es un conjunto de nimeros en & cual estan involucrados otros grupos, como
los nimeros racionales e irracional es, todos éstos deben contar con un valor po-
sitivo y pertenecer a un conjunto llamado nimeros naturales’. Estudiante 46:
“los nimeros reales pueden ser racionales e irracionales que pueden expresarse
con ndmeros naturales’.

Con respecto al conjunto (—oo, o) € estudiante 1 da una respuesta muy
concisa: “un elemento de un conjunto (—o, ©)”. Con esta respuesta es dificil
saber la percepcion que el alumno tiene de numero real; se puede asumir que
tiene un manejo adecuado deintervalo y estarepresentando alos nimeros rea-
les como el intervalo (—oo, ). El estudiante 11 contesta de manera similar: “es
un nimero que pertenece a conjunto de los nimeros reales, los que incluyen
desde el —, 0, o tomando en cuenta los decimales, excluyendo a los niimeros
complejos”. Aqui se nota implicitamente que al mencionar al intervalo (—oo, o)
existe una representacion geométrica de numero real relacionado con una rec-
ta; esto se constata con el estudiante 8: “un nimero real esaquel que sebasaen
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la numeracion de negativos, positivos, y decimales, que vienen desde el —oo al
oo en un sistema. Y se representa en plano cartesiano en su mayoria, ya que en
losejes ‘X y 'y’ vienen del —oo al infinito”. Una respuesta similar a la anterior
esladel estudiante 25: “es todo aguel nimero que se encuentra localizado en
la recta numérica, a partir del cero hacia el mas infinito o infinito negativo”.

El andlisis de las respuestas de |os estudiantes muestra algo interesante.
Algunos tratan de explicar qué es un numero real con base en que no es un
nimero complejo, es decir, tienen laidea de que dentro del conjunto de nime-
ros existen los reales y los complejos, pero no distinguen con claridad la dife-
rencia entre ambos. Por ejemplo, para el estudiante 12 “se define como aquel
valor existente dentro de un dominio matematico. También se dice que un nu-
mero real es un valor que se puede representar fisicamente, caso contrario de
uno imaginario, que es un NUMero inexistente pero necesario para representar
ciertos valores. Alumno 20: “son todos los niumeros racionales incluyendo po-
sitivos, negativos, cero, que no son imaginarios o complejos’. Estudiante 21
“es aquel numero donde se encuentran nimeros positivos y negativos. Todos
aquellos donde no intervienen el valor imaginario i” Estudiante 30: “es aquel
gue se encuentralocalizado en larectanumeérica, o plano x, yaque losimagina
rios se encuentran en el y”. Lo anterior manifiesta una confusion en los estu-
diantes que han tenido contacto con los nimeros complejos y tratan de asociar
un nimero real con la parte real de un nimero complejo.

Algunas respuestas no se pudieron clasificar en algun rubro. Estudiante 9:
“un nimero real es aquel a que se puede sacar raiz y es tangible como niime-
ros positivos ya que pueden existir”. Estudiante 26: “es aguel que puede ser de
cualquier tipo excepto siendo negativo y tener algun radical”. Estudiante 33:
“conjunto de valores que estan dentro del plano cartesiano, también se pueden
representar en formade un escalar y son gienos al plano complejo, aungue este
se compongade ellos’.

Para finalizar esta seccion, se observa que, en la mayoria de los casos, los
estudiantes no pueden dar una definicion precisa de numero real, mientras que
en algunos casos mencionan caracteristicas de los niimeros reales con algunas
contradicciones. La mayoria de los estudiantes de Matematicas basa su defi-
nicién en los axiomas de campo, mientras que los estudiantes de ingenieria se
apoyan en laidea de un punto de unarecta.

Una clasificacién relacionada con la categorizacién

En la seccion anterior, las respuestas de los estudiantes se agruparon en varios
rubros, a fin de integrar una clasificacion que serd comparada con la categori-
zacion de los numeros reales propuesta en la seccion “Una categorizacion de
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Tabla 5-3 Respuestas de los estudiantes en la categorizacion.

Categoria

Frecuencia

Ejemplos de respuestas

SC

79

Es todo aquel nimero que se puede ubicar en la
recta numérica (enteros, positivosy negativos,
fraccionarios, decimales, irracionales).

Es un grupo de niimeros que puede ser racional o
irracional.

Sabemos que los niimeros son la representacion
abstracta de una cantidad y éstos se clasifican a su
vez en distintas ramas, naturales, enteros, racionales,
irracionales.

RS

45

Un simbolo que representa un valor numérico y éste
es posible representarlo en unarecta.

Un nimero real es todo aquel que se puede
representar en larecta numeérica.

Todo niimero (valor) que se puede representar en un
€je coordenado.

CN

Un nimero real se encuentra en la recta real, y son
relaciones de equivalencia, sucesiones de Cauchy.
Es donde convergen todas las sucesiones de Cauchy
deracionales.

PA

14

Es un elemento perteneciente a lo que denominamos
el conjunto de nimeros reales | os cuales tienen como
caracteristica su pertenenciaen larectareal, ademas
de cumplir caracteristicas algebraicas especificas.
Los nimeros reales se pueden encontrar en la recta y
ademas forman un campo numérico que cumple con
|as propiedades de campo.

Es aquel que forma parte de un conjunto de
elementos que conforman un campo, el cual ayudara
arealizar operaciones binarias.

PT

IR

15

Es una cantidad que resulta de contar los elementos
que forman un conjunto y se representa con una R.
Simbolo matematico que expresa una cantidad.
Todo digito numérico existente que sirve para
expresar cantidades y hacer calculos.

PC

Total

156

Respuestas relacionadas con las categor ias




Capitulo 5 Una clasificacion de aspectos relacionados... 0

los numeros reales como alternativa para su definicién”, para asi establecer qué
categorias estan presentes en las concepciones de los estudiantes y determinar
el conocimiento que tienen acerca de los nimeros reales.

En latabla5-3 se relacionan las respuestas de | os estudiantes con respecto
alas categorias de nimero real, y se muestran algunos ejemplos de respuestas.
Al analizar las respuestas de los estudiantes de la licenciatura en Matematicas
y de los estudiantes de Ingenieria, se encontrd que las ideas de ambos tipos de
grupos son similares. Por lo tanto, al clasificar sus respuestas se decidi6 no ha-
cer distincion entre el tipo de carrera, y la tabla 5-3 presenta los resultados de
los 128 alumnos.

La categorizacion propuesta contempla nueve categorias, de las cuales
cinco se asociaron con las respuestas de los estudiantes, mientras que cuatro
no presentaron relacion alguna.

La categoria que se relaciona con més respuestas de |os estudiantes fue la
de subconjuntos que componen a los nimerosreales, con 79 respuestas. Lo an-
terior tiene sustento en el curriculo de los diferentes niveles escolares, donde se
estudian principalmente los nimeros naturales, los nimeros enteros y 10s nu-
meros racionales, aunque también se hace referencia a subconjuntos como los
nUmeros negativos, |os nimeros positivos, € cero, los nimeros pares, los ni-
meros impares, etc. Por |o tanto, €l estudiante tiene unaimagen mental de que
los nimeros reales se dividen en subconjuntos, sin embargo, no logra percibir
que existe una contencion entre estos subconjuntos, es decir, que los naturales
estan contenidos en los enteros y os enteros a su vez estan contenidos en los
racionales. Ademas, el conocimiento sobre los nimeros racionales se reduce,
en algunos casos, aPi, e, y raices de algunos numeros primos. También se pudo
detectar que algunos estudiantes mencionan los nimeros decimales, al parecer
con laidea de que éstos son diferentes alos nimeros racional es.

La categoria de representaciones y significados fue la segunda con mas
frecuencia (45 respuestas rel acionadas). L os estudiantes de Ingenieriarelacio-
naron € nimero real con un punto de una recta o con un ge coordenado, lo
cual indica que tienen una representacion grafica de numero real; sin embargo,
algunos mostraron confusion al relacionar a un niamero real con el plano car-
tesiano. Los estudiantes de Matematicas mencionaron en menos proporcion
larepresentacion grafica, lo cual podria deberse a que la abstraccion conforma la
préactica en la mayoria de los cursos que toman.

Quince respuestas de estudiantes se refieren a la categoria conteo, nume-
rabilidad y no numerabilidad. En estos casos, relacionaron un nimero real con
cierta cantidad que tiene un uso, principalmente para medir y contar cosas. No
se obtuvieron respuestas que tuvieran relacion con la infinitud o la numerabi-
lidad de conjuntos, lo cual induce a proponer cuestionarios mas especificos
sobre este tema.
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La categoria propiedades algebraicas tuvo 14 respuestas rel acionadas, re-
sultado congruente, las operaciones aritméticas asociadas al concepto de nd-
mero desde la educacion basica (suma, multiplicacion, resta, division, etc.): los
estudiantes asocian la definicion de namero real con las operaciones algebrai-
cas de éstos. Cabe mencionar que algunos de los estudiantes de Matematicas
definen los nimeros reales como aquellos que satisfacen los axiomas de un
campo, pero no logran visualizar que no es su Unica caracteristicay que exis-
ten otros objetos mateméticos que también satisfacen los axiomas de campo.

Solo tres estudiantes, todos de la licenciatura en Mateméticas, relacio-
naron sus respuestas con la categoria de distintas construcciones de nimeros
reales. Las respuestas se refieren a la sucesion de Cauchy de nimeros reales.
No se hizo ninguna mencién de las cortaduras de Dedekind o de construccion
con reglasy compas.

Las categorias propiedades de orden, propiedades topoldgicas, infinitud
de los nimeros reales y completitud de los nimeros reales no tuvieron res-
puestas asociadas a ellas. Una posible causa seria que en |os cursos de |os es-
tudiantes de Ingenieria no se aborden estos temas o no seles dé laimportancia
requerida. En los cursos de la licenciatura en Mateméticas si se abordan estos
temas, sin embargo, |os estudiantes no parecen considerar estas propiedades de
los nimeros reales como importantes o trascendentes.

Conclusiones

En este trabajo se analiz6 la concepcion que tienen algunos estudiantes del ni-
vel universitario acerca de los nimeros reales mediante un cuestionario. Sus
respuestas se describieron y relacionaron con una categorizacion de los niime-
ros reales. No se encontraron diferencias significativas entre las respuestas de
los alumnos segun su formacién (licenciatura en Matematicas o en diversas
ingenierias).

Se corrobor6 que los estudiantes no tienen una definicion concreta y ade-
cuada de nimero real; en sus respuestas solo describen ciertas propiedades de
los niimeros reales y de manera individual s6lo una pequefia parte de los es-
tudiantes menciono tres caracteristicas de los numeros reales, de acuerdo a la
categorizacion propuesta.

Con respecto a las respuestas de los estudiantes y su relacion con la ca-
tegorizacion, en su mayoria los estudiantes describen a los niimeros reales en
términos de subconjuntos y de las propiedades algebraicas que éstos cum-
plen. Un aspecto del disefio instruccional permite observar que los alumnos
de Ingenieria asocian un nimero real con un punto de la recta, lo cual indica
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que poseen una representacion grafica de éste; mientras que los estudiantes de
M atematicas poseen unaimagen mas enfocada a la estructura algebraica.

Debido a que los estudiantes no poseen una definicion adecuada de los
numeros reales, tal como se mostr6é en esta investigaciéon, se propone como
aternativa elaborar actividades didacticas donde el alumno trabaje con las di-
ferentes categorias de nimeros reales. Se parte de que, entre més aspectos co-
nozca de éstos, podra desarrollar una mayor comprension al respecto.

Con base en las respuestas que dieron los estudiantes a la pregunta o tarea
abierta,® a continuacion proponemos una definicion de nimero real:

Definicién: En el conjunto de los niimeros reales se definen dos ope-
raciones binarias (suma y multiplicacion), que hacen que este conjunto
forme una estructura algebraica de campo. En este conjunto existen sub-
conjuntos importantes, entre los cuales se encuentran los nimeros natu-
rales, nimeros enteros, nUmeros racionales y nimeros irracionales. Los
nimeros reales también se pueden dividir en nimeros negativos, el cero
y los nimeros positivos. Existen varias representaciones para los nime-
ros reales, entre ellas encontramos la representacion decimal y una repre-
sentacion grafica como punto de una recta. También podemos asociar los
numeros reales con diversas magnitudes o cantidades. Se pueden realizar
construcciones formales de los niimeros reales y una de €ellas es mediante
sucesiones de Cauchy de nimeros racionales.

La definicion anterior esta incompleta, en virtud de que no se toman en cuen-
tan todas las categorias, sin embargo, puede ser una primera aproximacion y
esta creada con base en larespuestas de | os estudiantes que participaron en esta
investigacion. Se agrega que incluso cuando los estudiantes son del nivel uni-
versitario, algunos elementos de su lenguaje escrito no son del todo adecuados.

Para finalizar, se mencionan algunos trabajos futuros para el uso de la ca-
tegorizacion y sus aportaciones:

* Analisis de libros de texto.

* Aplicar cuestionarios sobre niimero real a profesores de Matematicas.

* Aplicar cuestionarios sobre nimero real a expertos (matematicos).

* Elaborar y aplicar actividades didéacticas de los distintos aspectos del
numero real, que consideren € trabajo colaborativo y retroalimenta-
cion, entre otros aspectos.

3 En el sentido descrito por Artigue (2015), quien considera que el conocimiento tiene el poten-
cial para emerger de la resolucion de una tarea abierta y avanzar hacia formas convencionales
de conocimiento.
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Considerando la complejidad
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enseinanza del calculo
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Resumen

En este capitulo se presenta el uso de la teoria de la trayectoria docu-
mental como marco de investigacion para explorar la génesis del soft-
ware CalcVisua, un sistema tutoria inteligente para la ensefianza y el
aprendizaje del célculo diferencial. Se analizan los elementos de dise-
fio, la adecuacion del mismo a partir de la instrumentacion por alum-
nos y maestros, y su aplicaciéon por profesores con diferentes perfiles
y experiencia. Estos factores han llevado a una evolucién del software,
pero también deladifusién del mismo entre diferentes nivelesy distintos

1 Centro de investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional, México;
e-mail: ccuevas@cinvestav.mx

2 Centro Universitario UAEM Valle de Chalco, México; e-mail: mmreyes@hatmail.com

3Institut Francais de I'Education, Ecole Normale Supérieure de Lyon, France; e-mail: luc.
trouche@ens-lyon.fr



@ Tendencias actuales en ensefianza de las ciencias

actores, como unaformade uso de latecnologiaen €l aulacon resultados
tangiblesy reproducibles.

Palabras clave: sistematutorial inteligente, calculo diferencial, trayec-
toria documental, uso de tecnologiaen el aula.

Abstract

This chapter introduces the use of the theory of the documentary trajec-
tory as a research framework to explore the genesis of the CalcVisual
software, an intelligent tutorial system for teaching and learning diffe-
rential calculus, analyzing the elements of design, the adequacy of the
same from the instrumentation by students and teachers, and its applica-
tion by professors with different profiles and experience. What has led to
an evolution of software, but also of alevel of use of it at different levels
and by different actors, as a way of using technology in the classroom
with tangible and reproducible results.

Keywords: Intelligent Tutorial System, Differential Calculus, Docu-
mentary Trajectory, Use of Technology in the Classroom.

Revision de literatura y asuntos teéricos

La conciencia emergente del potencial y de la complejidad
del aprendizaje en la ensefianza del calculo

Uno de los problemas mas frecuentes al inicio de la educacion superior es la
alta tasa de reprobacion y falta de comprension en los cursos tradicionales de
célculo diferencial e integral (Andreu & Riestra, 2007; Artigue, 1991; Hitt &
Dufour, 2013; Flores, 2013; Martinez, 2005; Moreno, 2003; Tall, 2013, entre
otros).

Por lo tanto, son frecuentes |os informes sobre problemas en la ensefianza
y € aprendizaje del cllculo diferencial. Las diversasinvestigaciones al respec-
to pueden separarse en tres componentes:

* Agquellasque sefialan que el calculo diferencia eintegral se ensefiacon
una fuerte carga operativa en detrimento de la parte conceptual (Amit
& Vinner, 1990; Tall, 2008; Skemp, 1976). Este tipo de ensefianza se
basa mucho en el conocimiento algebraico de los estudiantes y muy
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poco en laintuicion geométrica, y por esta razon este proceso ha sido
[lamado algebrizacion del calculo (Castela, 1995). Esta claro que una
consecuenciade esto es establecer un repertorio de formulasy patrones
en los que los significados y los conceptos quedan fuera.

* Otro problema detectado es el conflicto entre el rigor y la intuicion.
Cas desde laformalizacién del célculo surgieron voces que advierten
sobre la pérdida de significado en aras del rigor y la formalidad. Imaz &
Moreno (2009) afirman que Luzin, Klein, Hilbert y Couran sefialaron
las consecuencias de haber reemplazado (0 no haber tenido en cuenta
de manera suficiente) el enfoque intuitivo que habia dado tan buenos
resultados desde Leibniz, Newton y Euler, y esto se afirma varias dé-
cadas después del proceso de aritmetizacion de Weierstrass, Dedekind
y Cantor, como figuras principales. Como Thom Noévikov sefiala, si es
necesario elegir entre el rigor y los significados, se elegiria el signifi-
cado (Moreno, 2013). En resumen, el excesivo rigor o aritmétizacion
con €l que se muestran los conceptos de célculo a menudo tergiversan
los significados. Debe sefialarse que la investigacion logica no se lleva
a cabo hasta que laintuicién ha completado latarea de laidealizacion
(Klein, 1896: 247).

* Un tercer problema que se ha detectado en lainvestigacion es el limi-
tado uso de la tecnologia digital en la ensefianza del célculo. Aunque
en la actualidad la tecnologia es parte de la vida de los estudiantes, y
existe un gran desarrollo en dispositivos digitales con software que tie-
ne la capacidad de resolver problemas de célculo en formanuméricay
simbdlica (Photomath, Geogebra, Graph, Mathematicay muchos mas),
una gran cantidad de profesores cuestiona e incluso rechaza el uso de
estos dispositivos. Sin negar que €l uso de la tecnologia presenta cier-
tos problemas, € proceso de integracion de la tecnologia digital en la
ensefianzay el aprendizaje de las mateméticas es indudable.

La tecnologia es esencial en la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas, influye en las matemdticas que se enserian

y mejora el aprendizaje de los estudiantes
(NCTM, 2016).

La toma de conciencia emergente del potencial
y de la complejidad de las herramientas digitales
para el aprendizaje de las matematicas

En la red existe una abundancia de recursos de fécil disponibilidad, pero no es
igual de sencillo integrarlos en la précticay en la ensefianza de las mateméticas
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en el aula, una complicacion que se manifiesta en la ensefianza del calculo con la
integracion de calculadoras smbdlicas y sistemas de algebra computacional en
los afios noventa. Guin & Trouche (1999) sefialan que se tiene mucho potencial
en dichos entornos, pero también hay una gran complejidad en su integracion.

Este potencial se observé con claridad a partir de la verdadera emergencia
de los recursos digitales, cuando la tecnologia parece esencia en la ensefian-
zay €l aprendizaje de las matemdticas, y muestra su potencial para mejorar
el aprendizaje de los estudiantes. L os estudiantes pueden aprender méas mate-
maticas y de manera més profunda con el uso apropiado y responsable de la
tecnologia. Pueden hacer y probar conjeturas. Pueden trabgjar a niveles mas
altos de generalizacion o abstraccion. Sin embargo, la tecnologia no puede
reemplazar a profesor de mateméticas, ni puede usarse como un reemplazo de
las comprensiones e intuiciones basicas. Por estarazon, el docente debe tomar
decisiones prudentes sobre cuando y como usar latecnologia, y debe asegurar-
se de que la tecnologia mejore el pensamiento matematico de los estudiantes
(NCTM, 2009).

Con certeza, €l uso de latecnologiadigital puede facilitar laaplicacion de
propuestas didécticas, tales como visualizar larealizacion de una determinada
actividad en varios registros de representacion semidética de manera simulté
neay transformar la tarea matemética en una tarea experimental que permita
una introduccion de los conceptos mateméaticos més cercanos a su desarrollo
histérico. Esto se comprueba en |a ensefianza y aprendizaje del célculo: por
gjemplo, con el uso de software comercial y delared (Alphamathematica), es
posible realizar muchas de | as tareas habituales o rutinarias de un primer cur-
so de cdlculo, como derivar e integrar de formanumeéricay simbdlica (Forgaz,
2002; Asiada, 1997; Simmt, 1997).

La contraparte de este potencia aparecid también con preguntas del tipo
(como la tecnologia influye en la ensefianza de las matematicas?, ;de qué ma-
nera los estudiantes descubren y construyen significados matematicos me-
diante representantes de los objetos matematicos? y ;de qué forma pueden
manipularlos con el apoyo de interfaces digitales? (Noss & Hoyles, 1996). La
aproximacion aladidécticainstrumental (Guin, Ruthven & Trouche, 2005) se
desarrollé para tomar en cuenta estos fendmenos, distinguiendo dos procesos
esenciales, instrumentacion frente a instrumentalizacion, es decir, la influencia
de latecnologia en la actividad de los estudiantes frente a laforma en que los
estudiantes transforman y se apropian de latecnologia. Este enfoque evidencia
también la importancia de las situaciones matematicas implementadas por €l
profesor en la clase al tener en cuenta el poder de estas tecnologias.

Cabe destacar que, sin un cuidadoso disefio didéctico, el uso de nuevas
tecnologias puede traer mas desventajas que ventajas, por |0 que es necesario
garantizar lalegitimidad pedagdgica de estas herramientas, e incluso entonces
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se esta lejos de asegurar su legitimidad cientifica o social. Esto podria generar
un circulo vicioso que se gjusta a una actitud de militanciay proselitismo, in-
adecuada para otorgar herramientas a los docentes que les permitan enfrentar
las dificultades que de manera inevitable encontraran, que les permitan identi-
ficar las necesidades matematicas y técnicas de génesis instrumental y superar
una vision ingenua de la tecnologia como un remedio para las dificultades de
ensefianza (Artigue, 2002). De hecho, € impresionante desarrollo tecnol 6gico
digital con laincorporacion de software con capacidad de manipulacion sim-
bolica, graficacion y simulacion cuestiona muchas de las practicas de ensefian-
za en | os cursos de mateméticas (Guin, Ruthven & Trouche, 2005; Ruthven &
Hennessy, 2002).

El conocimiento emergente y la complejidad del rol del profesor
en estos entornos

Lapreguntasobre el rol del docente llevaaun comportamiento negativoy con-
fuso acerca de su habitual tarea que, en muchos casos, conduce ano considerar
las herramientas digitales como un recurso positivo, eincluso prohibe el uso de
artefactos digitales en sus cursos. Esta pregunta sobre el uso de la tecnologia,
que se refleja en los estandares del NCTM (National Council of Teachers of
Mathematics), ha producido en los Ultimos afios una cantidad considerable de
investigacion, con una reflexion critica sobre la utilidad de las nuevas tecnolo-
gias en la ensefianza de las mateméticas (Lagrange, 2005). Esta problemética
conduce aunaprimera preguntadidactica: ¢cémo podemosintroducir latecno-
logia de manera que promueva en el estudiante una mejor comprension de los
conceptos matematicos, sin demeritar sus habilidades operativas?

CalcVisual, un proceso de disefio continuo
El software, sus principios de disefio y una visita guiada
CalcVisual, acrénimo de célculo visual, tiene varios propositos:

* Ofrecer ala comunidad educativa un tutor inteligente de calculo dife-
rencial que apoye a los estudiantes en las tareas béasicas de un primer
curso de calculo con informacion matematica confiable.

* Proponer unaforma de usar la tecnologia para apoyar |a ensefianza de
las matematicas.

* Habilitar propuestas didécticas através de la tecnologia.

* Ofrecer una ensefianza de célculo mas conceptual que operativa.
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Estos propdsitos se orientan a objetivo general de promover una mejor com-
prensién de los conceptos de calculo diferencial.

Algunas caracteristicas diddcticas

El cdculo es la herramienta matemética més poderosa para determinar las
principales propiedades de las funciones reales. En este sentido, CalcVisual
introduce los conceptos de célculo a través del proyecto de construir y reco-
nocer el grafico de una funcion polindémica, como proyecto de accion practica
(Cuevas & Pluvinage, 2003). De esta manera, |os conceptos de calculo se con-
vierten en una necesidad para resolver el problema en juego.

Conceptos tales como raices reales, signos, limites o derivadas se esca
lonan para que la resolucion de cada uno de €ellos sea un instrumento de reso-
lucién del siguiente. Por ejemplo, € primer concepto es € caculo de raices
reales; una vez resuelto, € alumno puede usar este concepto para resolver €l
signo de lafuncion. A su vez, estos dos conceptos se utilizan en lafuncion de-
rivada para resolver la monotonia de la funcion a graficar (figura 6-1).

Figura 6-I1
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CalcVisual propone resolver cada concepto en varios registros de repre-
sentacion semidtica para promover una conversion entre ellos (Duval, 1988),
ademas, €l trabgjo realizado en un registro semidtico se muestra en los otros
registros (figura 6-3).

Para cada concepto se proponen actividades para resolverlo tanto de for-
ma directa como inversa, y no impone una manera de resolver un cierto pro-
blema (Piaget, 1947).

Como funciona CalcVisual

Al inicio, el estudiante, el docente o el software proponen un polinomio para
analizar y un concepto del cllculo aresolver (raices reales, signo, monotonia,
maximos'y minimos, concavidad y rango, entre otros). Mediante la resolucion
de los conceptos, se proporciona un esbozo de la grafica de la funcion propues-
ta (figura 6-2).

Figura 6-2
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Diferentes tipos de apoyo proporcionados al estudiante

Laayuda o retroalimentacion que CalcVisual brinda a alumno se presenta en
cuatro formas (figura 6-2). Cualquier ayuda que proporcione el tutor aparece
sblo ainvocacion del usuario. Unavez que el alumno hayaleido lasinstruccio-
nes proporcionadas por € tutor, puede cerrar laventanay de inmediato volver
para continuar con laresolucion del problema.
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Ayuda (?): se proporciona por medio de un mensaje que comunica la
accion que se espera que € usuario tome. Por jemplo, indicaciones
sobre cOmo navegar en CalcVisual, qué tipo de datos se espera que €l
usuario escriba, 0 como se introducen estos datos en el sistema. Este
primer nivel de ayuda en € sistema no proporciona guia académica
(figura 6-3).

Apoyo (): este soporte es ante todo académico y puede ser variable
e interactivo. Se refiere a un problema y un nivel de profundidad en
particular. Aplicael principio de minimaayuda (Aebli, 1995), donde se
esperaque con un ligero “empujon”, € alumno sea capaz de superar la
dificultad presentada por el problema.

Texto ([°.._]): cuando el apoyo no es suficiente, el alumno puede tener
otro tipo de asistencia, con acceso a un glosario de conceptosy termi-
nologia en un texto electrénico de calculo diferencial.

Error: esta retroalimentacién se da cuando se produce un error sintac-
tico 0 semantico, o cuando se introduce un dato incorrecto. El mensgje
indica con precisién € error, y se hace una breve sugerencia para corre-
girlo. Este mensaje siempre aparece cuando se detecta una falta en la
entrada (figura 6-2). Las posibles fallas se detectan una a una (figura 6-3).

Figura 6-3
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Es usual que el curso de célculo tenga asignadas cuatro o cinco horasala

semana. Se recomienda utilizar CalcVisual lamitad de las horas, y en las res-
tantes emplear |os recursos tradicionales (pizarra, tiza, diagramas, gjercicios a
l&piz y papel, etc.) con el profesor. Se recomienda implementar las horas des-
tinadas atrabajar con CalcVisua en un laboratorio de computo sin el maestro.
En algunos casos se tuvo €l rol de profesor asistente, pero como un observa-
dor en el sentido de Keskessa (1994), es decir, que la funcién del observador
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debe referirse ante todo a la organizacion de la actividad del estudiante y a
su progreso relacionado con un entorno establecido de antemano (Keskessa,
1994). El trabajo de laboratorio fue disefiado de manera colaborativa, con
dos estudiantes por computadora —aqui se aplica la teoria sociocultural de
Vygotsky, que sefidlalaimportanciadel medio ambiente enlaadquisicion deco-
nocimiento—. Vygotsky afirma que un profesor trabaja como mediador entre
el conocimiento y el alumno, de modo que, al incorporar el trabajo colaborati-
vo entre los alumnos, cada uno de ellos, en diferentes momentos, actdia como
mediador. De acuerdo con estas ideas, asignar dos estudiantes a una computa-
dorapermiti6 el intercambio de preguntasy redujo la zona de desarrollo proxi-
mo, lo cual hizo posible cubrir el contenido del programa de forma més répida
y sencilla asi como crear una dinamica de trabajo eficiente.

Se propone iniciar el estudio de polinomios y, una vez finalizado, conti-
nuar con funciones racionales y radicales. Aunque es posible llevar a cabo €
estudio de racionales y radicales desde el final de la actividad de signo, el pro-
fesor elegirdlo que crea conveniente.

En €l primer contacto con €l sistema, |os estudiantes trataron de descubrir
como funciona'y como interactuar con €él. En esta etapa, la ayuda, |os comen-
tarios del tutor, larevision sintactica de respuestas erréneasy su interpretacion
grafica fueron de gran ayuda.

Al incorporar e uso de CalcVisua en clase, alos estudiantes les resulté
motivador experimentar con sus comparieros, yaque el software facilitalas ac-
tividades de equipo entre e grupo. Sin embargo, también hubo cierta resisten-
cia a modificar el trabajo tradicional, en la medida en que se vieron alterados
losroles de profesor y alumno, el curso no se evalud de lamismamanera, y se
requirieron habilidades autodidactas, algo que lamayoria de los estudiantes no
posee. Ademés, este método de ensefianza contrasta con el resto de asignaturas
de mateméticas, |as cuales se ensefian de formatradicional.

El desarrollo del curso sellevé acabo de acuerdo con el modelo didactico
de Cuevas & Pluvinage (2003), en el cua la primera sugerencia es introducir
un concepto matemético a través de un problema interesante que simule una
situacion real.

Por ejemplo, paraintroducir el concepto de raiz de acuerdo con €l modelo
didéactico, el sistema propone la siguiente actividad:

Un globo se fija a la base de un contenedor cilindrico. Una cierta cantidad de agua
se pone en el contenedor. Se les pidid a los estudiantes que inflaran el globo hasta
que su superficie superior se nivelara con la nueva superficie de agua en el con-
tenedor. Luego se les pidio alos estudiantes que determinaran €l radio del globo
cuando alcanza la superficie del agua. El experimento se repite con diferentes can-
tidades de agua con un cierto rango (Cuevas et al., 2005).
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Este problema conduce a un polinomio de tercer grado cuyaraiz es, de hecho,
el radio. Encontrar raices es un problema tipico paralos ingenieros. Es nece-
sario sefialar que el concepto de raiz real no siempre tiene sentido paralos es-
tudiantes, por lo que la actividad les da un sentido de interpretacion adicional
asu simple calculo.

Una segunda sugerencia es que cada concepto debe ser ensefiado en los
diferentes posibles registros de representacion semidtica (RRS). El software
CalcVisual facilita el trabajo con diferentes RRS. Por ejemplo, los problemas
de raices se proponen a través de un registro grafico, algebraico o aritmético: si
selepide aun alumno que encuentre el valor de unaraiz, puede usar unaherra-
mientaen el sistema que proporcione una evaluacién paraun rango de valores;
con esto, el alumno puede dar €l valor numérico aproximado delaraiz. Cuando
da la respuesta, puede obtener el resultado numérico y ver la respuesta grafica.
Si hay un deslizamiento, aparece un mensaje con una causa precisadel error y
una pista paralasolucion.

Una tercera sugerencia didactica de la propuesta citada indica que, tan
pronto como el alumno puede reconocer un cierto concepto matematico de
maneradirecta, se le pida que trabaje de manerainversa. Por g emplo, siguien-
do € concepto raiz, unavez que el alumno aprende acalcular lasraices reales
de un polinomio, el sistema genera de manera arbitraria un cierto nimero de
valores numéricos aleatorios, y luego le pide a estudiante que encuentre un
polinomio que incluya tales val ores como sus raices.

Por Ultimo, para reforzar el conocimiento de los estudiantes, el modelo
didéctico propone gjercicios de aplicacion donde se requiere €l uso de los con-
ceptos aprendidos. En este caso, €l sistema solicita que se determine el signo
de una funcioén; para hacer esto con éxito se requiere del concepto de raiz, re-
cién aprendido.

El software, pasos adicionales

En los Ultimos afios se afiadié a CalcVisual un escenario didactico interactivo
en el que, através de la simulacion de un fendmeno natural, se introduce un
concepto matematico. Unavez que se haintroducido el concepto matemético,
setrabaja con CalcVisual. Por giemplo, alasraices seles presenta el problema
de determinar el radio de un globo sumergido en un tanque, cuando es tangente
al nivel del agua (Cuevas, Moreno & Pluvinage, 2005). Una vez introducido
el problema, CalcVisual comparte con el profesor laresponsabilidad en lo que
sigue del curso. Debe recordarse que CalcVisual, es un sistemano resolutivo y
completamente interactivo.
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Ventana 1
¢Cuadlesfueron los motivos por los que se cred CalcVisual?
Un testimonio de Armando Cuevas, autor de CalcVisual
L as razones més importantes por las que se cred CalcVisua fueron:

Primera. Cursé mis estudios de bachillerato en un pequefio pueblo, a norte del pais. Cuando
inicié la educacion preparatoria no habia ningin maestro de mateméticas que pudiera ensefiar
geometria analitica; buscaron durante meses en el municipio (pueblos cercanos) y no encon-
traron. Cuando estudié lalicenciatura en Matematicas (1971), siempre me pregunté como per-
sonas semejantes a mi podrian obtener un conocimiento matemético, donde no hay profesores
de mateméticas.

Segundo. Cuando inicié como profesor en la Universidad Auténoma Metropolitana (la tercera
mas importante en el pais) en 1974, el curso de calculo consistia en cinco clases semanales; los
profesores impartian tres clases y las dos restantes eran dadas por profesores asistentes. Por
varias razones, el maestro tenia poca comunicacion con los ayudantes, de tal manera que con
frecuencia se impartian dos cursos en uno. Aqui surgié la idea de crear un ayudante compu-
tacional que se encargara de las tareas mas rutinarias del curso 'y permitieraa profesor dedicar
su tiempo a un curso més analitico y conceptual .

Cuando terminé mi maestria en Matematica educativa, ingresé a un proyecto naciona para
crear clases de mateméticas en microcomputadoras (1980) destinadas a estudiantes de secunda-
ria(de 12 a 15 afios); la solicitud expresa de la Secretaria de Educacion fue “ producir lecciones
en la computadora” para que |os estudiantes pudieran aprender mateméticas a pesar del maes-
tro. Esta produccion me llevo a crear lecciones tutoriales, antecedente de |os sistemas tutoriales
inteligentes. Este proyecto solo tuvo resultados experimental es.

Al analizar |as incipientes propuestas de sistemas tutoriales inteligentes (ITS), me alejé de la
linea dominante de crear un sistema cadavez mésinteligente, y me propuse crear lainteligencia
en el usuario mas que en el sistema.

En mi tesis doctoral se propuso a la comunidad el sistema tutoria inteligente, Lirec (LInea
RECta), para instruir acerca de la linea recta, tema de la geometria analitica. Ahi fue cuando
germinaron lasideas didacticas de un sistema amigable con retroalimentacién y con ciertaauto-
nomiaparael usuario. Lirec, un éxito que no capitalicé, tuvo amplio uso en Méxicoy América
Latina. En este sistema propusimos €l trabajo en tres registros de representacion semiética, con
visualizacion simultanea, y comenzamos a hacer de las mateméticas un trabajo experimental.
Cabe anotar que eran los inicios de la microcomputacion y no habia software educativo en el
mercado.

El trabajo de maestro de mateméticas en |la escuela preparatoria con frecuencia tiene una carga
docente de al menos cinco cursos a dia por maestro, con grupos de mas de 60 estudiantes.
Cuando comencé a producir sistemas de tutoriales inteligentes, un impulso fue laidea de redu-
cir laenorme carga laboral del maestro.
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Problemas pendientes
Evaluar el nivel de apoyo de CalcVisua en el trabajo docente:

* Como un software que define actividades didacticas para explorar con-
ceptos de calculo (problemas de ensefianza).

* Como un medio de generacion y verificacion de ejercicios (problemas
de aprendizgje).

* Como soporte en laresolucién de problemas de aplicacion (problemas
de aprendizgje).

Un nuevo experimento
Campo de experimento y elecciones metodoldgicas
Descripcion de la escuela

Ante unacreciente demandaeducativa, laUniversidad Auténomadel Estado de
Meéxico (UAEM) comienza en 1984 un proceso de desconcentracion. Durante
los Ultimos 21 afios, e Centro Universitario Valle de Chalco, ubicado en los
suburbios del este del Estado de México, ha proporcionado educacién superior
auna poblacién de 2,600 estudiantes en seis licenciaturasy tres maestrias, con
una plantilla de 120 maestros para cubrir esta oferta educativa. Una de las li-
cenciaturas que comienza con la fundacion del Centro Universitario es la de
Ingenieria en Computacién, que desde sus comienzos comparte los problemas
internacional es sobre |a ensefianza de |as mateméticas superioresy las atas ta-
sas de reprobaci 6n. Ante esto, en 2003 se present6 unatasa de fracaso del 80%
en lamateriade Calculo diferencial, por |o que se propone unainiciativa para
incorporar los resultados de la investigacion en calculo diferencia e integra
del Departamento de Educacion Mateméatica (DME), Cinvestav, en cinco gjes:

1. Examen de diagndstico para detectar deficiencias en los requisitos previos.

2. Conjunto de proyectos de accion practica para tratar los conceptos pre-
vios al calculo detectados a partir del diagndstico.

3. Uso del software CalcVisua como herramienta de apoyo indispensable en
el curso.

4. Modificacion del programa oficial y reorganizacion de contenidos a partir
del andlisis histérico de la génesis de |os conceptos.

5. Esguemas de validacion de la relevancia de los materiales en diversas
instituciones.
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Cada uno de estos ejes se desarrolld a lo largo de 14 afios con una incorpo-
racion gradual y de acuerdo con las condiciones de lainstitucion y la disposi-
cion de los docentes, con la hipétesis de que laincorporacién de la tecnologia
en e aula podria contribuir ala solucion de los problemas, reducir la tasa de
fracaso y potenciar € rendimiento académico de los estudiantes. Las caracte-
risticas del proyecto se acordaron con las autoridades a fin de contar con las
instalacionesy el apoyo adecuados para su implementacion; |os profesores con
diferentes perfiles profesionales (ingenieros, matematicos, fisicos) se incorpo-
raron de formagradual alos diferentes niveles de uso del software CalcVisual,
y laresponsabilidad del seguimiento recay6 en un estudiante de doctorado de
DME que era parte de la plantilla docente del centro universitario.

Entre las condiciones de infraestructura, debe mencionarse que las aulas
tienen capacidad para 45 estudiantes, las salas de informatica tienen 25 compu-
tadoras y servicio de internet, ademas de cafién para proyectar. En 2003 los
servicios eran deficientes ante la ausencia de replicadores de sefales de inter-
net, aunque en 2017 esta situacion mejoro.

Descripcion de los perfiles de los docentes

El curso de célculo diferencial e integral comenzo en agosto de 2017, fueron
asignados tres profesores con los siguientes perfiles:

Profesor 1. Matemético con maestria'y doctorado en Fisica; experiencia de
cuatro aflos impartiendo la materia de calculo; edad de 45 afios; tiene en-
trenamiento en el uso de tecnologia, en especifico en programacion y uso
de manipuladores simboélicos y graficos como Mathematica y Matlab;
maneja plataformas como Dropbox y Google Drive. Utiliza la tecnologia
para fines personales (correo electronico, busqueda de informacion en in-
ternet, WhatsApp) y para el uso de sus estudiantes (computadora portatil,
tableta, calculadora). Usa Mathematica en sus clases de cél culo para pre-
parar actividades y tareas paralos estudiantes.

Profesor 2. Ingeniero en Informética con una maestria en Ciencias de la
computacion y un postgrado adicional en Matematicas educativas, expe-
riencia contable de un ano; edad de 45 afos; tiene entrenamiento en el uso
de la tecnologia, en programacion especifica y uso de calculadora gréfica.
Utiliza la tecnologia para fines personales (correo electronico y busqueda
deinformacion en internet) y para el uso de sus estudiantes (computadora
portatil y proyector). En la clase de calculo, usa CalcVisual a fin de mos-
trar las propiedades de los graficos (dominio, limites, rango), y la calcu-
ladora para preparar |as tareas para los estudiantes.
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Profesor 3. Cuenta con una maestria en Matematicas y un doctorado en
Matematicas educativas, experiencia informética de 10 afios;, edad de
44 afios; tiene entrenamiento en el uso de la tecnologia, con énfasis en
el uso de aplicaciones, sistemas de tutoriales inteligentes (CalcVisual
y Lirec) y el uso de manipuladores y graficos simbolicos como Derive y
Geogebra. Utiliza la tecnologia para fines personales (correo electroni-
co y busqueda de informacion en internet) y para el uso de sus estudian-
tes (computadoras portétiles, proyectores y plataformas de internet como
Univermath, Descartes, etc.). Utiliza CalcVisual, Lirec y Derive para pre-
parar actividades en clase, preparar tareas paralos estudiantes y coordinar
el trabajo autodidacta de los mismos en el aula.

Los profesores consideran que en el curso de célculo los conceptos més com-
plicados de la ensefianza son composicion de funciones, regla de la cadena,
cambio de variable en integracion y nimeros complejos. Por su parte, los con-
ceptos considerados més importantes son funcion, derivada, integral, y usoy
aplicacion de cada concepto.

Planeacion de la intervencion de CalcVisual
en la planificacién del curso de calculo

Para comenzar €l curso de célculo diferencial e integral, se logra que la apro-
bacién de |as autoridades se acomparie con las facilidades y €l soporte corres-
pondiente. En el Departamento de TIC se solicita la instalacion del software
CalcVisual, Derive, Geogebray Adobe Flash (requerido parael funcionamien-
to de las simulaciones encontradas en el portal de Univermath: mattec.matedu.
cinvestav.mx/univermath/escenarios.didacticos/), y se programa la asignacion
de horarios para el uso de la sala de computo. Esta sala cuenta con un proyec-
tor pararevisar las actividades llevadas a cabo por un estudiante o el profesor
durante la clase, ademés de 25 computadoras con acceso a internet.

Para la capacitacion en €l uso de CalcVisual, los docentes son autodidac-
tas, practican las lecciones usando applets y exploran el software en casao en
lainstitucién. Antes del inicio delas clases, el profesor 3 programo una sesion
de induccién con los profesores 1y 2 sobre el uso del software en las dos pri-
meras semanas del curso.

Los tres docentes acordaron aplicar un cuestionario de diagndstico para
los estudiantes, explorar algunas de las habilidades bésicas (aritmética, dge-
bra'y pensamiento funcional) e incorporar tres sesiones usando el software
CalcVisual y dos applets (poleas y globo) para cubrir los temas de raices y
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signo de la funcién. Esta considerada la presentacion del maestro, la explo-
racion guiada del applet y el trabajo independiente de los estudiantes con €l
applet; seguido de unaintroduccion del maestro sobre el uso de CalcVisual y
laexploracion del software por parte del alumno.

* Tema de raices: una sesion de dos horas, uso del applet de la polea,
primera exploracion de CalcVisual, las tareas 2 y 3 de poleas se dejan
paratrabajar y los comentarios se reservan parala préxima sesion.

* Tema funciones polinomialesy racionales: una sesion de dos horas,
uso del applet del globo, uso de CalcVisual, detener las actividades de
trabajo 2 a5y dejar retroalimentaci én para la proxima sesion.

* Tema funciones polinomialesy racionales: una sesion de dos horas,
retroalimentacion de actividades de poleas'y globo. Se dgja como tarea
para casa, determinar las raices, €l dominio y €l rango de diferentes
tipos de funciones algebraicas mediante CalcVisual.

Desarrollo de sesiones y descripcion de problemas en docentes
Desventajas

1. Problemas de tipo didactico: las sesiones de retroalimentacion —sobre
exploracion del uso de CalcVisual, gjemplos de uso de poleas 'y globo—
se dieron entre los profesores, para quienes no es obvio que estaformade
trabajo correspondaaun método didéctico. El profesor 1 indicaque no co-
noce los métodos didacticos, y €l profesor 2 la considera constructivista;
ambos coinciden en que se requiere unaformacion previa en dos sentidos:
diferentes métodos didacticos y la modificacion de la didactica personal
con el uso de latecnologia.

2. Problemas de manejo de contenido: los profesores 1y 2 estan muy dis-
puestos aincorporar CalcVisual y consideran que tiene un potencial como
herramienta tecnologica, pero no lo manejan con un nivel suficiente de
confianza, por lo que incluso limitan el acceso de los alumnos al software
para no perder su imagen de suficiencia —al principio no pueden respon-
der algunas preguntas que | os estudiantes hacen sobre la navegacion en €l
sistema, ni sobre el tipo de funciones que pueden funcionar en el software
(sdlo polinomios)—. Los profesores 1y 2 indican que cubre el material
basico, pero lo encuentran limitado al no explorar varios tipos de funcio-
nes, por lo que sblo utilizan CalcVisua en una cuarta parte del curso; uno
de ellos regresa a su ensefianza sin el uso de latecnologiay €l otro vuelve
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a utilizar Matlab. Ambos profesores comentan que al principio la ayuda
es confusa porque los mends aparecen pero € proposito del software no
se entiende si no se recibe capacitacién previa; algunas desventgjas que
observan son: la razén por la cua se le pregunt6 €l nimero de raices en
el primer ment; no pueden mover la escala en los graficos, ni escribir un
cambio en el rango de valores.

Ventajas

L ostres docentes consideran que laprincipal razén parausar CalcVisual esque
permite explorar los contenidos basicos del célculo, con lo cual brinda apoyo
y refuerzael conocimiento delosestudiantes. El software quelosprofesores1y
2 comparan con CalcVisual es Geogebra. Laincorporacion de CalcVisua enla
planificacion del curso no representa problemas de organizacion o de tiempos;
consideran que genera confianza en los alumnos y, aunque los profesores 1 y 2
son considerados novatos en su uso, indican que ayudaaresolver problemasde
ensefianza en su clase de calculo, 1o que les permite alos estudiantes compren-
der visualmente |os conceptosy, a ser una herramienta de apoyo para explorar
conceptos, les ayuda a resolver problemas de ensefianza por si mismos. Usan
CalcVisual para actividades especificas de dominio, rango, limites y derivada,
y consideran que puede usarse en otras materias, como dgebra superior y geo-
metria analitica.

Descripcion de ventajas y desventajas en los estudiantes

Los estudiantes consideran que utilizar CalcVisual en el curso de célculo fue
bastante Util, pues aprenden de formamasfécil y préctica, |os guiapaso apaso,
trabajar en parejas ayuda cuando surgen dudas, a veces usan las opciones de
Ayuda, Apoyo y Libro de CalcVisual y software alternativo como Derive o
Geogebra; es fécil de usar, aunque requiere de investigacion de algunas partes
del curso en libros o videos. De los 90 estudiantes que atienden los profeso-
res, 70% usa CalcVisual cuando €l profesor estéd en el aulay cuando dejatarea,
30% restante sélo o usa cuando estan en el aula porgque no tienen acceso en
casa o consideran que no |o requieren.

Algunas de |las desventgjas que | os estudiantes observan son que no expli-
ca como obtener los resultados, a principio es dificil entender como se hace
cada cosa o qué se hace, estd bien cuando se trata de la grafica porque de-
ben explorar todos los conceptos para llegar a la grafica, pero luego no saben
lo que viene. También se indica que no todos los contenidos del curso estén
en software, en especial €l estudio de funciones racionales y trigonomeétricas.



Capitulo 6 Considerando la complejidad del aprendizaje y ensefianza... @

Confunden los temas de limites, signos y monotonia; ademas, €l dominio no
aparece. No les da mas confianza para trabajar con CalcVisual porque sienten
gue necesitan a maestro.

L os estudiantes estén dispuestos aincorporar CalcVisual; consideran que
es muy util verificar conjeturas y acelerar algunos calculos, la familiaridad con
el recurso tecnol 6gico esgradual; les permite explorar lostemasy luego practi-
car mediante gjercicios o tareas; puede ser utilizado en lainstitucion y en casa.
Consideran que el contenido debe extenderse a todos los temas del curso, en
un inicio esperando que lo solucione todo o les dé resultados como alguin otro
software, pero luego parece apropiado que construyan lo que sea necesario
parallegar alasolucion de un problema. La utilidad de las secciones de Ayuda
y Apoyo no se observaa principio, pues la diferencia entre el término técnico
y €l problemalogistico que es diferente en cadatema solo se valora después de
trabajar con el sistema. Al principio era necesario que el profesor mostrara la
formadetrabajar con el software atodo el grupo, pero luego dos de los compa-
fieros de clase eran los que manejaban e sistemay mostraban atodo el grupo
lo que hicieron; luego las parejas mostraron atodo el grupo cémo trabajaron,
una dinamica que fomentd la participacion y el avance de todos.

Consideraciones para el redisefio de CalcVisual

A partir de los resultados del uso de CalcVisual con los alumnosy de su incor-
poracion en la planeacion del curso de Célculo por los profesores que expe-
rimentaron con el software, se pueden retomar algunas observaciones que
permitan el redisefio de CalcVisual en funcion de adecuarlo al objetivo para el
que se creo. Entre ellas se cuentan:

e Incluir més temas de los comprendidos en €l plan de estudio.

* Incorporar un libro de texto y de actividades que ayude al docenteen €l
disefio de actividades didécticas con el uso de CalcVisua y que permita
alcanzar un cierto nivel de orquestacion instrumental.

e Extender la explicacion en temas como limites o el significado de la
derivada, que son de dificil comprension para los alumnos, comple-
mentando con otros recursos de ayuda.

* Separar los conceptos con objetivos terminales en cada concepto y no
necesariamente unidos en un objetivo.

* Migrar €l software a plataformas moviles,

* Extender el sistema afunciones algebraicasy trascendentes.
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Ventana 2
Experiencias

Profesor 1

Al usar € software podian interactuar con él, e incluso formular preguntas y
comprobar sus conocimientos en el programa, pudieron asimilar mejor |os conceptos
y resolver problemas méas complejos con e apoyo de CalcVisual. Pude percibir que
se contribuy6 a desarrollar un pensamiento més analitico porque ellos analizaban
las funciones, el comportamiento y los elementos de las mismas de forma grafica y
visual; por gemplo, para el caso de dominio y limite de una funcion, ellos podian
identificar muy rapido los resultados: con so6lo analizar la grafica casi de inmediato
daban el resultado.

En una asesoria de preparacion para un concurso estatal de Matematicas, reuni
aalumnos de semestres mas avanzados, invité ados de primero de este grupo, y puse
problemas de calculo de dominio de una funcioén de forma grafica y algebraica. Los
alumnos de primero respondian y acertaban ala solucién de manera répida, mientras
los alumnos de semestre avanzado preguntaban “ ¢por qué ellos pueden resolver los
problemas muy rapido y con sélo visualizar la grafica, y nosotros no?

Profesores 2,3y 4

Me pareci¢ atil CalcVisua en € curso de célculo; redujo mi carga docente y el
nimero de asesorias. Los alumnos mejoraron en su comprension de los conceptos
del célculo, y les motivé para utilizar otros software, como GeoGebray Derive

Conclusiones

Latrayectoriadocumental como marco de investigacion en este trabajo permi-
tié explorar la génesis del software CalcVisual desde el objetivo de creacion,
los elementos del disefio, la instrumentacion por alumnos y maestros, y las
experiencias de aplicacion en aulas con profesores de diferentes perfiles y ex-
periencia docente. De esta trayectoria derivan algunas conclusiones:

e La preparacion inicial resulta indispensable para generar en los pro-
fesores una confianza que les permita disefar y aplicar procesos de
orguestacion en sus grupos.

* Los niveles (novato, semiexperto y experto) determinan los procesos
deinstrumentacion de CalcVisual, asi como su instrumentalizacion por
parte de los profesores y posteriormente de los alumnos.

e Alcanzar un nivel de uso por parte de los profesores que les permi-
ta explorar diferentes esquemas de orquestacion resulta indispensable
para detonar un uso de CalcVisual mas abierto y con variantes que se
sustenten en la creatividad y las necesidades cognitivas de |os alumnos.
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Un acuerdo comUin entre los docentes fue la existencia de un incremento en €l
grado de andlisis y comprension de los conceptos del calculo mediante la uti-
lizacion de CalcVisua. Queda un largo camino por recorrer para alcanzar la
propuesta de una verdadera orquestacion instrumental, pero es una tarea que
creemos puede ser llevada a cabo por |os maestros.
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Resumen

Laintegracion de la tecnologia no esté al canzando su dimension didéc-
ticaen el aulade Mateméticas. Variables que inciden al respecto son: su
poca legitimidad educativa, un dominio predominante de su uso infor-
maético y técnico sobrelo didactico, las condiciones de infraestructura de
|as escuelas mexicanas, la falta de competencias tecnolégicas y didacti-
cas de los profesores y las decisiones acerca de su uso. En esta investi-
gacion interesa analizar laformaen la que se propone usar la tecnologia
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en el curriculo, mediante la descripcion de los usos e intencionalidades
presentes en los programas de estudio, como referente que favorezca la
préctica del profesor. El curriculo se aborda como una variable de corte
institucional que podria estar incidiendo en lamaneraen la que latecno-
logia esintegrada en la ensefianzay € aprendizaje de mateméticas. Para
sustentar lo anterior, se estudiael papel delatecnologiaen los programas
vigentes delas asignaturas de Calculo diferencial eintegral del nivel me-
dio superior en México, através del andlisis de contenido y de un marco
conceptual que categoriza las dimensiones en las que pueden clasificarse
las intencionalidades de uso de la tecnologia. Los resultados evidencian
un doble discurso, expectativas con grandes alcances y actividades de
ensefianza y aprendizaje con trayectorias didacticas limitadas. De este
diagndstico se desprende que, paradesplegar un plan de estudios que po-
tencie un uso razonado delatecnol ogiaen €l aulade matematicas, éste de-
betrasmitir alos profesores un mensgje claro y contundente acerca de su
uso didéactico. Se considera que ésta es un area de oportunidad que re-
quiere unaintervencion focalizada desde el curriculo de mateméticas.

Palabras clave: tecnologia, integracion, aula de matematicas, célculo,
curriculo.

Abstract

The integration of technology is not reaching its didactic dimension in
the mathematics classroom. Variables that affect this are: itslittle educa-
tional legitimacy; a predominant domain of its informatical and techni-
cal use on the didactic; the infrastructure conditions of mexican schools;
the lack of technological and didactic competences of the teachers or the
decisions when using it. In this research we are interested in analyzing
the way in which it is proposed to use technology in the curriculum.
This through the description of the uses and intentions present in the
study programs, as areference that support the practice of the teacher. In
this case, the curriculum becomes an institutional variable that could be
affecting the way in which technology isintegrated into the teaching and
learning of mathematics. To give evidence of the above, the role of tech-
nology in the current programs of the Differential and Integral Calculus
of the High School in Mexico is analyzed. For this purpose, the content
analysis and a conceptual framework that categorizes the dimensions
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in which the intentions of using the technology can be classified. The
results show a double discourse, expectations with great scope and tea
ching and learning activities with limited didactic trgjectories. In this
way, if you want to advance in a curriculum that promotes a reasoned
use of technology in the classroom of mathematics, the message of this
to the teachers must be clear and forceful to promote its didactic use. We
consider that thisis an area of opportunity that requires afocused inter-
vention from the mathematics curriculum

Keywords. Technology, Integration, Math classroom, Calculus, Curri-
culum.

Introduccién

L os esfuerzos realizados para lograr una implementacion exitosa de la tecno-
logia en las aulas abarcan desde la creacion especifica de programas hasta la
donacion de equipo de computo a estudiantes del nivel basico (Diaz-Barriga,
2013; Lépez & Hernandez, 2016). Sin embargo, las tecnologias presentan
multiples desafios y retos para su integracion, en especia en € aula de ma-
teméticas. Dichos retos se originan tanto por su escasa legitimidad educativa
(Artigue, 2000) como por variables de corte social, econémico, cognitivo o
institucional (Hitt, 2013). En estainvestigacion setomaal curriculo como una
variable de corte instituciona que podria estar incidiendo en cémo se usa la
tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas. La razon es
que €l curriculo presenta los propésitos educativos que deberian ser llevados
al aula (Alsina, 2000; Stenhouse, 2003) y que por |o tanto se convierten en una
guia para la practica del profesor (Sowder, 2007; Godino, Batanero & Font,
2003). De manera especifica, aqui interesa presentar una medicion, a través de
las expectativas vertidas en €l curriculo, del uso y laintencionalidad de latec-
nologia que podria estar presente en las aulas de Mateméticas.

Existen algunos sefialamientos en este sentido. Para el caso de Francia,
Artigue (2013) menciona que €l plan de estudios esté lejos de promover un
uso razonado de la tecnologia. Castro (2017) identifica que, en el curriculo en
mateméticas del nivel secundaria en México, predomina el uso de la tecnolo-
gia en su dimensién informética y técnica. Por Ultimo, Hernandez, Borjon y
Torres (2016) analizaron los programas de formacion inicia de profesores de
Matematicas del nivel medio superior (NMS) en México, donde se identificd
que las expectativas educativas no consideran el uso de ladimensién didactica
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de latecnologia por los futuros profesores. Este panorama apunta a la adver-
tencia de Beneitone et al. (2006) sobre €l riesgo de que € curriculo, y en par-
ticular los planes de estudio, promuevan la implementacion de la tecnologia
desde una perspectivatécnicay no pedagdgica.

Ademés, este tipo de investigaciones “no se limita a problema de contar
con las herramientas que conforman estas tecnol ogias: equiposy programas de
computo, sino que lo mésimportante es construir un uso educativo 'y, en estric-
to sentido, didéctico de las mismas’ (Diaz-Barriga, 2013: 5). Para €l presente
trabajo, ese sentido de uso se puede plantear desde |as expectativas vertidas en
los programas que oficializan las autoridades educativas.

El andlisis de contenido delos programas de | as asignaturas de Cél cul o di-
ferencia e integral propuestos para la educacion del NM S (SEP_DGB, 2013)
permite sostener lo anterior a partir de la identificacion de discursos presen-
tes en los documentos educativos. Al igual que en los estudios mencionados
arriba, se quiere evidenciar que las expectativas educativas de la tecnologia
que predominan en el curriculo mexicano del NMS se refieren a la dimension
técnicay lainformatica. Esto limitalos alcances de la tecnologia, dado que €l
presentar o buscar informacion mediante las TIC no asegura gque se esté cons-
truyendo conocimiento (Diaz-Barriga, 2013).

Intencionalidades educativas de la tecnologia
y enunciados caracteristicos de sus usos

Se parte del supuesto de que la tecnologia en €l aula de Matematicas es mas
gue una herramienta para hacer 1o mismo que con |&piz y papel, pero de forma
rapida, y que no se limita a nuevas formas de blsqueda o presentacion de in-
formacion. Sin embargo, usar tecnologia no es suficiente para concluir que se
halogrado su integracién, por 1o que debe preguntarse cud esel papel quesele
puede adjudicar a la tecnologia escolar en funcion de lo que aprenden los es-
tudiantes. Esto pone en €l centro el andlisis de lo que se aprende con €l uso de
tecnologia. Por estarazon, laintegracion curricular implicaun uso de latecno-
logia con un propdsito claro, dirigido a construir un concepto, un proceso o un
contenido en una disciplina especifica; ademas de que forme parte del curri-
culum y se use software educativo especifico de la disciplina en cuestion, a fin
dearticular las partes de un todo y que no se conviertaen un recurso periférico
(Sanchez, 2003).

Se establece como objetivo de esta investigacion describir la manera en
que se presenta la tecnologia en el curriculum de matematicas del NMS, e
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identificar qué tipo de tecnologia se asocia a cada una de las dimensiones pro-
puestas en Hernandez et al. (2016), y que se describen a continuacion:

* Dimension informatica: su uso tiene como principal alcance la bls-
queda, presentacion o reproduccion de informacion. El tipo de tecnolo-
giamas utilizada es internet parala blsqueda de informacién, software
como PowerPoint o Prezi parala presentacion de la misma.

* Dimension técnica: las acciones realizadas en esta dimension suelen
relacionarse con efectuar las tareas que se hacen alépiz y papel, pero
de manera 6ptima'y en menos tiempo. En general, esta dimension esta
ligada alas acciones de calcular o comprobar resultados, y su principal
representante es la calculadora.

* Dimension didactica: esta dimension incluye todas las acciones cuyo
sentido educativo se centra en la construccion conceptual y de signifi-
cado de los objetos matematicos (definiciones, procedimientos, propie-
dades o relaciones). Estadimension suele estar ligada atecnologias que
han sido creadas de manera especifica para la educacion matematica;
entre ellas podemos mencionar e software CalcVisua o GeoGebra.
Sin embargo, laformaen laque se usan las tecnologias es lo que deter-
minaré cudles alcanzan esta dimension.

En general, las dimensiones informatica y técnica son usadas de manera peri-
féricaen el desarrollo del curriculo, por 1o que tienen un impacto limitado en
la ensefianza y aprendizaje de las mateméticas; en contraparte, la dimension
didéctica requiere de una articulacion con las otras dimensiones. Por €llo se
propone que lograr laintegracion de latecnologiaen el aulade mateméticasre-
quiere que estas tres dimensiones estén articuladas y promuevan €l aprendizaje
en torno a los objetos inmersos en el curriculo de mateméticas. Sin embargo,
lograr que estastres dimensiones estén presentesen el curricul o de matematicas
de maneraarticuladay con un sentido didactico es complegjo y llevatiempo.

Con base en lo anterior, se sostiene que un primer paso hacia esta inte-
gracion es hacerla evidente en los documentos que acompafian y sirven de
referenciaal profesor. Parafacilitar el andlisis de los programas de Calculo di-
ferencial eintegral se utilizaron los enunciados caracteristicos que determinan
laintencionalidad de latecnologiay que se proponen en €l libro de cddigos en
Castro (2017). Latabla 7-1 presenta algunos de estos enunciados a manera de
gjemplo para hacer méas entendibles estas dimensiones.
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Tabla 7-1 Enunciados caracteristicos de las dimensiones de uso de la tecnologia.

Dimension Enunciados car acter isticos

Presentar informacion
Comunicar informacion
Buscar informacion
Reproducir informacion

Saber el manejo de latecnologia
Agilizar procesos

Facilitar calculos

Contrastar soluciones

Verificar resultados

Simular acontecimientos

Informética

Técnica

Analizar de manera visual

Explorar significados

Experimentar ideas mateméticas

Buscar relaciones entre representaciones

Andlizar patrones de secuencias parallegar a una generaizacion
Elaborar y confirmar conjeturas

Didactica

Metodologia

De acuerdo con Kothari (2004), se busca retratar con precision las caracteris-
ticas de una situacién o fendmeno, por lo que la investigacion es de tipo des-
criptivo con un enfoque cualitativo. Mediante los usos e intencionalidades de
latecnologia, se busca describir de qué manera se presenta ésta en las asigna-
turasde Céculo diferencia eintegral del NMS. Paralograrlo, se planteaqueel
método de Andlisis de Contenido propuesto en Bernete (2013) permitiraiden-
tificar el sentido con el que se propone introducir la tecnologia en estas asig-
naturas. Las fases para el disefio de esta investigacion se describen enseguida.

Trabajo previo

Se eligieron los programas de las asignaturas de Calculo diferencial del quin-
to semestre y Calculo integral del sexto semestre del nivel medio superior
(SEP_DGB, 2013). La organizacion e interpretacion de los datos se reaizo
mediante dos herramientas. Por un lado, €l sistema de categorias propuesto
en Hernandez et al. (2016), € cual establece las dimensiones de la tecnologia
(informatica, técnica y didactica) con los criterios de clasificacion de uso e in-
tencionalidad. Por otro, los enunciados caracteristicos propuestos en Castro
(2017) que se conformaron en el libro de cédigos.
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L as unidades de contexto se determinaron a partir de las secciones en las
que se divide € programa del NMS; fundamentacion, cruce de competencias
genéricas con competencias disciplinares basicas, y bloques (cada uno de los
cuales contiene desempefios a concluir el blogue, competencias a desarrollar,
actividades de ensefianza, actividades de aprendizaje, rol docentey consultas).

Por ultimo, se tom6 como unidades de registro a los fragmentos identifi-
cados en cada unidad de contexto que propongan €l uso de latecnologia. Esta
es la unidad més simple sobre la que se realizaron las categorizaciones de la
dimension presente de la tecnologia. La ficha de registro de la informacion se
presentaen latabla 7-2.

Tabla 7-2 Ficha de registro para los fragmentos que proponen uso de tecnologia.

Bloque Nombre del bloque Tiempo asignado
Desempefios del estudiante al concluir el bloque
Objetos de Competencias a desarrollar
aprendizaje
Actividades Actividades de aprendizaje Instrumentos de evaluacion
de ensefianza
Rol docente

Material didactico

Extracciéon de datos

Se realizd la transcripcion de los fragmentos a instrumento presentado en la
tabla 7-2 y se retomo € libro de codigos propuesto en Castro (2017). Por Ul-
timo, en latabla 7-3 se propone €l instrumento que concentra los fragmentos
para su analisis y clasificacion en alguna de las categorias establecidas.

Tabla 7-3 Ficha de analisis y categorizacion de los fragmentos
que proponen uso de tecnologfa.

Clavede | Fragmentos Uso Intenciéon | Dimension Tipode
ubicacion | (unidad de tecnologia
registro)
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Con los datos concentrados en los instrumentos de recopilacion y extrac-
cion, se propuso la etapa de explotacion de los datos.

Operaciones e interpretacion de los resultados

Para el proceso de andlisis se midié lafrecuenciacon laque se propone usar la
tecnologia para cada dimension dividida en las unidades de contexto. Ademas,
se identificaron las competencias, actividades y acciones, asi como su sentido
de uso de tecnologia con mayor presencia, que podrian estar presentes en el
aula de matematicas para las asignaturas de Calculo. Esto permiti6 identificar
los principal es usos educativos de la tecnol ogia en la ensefianza del Calculo, y
cudles de ellos tiene un sentido didactico. En la siguiente seccidn se presentan
los resultados del andlisis de las dos asignaturas.

Integracion, usos e intencionalidades de la tecnologia
en el programa de Calculo diferencial

La asignatura de Cdaculo diferencial pertenece a campo disciplinar de
Matematicas del nivel medio superior, y estd ubicada en € quinto semestre en
el componente de formacion propedéutico. Esto significa que su finalidad se
relaciona con la profundizacién de aquellos conocimientos que le permitan al
egresado emprender estudios de nivel superior.

Expectativas sobre la tecnologia para la asignatura
de Calculo diferencial

El uso de la tecnologia aparece por primera vez en la seccidn de fundamenta-
cion de esta asignatura, donde se formula que “facilitara el planteamiento de
modelos y estudiar sus variaciones de una forma dinamica, para € plantea-
miento de problemas, su resolucion, andlisis y toma de decisiones en situacio-
nes de su vida familiar, social, escolar y laboral” (SEP_DGB, 2013: 7). Esta
expectativa para la tecnol ogia se interpreta en dos dimensiones:

1. Técnica: como herramienta que facilita el planteamiento de problemas.

2. Didéctica: como recurso que permite estudiar de una formadinamicalas
variaciones de los modelos para su planteamiento, resolucién, andlisis y
toma de decisiones.

Se espera que estas intenciones de la fundamentacién se vean apoyadas en
los bloques establecidos para la asignatura. Estas expectativas corren a cargo
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del profesor, por lo que estaran ligadas a las unidades de contexto designadas
como rol docente y actividades de ensefianza. Estas unidades seran analiza-
das en la siguiente seccién.

Lasocho competenciasdisciplinaresextendidasdel campo de Matematicas
forman parte de los logros esperados en los estudiantes al finalizar su forma-
cién matematica en este nivel educativo. Una de ellas propone € uso de la
tecnologia: “Argumenta la solucién obtenida de un problema, con métodos
numéricos, graficos, analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal,
matemético y el uso de las tecnologias de la informacion y la comunicacion”
(SEP_DGB, 2013: 12). Aqui, latecnologia se presenta como una herramienta
que apoya los métodos para realizar la accion (argumentar la solucion de un
problema), por lo tanto, la dimension identificada en esta competencia es:

* Técnica: las TIC como herramientas que apoyan los métodos (graficos,
numeéricos, analiticosy variacionales) parala solucion obtenida de pro-
blemas.

Este primer analisis sugiere que se deben promover las tres dimensiones de la
tecnologia en la ensefianza y aprendizaje del Célculo diferencial. En el caso
de los estudiantes, su alcance es ante todo técnico. Para ver la congruencia de
estas expectativas con lo propuesto en € desarrollo de la materia de Célculo
diferencial; en la siguiente seccion se describe cOmo se sugiere su promaocion.

Expectativas sobre la tecnologia para cada bloque en la asignatura
de Calculo diferencial

La asignatura de Célculo diferencial se divide en cuatro bloques teméticos,
todos los cualesincluyen el uso de latecnologia. En los cuatro blogues se pro-
pone que €l rol del docente respecto a las tecnologias es promover “el uso de
las tecnologias de la informacién como estrategias para el desempefio de los
estudiantes’ (SEP_DGB, 2013: 15, 21, 27 y 33). Esta propuesta ve a la tec-
nologia como una estrategia, sin embargo, su nivel de generalidad impide su
categorizacion (aunque se especifica al cafion y la calculadora como el tipo de
tecnologia que se usard). Lo anterior parece sugerir una tendencia hacia las
dimensiones técnica e informética, pero lafalta de claridad sobre su sentido y
alcance educativo deja esta interpretacion alos profesores.

En los cuatro bloques fueron analizados, la tecnol ogia se presentatanto en
las competencias adesarrollar en cada bloque como en las actividades de ense-
flanzay aprendizaje que se espera apoyen su promocion. Al respecto se encon-
traron 15 fragmentos donde se identifica la presencia de la tecnologia en la
asignaturade Calculo diferencial; los cual es fueron desagregados en categorias
de dimensién como se muestra en latabla 7-4.
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Tabla 7-4 Dimensiones de la tecnologia en la asignatura de Célculo diferencial.

Bloque Dimensién | Frecuencia Tipo detecnologia
I Argumentas €l - Blog, presentacion
estudio del cAlculo | MToMAica 2 | mulimedia
mediante el andisis | Técnica 0
de su evolucioén,
sus modelos
matematicos'y su Didéctica 0
relacion con hechos
reales
Il Resuelves Informética 3 Proyector, internet,
problemas de limite PowerPoint
en situaciones de Software Derive, TIC,
carécter econdmico, | Técnica 3 GeoGebra, Graph, Math,
administrativo, Pinacle
natural y social Didéctica
Il Calculas, interpretas | Informatica 1 PowerPoint
y analizas razones Técnica
de c,amb|o & TIC, Derive, GeoGebra,
fendmenos
. Graph, Matlab
naturales, sociales, | pigactica 2
econémicosy
administrativos
IV Caculase Informética 1 Internet
interpretas maximos | Tgcnica 1 Derive
y minimos aplicados Tic, internet
aproblemas de Didéctica 2
optimizacion
Total 15

Se identificd que cerca de la mitad de los usos con tecnologia tiene un
sentido informético, PowerPoint e internet como principales representantes.
La dimensién técnica y la didactica suponen 26% de los usos cada una; en
ambos casos sus principal es representantes son el software educativo en mate-
maticasy las TIC. Aunque la dimension didéctica esta presente con € mismo
peso que latécnica, esladimension informaticala que predominaa estar pre-
sente en todos los bloques. Es interesante identificar que, aunque en el marco
referencial de la asignatura no aparezca la dimensién informética, ésta predo-
mine en el desarrollo de los bloques de la asignatura, lo cual confirma la falta
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Figura 7-1 Fragmento del bloque | con uso de tecnologia.

Actividades de ensefianza

Actividades de aprendizaje

Disefar un blog en internet o realizar
una presentacion multimedia e
integrar un breve comentario sobre |os
antecedentes historicos del Célculo
diferencia y sus aplicacionesen la
resolucion de problemas del entorno.

Interactuar con su profesor/ay sus
comparieros(as) através del blog o

|a presentacién multimedia, aportar
comentarios fundamentales en las
lecturas realizadas, dar su punto de vista
sobre laimportancia que tiene el estudio
del célculo en lavidadiaria, mencionar
y explicar a menostres ejemplos en los
que se vea reflejada su aplicacion.

Fuente: SEP_DGB (2013: 12).

de congruencia entre lo que se pide al profesor y 1o que se |le propone para

lograrlo.

Como evidencia de lo anterior, en la figura 7-1 se presenta un fragmento
del programa que plantea el uso eintencionalidad de latecnologiainterpretado
en el bloquel. Enlatabla 7-5 serediza el andlisis de este fragmento.

En los resultados también se observo unarelacion entre la temética a de-
sarrollar en el blogue y las dimensiones de latecnol ogia utilizadas en cada uno

de€llos.

* En el blogue | se propone introducir los antecedentes histéricos y la

importanciadel cdlculo, por lo queladimension predominante eslain-
formética, con las intenciones de propiciar la interaccion y presentar
los antecedentes histéricos del surgimiento del Calculo. En este blogque
las dimensiones técnicay didéactica no estan presentes.

En el bloque Il se propone resolver problemas con limites, y se asocia
a la dimension técnica evidenciada en la fundamentacion de la asig-
natura. Esto se confirma por la frecuencia con que se presentan los
usos técnicos de la tecnologia. Las principales acciones refieren a la
elaboracion de graficas mediante Derive, GeoGebra, Graph o Math.
Entre las acciones de corte informético, sele pide al estudiante ver pre-
sentaciones o proyecciones con informacioén especifica sobre el limite
y los procesos para calcularlo. Al igual que el blogue anterior, no se
identifica el componente didactico de la tecnologia.

El bloque 1l se centra en calcular, interpretar y anaizar razones de
cambio. Se propone que este bloque podria estar asociado a la expec-
tativa con sentido didéctico evidenciada en la fundamentacion de la
tarea. Por primera vez en el desarrollo curricular, se propone €l uso
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de la tecnologia con un sentido didactico, en especifico, mediante las
acciones de modelar, simular e interpretar problematicas de razén de
cambio, con laintencién deresolver problemas. Latecnologia propues-
ta para alcanzar estos propositos es software educativo especifico para
la educacion matematica como Derive y GeoGebra. En este blogue no
se presenta la dimension técnica.

* El bloquelV abordael calculo einterpretacion de maximosy minimos.
Esel Unico donde se presentan lastres dimensiones de latecnol ogia, asi
como el tnico en el cual internet alcanzasu dimension didéctica. Sepide
al estudiante investigar en internet graficas sobre el comportamiento
del clima 50 afios atras para identificar maximos, minimos y enlistar
sus caracteristicas y consecuencias. Lo anterior incluye relacionar con-
ceptos matemdticos con contextos no mateméticos; ademas de propie-
dades e interpretacion de lainformacion encontrada en internet.

En lasiguiente seccion se presentan los resultadosy €l andlisis de laasignatura
de Célculo integral.

Integracién, usos e intencionalidades de la tecnologia
en el programa de Calculo integral

Laasignaturade Calculointegral perteneceal campodisciplinar deMatematicas
del nivel medio superior, y esta ubicada en el sexto semestre en el componente
de formacion propedéutico.

Expectativas sobre la tecnologfa para la asignatura
de Célculo integral

El uso de la tecnologia aparece por primera vez en la fundamentacion de la
asignatura, donde se sostiene que “[...] e uso de las TIC permite que softwa-
re como: GeoGebra, Mathgv y Graph, faciliten el planteamiento de model os
y €l estudio de sus variaciones de una forma dinamica, para el planteamiento,
resolucién, andlisis y toma de decisiones en situaciones de su vida familiar,
social, escolar y laboral” (SEP_DGB, 2013: 7). Esta expectativa se ubica en
dos direcciones:

* Técnica: e uso de software como GeoGebra, Mathgv y Graph permite
el planteamiento de modelos.

* Didactica: el uso de software como GeoGebra, Mathgv y Graph per-
mite el estudio de las variaciones de unaformadindmica, para el plan-
teamiento, resolucién, andlisis y toma de decisiones.
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Estas expectativas son muy parecidas a las propuestas para la asignatura de
Calculo diferencial, salvo que en este caso se especifica como principales re-
presentantes a software educativo relacionado con la educacion matemética
En esta asignatura se propone promover la misma competencia 4, la cual tie-
ne un sentido didactico y propone alas TIC como herramienta que apoya los
métodos (graficos, numéricos, analiticos y variacionales) para la solucioén ob-
tenida de problemas. Como sucede con la asignatura de Calculo diferencial, en
Cdlculo integral no se consideraladimension informética, pero si las otras dos
(técnicay didactica). En la siguiente seccién se revisa la congruencia de estas
expectativas con |o propuesto para el desarrollo de la materiamediante el an&
lisis de las sugerencias de promocion.

Expectativas sobre la tecnologia para cada bloque en la asignatura
de Calculo integral

Laasignatura de Célculo integral también se divide en cuatro bloques temati-
cos, y todos incluyen el uso de latecnologia. El andlisisiniciacon €l rol y la
funcion del docente en el logro de las competencias genéricas y disciplinares
propuesto para cada blogue. También se presenta el papel de la tecnologia en
estas funciones.

Paralos bloques | y IV se sugiere a profesor promover la misma funcién
que en la asignatura de Calculo diferencial, la cual no aporta informacion ne-
cesaria para ser categorizada. Sin embargo, parael blogue Il se propone que €l
docente haga un uso informético y para el bloque |11 se espera que alcance un
sentido didactico. De la siguiente manera:

* Dimension informatica del blogue Il para €l rol docente: usar TIC
como estrategia para presentar la informacion del cdlculo de primi-
tivas.

* Dimension didacticadel bloquelll parael rol docente: usar lasTIC
para analizar problemas de aplicacion de la integral definida.

En la asignatura de Célculo integral la tecnologia se ve como un recurso con
alcancesinformaticosy didacticos que se sugiere al profesor parapromover las
competencias propuestas en cada blogue.

Por ultimo, se presenta la categorizacion de las competencias a desarro-
[lar en cada blogue y las actividades de ensefianza y aprendizaje que deberian
apoyar su promocion. Se encontraron 20 fragmentos donde se identifica la pre-
sencia de la tecnologia; desagregados en las categorias de dimension que se
muestran la tabla 7-6.
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Parala ensefianza del Calculo integral se propone la presenciade latecno-
logia en todos los bloques. Las intenciones identificadas para esta asignatura
son: informatica 65%, técnica 25% y didéctica 10%. Ladimension informéatica
predomina tanto en la asignatura como en cada blogue. El bloque con mayor
presencia de tecnologiaesel 1.

En el caso deladimension informética, €l principa uso eslainvestigacion
en paginas o direcciones electronicas de internet. Los usos ligados a lainten-
cion técnica son calcular el area bajo la curva, representar de manera grafica el
arealimitaday comparar laintegral con las sumas de Riemman, paralo cual se
recurre al software graficador.

El caso de las fuentes de consulta y su papel
en el uso de la tecnologia en las asignaturas
de Calculo diferencial e integral

L as fuentes de consulta constituyen otra unidad de contexto que puede ser ana-
lizada para ambas asignaturas son. Se dividen en fuentes bésicas, complemen-
tarias y electronicas. Las dos primeras se centran en libros de mateméticas, y
no fueron mencionadas en |os fragmentos del programa con uso de tecnologia,
por lo que consideran fuera del alcance del estudio. El uso de las consultas
electrénicas se sugiere en los fragmentos donde la tecnologia tiene una inten-
cionalidad, por lo que estas fuentes si fueron analizadas.

L as consultas electrénicas propuestas en los programas de ambas asigna-
turas son enlaces que, en su mayoria, llevan a paginas alas cuales no se puede
acceder por una u otrarazon. Por ejemplo, de los 22 enlaces, o vinculos, pro-
puestos parala asignatura de Célculo diferencial, lamitad se encuentrano dis-
ponible; las restantes son, casi todas, paginas sin ninglin respaldo institucional .
Estas paginas proponen informaciones de corte histérico, listas de gercicios
0 notas sobre temas, por |o que son congruentes con los fragmentos a los que
fueron asociadas y cuya intencionalidad tecnol dgica es de corte informaético.

El Gnico enlace cuyo contenido podriaapoyar unaintencionalidad didacti-
caen el uso delatecnologiatiene el respaldo institucional delaUniversidad de
Sonora. Se trata de una secuencia de actividades ubicada en http://www.fisica.
uson.mx/manual es/fmecani ca/mec-1ab04. pdf

En este enlace se presenta un documento en version PDF que trabaja €l
tema de la velocidad instantanea, € cual propone una situacion relacionada
con un movil que se mueve sobre un riel. En la figura 7-2 se muestran las he-
rramientas computacionales y parte de las instrucciones para e uso de una
applet. En la figura 7-3 se presentan las preguntas que los estudiantes deberan
responder.
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Figura 7-2 Indicaciones para el uso de tecnologia propuesta en la secuencia.

Herramienta computacional

1. Utilicelas herramientas para el |aboratorio de Mecanica que se
localiza en la pagina del Departamento de Fisica, http://www.
fisica.uson.mx/mecanica/.

2. Seleccione el applet estudio de lavelocidad y lea con cuidado las
instrucciones.

3. Capture en la ventana de datos |os valores de tiempo y posicion de
latablal enlaforma(t, X,), (t,, X)), (L, X,), (t;, X,)..., (t, X)-

4. Seleccione 5 como el punto de interés para calcular la velocidad
instantanea.

5. Hagaclic en el botén calcular.

6. Obtengael valor delavelocidad instantanea para el punto (t,, X,)
de laventana de resultados del applet.

7. Anote sus resultados en latablalll.

Tablalll
Velocidad instantanea (cnm/s)

Incertidumbre (cm/s)

Fuente: http://www.fisica.uson.mx/manuales/mecanica/mec-lab04.pdf

Figura 7-3 Preguntas propuestas en la secuencia.

Preguntas
¢Cud es el valor que obtuvo paralavelocidad instantanea en ese
instante de tiempo utilizando el método grafico?
¢Cud es el valor que obtuvo paralavelocidad instantanea en ese
instante de tiempo utilizando €l applet?
(Cual es la diferencia porcentual entre estos dos resultados?
Obtenga la velocidad instanténea para todos los puntos utilizando
el applet.
¢Como calculariala velocidad instanténea para todos | os tiempos
sin usar €l applet?

Fuente: http://www.fisica.uson.mx/manuales/mecanica/mec-lab04.pdf

Esta actividad, propuesta por laUniversidad de Sonora, daindicios de que
es posible incluir materiales de apoyo a los profesores que propongan un uso
didéctico de la tecnologia. Sin embargo, es el tnico material incluido en las
fuentes de consulta que cumple con esta caracteristica.
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Conclusiones

Los andlisis realizados alos programas de estudio de Célculo diferencial ein-
tegral abonan a favor de la hipétesis planteada. Es decir, que en €l curriculo
parala ensefianza del Calculo del NMS hay evidencia de que se potencian las
dimensionesinformaticay técnica sobre la didéctica. Para sustentar o anterior
se mostro que lafundamentacion y la competenciadisciplinar presentan las di-
mensiones técnicay didéctica, pero en el desarrollo de actividades de ensefian-
zay aprendizaje predominaladimension informética. Ademés, las actividades
que plantean un uso de la tecnologia con intencion informatica se presentan
con casi € doble defrecuenciaquelas otras. Todo esto supone unaincongruen-
ciaentre las expectativas creadas en lafundamentacion y lacompetencia disci-
plinar de estas asignaturas y |as actividades propuestas paralograrlo.

También se identificd que el uso mas frecuente de la dimension informati-
carefiere a la bisqueda en internet para presentar informacion sobre fundamen-
tos histéricos, conceptos y aplicaciones del contenido matemético escolar; en
general, este uso se presenta al inicio o cierre de un tema. Por otra parte, €l
principal representante de la dimension técnica es el software como Derive 0
GeoGebra; aqui hay unamayor diversidad de usos como calcular limites, méaxi-
mos y minimos o areas bajo la curva, utilizando la representacion grafica de
funciones o &reas limitadas por curvas. Por Ultimo, la dimensidn didactica es-
taligada principalmente a uso de modelar y simular problemas de variacion o
relativos a fendmenos donde se involucralaintegral.

En la seccion final se presentd evidencia de que las fuentes de consulta
electronica resultan insuficientes y limitadas, por lo que se sugiere la busqueda
de péginas €electronicas respaldadas por instituciones educativas. También se
considera Util incluir disefios que hayan sido implementados con resultados fa-
vorables en la ensefianza del Célculoy que estén sustentados en investigacion
de dicho campo. Con estas sugerencias se espera alcanzar dos objetivos liga-
dos alaintegracion de la tecnologia: aumentar los temas que podrian tratarse
con el uso de tecnologiay dar evidencia de que latecnol ogiatiene usos didac-
ticos mas amplios para la ensefianza del cdlculo

El presente estudio busca ubicarse entre los trabajos que, segiin Godino
(2006), estan interesados en analizar la influencia de la tecnologia en el curricu-
lum. Se espera que |os resultados de esta investigacién sirvan para que € nue-
vo curriculum de mateméticas no repita las limitantes caracteristicas del que
Se encuentra vigente.
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¢Como se usan los contenidos

del calculo en ingenieria?
El caso de la integral

y el momento flector!

Alejandro S. Gonzdlez-Martin®

Resumen

En este capitulo se presenta una propuesta para identificar tareas y téc-
nicas propias de las carreras de ingenieria que usan la nocion de integral
para definir sus propias nociones y deducir propiedades, pero sin recu-
rrir de manera explicita a técnicas o tecnologias de calculo integral. Las
herramientas proporcionadas por la teoria antropoldgica de lo didactico
(TAD) de Chevallard (1999) permiten estudiar praxeologias e identifi-
car las conexiones y desconexiones entre el contenido de los cursos de
calculo y de los cursos profesionales; en particular, analizar el caso del
estudio del momento flector y el primer momento de area en ingenieria
civil y mecanica.

Palabras clave: teoria antropoldgica de lo didéctico, calculo integral,
praxeologia, momento flector.

! Este capitulo sintetiza los resultados presentados en Gonzalez-Martin & Hernandes-Gomes

(2017, 2018).
2 Departamento de Didéactica-Universidad de Montreal, Canada; e-mail: a.gonzalez-martin@
umontreal.ca
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Abstract

In this chapter we present a proposal to identify tasks and techniques
specific to engineering careers, which use the notion of integral to define
their own notions and deduce properties, but without explicitly using
techniques or technologies of integral calculus. The tools provided by the
Anthropological Theory of the Didactic (TAD) of Chevallard (1999) al-
low us to study praxeologies and identify the connections and disconnec-
tions between the content of the courses of calculation and professional
courses; in particular, analyze the case of the study of the bending mo-
ment and the first moment of area in civil and mechanical engineering.

Keywords: Anthropological Theory of the Didactic, Integral Calculus,
Praxeology, Bending moment.

Introduccién

El estudio de las matematicas, y en particular del Calculo, es necesario en mu-
chas areas cientificas y tecnoldgicas, incluyendo la ingenieria. Sin embargo,
las dificultades que los estudiantes universitarios encuentran en sus cursos de
matematicas pueden llevarles a abandonar sus aspiraciones de carrera (Ellis,
Kelton & Rasmussen, 2014). La investigacion en educacion matematica y en
ingenieria ha identificado, en la trayectoria de los estudiantes, dos momentos
importantes en los que estas dificultades se manifiestan. En primer lugar, la tran-
sicion entre los estudios preuniversitarios y los universitarios presenta grandes
dificultades, en particular en lo referente a las matematicas (Rooch, Junker,
Harterich & Hackl, 2016) y, en el caso de ingenieria, los estudiantes parecen no
tener la preparacion suficiente para sus cursos (Bowen, Prior, Lloyd, Thomas
& Newman-Ford, 2007); de hecho, Fadali, Johnson, Mortensen y McGough
(2000: S2D-19) afirman que “habilidades pobres en matematicas son un obs-
taculo importante para completar [...] programas de ingenieria”.® En segundo
lugar, la investigacion ha identificado una desconexion entre el contenido de
los cursos de matematicas y los cursos profesionales en los programas de inge-
nieria. Por ejemplo, Loch y Lamborn (2016: 30) afirman que: “las matematicas
se enseflan a menudo de una forma ‘matematica’, enfocada en los conceptos y
la comprension matematica, en lugar de en las aplicaciones. Las aplicaciones

3 Todas las citas de este capitulo son traducciones libres hechas por el autor.
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se ven después en los estudios en ingenieria”. Esta desconexion puede crear un
“vacio en la habilidad de los estudiantes para usar las matematicas en su prac-
tica en ingenieria” (Christensen, 2008: 131). Este vacio puede ser agravado
por el hecho de que, de manera tradicional, los programas de ingenieria estan
organizados en dos bloques: los cursos de ciencias basicas (fisica, matemati-
cas...) en los dos primeros afios, y los cursos técnicos especificos a cada area
de ingenieria en los afios siguientes. Sobre esta situacion, Winkelman (2009:
306) indicod que “los dos primeros afios se dedican tipicamente a las ciencias
basicas, lo que significa que los estudiantes podrian encontrar profesores in-
genieros solamente en el tercer afio de estudios”. Como consecuencia, los es-
tudiantes a menudo encuentran dificil conectar los contenidos matematicos
con los contenidos profesionales. Para Flegg, Mallet & Lupton (2011: 718),
“sin una conexion explicita entre teoria y practica, el contenido matematico
delos programas de ingenieria puede no ser visto como relevante por los estu-
diantes”. Enfrentadas con estos problemas, las comunidades de investigacion
sobre el aprendizaje de la matematica y de la ingenieria han desarrollado in-
vestigaciones y discusiones sobre “cémo mejorar el aprendizaje matematico
de los estudiantes de ingenieria y, en consecuencia, sus cursos profesionales”
(Bingolbali, Monaghan & Roper, 2007: 764). Algunos esfuerzos han sido rea-
lizados para disminuir esta distancia entre las practicas en ingenieria y en ma-
tematicas; por ejemplo, al conectar los métodos basicos en matematicas con
aplicaciones (Rooch et al., 2016) o introducir cursos en modelizacién matema-
tica y resolucion de problemas en los primeros afios de los programas de in-
genieria (Wedelin, Adawi, Jahan & Andersoon, 2015). Este tipo de iniciativas
parece tener efectos positivos en el aprendizaje de los estudiantes.

La investigacion en didactica de las matematicas a nivel universitario ha
identificado varias dificultades que los estudiantes de Calculo encuentran en
sus estudios; sin embargo, existe una falta de investigaciones sobre cémo los
profesores de los cursos profesionales en ingenieria consideran y usan las he-
rramientas matematicas ensefiadas en los cursos de matematicas de los prime-
ros afios. En general, se espera que los estudiantes en los cursos profesionales
hayan adquirido una comprension de las nociones matematicas ensefiadas en
los primeros afios. En las investigaciones para este trabajo, interesd estudiar
como las nociones de Calculo (que se espera que los alumnos hayan compren-
dido) son utilizadas en los cursos profesionales en ingenieria, identificando
posibles rupturas entre la manera en que estas nociones son introducidas y usa-
das en Calculo y la manera en que son usadas en los cursos profesionales pos-
teriores. El primer paso consiste en el analisis de como son presentadas estas
nociones en los libros usados en los cursos de ingenieria, con base en el prin-
cipio de que la mayoria de los profesores universitarios usa los libros como un
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recurso importante para organizar sus curos (Mesa & Griffiths, 2012). Aunque,
en la actualidad, no existan muchos trabajos de investigacion sobre como los
contenidos matematicos son usados en cursos profesionales, este tipo de inves-
tigacion puede servir para acercar dos comunidades. Por un lado, este tipo de
analisis puede ser util para profesores de cursos de matematicas en ingenieria,
al permitirles entender mejor como las nociones que ellos ensefian seran usa-
das en los cursos profesionales siguientes, lo cual puede llevarles a reflexio-
nar sobre las conexiones (o falta de éstas) entre el contenido de sus cursos de
Calculo y el contenido de los cursos profesionales. Por otro lado, los profeso-
res de cursos profesionales pueden beneficiarse de un analisis critico de su uso
de matematicas, lo que les permitiria ayudar a los estudiantes a hacer conexio-
nes entre el contenido de ambos cursos. En este sentido, se concuerda con la
posicion de Castela sobre la cuestion de escoger contenidos matematicos apro-
piados para los programas universitarios profesionales:

[...] los matematicos necesitan tomar distancia con su propia cultura [...]. Tienen
que reconsiderar las preguntas siguientes: ;qué praxeologias matematicas son Uti-
les para tales areas de ingenieria o profesionales? ;Qué necesidades hay que satis-
facer? ;Qué discurso hace que la técnica matematica sea comprensible? Se trata de
unainvestigacion epistemol 6gica que consideramos como un prerrequisito para el
disefio de programas matematicos para los programas de formacion de profesio-
nales (Castela, 2016: 426).

En las siguientes secciones se presentan los resultados acerca del uso de lain-
tegral en un curso profesional en ingenieria. Se ofrecen detalles de los resul-
tados sobre el uso de la integral para definir el momento flector y se sintetizan
los resultados sobre el uso de la integral para trabajar con el primer momento
de area. Primero se desarrollan las herramientas tedricas usadas en la investi-
gacion, para después describir la metodologia y definir el momento flector. Por
ultimo, se presentan algunos resultados principales y su discusion.

Marco teodrico

Dado que en lainvestigacién descrita en este capitul o interesa conocer como se
usan las nociones del Calculo en los cursos profesionales de ingenieria, se con-
sidera apropiado un enfoque institucional. En particular, la teoria antropologi-
ca de lo didactico (TAD) de Chevallard (1999) ofrece herramientas utiles para
analizar la actividad matematica, pues considera que las actividades huma-
nas estan institucionalmente situadas y, en consecuencia, que el conocimiento



Capitulo 8 ;Coémo se usan los contenidos del célculo en ingenieria? @

sobre estas actividades también lo esta (Castela, 2006: 420). La TAD ofrece un
modelo epistemologico general del conocimiento matematico, donde la mate-
matica se ve como una actividad humana dentro de la cual se estudian varios
tipos de problemas (Barbé, Bosch, Espinoza & Gascon, 2005: 236).

Un elemento central de esta teoria es la nocion de praxeologia (u orga-
nizacion praxeolégica u organizacion matemética, MO en lo que sigue), for-
mada por un cuarteto [T/7/6/@], que consiste en un tipo de tarea a realizar T,
una técnica r que permite completar la tarea, un discurso (llamado tecnologia)
6 que explica y justifica la técnica, y una teoria ® que incluye el discurso. Los
dos primeros elementos [T/z] constituyen el bloque préctico (o saber-hacer),
compuesto de tipos de tareas y técnicas, mientras que el bloque saber [6/0]
describe, explica y justifica lo que se hace. Estos dos bloques son elementos
importantes del modelo antropologico de la actividad matematica, que puede
ser usado para describir el conocimiento matematico. Ademas, la TAD distin-
gue diferentes tipos de MO: puntual (asociada con un tipo especifico de tarea),
local (integra multiples MO puntuales que se pueden explicar usando el mis-
mo discurso tecnoldgico) y regional (integra MO locales que aceptan el mismo
discurso tedrico) (Barbé et al., 2015: 237-238).

Las praxeologias, asi como el conocimiento en general, pueden moverse
desde la institucion donde se crearon hacia otras instituciones donde son uti-
les (Castela & Romo Vazquez, 2011). Este es el caso, por ejemplo, de las
nociones matematicas usadas para resolver problemas de ingenieria. En este
proceso, existen efectos traspositivos en las praxeol ogias en cuestion (Castela
& Romo Viézquez, 2011; Chevallard, 1999). Se considera también el trabajo de
Castela, el cual identifica que

[...] cuando un fragmento de conocimiento social, producido en una institucion
determinada |, se mueve hacia otra institucion | | para ser usado, la hipdtesis epis-
temolodgica de la TAD enuncia que este cruce de frontera resultara muy proba-
blemente en algunas transformaciones de este conocimiento, llamadas efectos
transpositivos” (Castela, 2016: 420).

En este proceso de cruce de frontera, algunos (o todos) los elementos de la
praxeologia de partida pueden evolucionar. Por lo tanto, es importante anali-
zar tanto los tipos de tareas y técnicas como los discursos y teorias utilizados.
Para ello, esta investigacion identifica MO locales presentes en los cursos pro-
fesionales en ingenieria y analiza como son usados los contenidos de Calculo
(bloque practico), y si este uso esta conectado de alguna forma a la forma en
que estas nociones suelen ser presentadas en los cursos de Calculo (bloque
conocimiento).
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Metodologia

De acuerdo con Castela (2016), para analizar como se usan contenidos mate-
maticos para resolver problemas de un area profesional determinada, es nece-
sario primero entender y definir estos problemas. Esto se consigue de mejor
manera en colaboracion con profesionales de esas areas. En este sentido, es
importante sefialar que, para comprender como se usan las nociones de Calculo
en los cursos de ingenieria, se realizaron varios encuentros con un profesor de
ingenieria que tiene su diploma de ingenieria y su maestria en el area de in-
genieria civil, con mas de 28 afios de experiencia en la ensefianza de varios
cursos profesionales en universidades brasilefias, ademas de experiencia de
trabajo como ingeniero en varios proyectos. Este profesor explico las nociones
abordadas en este capitulo y ayudo a identificar contenidos de cursos donde
las nociones de Calculo de una variable son usadas. Para empezar la investi-
gacion, se escogio estudiar la manera en que la nocion de integral es usada en
cursos de ingenieria, y se identificaron dos nociones: momento flector y primer
momento de area. Los resultados sobre la primera nociéon se desarrollan de for-
ma detallada, mientras que los resultados acerca de la segunda se sintetizan de
forma breve al final.

En la universidad del profesor entrevistado, las nociones de momento flec-
tor (asociado al esfuerzo cortante) y de primer momento de area se introdu-
cen en el tercer semestre del programa (segundo aflo), en el curso Resistencia
de materiales para Ingenieria civil (los estudiantes siguen Célculo en los dos
primeros semestres). El programa de este curso incluye tres libros internacio-
nales clasicos (todos traducidos al portugués), con Beer, Johnston, DeWolf &
Mazurek (2012) como obra de referencia. Se procedio en dos etapas:

* En primer lugar, un analisis de la estructura general del contenido re-
lativo a integrales en los cursos de Célculo. Se identificaron las prin-
cipales tareas propuestas a los estudiantes, y se agruparon segun los
elementos tecnoldgicos necesarios para llevarlas a cabo, identificando
asi las principales MO locales que estructuran este contenido.

* En segundo lugar, comenzaron los analisis del libro de referencia del
curso de Resistencia de materiales. Se identificaron todas las aparicio-
nes de momento flector y de primeros momentos en el libro (mediante
la busqueda de palabras clave en una version electronica del libro).
Para cada aparicion de estas nociones, se analizan las tareas propuestas
en el libro. Para cada una de estas tareas, se analizan las técnicas y dis-
cursos (tecnologias) usadas por el libro. La nocion de momento flector
es presentada en el capitulo 5; sin embargo, la nociéon de primer mo-



Capitulo 8 ;Coémo se usan los contenidos del célculo en ingenieria? @

mento se usa en diferentes capitulos del libro, donde varias nociones
de ingenieria son introducidas y explicadas, por lo que los discursos
tecnologicos son bastante variados, y dan lugar a varias MO. En lo que
sigue se ofrecen detalles mas especificos de estos analisis.

Fuerza cortante y momento flector

Este contenido se introduce en la parte del curso sobre el analisis y disefio de
vigas, un aspecto importante de la ingenieria civil y mecéanica. En general,
las cargas son perpendiculares al eje de la viga (cargas transversales), lo que
produce flexiones y cortes en las vigas. Estas cargas transversales pueden ser
concentradas (medidas en newtons, libras o sus multiplos: kilonewtons y kips),
distribuidas (medidas en N/m, kN/m, 1b/ft o kips/ft), o ambas (figura 8-1).

Figura 8-1 Tipos de cargas (Beer etal., 2012: 34).
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Cuando una viga esta sujeta a cargas transversales, cualquier seccion de
ésta experimenta dos fuerzas internas: un esfuerzo cortante (V) y un par flec-
tor (M). La segunda crea tensiones normales a la seccion transversal, mientras
que el esfuerzo cortante crea tensiones de corte. En consecuencia, el criterio
de resistencia para construir una viga suele ser el valor maximo de la tension
normal a la viga.

De este modo, uno de los factores mas importantes a considerar para cons-
truir una viga para una carga dada, consiste en localizar y medir el mayor mo-
mento flector. Para determinar esta localizacion, se ensefia a los estudiantes
técnicas para dibujar diagramas de momento flector, definiendo M en varios
puntos sobre la viga y midiendo la distancia X a partir de un extremo.
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Andlisis de datos y discusiéon
La integral en el curso de Célculo

El curso de Calculo se enseia en el primer afio del programa, repartido en
dos semestres en dos cursos: Calculo I y Célculo II. Hasta hace unos pocos
aflos, las integrales se abordaban sélo en Calculo II, sin embargo, parte del
contenido se puso en el curso Calculo I para que los estudiantes tuvieran al-
gunas herramientas al comenzar el curso Fisica II (en el segundo semestre).
Asi, las integrales aparecen hacia el final de Calculo I y son el tema central de
Célculo II. El contenido cubre la nocion de integral indefinida (antiderivada
de f), sumas de Riemann e integral definida, aplicaciones para el calculo de
areas, integracion por sustitucion y volumenes (Calculo I), asi como métodos
de integracion, integrales impropias y longitud de arco de curva (Calculo II).
La referencia principal es el libro clasico de Stewart (2012).

El contenido sobre integrales se estructura, en lo fundamental, en dos MO
locales. La primera, MO, , introduce técnicas para el calculo de integrales in-
definidas (comienza con integracion inmediata, seguida de varias técnicas de
integracion). Los elementos teoricos que justifican los diferentes métodos es-
tan casi siempre ausentes, y los que se presentan, se explican sin una demostra-
cion. La segunda MO, MO, ,,, introduce las sumas de Riemann para definir de
manera formal la integral definida e interpretarla como un érea, lo que lleva al
teorema fundamental del célculo y al célculo de integrales definidas mediante
la regla de Barrow; esto conduce a algunas aplicaciones de la integral (area,
volumen...). Muchas técnicas usadas en MO,,, se pueden obtener a partir
de MO,,,.

Ademas, la conexion entre el signo de la derivada y la monotonia de la
funcion (6,) se presenta en Calculo Iy se usa en algunas tareas, como el tra-
zado de la grafica de funciones. También se abordan algunas conexiones entre
diferenciabilidad y continuidad (6,).

Fuerza cortante y momento flector

El contenido relativo al trazado de diagramas de momento flector se presen-
ta en el capitulo 5 de Beer €t al. (Analysis and Design of Beams for Bending,
2012). El capitulo comienza introduciendo diferentes tipos de vigas y cargas,
asi como lasnocionesdecarga(w), el esfuerzo cortante (V) y el momento flector
(M). La seccion 5.1 introduce las relaciones entre, y las direcciones de, las
fuerzas V y M en diferentes secciones de una viga, segtn el tipo de carga. En
esta seccion, los céalculos se hacen a partir de la idea de que la suma de fuer-
zas debe ser igual a cero, mediante férmulas introducidas en secciones previas
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del libro. El trazado de diagramas de momento flector lleva a configuraciones
como la que se muestra en la figura 8-2. Por supuesto, alguien con conocimien-
tos de Calculo podria comenzar a hacer conexiones entre las graficas de Vy M,
pero esta conexion se hace hasta la seccion 5.2 (Relationships Between Load,
Shear, and Bending Moment).

Figura 8-2 Ejemplo de diagrama de momento flector para cargas concentradas
(Beer etal., 2012:350).
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La técnica usada en la seccion 5.1 es bastante rudimentaria, pero la sec-
cion 5.2 define de forma explicita (mediante derivadas e integrales, razon por
la cual el interés se centra en esta seccion) las relaciones entre W, V'y M para fa-
cilitar el trazado de diagramas de momento flector, que es el tipo de tarea (T.)
a resolver. La seccidon 5.2 presenta una nueva praxeologia (relacionada con
la de la seccion 5.1) que introduce el calculo de V y M en dos puntos ad-
yacentes, X y AX. Los autores desarrollan a partir de resultados de 5.1, para
llegar a que AV = —WAX y dicen: “dividiendo ambos miembros de la ecua-
cion por AX y haciendo que AX se acerque a cero: dV/dx = —w. [Esto] indica
que, para una viga cargada como se muestra [en una figura dada], la pendiente
dV/dx de la curva de la fuerza de corte es negativa” (Beer et al., 2012: 360).
Es importante sefialar dos cosas. En primer lugar, el libro no usa la notacion de
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limites, lo que puede dificultar que los estudiantes conecten el contenido con
praxeologias de Calculo (por ejemplo, cuando se definen derivadas y cuando
se pasa de Ax adx). Aunque la tecnologia empleada para llegar a la expresion
final se basa en contenido estudiado en clases de Calculo previas, no es seguro
que todos los estudiantes podran hacer esta conexion. En segundo lugar, el li-
bro relaciona dV/dX con la nocion de pendiente, pero (de forma sorprendente)
lo relaciona con un solo caso (mostrado en una figura), en lugar de explicarlo
como un principio general mediante latecnologiad, del curso de Célculo. Esto
podriallevar a algunos estudiantes a pensar que esta conexion entre pendiente
de Vy w se aplica s6lo a la figura mostrada. Aunque las nociones (y sus pro-
piedades) introducidas para abordar T_ se definen a partir de herramientas de
Calculo, no se relacionan de forma explicita con tecnologias (tales como 6,)
de este curso. Por ultimo, la expresion obtenida se integra entre los puntos C
y D paraobtener: “V, —V_ =~ J " wax? y “V, =V, = (area bajo la curva de la

Xc

cargaentreCy D)”.

En general, aunque el libro use elementos de Calculo, evita un uso expli-
cito del tipo de notacion y propiedades que han sido institucionalizados en esta
disciplina (tales como 6, y 6,). Por ejemplo, el libro dice: “[dV/dX = —w] no es
valido en un punto donde se aplica una carga concentrada; la curva de la fuerza
de corte es discontinua en ese punto” (Beer et al., 2012: 361). Esta redaccion
evita enunciados claros sobre continuidad y diferenciabilidad (disponibles en
0,). Tal como Castela (2016) lo sefiala en un contexto diferente, aqui se parte
de que los autores buscan desarrollar otro tipo de conocimientos, correlacio-
nados de manera fuerte con el contexto profesional. Mediante técnicas simila-
res alas usadas para deducir V (y, de nuevo, evitando escribir limites y con la
formulacion “haciendo que AX se acerque a cero”), se deduce la expresion
dM/dx = Vy los autores enuncian:

[esto] indica que la pendiente dM/dx de la curva del momento flector es igual al
valor de la fuerza de corte. Esto es cierto en cualquier punto donde la fuerza de
corte tenga un valor bien definido (por ejemplo, no se aplican cargas concentra-
das). [Esto] también muestra que V = 0 en puntos donde M es maxima. Esta pro-
piedad facilita la determinacion de puntos donde la viga puede fallar debido a la
flexion.

Debe sefialarse de nuevo que los autores evitan usar de manera explicita una
tecnologia introducida en Calculo (6,), con lo cual esta conexion se hace me-
*p

Xc
Vdx”y que “M, — M_ = (4rea bajo la curva de la fuerza cortante entre Cy D)”.

nos evidente para los estudiantes. Por tltimo, se deduce que: “M; — M_ = I
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Figura 8-3 Ejemplo resuelto (Beer et al, 2012: 362).

JHTL

Puede verse que el libro evita usar de manera explicita propiedades ins-
titucionalizadas en el curso de Calculo, lo que lleva a un tipo de praxeolo-
gia en donde se escriben herramientas de Calculo, pero se favorecen técnicas
geométricas. Con esto no quiere decirse que dichas técnicas sean errdneas,
pero pueden llevar a lagunas en el conocimiento de los estudiantes, quienes
podrian no reconocer el mismo objeto (integral) que ya conocen del curso de
Calculo. Como muestra, €l primer ejemplo resuelto (t,) (figura 8-3) presenta
una carga w distribuida con uniformidad. Mediante formulas previas, se de-

ducen las fuerzas de reaccion en las extremidades (iguales a%WL), lo que lle-

. 1 X
vaadeducir que V, = EWL yaqueV-V, = jowdx = —-wx, lo que lleva a que

V=V, —wx= %WL —WX=W (% L- X). Notese que la notacion es diferente a

la usada en la parte tedrica y que la expresion depende del parametro w (con

lo cual se introduce una técnica 7, diferente de lo presentado antes, y que no
aborda la presencia de w). Este hecho no se explicita y se presenta una figura
(8-3c) que da por hecho que los estudiantes pueden interpretar una grafica que
depende de un parametro, con lo cual ignoran las conocidas dificultades de los
estudiantes con parametros (Furinghetti & Paola, 1994). El valor maximo del
momento flector se obtiene al calcular el area bajo la region triangular positiva
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mix=292 2 = o Y la curva se dibuja a mano (otra técnica que no abor-

da de manera explicita que M ha sido introducida como laintegral de V). Los
autores concluyen:

( Cllwhw?

Notese que la curva de carga es una linea recta horizontal, la curva de la fuerza
de corte es una linea recta oblicua y la curva del momento flector es una parabola.
Si la curva de carga hubiese sido una linea recta oblicua (primer grado), la curva
de la fuerza de corte seria una parabola (segundo grado) y la curva del momento
flector seria una cubica (tercer grado). Las curvas de la fuerza de corte y del mo-
mento flector tienen siempre uno y dos grados mas que la curva de carga, respec-
tivamente. Con esto en mente, los diagramas de la fuerza de corte y del momento
flector se pueden dibujar sin tener que determinar las funciones V(X) y M(X) (Beer
etal., 2012: 362).

Observe que se usa un caso Unico para introducir un elemento tecnoldgico
importante (6,) que es 1til para resolver T_ (cuando se dibuja a mano), pero
este elemento no se justifica de forma general, aunque se hayan introducido V
y M como integrales (y mostrado que sus coeficientes pueden ser deducidos
como primitivas), lo que permitiria usar una tecnologia proveniente del curso
de Calculo (en especifico, la presente en MO, ) para esta justificacion. En su
lugar, el libro escoge introducir una regla (6,) eindicaal estudiante que apenas
tiene que anadir uno o dos grados, respectivamente, para dibujar V(X) y M (X).

El siguiente problema resuelto pide a los estudiantes (de nuevo con féormu-
las de la seccion 5.1) que calculen los valores de fuerzas en los extremos de
intervalos y varias areas mediante geometria. Se pide a los estudiantes que di-
bujen a mano la curva del momento flector (figura 8-4), incluso para funciones
cubicas (en otros problemas siguientes). De este modo, dado el diagrama origi-
nal (parte superior de la figura 8-4), los estudiantes pueden deducir el valor de
V, que sera constante en ciertos intervalos, y deducir su valor especifico en D y
E, ademas de unirlos con segmentos rectos. Una vez que el estudiante tiene el
grafico de V, es posible calcular las areas bajo cada segmento para deducir los
valoresde M en B, Cy D, uniéndolos a mano. En resumen, se puede ver que el
libro introduce una praxeologia para resolver el problema del esbozo del dia-
grama del momento flector (T;). Sin embargo, aunque las nociones necesarias
para resolver esta tarea sean introducidas a través de herramientas matemati-
cas (en este caso, la integral), las tecnologias se apoyan en resultados ma-
tematicos implicitos que no son identificados con claridad, lo cual favorece
una perspectiva centrada en un discurso profesional. Las técnicas que se pre-
sentan se limitan a calcular ciertos puntos en una gréfica y a unirlos median-
te propiedades geométricas, lo que puede dificultar que los estudiantes hagan
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Figura 8-4 Ejemplo resuelto (Beer et al., 2012: 363).
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conexiones con las técnicas y nociones introducidas en el curso de Calculo.
También se sefiala que, si bien las nociones son presentadas como una integral,
este hecho no se hace explicito en las técnicas ni en el discurso para justificar-
las. Ademas, puesto que es posible ignorar las explicaciones del libro y apenas
centrarse en las técnicas para aprender a resolver las tareas, no es evidente que
los estudiantes conectaran este contenido con el estudiado en cursos previos de
Calculo. Asi, el libro introduce una praxeologia en la que el bloque practico se
presenta de forma clara [T /7], pero en la que el bloque saber (sobre todo, 6,)
combina elementos matematicos con elementos de la profesion de ingenieria,
y deja varios hechos implicitos. Ademas, este tipo de tareas no justifica la ne-
cesidad de aprender todo el contenido y técnicas relativos a la integracion que
ya se habian estudiado en el curso de Calculo.
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Sintesis de resultados sobre el primer momento de 4rea

Los momentos de area suelen enseflarse en cursos de ingenieria que tratan la
resistencia de materiales. En ingenieria civil, por ejemplo, para resolver pro-
blemas de flexion de vigas se debe tomar en cuenta algunas caracteristicas
geométricas especificas de las secciones transversales. En esta situacion, la
nocion de primer momento de area se utiliza para calcular el centroide de un
area y los esfuerzos cortantes en la flexion transversal. El centroide de un area
A es su baricentro geométrico y el punto C de coordenadas (X, ¥) tales que las
relaciones siguientes se cumplen: J X dA=AXy IAX dA = Ay. Segun Beer et al.

(2012: A2), el primer momento del area A con respecto al eje X (resp. eje y) se
define en términos matematicos como la integral Q = j ydA (resp. Q.= J. y dA).
A A

En ambas integrales, el subindice A en €l signo de integral indica que lainte-
gral se calcula sobre toda el area transversal. Ambas integrales caracterizan la
suma de los productos de cada elemento de area dA y su distancia al eje res-
pectivo (x 0Y), y se miden en unidades ctbicas (Beer et al., 2012). Cuando un
area posee un eje de simetria, el primer momento con respecto a ese eje vale
cero, puesto que cada elemento de area dA de abscisa X (resp. ordenada y) co-
rresponde a un elemento de area dA’ de abscisa —X (resp. ordenada —Y). Esto
implica que, cuando un area posee un eje de simetria, su centroide esté situa-
do sobre ese eje. Por ejemplo, en una seccion rectangular (dos ejes de sime-
tria), su centroide C coincide con su centro geométrico. Determinar la posicion
del centroide es importante, pues varias fuerzas en una barra pasan a través de
su centroide.

Al analizar el libro de la misma manera que para el momento flector, los
resultados actuales muestran que, aunque esta nocion se defina como una in-
tegral, en ninguna seccion del libro el estudiante debe realizar un calculo de
integrales (tabla 8-1). (Para mas detalles vea Gonzéalez-Martin & Hernandes-
Gomes, 2018).

Tabla 8-1 Sintesis del uso de primeros momentos en Beer et al. (2012).

Descripcion del uso | Términos usados Capitulo-secciones
El término aparece 4.2 (p. 245), 4.2 (p. 245),
en unaexplicacion 4.4 (p. 262),4.6 (p. 274)
teodrica. Aparece con
una expresion que usa
el signo integral, pero

Primer momento,
Primer momento
de area, Q, 6.1 (p. 421), 6.1 (p. 421),

o centroide 6.3 (p. 437)
no se realiza ningn

calculo.



Capitulo 8 ;Coémo se usan los contenidos del célculo en ingenieria? @

43 (p. 262)
6.1C (p. 424), 6.1C (p. 424),

Primer momento, | 6.4 (p. 440), 6.6 (p. 454, pp. 459-
Primer momento 460), Review (p. 467)

El término aparece
en una explicacion
teorica. Aparece sin una

expresion que use d 2;2’;2?38 8.1 (p. 559), Review (p. 591)

signo integral, 9.5A (p. 651), 9.5A (p. 651),
9.5A (p. 654), 9.5A (p. 654),
9.6B (p. 666)

4.2 (p. 247, p. 248)

Aplicacionde . 6.1 (p. 422), 6.1 (p. 422),

concepto: el término Pr?mer momento, 6.3 (p. 438), 6.6 (pp. 456-457)

aparece en algunos Primer momento

calculos, pero no se de area, Q, 8.3 (pp. 577-578)

realiza ningtn célculo | centroide 9.5A (p. 652), 9.5A (p. 653),

de integrales. 9.5A (p. 655), 9.5A (p. 656),
9.6B (p. 667), 9.6C (p. 669)

Problema resuelto: el 4.3 (p. 251), 4.5 (p. 265),

término aparece en 4.10 (p. 326)

Pri t
algunos calculos, pero FImer momento, ¢ 5 (p- 429), 6.5 (pp. 443-446),

no se realiza ningun 6.6 (p. 462)
célculo de integrales. 8.3 (p. 583)

Q, centroide

Conclusiones

En este capitulo se presentan resultados (detallados para el momento flector y
de forma sintética para el primer momento de area) sobre el proceso de cru-
ce de frontera (Castela, 2016) de contenido relativo a las integrales, y se exami-
na como éste es utilizado en técnicas y tecnologias en una praxeologia propia
de ingenieria civil y mecénica. La literatura cientifica ha identificado descone-
xiones entre los cursos de matematicas y los cursos profesionales en ingenie-
ria (Christensen, 2008; Loch & Lamborn, 2016), y la presente investigacion
permite identificar de forma precisa algunas de estas desconexiones. Ademas,
se sostiene que las herramientas proporcionadas por 1a TAD permiten estudiar
praxeologias e identificar las conexiones y desconexiones entre el contenido de
los cursos de Célculo y el de los cursos profesionales. En particular, los anali-
sis realizados permiten identificar tareas y técnicas propias de la ingenieria que
usan la nocion de integral para definir sus propias nociones y deducir propie-
dades, pero sin usar de forma explicita técnicas o tecnologias de Calculo. Asi,
se ve que las técnicas presentadas se basan en consideraciones geométricas y
en contenidos previos de ingenieria, lo que puede enmascarar el hecho de que
las nociones usadas se definen como integrales.
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Es probable que se justifique el estudio del calculo integral en los progra-
mas de ingenieria basados en la idea de que “los ingenieros usan integrales”.
Sin embargo, nos parece que la forma en que las integrales se ensefian en los
cursos de Calculo sigue praxeologias matematicas reconocidas (aceptadas y
reconocidas por la institucion de investigacion en matematicas; Castela, 2016:
421). Estas praxeologias matematicas ignoran el uso de integrales en los cursos
profesionales. La pregunta clave, sefialada al final de la introduccion —“;qué
necesidades hay que satisfacer?”—, parece ser ignorada por las praxeologias
desarrolladas en los cursos de Calculo, lo que resulta en dos usos diferentes
del mismo objeto.

Existe la intencion de completar los analisis detallados sobre el uso de mo-
mentos flectores y momentos de area, para proporcionar un retrato mas detalla-
do del uso de integrales en este contenido. Este trabajo sera seguido de analisis
de otros contenidos de ingenieria, lo que permitira comprender mejor el uso de
contenidos del Calculo por los ingenieros, ademas de identificar posibles rup-
turas experimentadas por los estudiantes de ingenieria.
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