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Resumen

En la presente tesis se estudia el fendémeno fisico de inestabilidad modulacio-
nal, el cual es un tipo de inestabilidad que se desarrolla durante la propaga-
cion de ondas en medios no lineales y dispersivos. En particular, se estudia la
inestabilidad modulacional que surge en un modelo de una ecuacién no-lineal
de Schrodinger, la cual tiene un cuarto orden de dispersion variando a lo lar-
go de la distancia de propagacion, al igual que no-linealidad. Convirtiendo al

sistema en un sistema no auténomo, descrito por la siguiente ecuacion

i) 24 L R(Z)aPg =0 1)

0qg 1 0%q
a7 T3P T

AR RIF T
Se desarrolla la metodologia pertinente para el estudio de la inestabilidad
modulacional en el sistema mencionado anteriormente lo cual conduce a la
obtencion de las caracteristicas necesarias para que se desarrolle la inesta-
bilidad modulacional. Con base a lo anterior, se modelo la dindmica de las
inestabilidades para el caso de funciones de dispersiéon crecientes o decrecien-
tes de la forma Dy = Do exp(8Z) y Dy = Dy exp(SZ) con la finalidad de
poder estudiar las regiones mediante las cuales se desarrollan las inestabili-

dades.



Aunque dichas ecuaciones suelen aparecer en el modelado de diferentes feno-
menos fisicos tales como la propagacion de ondas en aguas poco profundas,
condensados de Bose-Einstein, plasmas entre muchos otros, nosotros nos en-
focaremos en la propagacion de ondas en sistemas 6pticos y en la propagacion
de ondas de rouge las cuales pueden ser descritas mediante las funciones de

dispersion propuestas.

Figura 1: Onda de Rouge
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Introduccion

La propagaciéon de perturbaciones de algtin tipo en el espacio y el tiempo
han sido uno de los elementos méas importantes para el estudio de diferentes
fenomenos fisicos, ejemplos claros de estos son la propagacion de energia en un
medio como una onda mecéanica, perturbaciones del campo electromagnético
como ondas de luz o hasta llegar a conceptos més abstractos como lo son
las funciones de onda en mecanica cuantica. Tenemos que, para las ondas
que se propagan en medios no dispersos y que cumplen con el principio de

superposicion, su evolucion esta gobernada por la ecuacién de onda lineal
U =0 (2)

en donde [J es el operador D’Alembertiano

10 »

V2o
con V la velocidad a la que se propaga la perturbacién y V2 el operador
laplaciano.
Rara vez esto se cumple por lo que a qué recurrir a diferentes tipos de ecuacio-

nes de onda no lineales y dispersivas, estas ecuaciones aparecen ampliamente
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Figura 2: Representacion de una onda propagandose

en la literatura para diferentes fenomenos fisicos, por ejemplo la ecuacion de
Korteweg-de Vries aparece en el estudio de propagaciones de ondas en aguas
poco profundas, la ecuacion Klein-Gordon no lineal surge como un modelo
clasico para un campo escalar libre o en la teoria de la elasticidad, la ecua-
cion de Schrodinger no lineal interesa en la ¢ptica de medios no-lineales y
en el estudio de ondas de Langmuir en plasmas, la ecuacion de sine-Gordon
aparece en la propagacion de dislocaciones en cristales y en el movimiento
de paredes de Bloch en cristales magnéticos, asi como muchas otras.

Ya que estas ondas se describen mediante ecuaciones de onda no lineales, y el
principio de superposicion generalmente no se aplica, esto conlleva a que las
ecuaciones de onda no lineales sean mas dificiles de analizar matemaéticamen-
te, ya que no existe un método analitico general para su solucion. Atn asi se

pueden desarrollar diversas metodologias para la integracion aproximada de
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las ecuaciones o para el estudio de sus propiedades.

t=1,>0

t=1'>1 t>r

Figura 3: Propagaciéon de una onda no-lineal

Una de estas metodologias es a partir del estudio de la estabilidad del sistema,
la cual mediante una descripcion precisa puede dar una idea de los estados
de la solucién. Muchas de estas ecuaciones dispersivas y no lineales suelen
manifestar durante el estudio de sus estabilidades comportamientos inespera-

dos como lo es en el caso cuando se dan inestabilidades del tipo modulacional.

Las inestabilidades modulacionales son un fen6meno que ocurre bajo ciertas
condiciones durante la propagaciéon de ondas en medios no lineales y disper-
sivos, mediante la cual perturbaciones en una onda periddica se refuerzan
debido a la no linealidad, lo que conlleva a la generacion de bandas laterales

y eventualmente a la ruptura de la forma de onda en un tren de pulsos.
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El fenémeno fue observado por primera vez en el estudio de laseres de alta
potencia en solventes organicos por los rusos N. F. Piliptetskii y A. R. Rus-
tamov en 1965 [1] y, poco mas tarde, en el estudio de ondas de gravedad en
aguas profundas por los cientificos T. Brooke Benjamin y Jim E. Feir |2].
Aunque estos las consideraron solo como curiosas inestabilidades que surgie-
ron durante sus estudios y no pensaron en ellas como un fenémeno global y
recurrente de diferentes sistemas fisicos. A partir de ese momento se a obser-
vado el mismo tipo de inestabilidad en diferentes ramas de la fisica no lineal
como en la propagacion de ondas electromagnéticas [3|, la fisica de plasmas

|4] o en condensados de Bose-Einstein |5].

Dentro de los sistemas que describen ondas no lineales y que presentan el
fendmeno de inestabilidad modulacional la ecuacion no lineal de Schrédinger
modela muchos de estos sistemas. En el presente trabajo estudiamos la ines-
tabilidad modulacional que surge en una ecuacion no lineal de Schrédinger,

la cual tiene coeficientes variables lo que lo hace un sistema no auténomo.

0 1 0%q Mg

[ — — — 2 p—
iz + 2DQ(Z)aT2 +D4(Z)8T4 + R(Z)|q|*q =0

Este modelo es una generalizacion de los casos mas comunes que se encuen-
tran en la literatura, lo cual nos permite encontrar congruencia con los resul-
tados ya reportados mediante un limite a los caso autéonomos y con menor
grado de dispersion.

Para llevar acabo este estudio primero se desarrollo una investigaciéon bi-

bliografica sobre los temas de inestabilidades modulacionales, sistemas no
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autonomos y la ecuacion no-lineal de Schrédinger, obteniendo asi la relacion
que surge entre estos, y las metodologias desarrolladas para su estudio . Con
base a esto, se generalizaron las ideas y técnicas utilizadas para los casos no
autéonomos y con bajo orden de dispersion, de manera similar a los utilizados
por A. Hasegawa en [6] o los realizados por G.P. Agrawal en [7] en los cuales
la idea principal es estudiar la dindmica de las inestabilidades modulaciona-
les y las caracteristicas que se necesitan para que se den estas a partir del
estudio de la relacion de dispersion del sistema.

Con la aplicacion de la metodologia desarrollada se encontraron las condi-
ciones necesarias para que se den las inestabilidades modulacionales en este

modelo.

Con todo el marco teorico desarrollado se estudié en particular el caso de
la dindmica de las Inestabilidades modulacionales que se dan en la ecuaciéon
(1.1) cuando la dispersion crece o decrece lentamente debido a funciones

exponenciales de la forma
D54(Z) = exp(—pZ)

donde 3 es una constante positiva o negativa y la no linealidad se mantiene

practicamente constante R(Z) = 1.

Finalmente, estudiamos la importancia de estas dinAmicas en fen6menos re-
portados en Optica no lineal las cuales se conocen como una auto-compresion

de solitones opticos en las llamadas fibras de dispersion decreciente. Aqui se
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demostré que bajo la condiciéon de que cuando la dispersion varia a lo largo
de la distancia de propagacion de la forma exp(—fZ2) tanto en Dy(Z) como
en Dy(Z) , es posible observar efectos similares a los observados previamente
en los trabajos [8,9]. Este escenario es llamado una inestabilidad modulacio-
nal de alto orden en [8] e independientemente un efecto de cuantizacion en
[9] en donde hay una division de tres a mas ondas rebeldes, las cuales han

sido observadas en experimentos computacionales [9).
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Capitulo 1

Inestabilidades modulacionales y

su papel a través de la Historia

1.1. Antecedentes

La primera observacion reportada en la literatura de una inestabilidad mo-
dulacional se cree fue realizada por N. F. Piliptetskii y A. R. Rustamov en
1965 al estudiar laseres de alta potencia en solventes organicos, pero esta solo
es reportada en su estudio como una inestabilidad, la cual aparece durante
la propagacion de una onda electromagnética en un fluido y no desarrollaron
un estudio profundo sobre este tipo de inestabilidades en su investigacion.
Analogamente en el ano de 1965 se estaba desarrollando las bases para la
observacion de inestabilidades modulacionales en otras areas, Gerald Beres-
ford Whitham plante6 un formalismo de ondas cuasi-periddicas basado en un

principio variacional promediado |10], asociando asi un lagrangiano a la pro-



pagacion de una onda y mediante la cual se podian obtener ecuaciones que
describian las caracteristicas de ondas que varian lentamente, esto mediante

la aplicacion de las leyes de conservacion

oc oL, 0Ly ok  Ow

F R T e R i (L1)

Sir Michael James Lighthill uso el formalismo de Whitham para estudiar on-
das con pequenas no linealidades, en particular, propuso un lagrangiano de

la forma

L(w, k,a) = G(w,k)a* + B(w, k)a* (1.2)

donde w es la frecuencia, k el numero de onda y a la amplitud de la onda.
Con base a este lagrangiano y a las leyes de conservacion Lighthill obtuvo

una ecuaciéon para la dispersion
w = w,(k) + wi(k)a® (1.3)

y un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales

da*  O(vga?)
ot * Ox
ok ok O(wia?)

ot +ng8$ + ox

~0 (1.4)

=0 (1.5)
—Gk . dwo
G, dk

junto de ecuaciones el obtuvo una formula para la velocidad caracteristica

Cy = vy (k) £ /v),wia® + O(a®) (1.6)

aqui vy, = es la velocidad de grupo lineal. Mediante este con-



la cual es considerada de tipo hiperbélico si C es real y por ende 8 = v, w; > 0
o de tipo eliptico si C es compleja y § < 0. Estas desigualdades fueron con-
sideradas como el primer criterio desarrollado para el estudio de las inesta-
bilidades modulacionales, lo que se conoce como criterio de Benjamin-Feir-
Lighthill. Ya que si se linealizan las ecuaciones (1.4) y (1.5) alrededor de la
onda armoénica de constantes a, w y k., y se consideran perturbaciones de la
forma exp(ikx — Qt), las cuales interactiian con las ondas armoénicas a partir
de una modulacién en la frecuencia de estas mediante bandas laterales w+ (2,
para una frecuencia §2 dada. Se obtiene que la frecuencia de la perturbacion
satisface la igualdad

O =C.k (1.7)

Asi, para el caso hiperbélico, la onda armonica es estable y, de acuerdo con
(1.6), puede propagarse con dos velocidades de grupo ligeramente diferentes.
En el caso eliptico por la parte imaginaria que surge en (1.6) al ser 5 <0y
su influencia en (1.7) se considera a la onda armonica inestable con respecto
a una pequena modulaciéon. Lighthill explico esta modulaciéon de la siguiente
manera, Supéngase que en algin momento durante la propagacion de una
onda armoénica aparece una protuberancia en la intensidad, si por ejemplo
wy > 0en (1.3) entonces la derivada w, es positiva antes de la protuberancia y
negativa después de esta. De acuerdo con la conservacion de la fase expresada

en la ultima ecuacion de (1.1)

o o
ot oxr



k; < 0 antes del méaximo de la protuberancia y k; > 0 después de este. Si

la dispersion en la velocidad de grupo es wgr = % < 0, implica que la
velocidad de grupo tiende a incrementarse detras del maximo de la amplitud
y decrecer enfrente de esta. Esto quiere decir, que los grupos de ondas veci-
nos, al maximo de amplitud tienden a comprimir la protuberancia, debido
a la conservacion de la energia, y la amplitud aumenta acumulativamente.
El mismo razonamiento muestra que un valle inicial de una onda armonica
se profundizaria. Este es el caso de inestabilidad modulacional. En el caso
en que wir = 0, el efecto es lo contrario la protuberancia en la intensidad
tiende a crecer, este es el caso de estabilidad neutral.

Desde el punto de vista espectral, una simple interpretacion del criterio de
Benjamin-Feir-Lighthill es que las pequenas bandas laterales interactian con
las fuertes ondas portadoras, para su interaccion efectiva, se necesita el cum-
plimiento simultaneo de la condicién de resonancia (sincronismo) la cual esta

descrita mediante la aplicacion de las siguientes ecuaciones

Wy + wy = 2&)6, k’l + k’z = 2kc
(1.8)

Wi,2 = We + Q, kl,g = k‘c + k
las tdltimas dos igualdades son para modulaciones consideradas lentas, es
decir cuando los valores de w y k son pequenos. Aqui los sub-indices c,1,2
corresponden a la onda portadora y a las ondas de las bandas laterales, res-
pectivamente. En el caso lineal estas condiciones no se cumplen debido a la
dispersion, pero en el caso no lineal si y la velocidad de esas ondas de difieren

debido a dos factores (debido a la dispersion y la no linealidad). Asi en el

caso cuando las desafinaciones son del mismo signo, no ocurre sincronismo
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y las bandas laterales no aumentan (caso hiperbdlico). Sin embargo, si estas
desafinaciones difieren en un signo, pueden compensarse entre si, y las ondas

interactian de manera resonante, lo que resulta en amplificaciones.

Las ecuaciones de Whitham (1.1) pueden ser consideradas como ecuaciones
no dispersivas con respecto a la envolvente a(z,t), por lo que el criterio de
Benjamin-Feir-Lighthill no depende de la frecuencia de la modulacién siem-
pre que sea pequena en comparacion con la frecuencia de la portadora. Sin
embargo, una descripcion mas detallada de los efectos de la dispersion im-
pone una limitaciéon adicional en la inestabilidad modulacional. Asi, durante
sus estudios de ondas en aguas poco profundas Benjamin y Feir, se encon-
traron con este problema de efectos visibles de dispersion al modelar ondas
de Stokes (ondas superficiales periodicas no lineales sobre una capa de fluido
invisible de profundidad media constante |2]. Estas ondas son modeladas en

dinamica de fluidos mediante la ecuacion.

y =n(z,t) (1.9)

la cual denota la elevacion de la superficie por encima de su nivel medio, y

la ecuacion de Laplace para el potencial de velocidad ¢(z,vy,t)

bajo la condicién

vq— 0 para y— —o0 (1.11)

que denota que no hay movimiento en profundidades infinitas , la condicién



cinematica de frontera de la superficie libre

D(n —y)/Dt = 1y + Ne[qely=y — [@yly=y =0 (1.12)

y la condicion de la ausencia de tension superficial junto con la condicion de

presion constante sobre la superficie libre

1
gn + [Qt]y:n + 5[93 + QS]y:n =0 (1.13)

donde g es la aceleracion de la gravedad, y = 0 corresponde a una superficie
no perturbada. Las soluciones para este sistema son conocidas como ondas de
Stokes progresivas, en el que solo se conservan el armonico basico (primero)

y el segundo

n=H~a (cos(a) + %ka cos(2a)> (1.14)
q= ¢~ wk laesen(a) (1.15)
w? = gk(1 + k%a?) (1.16)

aqui @ = kx — wt y a es la amplitud.

Para estudiar las inestabilidades en este sistema tenemos que recurrir a la
teoria de perturbaciones, para ello se consideran pequenas perturbaciones
en las soluciones cada una representada como una suma de componentes

espectrales a frecuencias w 4 2 donde €2 es una frecuencia de modulacion



y {1 < w, en otras palabras el potencial y la elevacion de la superficie son

ahora representadas por
q=¢+eq, n=H-+e (1.17)

con € la amplitud de las bandas laterales. Esto conlleva a probar la existencia
de las inestabilidades a partir del estudio del comportamiento asintético de 7.
Ya que (1.10) es una ecuacion lineal podemos facilmente obtener una ecuacion
para la perturbacion de g

Al considerar la interaccion entre dos bandas laterales tenemos que

n="m -+ (1.19)

qg=q = +q¢ (1-20)

las cuales tienen por soluciones

fl; = gicos(a;) + kae; [Ajcos(a + ;) + Bicos(a — a;)] + O(K*a’s;)  (1.21)

G = k;teMY (g5 (wiLi + A M) sen(ay) + é;Nicos(a) (129
1.22
+wae; (Cie‘““iy'sen(a + ;) 4+ Diel" " ¥lsen (o — @;))

1
donde k; = k(1£kK) yw = (w+(146)) con 6 = 3f aqui k y 0 son pequenas

fracciones que satisfacen la relacion dw = cyrk y ¢, = 5= es la velocidad de

7



grupo lineal a la frecuencia principal.
Estas ultimas ecuaciones (1.21) y (1.22) bajo algunas consideraciones pueden
ser aproximadas a

i = €; cos() (1.23)

bs = ki twigie™Y sen(ay) (1.24)

Si se sustituyen estas perturbaciones de 7 y ¢ con variaciones lentas de €1 o
en la ecuacion (1.18) y se mantienen solo términos resonantes asi, junto con

la aplicacion algunas transformaciones se obtienen las ecuaciones

d 1
<2;2) = (§w52a236n(@)81,g) (1.25)
de 5 5 e} + €3 )
S wka 1+ S cos(0)| — wo (1.26)

en donde © = ~; + 79, gracias a esta condicion de © se genera un tipo de
resonancia como la mencionada en la ecuacion (1.8) cuando 2a = oy + g +
cte. Como resultado, las perturbaciones incrementan, dando asi origen a las
inestabilidades.

Benjamin y Feir en su trabajo [2] consideraron la siguiente condicion para
g; la cual fue deducida a partir de las ecuaciones (1.25) y (1.26) y algunas

consideraciones echas por ellos

Tvp p(1 — Y2 122172
2
S =] (1.27)
con
E202 — 82



y mediante la cual se pueden obtener los siguientes casos para las posibles

diferentes estabilidades

e —1<7T <1 Flsistema es inestable
e T = —1 Hay inestabilidad marginal (1.29)

e T < —1 El sistema es estable

asi ellos demostraron que para algtn valor inicial ¢ = 0 la propiedad |e;| — oo

sugiere que el sistema sera inestable.

En resumen, Benjamin y Feir estudiaron la estabilidad de trenes de ondas de
stokes en aguas poco profundas para fluidos sin viscosidad mediante un ana-
lisis de perturbaciones lineales. La condiciéon de estabilidad a la que llegaron,
es decir, la condicion bajo el cual la amplitud de los modos de onda de las
bandas laterales que componen la perturbacion parece sufrir un gran aumen-
to indefinido fue —1 < T < 1, la cual significa de acuerdo a la definiciéon de
T en (1.28) que

0 <0 = (vV2ka) (1.30)

por lo tanto, en principio, todos los trenes de ondas del tipo especificado son
inestables, ya que, de acuerdo con la suposicion del anélisis, se puede hacer
una eleccion de & que satisfaga (1.30) o cada valor finito de ka, por pequeno
que sea.

Otro resultado de especial interés al que ellos llegaron y que fue contrastado

experimentalmente [11], es el crecimiento asintotico, de las amplitudes de las



bandas laterales en (1.27)
1 2.2 §2\1/2
g€ ~ exp 55(2]6 a®—6°) wt (1.31)

si 0 < § < (v/2ka). Para un valor dado de ka, el exponente en (1.31) es un

méaximo cuando 6 = ka, es decir, la desviacion de frecuencia 6ptima w’ — w
1

de las bandas laterales es una fraccion — del valor de corte mas alla de la

V2

cual no ocurre amplificacion.

/\\ 05-

\

-1.0 -0.5 0.5 1.0

Figura 1.1: El crecimiento de la amplitud de la banda lateral en funcién de

la frecuencia

Por lo tanto, ante una onda de Stokes especifica hay una perturbaciéon que
es muy inestable, que comprende un par de modos de banda lateral con
frecuencias w; = w(1+ka) y nimeros de onda k; = k(1+£2ka). Para enfatizar

mas los hechos presentes, particularmente la existencia de frecuencias 6ptimas
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y de corte de la tasa de crecimiento logaritmico
1 2.2 $2\1/2
v = 5(5(213 a® —6%) (1.32)
se pude ver que las inestabilidades existen en el limite de rangos
Q< Q, = wkav2 (1.33)

el maximo valor de la tasa de crecimiento se da cuando % = wka. En la
figura 1.1 se muestra la grafica de . Cuando las amplitudes de las bandas la-
terales se vuelven aproximadamente iguales, como ocurre siempre después de
amplificaciones suficientes, la forma supuesta de perturbacion es equivalen-
te a una modulacion uniforme que viaja hacia adelante de un tren de ondas
primarias. Todo lo anteriormente mencionado fue experimentalmente demos-
trado por el propio Feir [11], mediante experimentos realizados en canales de

agua con longitud de 2.2 m, algunos de estos resultado experimentales pue-

den verse en las figuras 1.2 y 1.3 .

Como se puede notar, el estudio de las inestabilidades modulacionales ba-
jo este criterio es muy laborioso y muy particular, por fortuna pocos anos
después V.E. Zakharov demostraria el hecho de que estas ecuaciones que mo-
delan ondas en aguas poco profundas podian ser reducidas a otra ecuacion,
lo cual abriria camino al estudio de las inestabilidades modulacionales en

diferentes sistemas.
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Figura 1.2: Fotografia de un tren de ondas progresivo la cual ilustra el rom-
pimiento de la onda debido a la inestabilidad. La fotografia superior es hecha
cerca de la fuente de las ondas, mientras que la inferior es a 60 m de esta. La

longitud de la onda es de aproximadamente 2.2 m. Tomada de [12]

1.2. Marco tedrico

1.2.1. La ecuacién no lineal de Schrodinger y su impor-
tancia en el estudio de las inestabilidades modu-
lacionales

Zakharov mostro que las ecuaciones del tipo (1.9 - 1.13) para ondas no lineales
débiles pueden ser reducidas a una ecuacion no lineal de Schrodinger para la

onda envolvente [13], mediante la aplicacién de un tratado Hamiltonico de

12



Figura 1.3: Evoluciéon de un tren de ondas con una frecuencia principal de
0.85 Hz en un tanqge de agua. La gréafica de arriba reporta una onda a 60 m
de fuente de las ondas mientras que la de abajo reporta una a una distancia
de 120 m, las marcas de tiempo son cada 0.1 s y la barra vertical esta en

pulgadas. Tomada de [12].

las ecuaciones. Esto mediante su reduccién a la forma

on _OE dq¢s  OE
ot 0’ ot Oy (1.34)

en donde E es el Hamiltoniano y el cual es el mismo que la energia para
este caso. Estas ecuaciones (1.34) conducen a ecuaciones dindmicas que son

expresadas en términos de las componentes de Fourier a(k) las cuales pueden
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ser consideradas como variables canénicas complejas

o) = s lalb) + (b)) (139
k) = =i o) — (b)) (130
La ecuaciéon de Hamilton resultante es
da(k) = OF
o e (k) (1.37)

la energia E es entonces representada en serie de potencias de a(k) y a*(—k)
hasta el termino cuadrado, y la cual es integrada sobre todo el rango de
vectores de onda . Para ondas no-linales débilmente, las amplitudes complejas
pueden ser representadas en la forma de a(k) = A(k,t)exp(—iw(k)t), donde
A es una funcién que varia lentamente. Para un paquete de ondas con un

espectro estrecho se deduce de esto la ecuacion no lineal de Schrodinger

dqs 1\ 0%qs )
_Z = _ s 1% qs 1.38
a 2oV las " q (1.38)
d d?
donde § = x — vy, t, vy = d vy A= b Esta ecuacion tiene una solucion

dk k2’
en forma de onda armoénica con amplitud constante y cuya velocidad de fase

depende de esta amplitud.

Aunque histéricamente la inestabilidad modulacional y su relaciéon con la
ecuacion no lineal de Schrodinger fue dada de esta manera, esta ecuacion
también puede ser obtenida mediante el estudio de diferentes fenémenos fi-

sicos, por ejemplo en la propagacién de luz en fibras Opticas no lineales y
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guifas de ondas planas [14], en los estudios de ondas de gravedad con pequena
amplitud en la superficie de aguas profundas no viscosas [15], para modelar
ondas de Langmuir en plasmas calientes [16], en la propagacion de haces de
ondas difractadas en en un plano en las regiones de enfoque de la ionosfera
[17], en la propagacion de los solitones de hélice alfa de Davydov los cuales
son responsables del transporte de energia a lo largo de las cadenas molecu-
lares |18], en condensados de Bose-Einstein confinados en trampas conocidas
como "trampas en forma de cigarro"las cuales son altamente anisotrépicas

en el régimen de campo medio [19], asi entre muchos otros [20].

A que mencionar que aunque el espectro de ganancia (1.32) puede ser deri-
vado mediante un modelo de inestabilidad modulacional en la ecuacién no
lineal de Schrodinger (1.38), este también puede aparecer para otros tipos
de sistemas no lineales como lo es para el caso de ecuaciones de tipo Kor-
teweg—De Vries [21] , u otros. Lo que conlleva a considerara al fenomeno de

inestabilidad como un fenémeno recurrente para sistemas no lineales.
Con el desarrollo de estas teorias también se desarrollaron diferentes meto-

dologias para el estudio del fenémeno de la inestabilidad modulacional para

la ecuacion no lineal de Schrédinger.
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1.2.2. Estudio del fenémeno de inestabilidad modula-

cional para la ecuacién no lineal de Schrodinger

Para estudiar la inestabilidad modulacional en la ecuacion no lineal de Schro-

dinger canodnica anéloga a la de (1.38)

0q _ Dy q

io- =< o — (1.39)
podemos recurrir a una metodologia mas simplificada la cual esta descrito
por ejemplo en [12] o en |13]. Para ello consideramos la evolucion de una onda
continua (CW), para este caso tenemos que la amplitud es independiente del
tiempo, de manera que la ecuacion (1.39) debe ser resuelta considerando una

envolvente independiente del tiempo, de esta forma podemos proponer una

solucion con la siguiente forma

q = /Do €9V (1.40)

donde F, es la potencia incidente ¢xp es la fase no lineal inducida por el
efecto de auto-modulacion de fase y i es la cantidad imaginaria /—1. Esta,
solucion nos dice que el haz incidente se propagara sin cambios en la am-
plitud a lo largo de la fibra, excepto si esta adquiere una fase no lineal que

dependa de la potencia.

Para estudiar si este tipo de soluciones son estables o no, podemos recurrir a
la teoria de perturbaciones, andloga en teoria a la desarrollada en la seccién

1.1 para las ondas de Stokes con la diferencia de que solo trabajaremos con
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una sola ecuacion la cual contiene toda la informacion del sistema, para ello
agregamos un pequena perturbacion (a) mucho menor que /pg en (1.40), de

tal manera que
7= (Vo +a)e'™™* (1.41)

y estudiamos el desarrollo de esta nueva onda envolvente en (1.39). Asi sus-
tituyendo (1.41) en (1.39) y linealizando con respecto a a y manteniendo
tinicamente los términos en primeras potencias de a, obtenemos la ecuaciéon

para la evolucién de la perturbacion

0a D, d%a .

Esta ecuacion deberia poder ser resulta en el dominio de Fourier, pero debido
al termino a* las componentes de Fourier a las frecuencias 2 y —€2 estan aco-

pladas. Por lo tanto, para quitarnos este problema consideramos soluciones

para a de la forma

i(kz—QT)

a(z,T) = aje age k== 9T) (1.43)

donde a; y as son amplitudes reales, k es el numero de onda y €2 es la
frecuencia angular de la perturbacién. Ahora, si sustituimos esta forma de a
en la ecuacion (1.42) obtenemos un sistema de dos ecuaciones homogéneas
para a; y as las cuales tienen solucion solo cuando k y € satisfacen la siguiente
relacion

1
k=45 | DA [Q? + sgn(Dy)Q?)"/? (1.44)

donde sgn(Dy) = %1 la cual depende del signo de D, y Q. es la frecuencia
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critica definida como

4yP, 4
0 = = 1.45
D51 D5 Lns (1.45)

Analizando estas tultimas tres ecuaciones se puede ver que la estabilidad del
haz incidente esta comprometida en relacion a la frecuencia 2. y al régimen
de dispersion que experimenta el haz. En el caso en que la dispersion en la
velocidad de grupo sea normal (Dj > 0), el vector de onda k es real para todo
valor de €2, y el estado del haz se mantiene estable, ain bajo la presencia de
perturbaciones. Para la region de dispersion anomala (Dy < 0), k toma un
valor imaginario para valores de | 2 |< €2, y la perturbacion a(z,T’) tiende
a crecer exponencialmente conforme z se incrementa como se puede ver en
la ecuacién (1.43). Como resultado el haz incidente es inestable durante su
propagacion. Esta inestabilidad es la inestabilidad de modulacion debido a
que se manifiesta como una modulacién temporal en amplitud a la frecuencia
), la cual puede conllevar a la ruptura temporal del pulso y a la formaciéon
de un tren de pulsos ultra-cortos.

Analizando la ecuacion (1.44), podemos notar que la amplificacién no ocurre
para cualquier frecuencia, si no que la amplificacion espectral esta condiciona-
da para frecuencias que cumplan la condicion || < €. . Para estas frecuen-
cias podemos obtener la ganancia en potencia ajustando ¢(Q2) = 2Im(k),
donde el factor 2 convierte a g en ganancia de potencia. Asi, la ganancia
espectral queda expresada mediante la ecuacion

9(Q) = | D0 (22 — 02)'7.

(1.46)
Con el fin de analizar la ganancia espectral podemos graficar la ecuacion
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(1.46), esta se ve representada en la figura 1.4, mediante la cual se puede
observar que es analoga a la grafica de la figura 1.1 obtenida por Benjamin

y Feir para el espectro de ganancias.

Figura 1.4: Espectro de ganancia de la inestabilidad de modulacion, con lo

valores dados de 8, = —25,5ps®/km y Q.= 1Hz.

La ganancia esta representada en funcion de la longitud de onda, la cual
corresponde al desplazamiento en frecuencia debido a la frecuencia +) y
esta es simétrica con respecto a la frecuencia central 2 = 0 , y depende
fuertemente de la potencia. Ademas para una potencia determinada existe
una frecuencia dominante, la cual experimenta una ganancia maxima. La

frecuencia a la cual la ganancia es méxima la podemos obtener a partir de
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de la ecuacion (1.46), asi tenemos que

Qc 2’7p0 1/2
Qmax ==+ ==+ 1.47
=+ () (147)
con una ganancia maxima
1 2
Gmax = G(Qmaz) = 5 | Dy | QC = 27Po (148)

Por lo tanto, la inestabilidad modulacional fuerza a una modulacion en la
amplitud con una frecuencia maxima ({24, , la cual estard en funcion de la
potencia y de los parametros del medio como se puede ver en la expresion
(1.47). Espectralmente, esta modulacion se manifiesta como la aparicion de
dos jorobas laterales localizados simétricamente a la frecuencia £¢2,,,,, una a

cada lado de la frecuencia central wy como se puede apreciar en la figura (1.4).

Para ejemplificar lo explicado anteriormente podemos recurrir a una simula-
cion numérica realizada por [22] para un pulso gausiano propagéndose por
una fibra optica.

Las caracteristicas del sistema para esta simulacion son la propagacion de
un pulso gausiano con potencia pico de 10 W y duracién temporal de 100
ps en una fibra optica SMF-28 (la cual es un tipo de fibra 6ptica de un sélo
modo) en la region de 1550 nm (dispersion anéomala). La longitud de disper-
sion Lp de la fibra para el pulso es estimada en 283 km, por lo que asi ellos
consideraron longitudes de fibra L < Lp los cuales permitieron simular el
caso donde el perfil de onda se mantiene constante, similar al caso de una

onda continua. Asi durante la propagacion del como se puede apreciar en la
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Oscilaciones con periodo

=21 =bf ps
mai p (b)

104 —Enfrada
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Amplitud, W
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Amplitad, VW

Tiempo, ps Tiempo, ps

Figura 1.5: Efecto inicial de la inestabilidad modulacional en un pulso Gaus-
siano de 100 ps. En (a) un pulso trasmitido a la salida de la fibra optica
(linea roja ), en (b) acercamiento del pulso donde se observa una modulacion

debido a la amplificacion de la frecuencia €2,,,,, tomada de |22]

figura 1.5 en la seccion (b) existe una modulaciéon en amplitud bien definida,
la cual corresponde a la frecuencia de la modulacion €2,,,, . Temporalmente
este efecto se puede notar como la formaciéon de un tren periédico de pul-
sos. Este proceso de amplificacion es continuo para la perturbacion, se puede
esperar que para mayores longitudes de fibra la €2,,,, defina el rompimiento
temporal de pulsos y la formacion de pulsos internos. En la figura (1.6) se
muestra otras simulaciones realizada por [22] pero ahora con un pulso de 100

ps en una fibra 6ptica de 10 longitudes no lineal. Los resultados muestran
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Figura 1.6: Evolucion de un pulso gausiano de 100 ps. En (a) se muestra la
ampliacion exponencial de las perturbaciones iniciales a la frecuencia €2,,4.

,;mientas que en (b) se muestra el espectro de potencia, tomada de [22].

que debido al efecto de la inestabilidad modulacional, las perturbaciones a la
frecuencia €,,,, experimentan una implicacién mayor que conlleva la ruptura
temporal del pulso formando un tren de pulsos intensos.

Entonces experimentalmente el efecto de las inestabilidades modulacionales
se manifiesta mediante la aparicion de dos jorobas laterales ubicados alrede-
dor de la frecuencia 2,,,4,;, Como se muestra en la Figura 1.6 en la seccion (b),
por otra parte el tren de pulsos se manifiesta como una frecuencia de modu-
lacion alrededor de £1,5nm, como se observa en la grafica de la inestabilidad

figura 1.6.
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1.2.3. Las inestabilidades modulacionales, la generacién

de Solitones y el problema de Fermi-Pasta-Ulam

En 1984, Akira Hasegawa en su estancia de investigacion en los laboratorios
AT&T propuso un mecanismo de inestabilidades modulacionales inducidas
en la ecuacion no lineal de Schrodinger para generar solitones como trenes
de pulsos en fibras opticas y laseres de solitones [14]. El soliton 6ptico es re-
sultado de la interaccion entre dos efectos contrapuestos, la dispersion de la
velocidad de grupo (GVD) y el efecto no lineal de Kerr, la figura 1.7 muestra
su efecto sobre un paquete de ondas, la dispersion reduce la frecuencia hacia
adelante y la incrementa hacia atris, mientras que el efecto Kerr realiza la

accion contraria.

Los trenes de pulsos solitonicos producidos por las inestabilidades modulacio-
nales inducidas fueron observadas experimentalmente dos anos después [23].
Es interesante ver que en ausencia de de perdidas en la fibra, la solucion a la

ecuacion no lineal de Schrodinger (1.39) la cual tiene la forma de
q = sech(T)el")/? (1.49)

para un soliton oOptico, es repetitiva y por lo tanto las modulaciones en sus
trenes de pulsos retoman su forma original de onda continua a una distancia
determinada dependiente de los parametros del sistema. En este sentido se
ah encontrado un relaciéon profunda con las inestabilidades modulacionales
y el famosos problema de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) [24-29|. En 1953, en los

Alamos, Enrico Fermi junto con sus colaboradores y expertos en matematicas
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Figura 1.7: Representacion de los efectos de la dispersion de la velocidad de

grupo y el efecto no lineal Kerr en un paquete de ondas.

John Pasta and Stanislaw Ulam, realizaron una simulaciéon computacional so-
bre el problema de un conjunto de 64 osciladores simultaneos unidos por una
cuerda en los cuales interactuaban mediante fuerzas no lineales. Su intencién
era estudiar como se distribuia la energia sobre todas las posibles oscilacio-
nes generadas por la cuerda y la Termalizacion del sistema. Los resultados
del experimento fueron inesperados, para su sorpresa la energia total no se
compartia entre todos los modos del sistema, pero después de tiempo relati-
vamente corto la energia retornaba al mismo modo que en su estado inicial.
Algunos anos después, en sus esfuerzos por dar una explicacién a este fe-
nomeno recurrente Zabusky y Kruskal [34] usaron métodos computacionales
mas avanzados y modificaron la ecuacion usada por Fermi-Pasta-Ulam. Ellos

resolvieron la ecuacion de Korteweg-de Vries numéricamente y descubrieron
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Start position of particles

Figura 1.8: Simulacién realizada mediante un programa de python en donde
se muestra la posiciéon inicial de los osciladores en el problema de Fermi-

Pasta-Ulam

en el sistema una onda que viaja sin perder su forma, la cual llamaron soliton.
Este fenémeno recurrente ha sido observado en experimentos en fibras opti-
cas y dentro del margen de la ecuacion no lineal de Schrédinger en [30-32], lo
cual aprovecho Hasegawa en su desarrollo de su mecanismo de inestabilidades

modulacionales para la generacion de pulsos solitonicos.

En la figura 1.10 se puede observar la relacion entre el efecto de inestabi-
lidad modulacional en el marco de la ecuacion no lineal de Schrodinger y
la recurrencia de Fermi-Pasta-Ulam, en esta figura mediante un proceso de
inestabilidad inducido se genera una restauracion de la senal inicial de ma-

nera recurrente, lo cual se puede apreciar tanto en el inciso (a) como en el
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Figura 1.9: En (a,b,c) se muestran instantaneas de la dindmica de las osci-
laciones realizadas en una simulacién de python para el problema de Fermi-

Pasta-Ulam. En (d) se muestra la distribucion de los modos energia.

(b) de la figura 1.10.

1.3. Importancia del problema

Como ya se ha mencionado las inestabilidades modulacionales surgen en di-
ferentes areas de la fisica moderna y han sido de gran importancia para
mejorar nuestro entendimiento de fenémenos tales como la propagacion de
ondas de Stokes, la creacion de olas gigante en el mar, la dindmica de ondas
en plasmas o en condensados de Bose-Einstein, asi entre muchos otros. Por

otra parte estas también han ayudado al desarrollo de nuevas tecnologias al
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Figura 1.10: Ejemplo ilustrativo de la dinamica-espacio temporal de la ines-
tabilidad modulacional inducida y el efecto de recurrencia calculado dentro
del marco de la ecuacion no lineal de Schrodinger canodnica . En (a) se mues-
tra la distribucion de la intensidad, mientras que en (b) se muestra el mapa

de contorno correspondiente. Tomada de |9]

ser aplicadas al mejoramiento de fibras opticas en donde se han producido
los llamados solitones 6pticos, en guias de onda oOpticas integradas en chips,
as{ como otros dispositivos tecnolégicos .

En el caso de las dispersiones variables estas pueden ser utilizadas por ejem-
plo en la elaboraciéon de las llamadas fibras 6pticas con dispersion variable,
mediante las cuales a partir de un espesor variable generan un cambio en la

temperatura para generar un proceso de enfriamiento en el vidrio de la fibra
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Optica .
Para modulaciones de alto orden, las cuales se dan para ordenes mayores de
dispersion y no linealidad, describen la propagacion de pulsos extremada-

mente cortos (femto-segundos) en un medio .

Nosotros pretendemos mostrar el rol crucial que juega la dispersion de orden
mayor, en particular la de orden cuatro , en la dinamica de las inestabilidades
modulacionales en ecuaciones no lineales de Schrédinger no auténomas , asi
como las condiciones necesarias para el surgimiento de estas en los sistemas
mencionados anteriormente, y asi aportar al estudio de fenémenos en donde
estas se utilicen, como por ejemplo la auto-compresion de solitones o6pticos o

el efecto de cuantizacion reportado en [8] y en [9)].
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Capitulo 2

Inestabilidad Modulacional
inducida en las trampas de
dispersién con inversion de signo

en Optica no lineal

2.1. Planteamiento del problema o pregunta de
investigacion.

En los capitulos anteriores vimos que las inestabilidades modulacionales han
sido ampliamente estudiadas dentro del marco de la ecuacién no lineal de
Schrodinger

i—+—i+|q|2q:0. (2.1)



Estudios de esta ecuaciéon con mayores ordenes de dispersion también han
sido realizados en [8-9] o en [35], los cuales describen la propagacion de pulsos
extremadamente cortos o inestabilidades modulacionales de mayor orden.
En particular, se a demostrado que para cuarto orden de dispersion, es decir
para el modelo,

0q 10% 0%

9¢ 10%¢ Jaq o _ 2.9
57 T agre Topr Hlala=0 (2:2)

se observa también el fenomeno de inestabilidad modulacional y de ganancia
tanto para regimenes de dispersiéon anémalos como normales [36].

Estas ecuaciones tienen como un caso no auténomo a un sistema en donde
tanto la dispersion como la no linealidad varian a lo largo de la distancia de

propagacién

0q 1 0%q d'q

lo que conlleva a la posibilidad de nuevos efectos en la propagacion de las
ondas, tales como efectos de modulacion de alto orden o efectos de divisiéon

de ondas rebeldes. Nuestros objetivos, tanto generales como particulares, en

el presente trabajo son los siguientes:

Objetivos Generales:

El objetivo principal del trabajo es analizar las condiciones necesarias para
el surgimiento de la inestabilidad modulacional en sistemas descritos por
la ecuacion no lineal de Schrédinger no autéonoma con dispersion de cuatro

orden (2.3), en la cual varian los coeficientes de dispersion y no linealidad,
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con una GDV (dispersion de la velocidad de grupo) de la forma.

0%k
oz = R (. 2) = koo | (=14 kao(2)€2°) (2.4)

Objetivos Particulares:

1. Obtener la relacion de dispersion en funcién de la distancia z y del dominio
espectral €.

2. Investigar la dispersion de la velocidad de grupo en el dominio espectral
de frecuencias, la cual suele llamarse trampa parabélica, y en los intervalos
de dispersion tanto negativos como positivos, los cuales son dependientes del
valor de la dispersion de cuarto orden kyg.

3. Establecer los criterios correspondientes para que se presente el fendémeno
de inestabilidad modulacional inducido en el modelo de la ecuacion (2.3), de
acuerdo a las propiedades de dispersion variable aplicadas en fibras 6pticas.
4. Estudiar y demostrar usando un software grafico las regiones de inestabi-
lidad modulacional inducida, las cuales dependen de la dispersiéon variable a

lo largo de la distancia Z.

2.2. Meétodos

El modelo de la ecuacion (2.3) surge en el modelado de intensos pulsos 6pticos

en femto-segundos |36] y puede ser obtenida mediante principios variacionales
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[43|, a partir de la densidad Lagrangiana .

B 541 dq 2
z_-@< % q82>——D2| 245D

6T2|2+ R| 2. (2.5)

En nuestro modelo estamos considerando un sistema en el cual la dispersion

de la velocidad de grupo es

9%k
GVD = w2 = ko (0, Z) = |kao(e)| (=1 + kao(2)2%)

la cual tiene la particularidad de que, a diferencia de la ecuacion no lineal de
Schrodinger con grado de dispersion 2, para la cual se tenia que Dy = GV D,
aqui esta solo es una contribucién mas a esta como se puede ver en la ecua-
cion (2.4), en donde koo (Z) = Da(Z).

Esta dispersion de la velocidad de grupo en el dominio espectral represen-
ta la nombrada trampa de dispersion parabolica de inversion de signo, y al
igual que para el caso con grado de dispersion 2, en donde las inestabilidades
modulacionales aparecian dentro de la condicién D, < 0, nuestra hipotesis
sugiere aqui, que las inestabilidades deberan aparecer solo adentro de la re-

2

gion de la trampa 22 < 0, y se suprimen complemente en la region espectral
w
2

prohibida, la cual es para valores positivos de la GDV —— 3
w

de dispersion parabolica de inversion de signo se propuso previamente para

=— ~ 0. Esta trampa
suprimir la auto-dispersion de Raman para solitones de femto-segundos en

fibras opticas y laseres de solitones, mediante la cual se ha predicho el llama-

do efecto de tunelizacion espectral de solitones |37-42].
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Podemos estudiar el fenémeno de inestabilidad modulacional en la ecuaciéon
(2.3) mediante una generalizacion de la metodologia expuesta en la seccion
(1.2.2) para el caso canonico con grado de dispersion 2. Para ello consideremos

una representacion de ¢ en la forma

q(2,T) = [\/po + equ (2, T)] 0 Jo R)dz (2.6)

en donde py = cte, e € 1y ¢ € C. Sustituyamos la representacion (2.6) en

la ecuacion (2.3), termino a termino tenemos que

9 o
g D ivo [ B(2)dz
Y ARrY <[\/%+Eq1]e )

3/2 oq T (2.7)
= <—PO/ R(z) + isa—Z — 6611,003(2)) <e’p° Jo R(z)dz>
1 Pq 1 0? ipo [7 R(z)dz
§D2(Z)W = §D2(Z)W ([\/PO+EQ1]€ > 2.9
1 82(11 ipo [ R(z)dz .
= §D2(Z)€W€
D (Z)@ - D (2)8_4 <[ +eq] ipofOZR(z)dz>
\2)5ms = Pl o VPo T Eqje (2.9
Pq . e '
— D4(2)5a_7?ielp0 Jo R(z)dz

R(Z)lalPa = R(Z)| V7o + eai] €25 FOE2 ([ 4+ eqy] e i 7)

= R(Z) (po + v/poed; + /pocar + €%47) ([\/% +eqeho R(Z)dz)
(2.10)
en esta ultima expresion (2.10) ya que ¢ < 1 podemos despreciar los términos

al cuadrado, por lo que

R(Z)laPa = R(=) oo + /oo ea + a)] [V + e e FO%) - (211)
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asi tenemos entonces que la ecuacion (2.3) bajo esta representacion toma la

forma de
aq 1 82(] a4q )
=+ 5D2(2) 5 + Du(Z) 5 Z
ia7 oD gm + DilZ)am + R(Z)lal
) 0 7 ? R(2)dz
= _pg/2R(z) + zga—qzl —eqipoR(2) (e po [ R(z)d >
L 0% ( ipo J7 BEz)d
5 g (€ z)az 2.12
+2D2(z)5 572 (e 0 > (2.12)
84(]1 ) ? R(2)dz
+D4(Z>6W (e po fo R(2) >

FR(2) oo + 0 <lan + )] [0 + eqp] (e 7o)

de (2.12) podemos hacer un poco de algebra con lo que resulta una nueva

ecuacion diferencial para ¢

Oq 1 P q 'q

— + -Dy(4)— + Dsy(Z)— + R(Z )=0 2.13

ZaZ +2 2( )8T2 + 4( >8T4 + ( )po(q1+q1) ( )
la condicién de inestabilidad puede ser derivada buscando soluciones para la

onda cuasi-estatica (qcw) con las amplitudes de banda lateral constantes gy

Y s

ql (27 T) — qui foz k(z)dz—zQ + qse—i f(f k(Z)dZ-f—ZQ (214)

sustituyendo (2.14 ) en (2.13) obtendremos dos sistemas de ecuaciones para
ga 'y qs , los cuales deben tener soluciones distintas a cero siempre y cuando el
determinante de los coeficientes de la matriz sea igual a cero, esta condicién
ayudara para la obtencién da la relacion de dispersiéon para un numero de
onda k y una frecuencia (2.

Con esto en mente y trabajando de igual forma término a término con la
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ecuacion (2.13)

aQ1 . 8 zfo dz i) ZfO dZ+7,Q
Yoz =~ ‘oz (q ‘ e )

_ (qse_ifoz Kedeti _ o i fy k:(z)dz—z’Q) &

2
EDQ(Z)(9 & _ %DQ(Z)a_ <qA6ifozk(Z)dz—iQ + qse—ifozk(z)dz—f—m)

aT?
1

_ —§D2(Z)Q |:q ezfo 2)dz— ZQ+q e —i [ k(2) dz+zﬂ]

' 84

=D (Z)Q4 <q elfo (z)dz— zQ+q e —i ok dZ—HQ)

<quzf0 (2)dz—iQ + gse —ifok dz+zQ>

R(Z)po(q1 + a7)

= R(Z)po |(qa + q) €Jo FEE2 L) 4 gy et o k(z)dz+m]

entonces, tenemos que (2.13) toma la forma de
. a q1 *
0 D2 T DUZ) T4 R(Z )l + a7)
<q e zfo z)dz+if2 —qa ezfo z)dz— zQ) k

_%DQ(Z)QQ [q e Jo k(2)da— ’Q+qse*ifozk(z)dz+m]

—|—D4(Z)Q4 (quifoz k(z)dz—iQ | qsefif; k(z)dz+i9>

FR(Z)po |:<QA +g) R0 (g gy ety Ic(z)dz—i—iQ]

de esta ultima relacion podemos obtener el sistema de ecuaciones

1
—qak — §D2(Z)§22q,4 + Dy(2)¥qu + R(Z)poga + R(Z)pogs = 0
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(2.18)

(2.19)
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1
qsk — §D2(Z)Q2(Z)qs + Dy(Z)%s + R(Z)pogs + R(Z)poga =0 (2.21)

las cuales re-acomodando toman la forma de

(R(Z)Po + Dy(2)Q" — %DQ(Z)QQ . k) g+ (R(Z2)po)gs =0 (2.22)

(R(Z)po) aa + (R<Z>po F D20 - L DA2)2 + k) L=0  (223)

de (2.22) podemos ver que

—R(Z)pogs
44 = ( )Pofi (2.24)

R(Z)po + Di(Z)Q2* = 5 Do(Z)2 — k

y poniendo todo en términos de ¢, con ayuda de (2.23), tenemos

1 1
[(RPO + Dyt — §D292 + k) (RPO + DyQ* — §D292 - k) - (RPO)Q] ds
=0

T
Rpo + DiQt = S D202 — k
(2.25)

lo que implica que

1
(RIOO + D4Q4 — §D292 + k> <Rp0 + D4Q — —D Q2 )
(2.26)

—(Rpo)? =0

De igual forma esta puede ser obtenida mediante la condicién mencionada
anteriormente del determinante igual a cero para la matriz de los coeficientes

del sistema de ecuaciones
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1 1
= (Rﬂo + DyQ* — §D292 + k) (RPO + D, — §D2Q2 - k) - (RP0)2 =0

de estas ultimas expresiones podemos despejar k2 para obtener la relacion de
dispersion
1
1{32 = 2D4Q4Rp0 — DQQ2RPO + DiQS — D2D4Q6 + 4_ng94 (227)
la cual podemos factorizar para que finalmente tome la forma de
1 1
L2 = (2 (D492 _ §D2> |:Q2 (D4Q2 — §D2) + 2R,00i| (228)
En la seccion (1.2.2) vimos que, cuando Dy < 0, la relacion de dispersion
k tenia un valor imaginario para valores de |2 < €., o sea cuando, D,
estaba dentro de la region de dispersion anémala la perturbaciéon tendia a
crecer y se generaba la inestabilidad modulacional. En nuestro modelo como
ya mencionamos la dispersion en la velocidad de grupo es ko(€2, Z) y no el
valor Dy , por lo que ahora nuestra condicién para que se desarrollen las

inestabilidades modulacionales en (2.3) es mediante las regiones de |Q2] a las

cuales se dan los valores imaginarios de k
k<0 (2.29)
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Figura 2.1: Burda representacion de la funcion de dispersion (2.28), para
valores de dispersion variando lineal-mente de la forma Dy 4(Z) = Z y la

no-linealidad manteniéndose constante R(Z) = 1

la cual corresponde al rango de frecuencias

poR(7)
D(Z)

Q] < 2 (2.30)

Asi el rango de frecuencias varia proporcionalmente a la raiz de la no-linealidad

(N R(Z )) e inversamente proporcional a la raiz de la relacion de disper-

., 1
si6n —D(Z) .

Ahora, con base a estos resultados, nuestro objetivo es el estudiar que tan
importante es la influencia de la dispersion de orden superior en el desarrollo
de las inestabilidades modulacionales en particular la importancia de la dis-

persion de orden cuatro. Para el proposito de esto re-escribimos la ecuaciéon
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(2.28) en la forma de

k2 :QQ f<D25D479) P(D27D47Q7R7p0) (231)
en donde
1
f(DQ, D4, Q) - .D492 - §D2 (232)
y
1
P(D27 Dy, ) R, p()) = 2 (D4S22 — §D2) + 2Rpg (233)

Como ya dijimos la Inestabilidad Modulacional aparece para valores de k? <
0, o sea valores de k imaginarios, por ello en 6ptica no lineal se suele estudiar
la dindmica a partir del coeficientes de amplificacion G(§2) = 2I'm(k) como
ya se menciono en la seccion (1.2.2). Asi nuestro valor para el coeficientes de
amplificacion o también nombrado coeficiente de ganancia espectral G(2) =

2Im(k) es

G(Q) =2|Q| KD492 — %m) (92 (D4Q2 — %D2> + 2Rpo)} " (2.34)

el cual tiene por limite cuando D, = 0 a la ecuacién (1.46). Podemos calcular

G'mae mediante el uso basico de maximos y minimos y el criterio dC;ézQ) = 0.
Encontrando asi que los valores para los cual €2 es un valor critico es en
dG(Q) _ 8QD? — 6Q°Dy Dy + 83Dy Rpgy + Q3D32 — 202D, Rpy _0
e \/QBDE — Dy D46 4+ 204Dy Rpy + iQ“D% — Q2DsRpy
(2.35)
lo que implica que
80° D2 — 6Q*DyDy + 802Dy Rpy + QD3 — 2Dy Rpy = 0 (2.36)
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de aqui podemos ver que en el limite cuando Dy = 0

O*D3 —2DyRpy =0 (2.37)

2Rpo
Dy
para £, que el de la expresion (1.47) , para el caso con Dy # 0, los puntos

1/2
lo cual nos da el valor de §,,,, = %+ ( ) , el cual es el mismo valor
criticos de €4, los obtenemos resolviendo el polinomio de sexto grado (2.36),

lo que nos da las posibilidades para .4, de

VD
2v/Dy

1 [Dy—+/D% —16DyD
chtico:j:_\/ 2 2 2 (239)

2 Dy

Qcm‘ico ==

(2.38)

chtico =

1 |\/DZ=16DyD, + D:
! 2.40
2\/ D, (2.40)

especificamente el valor mediante el cual se da el maximo de G(€2) es (i

)

Algo importante a notar es que, para todos los valores criticos de {2 al menos
v D4 aparece en todas, por lo que una condiciéon que podemos inducir es que

para que se desarrollen las inestabilidades es necesario que D4 > 0.

Aunque estos resultados indican algunas condiciones necesarias para que se
dé la inestabilidad estas aiin no dicen nada acerca de las regiones de {2 para
las cuales se desarrollan las inestabilidades, para ello podemos recurrir a un
analizais gréafico de las funciones f(Dy, Dy, Q) v P(Dsy, Dy, Q, R, po).

En el caso estandar, cuando Dy = 0 , la funcion f(Dy, Dy, 2) en (2.31) es

1
igual a (—§D2) la cual para valores positivos de Dj es exactamente la region
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de dispersion que mantiene la formacion de solitones, ya que si recordamos,
era la condicion para la region de dispersion anémala que se pedia para la
ecuacion no lineal de Schrédinger (1.38), esto nos indica que, para estar den-
tro de la region de la inestabilidad modulacional en el modelo (2.3) la funcion
P(Dq, Dy, R, po) debe tener valores positivos, para que se cumpla la con-

dicion propuesta para el desarrollo de las inestabilidades k2 < 0.

En el caso estandar, para cuando D, # 0, aun tenemos que encontrar las
regiones de () para las cuales se desarrollan las inestabilidades, si considera-
mos arbitrariamente funciones f(Ds, D4, Q) < 0y P(Ds, Dy, R, py) > 0,
podemos realizar un analisis por separado de las funciones con la intencién
de encontrar los criterios correspondientes para los cuales se den las inesta-
bilidades.

La figura (2.2) muestra el comportamiento de la funcion f(Ds, Dy, ), la cual
es una funcion de tipo parabélico f : R — R. Si consideramos que esta solo
varia en funcion de la frecuencia ) y se mantiene constante para (Ds 'y Dy).
Se puede apreciar en las partes (a) y (b) de la figura (2.2) que la region de
f(Da, D4, ) < 0, por debajo de la linea punteada se disminuye con el au-
mento del valor de Djy.

Las partes (c), (d) y (e) de la figura (2.2) muestran la dinamica del coeficiente
de amplificacion G(2) lo que denota la importancia del valor D, (a menor
valor de Dy mayor espectro de ganancia ) en esta dindmica. También obser-
vemos el estrechamiento para la region de la inestabilidad modulacional en

el proceso de aumento de D,. Finalmente, podemos observar que el maximo

41



del coeficiente de amplificacion G(€2) se desplaza hacia la frecuencia de la
onda continua (cw) para valores menores de () .

Estos resultado son razonables ya que podemos ver que las dispersiones Dy
y Dy, que estan en la ecuacion (2.28), son de signos diferentes y por ende el
papel de la dispersion de orden 4 es el de disminuir la accién de la dispersion
de orden 2, ahi el porqué de qué a menores valores para D, hay mayores

valores de espectro de ganancia .

Otros resultados importantes se muestran en la figura (2.3), la cual represen-
ta la dinamica de los coeficientes de amplificacion G(£2) cuando se desarrolla
la inestabilidad modulacional en el sistema, y la cual es dependiente de G(£2),
R(Z) y de los coeficientes de dispersion Dy(Z) y D4(Z), los cuales varian en
funciéon de la distancia de propagacion Z.

En los incisos (a) y (b) de la figura (2.3) se muestra la grafica de G(2) para
el caso particular en cuando la dispersion Dy y D, crece o decrece lentamen-
te mediante funciones arbitrarias Dy = Dy exp(8Z) y Dy = Dy exp(5Z2)
con Dy y [ constante, y la no linealidad se mantiene a un valor constan-
te R(Z) = 1, en particular se escogieron estos valores de Dy y Dy por su
relacion con fendomenos ya reportados en la literatura en donde se modelan
inestabilidades modulaciones de alto orden en fibras 6pticas [8], o un efecto
de cuantizacion de ondas de Rogue, en donde se observa un efecto de (Cuan-
tizacion) al dividirse una onda de rouge en dos o mas ondas en experimentos
computacionales realizados [9)].

En la parte (a) de la figura 2.3 se muestra la dindmica del coeficiente de
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amplificacion G(2) para el caso en que las dispersiones decrecen lentamente
de la forma Dq exp(SZ) para valores dados de 5 =0,25 R(Z) =1y py = 1.
Se puede observar que para estos casos la region espectral de las inestabili-
dades modulacionales se aumenta (o se disminuye) lentamente y el maximo
del G(2) decrece (o se aumenta) lentamente para este tipo de funciones de
dispersion.

En la parte (b) de la figura, de igual forma se muestra la dindmica del coefi-
ciente de amplificacion G(€2) para valores superiores de 3 que en el inciso (a).
Ahora qué los valores de Dy y Dy, varian ambos en la forma de Dy exp(872)
el peso de la ganancia espectral G(€2), recae en el valor de 3, y ya no en el

valor de D,, como se puede apreciar en la figura 2.2.

2.3. Presentacion y discusion de resultados

La relacion de dispersion (2.28) cuando D4(Z) = 0y R(Z) = 7 tiene por

limite a la ecuacién

1 4 1
K = +30| Dy /02 - % = £30|Do| /02 + sgn(D2) 2 (2.41)
2

2
la ecuacion (1.44), lo cual nos es un buen indicador de que la relacion de

con , que es la misma expresion para la relacion de dispersion que
dispersion obtenida en el presente trabajo es correcta.

Asi, el modelo para el espectro de ganancia G(f2) tiene como limite el ob-
tenido para la ecuacion (1.39) como se vio en la seccion 2.2, obteniendo asi

satisfactoriamente el primer objetivo particular propuesto en la tesis, de ob-
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tener la relacion de dispersion para la ecuacion no lineal de Schrodinger no
autonoma con dispersion de orden cuatro, en el marco de una dispersion de

la velocidad de grupo de la forma ks (Q, Z) = |kag(o)| (—1 + kao(2)Q?).

Se investig6 la influencia de esta dispersion de la velocidad, la cual como

vimos es conocida como trampa parabélica de dispersion

0%k 2
a0z = F2 (. 2) = koo | (=1 + kao(2)€2°)

en el espectro de frecuencias (2, mediante la cual impusimos la condicion de
2

que las inestabilidades deberian de desarrollarse solo para valores 22 <0
en analogia con la condicion Dy < 0 para el caso con grado de dispersion 2, lo
que nos condujo a la condicion k2 < 0 para que sea posible el desarrollo de las
inestabilidades, las cuales también solo se daban bajo el rango de frecuencias
poR(Z)

D(Z)

Q] <2

Otra posible condicién que se obtuvo, fue la de que las inestabilidades mo-

dulacionales debera desarrollarse en el modelo solo si los valores de Dy = 0.

Por otra parte mediante el estudio de la relacion de dispersion (2.28), la con-
dicién para la region anémala k? < 0 y un andlisis gréafico, encontramos que

1 1
cuando D, = 0, la funcién (D4§22 — §D2) es igual a (EDQ) , imponiéndo-

1
nos asi bajo valores arbitrario de Dy positivos, la region <Q2 (D4§22 — §D2> +2Rpo > 0) ,
en la que se desarrollan las inestabilidades.

Para el caso en que D4 # 0 , encontramos mediante el estudio grafico de las
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regiones <D4(22 — %D2> y (Qz (D4§22 — %Dg) + 2Rp0) el rol crucial que
juega la dispersion de orden mayor D, en la dindmica de las inestabilidades,
al ser esta la responsable del estrechamiento de la regiéon de la inestabilidad
modulacional, como observamos en la seccion (1.2.2) la dispersion de orden
2 (D) anomala era la encargada de la generacion de las inestabilidades mo-
dulacionales. Asi llegamos a la conclusion de que la dispersion de orden 4
funge como reductor de la dispersion de orden 2 al ensanchar las regiones de

las inestabilidades como se muestra en la figura (2.2).

Finalmente, cuando se consideraron en particular funciones de dispersion
crecientes (o decrecientes) lentamente para Dy y Dy en la forma de Dy 4 =
Dy_4 exp(SZ) , encontramos que en la dindmica para el espectro de ganan-
cia de la inestabilidad modulacional G(f2) tiene una estrecha relacion con la
region espectral, el valor méximo del coeficiente de amplificacion y el valor de
[, aqui el valor encargado de la dinamica del espectro de ganancia pasa a ser
[ en comparacion del valor de D, mencionado anteriormente , cumpliendo
asi nuestro segundo y tercer propodsito particular en la tesis, el estudio de
la dispersion de la velocidad de grupo para el modelo de la ecuacion y la
obtenciéon de los criterios correspondientes para los cuales se presentan las

inestabilidades modulacionales.

También cabe recalcar la importancia de estas dinamicas inducidas por las

funciones de dispersion Dy_y = Ds_4 exp(SZ) con los efectos reportados

45



en [8] para la compresion de solitones opticos mediante una inestabilidad de
orden mayor y en [9] con el posible efecto de (Cuantizacion) observadas en
ondas de Rouge, mediante los cuales, estos resultado ayudan a dar una mejor

explicacion de los efectos reportados en estos trabajos.
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Figura 2.2: En (a) y (b) se muestra la dependencia de la funcion de
f(Day, Dy, 2) con la frecuencia 2 (parabolas roja y azul respectivamente)
manteniendo constantes los valores de Dy y Dy, en (a) Dy = 0,4 mientras
que en (b) toma el valor de D, = 0,2. La region de la Inestabilidad mo-
dulacional se encuentra debajo de la linea punteada. En los apartados (c),
(d) y (e) se muestra la dependencia del coeficiente de amplificacion G(2) de
la inestabilidad modulacional del valor de la dispersion de orden cuatro Dy,
las curvas de color rojo, azul y negro corresponden a valores de Dy = 0,4 ,

D, =0,2y Dy = 0,0 respectivamente.
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D exp(-0.25Z) (a)

Figura 2.3: La dependencia del coeficiente de amplificacion de la inestabilidad
modulacional G(£2) con los coeficientes de la dispersion Dy = Do exp(8Z) y
Dy = Dygexp(BZ). En (a) f = —0,25, En (b) 5 = 0,25, para ambos casos se

considero los valores arbitrarios de Doy =1, Dyg=0,2, R(Z) =1y po = 1.
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Capitulo 3

Conclusiones

3.1. Conclusiones

Estudiamos los antecedentes de las inestabilidades modulacionales, sus ori-
gines; como estas se desarrollan en algunos sistemas; su contribucion a la
generacion de nuevos fenémenos fisicos y algunas de sus aplicaciones .

Mediante este enfoque llegamos a la relacion que se encuentra en el estudio
de las inestabilidades modulacionales y la ecuacién no lineal de Schrédinger,
mediante la cual introducimos una metodologia basada en el estudio de la
relacion de dispersion para encontrar las regiones donde se desarrollan las

inestabilidades modualcionales.

También estudiamos las caracteristicas esenciales del problema de Fermi,
Pasta, Ulam y su relacion con el fenémeno de inestabilidades modulacionales

dentro del marco de la ecuacion no-lineal de Schrodinger con dispersion de se-
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gundo orden, y como mediante estas inestabilidades es posible la elaboracién
un modelo de generacion de solitones.

A partir de todo esto, se desarrollo una teoria para el modelo de la ecuacién
de Schrédinger no auténoma con cuarto orden de dispersion, en la cual se
encontr6 una buena generalizacion para el caso con grado de dispersion dos
(1.38), ya que pudimos obtener los resultados reportados al aplicar los limites
correspondientes para los valores de dispersion variables y no linealidad . Se
estudio las regiones y caracteristicas necesarias para que se desarrollen las
inestabilidades modulacionales en este modelo mediante el uso de un anélisis
grafico.

Con el fin de estudiar la dinamica de las inestabilidades modulacionales para
valores de Dy # 0 se utilizaron funciones de crecimiento o decrecimiento de
la forma Dy = Dypexp(BZ) y Dy = Dypexp(BZ y la no-linealidad R(Z)
manteniéndose practicamente constante encontrando los resultados sobre la
importancia de la dispersion Dy en el desarrollo de las inestabilidades .

Asi también esperamos que este trabajo sea de utilidad para jovenes investi-
gadores los cuales quieran usar el presente como una fuente de consulta para

el fenémeno de inestabilidad modulacional en sistemas no auténomos.

3.2. Pensamientos finales y sugerencias

El tema de las inestabilidades modulacionales es una éarea en la que aun hay
mucho que hacer, durante mi proceso en el desarrollo del trabajo encontré

que la literatura carece de una formulacion matematica rigurosa al tema, por
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lo que pienso yo una formulacién matematica rigurosa, mediante el desarro-
llo de definiciones y teoremas los cuales ayuden al estudio de las condiciones
necesarias para modelos mas generales es necesaria y de gran interés para
futuras investigaciones.

Por otra parte dentro del modelo trabajado para la ecuaciéon no lineal de
Schrédinger no autéonoma con cuarto orden de dispersion D4 y no lineali-
dad. Y la relacién que se conoce entre el problema de Fermi-Pasta-Ulam y
la ecuacion no lineal de Schrédinger no auténomas con segundo orden de
dispersion., Lo siguiente seria trabajar en el estudio de las posibles analogias
que se encuentran entre el problema de Fermi-Pasta-Ulam y el modelo con
cuarto orden de dispersiéon y comprobar si hay una generaciéon de recurrencia

en el modelo.
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Anexos

(Guia de Definiciones

Efecto Kerr : Cambio del indice de refraccion en un material en respuesta a

un campo eléctrico aplicado.

Inestabilidad Modulacional: Fenémeno mediante el cual las desviaciones de
una forma de onda periddica se ven reforzadas por la no-linealidad lo que
conlleva la generacion espectral de bandas laterales y la eventual ruptura de

la forma de onda en un tren de pulsos.

Inestabilidad Modulacional de alto orden: La excitacion simultanea de milti-
ples modos de inestabilidad, cada uno asociado a un breather no-lineal (una
solucién a un determinado sistema no lineal, consistente en una onda que
concentra su energia de manera localizada y oscilatoria, en contraposiciéon a

la ergodicidad esperada).

Dispersion de la velocidad de grupo (GVD): Caracteristica de un medio dis-
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persivo, que se utiliza con frecuencia para determinar como un medio afectara

la duracion de un pulso 6ptico que viaja a través de el.

Soliton: Termino utilizado para referirse a un paquete de ondas que mantiene

su forma mientras se propaga a una velocidad contante.

Soliton optico: Termino utilizado para referirse a cualquier campo 6ptico que
no cambia durante su propagacion debido a un equilibrio entre los efectos no

lineales y lineales en el medio.

Recurrencia de Fermi-Pasta-Ulam: Fendémeno en donde un sistema exhibe un
comportamiento casi periodico y en el cual después de un tiempo relativa-

mente corto la energia retorna al mismo modo que en su estado inicial.

Dispersion Raman : Dispersion de tipo inelastico para un foton propagandose

en un medio.

Onda de Stoke: Onda superficial no-lineal y peridédica en una capa de fluido

no viscoso de profundidad constante.

Onda de Rouge: Onda superficial, en la que los vientos, las corriente, los

fenémenos no lineales y otras circunstancias hacen que se forme brevemente

una ola mucho mas grande que la ola promedio.
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Ecuacion no-lineal de Schrodinge: Ecuacion de campo clasica que surge en el

modelado de la propagacion de ondas no-lineales.
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