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Resumen

En la presente tesis se estudia el fenómeno físico de inestabilidad modulacio-

nal, el cual es un tipo de inestabilidad que se desarrolla durante la propaga-

ción de ondas en medios no lineales y dispersivos. En particular, se estudia la

inestabilidad modulacional que surge en un modelo de una ecuación no-lineal

de Schrödinger, la cual tiene un cuarto orden de dispersión variando a lo lar-

go de la distancia de propagación, al igual que no-linealidad. Convirtiendo al

sistema en un sistema no autónomo, descrito por la siguiente ecuación

i
∂q

∂Z
+

1

2
D2(Z)

∂2q

∂T 2
+D4(Z)

∂4q

∂T 4
+R(Z)|q|2q = 0 (1)

Se desarrolla la metodología pertinente para el estudio de la inestabilidad

modulacional en el sistema mencionado anteriormente lo cual conduce a la

obtención de las características necesarias para que se desarrolle la inesta-

bilidad modulacional. Con base a lo anterior, se modelo la dinámica de las

inestabilidades para el caso de funciones de dispersión crecientes o decrecien-

tes de la forma D2 = D2,0 exp(βZ) y D4 = D4,0 exp(βZ) con la �nalidad de

poder estudiar las regiones mediante las cuales se desarrollan las inestabili-

dades.
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Aunque dichas ecuaciones suelen aparecer en el modelado de diferentes fenó-

menos físicos tales como la propagación de ondas en aguas poco profundas,

condensados de Bose-Einstein, plasmas entre muchos otros, nosotros nos en-

focaremos en la propagación de ondas en sistemas ópticos y en la propagación

de ondas de rouge las cuales pueden ser descritas mediante las funciones de

dispersión propuestas.

Figura 1: Onda de Rouge
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Introducción

La propagación de perturbaciones de algún tipo en el espacio y el tiempo

han sido uno de los elementos más importantes para el estudio de diferentes

fenómenos físicos, ejemplos claros de estos son la propagación de energía en un

medio como una onda mecánica, perturbaciones del campo electromagnético

como ondas de luz o hasta llegar a conceptos más abstractos como lo son

las funciones de onda en mecánica cuántica. Tenemos que, para las ondas

que se propagan en medios no dispersos y que cumplen con el principio de

superposición, su evolución esta gobernada por la ecuación de onda lineal

□U = 0 (2)

en donde □ es el operador D'Alembertiano

□ =
1

V 2

∂2

∂t2
− ▽2

con V la velocidad a la que se propaga la perturbación y ▽2 el operador

laplaciano.

Rara vez esto se cumple por lo que a qué recurrir a diferentes tipos de ecuacio-

nes de onda no lineales y dispersivas, estas ecuaciones aparecen ampliamente
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Figura 2: Representación de una onda propagándose

en la literatura para diferentes fenómenos físicos, por ejemplo la ecuacion de

Korteweg-de Vries aparece en el estudio de propagaciones de ondas en aguas

poco profundas, la ecuación Klein-Gordon no lineal surge como un modelo

clásico para un campo escalar libre o en la teoría de la elasticidad, la ecua-

ción de Schrödinger no lineal interesa en la óptica de medios no-lineales y

en el estudio de ondas de Langmuir en plasmas, la ecuación de sine-Gordon

aparece en la propagación de dislocaciones en cristales y en el movimiento

de paredes de Bloch en cristales magnéticos, así como muchas otras.

Ya que estas ondas se describen mediante ecuaciones de onda no lineales, y el

principio de superposición generalmente no se aplica, esto conlleva a que las

ecuaciones de onda no lineales sean más difíciles de analizar matemáticamen-

te, ya que no existe un método analítico general para su solución. Aún así se

pueden desarrollar diversas metodologías para la integración aproximada de
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las ecuaciones o para el estudio de sus propiedades.

Figura 3: Propagación de una onda no-lineal

Una de estas metodologías es a partir del estudio de la estabilidad del sistema,

la cual mediante una descripción precisa puede dar una idea de los estados

de la solución. Muchas de estas ecuaciones dispersivas y no lineales suelen

manifestar durante el estudio de sus estabilidades comportamientos inespera-

dos como lo es en el caso cuando se dan inestabilidades del tipo modulacional.

Las inestabilidades modulacionales son un fenómeno que ocurre bajo ciertas

condiciones durante la propagación de ondas en medios no lineales y disper-

sivos, mediante la cual perturbaciones en una onda periódica se refuerzan

debido a la no linealidad, lo que conlleva a la generación de bandas laterales

y eventualmente a la ruptura de la forma de onda en un tren de pulsos.
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El fenómeno fue observado por primera vez en el estudio de láseres de alta

potencia en solventes orgánicos por los rusos N. F. Piliptetskii y A. R. Rus-

tamov en 1965 [1] y, poco mas tarde, en el estudio de ondas de gravedad en

aguas profundas por los cientí�cos T. Brooke Benjamin y Jim E. Feir [2].

Aunque estos las consideraron solo como curiosas inestabilidades que surgie-

ron durante sus estudios y no pensaron en ellas como un fenómeno global y

recurrente de diferentes sistemas físicos. A partir de ese momento se a obser-

vado el mismo tipo de inestabilidad en diferentes ramas de la física no lineal

como en la propagación de ondas electromagnéticas [3], la física de plasmas

[4] o en condensados de Bose-Einstein [5].

Dentro de los sistemas que describen ondas no lineales y que presentan el

fenómeno de inestabilidad modulacional la ecuación no lineal de Schrödinger

modela muchos de estos sistemas. En el presente trabajo estudiamos la ines-

tabilidad modulacional que surge en una ecuación no lineal de Schrödinger,

la cual tiene coe�cientes variables lo que lo hace un sistema no autónomo.

i
∂q

∂Z
+

1

2
D2(Z)

∂2q

∂T 2
+D4(Z)

∂4q

∂T 4
+R(Z)|q|2q = 0

Este modelo es una generalización de los casos más comunes que se encuen-

tran en la literatura, lo cual nos permite encontrar congruencia con los resul-

tados ya reportados mediante un limite a los caso autónomos y con menor

grado de dispersión.

Para llevar acabo este estudio primero se desarrollo una investigación bi-

bliográ�ca sobre los temas de inestabilidades modulacionales, sistemas no
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autónomos y la ecuación no-lineal de Schrödinger, obteniendo así la relación

que surge entre estos, y las metodologías desarrolladas para su estudio . Con

base a esto, se generalizaron las ideas y técnicas utilizadas para los casos no

autónomos y con bajo orden de dispersión, de manera similar a los utilizados

por A. Hasegawa en [6] o los realizados por G.P. Agrawal en [7] en los cuales

la idea principal es estudiar la dinámica de las inestabilidades modulaciona-

les y las características que se necesitan para que se den estas a partir del

estudio de la relación de dispersión del sistema.

Con la aplicación de la metodología desarrollada se encontraron las condi-

ciones necesarias para que se den las inestabilidades modulacionales en este

modelo.

Con todo el marco teórico desarrollado se estudió en particular el caso de

la dinámica de las Inestabilidades modulacionales que se dan en la ecuación

(1.1) cuando la dispersión crece o decrece lentamente debido a funciones

exponenciales de la forma

D2,4(Z) = exp(−βZ)

donde β es una constante positiva o negativa y la no linealidad se mantiene

prácticamente constante R(Z) = 1.

Finalmente, estudiamos la importancia de estas dinámicas en fenómenos re-

portados en óptica no lineal las cuales se conocen como una auto-compresión

de solitones ópticos en las llamadas �bras de dispersión decreciente. Aquí se
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demostró que bajo la condición de que cuando la dispersión varia a lo largo

de la distancia de propagación de la forma exp(−βZ) tanto en D2(Z) como

en D4(Z) , es posible observar efectos similares a los observados previamente

en los trabajos [8,9]. Este escenario es llamado una inestabilidad modulacio-

nal de alto orden en [8] e independientemente un efecto de cuantización en

[9] en donde hay una división de tres a mas ondas rebeldes, las cuales han

sido observadas en experimentos computacionales [9].
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Capítulo 1

Inestabilidades modulacionales y

su papel a través de la Historia

1.1. Antecedentes

La primera observación reportada en la literatura de una inestabilidad mo-

dulacional se cree fue realizada por N. F. Piliptetskii y A. R. Rustamov en

1965 al estudiar láseres de alta potencia en solventes orgánicos, pero esta solo

es reportada en su estudio como una inestabilidad, la cual aparece durante

la propagación de una onda electromagnética en un �uido y no desarrollaron

un estudio profundo sobre este tipo de inestabilidades en su investigación.

Análogamente en el año de 1965 se estaba desarrollando las bases para la

observación de inestabilidades modulacionales en otras áreas, Gerald Beres-

ford Whitham planteó un formalismo de ondas cuasi-periódicas basado en un

principio variacional promediado [10], asociando así un lagrangiano a la pro-
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pagación de una onda y mediante la cual se podían obtener ecuaciones que

describían las características de ondas que varían lentamente, esto mediante

la aplicación de las leyes de conservación

∂L
∂a

= 0,
∂Lω

∂t
− ∂Lk

∂x
= 0,

∂k

∂t
+

∂ω

∂x
= 0 (1.1)

Sir Michael James Lighthill uso el formalismo de Whitham para estudiar on-

das con pequeñas no linealidades, en particular, propuso un lagrangiano de

la forma

L(ω, k, a) = G(ω, k)a2 +B(ω, k)a4 (1.2)

donde ω es la frecuencia, k el numero de onda y a la amplitud de la onda.

Con base a este lagrangiano y a las leyes de conservación Lighthill obtuvo

una ecuación para la dispersión

ω = ωo(k) + ω1(k)a
2 (1.3)

y un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales

∂a2

∂t
+

∂(vgra
2)

∂x
= 0 (1.4)

∂k

∂t
+ vgr

∂k

∂x
+

∂(ω1a
2)

∂x
= 0 (1.5)

aquí vgr =
−Gk

Gω

=
dωo

dk
es la velocidad de grupo lineal. Mediante este con-

junto de ecuaciones el obtuvo una formula para la velocidad característica

C± = vgr(k)±
√
v′grω1a2 +O(a2) (1.6)
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la cual es considerada de tipo hiperbólico si C es real y por ende β = v′grω1 > 0

o de tipo elíptico si C es compleja y β < 0. Estas desigualdades fueron con-

sideradas como el primer criterio desarrollado para el estudio de las inesta-

bilidades modulacionales, lo que se conoce como criterio de Benjamin-Feir-

Lighthill. Ya que si se linealizan las ecuaciones (1.4) y (1.5) alrededor de la

onda armónica de constantes a, ω y k., y se consideran perturbaciones de la

forma exp(ikx−Ωt), las cuales interactúan con las ondas armónicas a partir

de una modulación en la frecuencia de estas mediante bandas laterales ω+Ω,

para una frecuencia Ω dada. Se obtiene que la frecuencia de la perturbación

satisface la igualdad

Ω = C±k (1.7)

Así, para el caso hiperbólico, la onda armónica es estable y, de acuerdo con

(1.6), puede propagarse con dos velocidades de grupo ligeramente diferentes.

En el caso elíptico por la parte imaginaria que surge en (1.6) al ser β < 0 y

su in�uencia en (1.7) se considera a la onda armónica inestable con respecto

a una pequeña modulación. Lighthill explico esta modulación de la siguiente

manera, Supóngase que en algún momento durante la propagación de una

onda armónica aparece una protuberancia en la intensidad, si por ejemplo

ω1 ≻ 0 en (1.3) entonces la derivada ωx es positiva antes de la protuberancia y

negativa después de esta. De acuerdo con la conservación de la fase expresada

en la ultima ecuación de (1.1)

∂k

∂t
+

∂ω

∂x
= 0

3



kt ≺ 0 antes del máximo de la protuberancia y kt ≻ 0 después de este. Si

la dispersión en la velocidad de grupo es ωkk =
∂vgr
∂k

≺ 0, implica que la

velocidad de grupo tiende a incrementarse detrás del máximo de la amplitud

y decrecer enfrente de esta. Esto quiere decir, que los grupos de ondas veci-

nos, al máximo de amplitud tienden a comprimir la protuberancia, debido

a la conservación de la energía, y la amplitud aumenta acumulativamente.

El mismo razonamiento muestra que un valle inicial de una onda armónica

se profundizaría. Este es el caso de inestabilidad modulacional. En el caso

en que ωkk ≻ 0 , el efecto es lo contrario la protuberancia en la intensidad

tiende a crecer, este es el caso de estabilidad neutral.

Desde el punto de vista espectral, una simple interpretación del criterio de

Benjamin-Feir-Lighthill es que las pequeñas bandas laterales interactúan con

las fuertes ondas portadoras, para su interacción efectiva, se necesita el cum-

plimiento simultáneo de la condición de resonancia (sincronismo) la cual esta

descrita mediante la aplicación de las siguientes ecuaciones

ω1 + ω2 = 2ωc, k1 + k2 = 2kc

ω1,2 = ωc ± Ω, k1,2 = kc ± k
(1.8)

las últimas dos igualdades son para modulaciones consideradas lentas, es

decir cuando los valores de ω y k son pequeños. Aquí los sub-índices c,1,2

corresponden a la onda portadora y a las ondas de las bandas laterales, res-

pectivamente. En el caso lineal estas condiciones no se cumplen debido a la

dispersión, pero en el caso no lineal sí y la velocidad de esas ondas de di�eren

debido a dos factores (debido a la dispersión y la no linealidad). Así en el

caso cuando las desa�naciones son del mismo signo, no ocurre sincronismo

4



y las bandas laterales no aumentan (caso hiperbólico). Sin embargo, si estas

desa�naciones di�eren en un signo, pueden compensarse entre sí, y las ondas

interactúan de manera resonante, lo que resulta en ampli�caciones.

Las ecuaciones de Whitham (1.1) pueden ser consideradas como ecuaciones

no dispersivas con respecto a la envolvente a(x, t), por lo que el criterio de

Benjamin-Feir-Lighthill no depende de la frecuencia de la modulación siem-

pre que sea pequeña en comparación con la frecuencia de la portadora. Sin

embargo, una descripción mas detallada de los efectos de la dispersión im-

pone una limitación adicional en la inestabilidad modulacional. Así, durante

sus estudios de ondas en aguas poco profundas Benjamin y Feir, se encon-

traron con este problema de efectos visibles de dispersión al modelar ondas

de Stokes (ondas super�ciales periódicas no lineales sobre una capa de �uido

invisible de profundidad media constante [2]. Estas ondas son modeladas en

dinámica de �uidos mediante la ecuación.

y = η(x, t) (1.9)

la cual denota la elevación de la super�cie por encima de su nivel medio, y

la ecuación de Laplace para el potencial de velocidad q(x, y, t)

▽2q = qxx + qyy = 0 (1.10)

bajo la condición

▽q → 0 para y → −∞ (1.11)

que denota que no hay movimiento en profundidades in�nitas , la condición

5



cinemática de frontera de la super�cie libre

D(η − y)/Dt = ηt + ηx[qx]y=η − [qy]y=η = 0 (1.12)

y la condición de la ausencia de tension super�cial junto con la condición de

presión constante sobre la super�cie libre

gη + [qt]y=η +
1

2
[q2x + q2y ]y=η = 0 (1.13)

donde g es la aceleración de la gravedad, y = 0 corresponde a una super�cie

no perturbada. Las soluciones para este sistema son conocidas como ondas de

Stokes progresivas, en el que solo se conservan el armónico básico (primero)

y el segundo

η = H ≃ a

(
cos(α) +

1

2
ka cos(2α)

)
(1.14)

q = ϕ ≃ ωk−1aekysen(α) (1.15)

ω2 = gk(1 + k2a2) (1.16)

aquí α = kx− ωt y a es la amplitud.

Para estudiar las inestabilidades en este sistema tenemos que recurrir a la

teoría de perturbaciones, para ello se consideran pequeñas perturbaciones

en las soluciones cada una representada como una suma de componentes

espectrales a frecuencias ω ± Ω donde Ω es una frecuencia de modulación

6



y Ω ≪ ω, en otras palabras el potencial y la elevación de la super�cie son

ahora representadas por

q = ϕ+ ϵq̃, η = H + ϵη̃ (1.17)

con ϵ la amplitud de las bandas laterales. Esto conlleva a probar la existencia

de las inestabilidades a partir del estudio del comportamiento asintótico de η̃.

Ya que (1.10) es una ecuación lineal podemos fácilmente obtener una ecuación

para la perturbación de q

q̃xx + q̃yy = 0. (1.18)

Al considerar la interacción entre dos bandas laterales tenemos que

η̃ = η̃1 + η̃2 (1.19)

y

q̃ = q̃1 = +q̃2 (1.20)

las cuales tienen por soluciones

η̃i = εicos(αi) + kaϵi [Aicos(α + αi) +Bicos(α− αi)] +O(k2a2εi) (1.21)

q̃i = k−1
i ekiy (εi (ω

′
iLi + γ̇iMi)) sen(αi) + ϵ̇iNicos(αi)

+ωaεi
(
Cie

|κ+κiy|sen(α + αi) +Die
|κ−κiy|sen(α− αi)

) (1.22)

donde ki = k(1±κ) y ω′
i = (ω+(1+δ)) con δ =

1

2
κ, aquí k y δ son pequeñas

fracciones que satisfacen la relación δω = cgκk y cg = g
2ω

es la velocidad de
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grupo lineal a la frecuencia principal.

Estas ultimas ecuaciones (1.21) y (1.22) bajo algunas consideraciones pueden

ser aproximadas a

η̃i = εi cos(αi) (1.23)

ϕ̃i = k−1
i ωiεie

κiy sen(αi) (1.24)

Si se sustituyen estas perturbaciones de η y q con variaciones lentas de ε1,2

en la ecuación (1.18) y se mantienen solo términos resonantes así, junto con

la aplicación algunas transformaciones se obtienen las ecuaciones

d(ε1,2)

dt
= (

1

2
ωκ2a2sen(Θ)ε1,2) (1.25)

dΘ

dt
= ωκ2a2

[
1 +

ε21 + ε22
2ε1ε2

cos(Θ)

]
− ωδ2 (1.26)

en donde Θ = γ1 + γ2, gracias a esta condición de Θ se genera un tipo de

resonancia como la mencionada en la ecuación (1.8) cuando 2α = α1 + α2 +

cte. Como resultado, las perturbaciones incrementan, dando así origen a las

inestabilidades.

Benjamin y Feir en su trabajo [2] consideraron la siguiente condición para

εi la cual fue deducida a partir de las ecuaciones (1.25) y (1.26) y algunas

consideraciones echas por ellos

ε2i = − Υνρ

1−Υ2
± ρ(1−Υ2 +Υ2ν2)1/2

|1−Υ2|
(1.27)

con

Υ =
k2a2 − δ2

k2a2
(1.28)
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y mediante la cual se pueden obtener los siguientes casos para las posibles

diferentes estabilidades

• − 1 ≺ Υ ≺ 1 El sistema es inestable

• Υ = −1 Hay inestabilidad marginal

• Υ ≺ −1 El sistema es estable

(1.29)

así ellos demostraron que para algún valor inicial t = 0 la propiedad |εi| → ∞

sugiere que el sistema sera inestable.

En resumen, Benjamin y Feir estudiaron la estabilidad de trenes de ondas de

stokes en aguas poco profundas para �uidos sin viscosidad mediante un aná-

lisis de perturbaciones lineales. La condición de estabilidad a la que llegaron,

es decir, la condición bajo el cual la amplitud de los modos de onda de las

bandas laterales que componen la perturbación parece sufrir un gran aumen-

to inde�nido fue −1 ≤ Υ ≺ 1 , la cual signi�ca de acuerdo a la de�nición de

Υ en (1.28) que

0 ≺ δ ⪯ (
√
2ka) (1.30)

por lo tanto, en principio, todos los trenes de ondas del tipo especi�cado son

inestables, ya que, de acuerdo con la suposición del análisis, se puede hacer

una elección de δ que satisfaga (1.30) o cada valor �nito de ka, por pequeño

que sea.

Otro resultado de especial interés al que ellos llegaron y que fue contrastado

experimentalmente [11], es el crecimiento asintótico, de las amplitudes de las
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bandas laterales en (1.27)

εi ∼ exp

{
1

2
δ(2k2a2 − δ2)1/2ωt

}
(1.31)

si 0 ≺ δ ⪯ (
√
2ka). Para un valor dado de ka, el exponente en (1.31) es un

máximo cuando δ = ka, es decir, la desviación de frecuencia óptima ω′ − ω

de las bandas laterales es una fracción
1√
2
del valor de corte más allá de la

cual no ocurre ampli�cación.

Figura 1.1: El crecimiento de la amplitud de la banda lateral en función de

la frecuencia

Por lo tanto, ante una onda de Stokes especí�ca hay una perturbación que

es muy inestable, que comprende un par de modos de banda lateral con

frecuencias ω′
i = ω(1±ka) y números de onda ki = k(1±2ka). Para enfatizar

mas los hechos presentes, particularmente la existencia de frecuencias óptimas

10



y de corte de la tasa de crecimiento logarítmico

γ =
1

2
δ(2k2a2 − δ2)1/2 (1.32)

se pude ver que las inestabilidades existen en el limite de rangos

Ω ≺ Ωs = ωka
√
2 (1.33)

el máximo valor de la tasa de crecimiento se da cuando
Ωs√
2
= ωka. En la

�gura 1.1 se muestra la grá�ca de γ. Cuando las amplitudes de las bandas la-

terales se vuelven aproximadamente iguales, como ocurre siempre después de

ampli�caciones su�cientes, la forma supuesta de perturbación es equivalen-

te a una modulación uniforme que viaja hacia adelante de un tren de ondas

primarias. Todo lo anteriormente mencionado fue experimentalmente demos-

trado por el propio Feir [11], mediante experimentos realizados en canales de

agua con longitud de 2.2 m, algunos de estos resultado experimentales pue-

den verse en las �guras 1.2 y 1.3 .

Como se puede notar, el estudio de las inestabilidades modulacionales ba-

jo este criterio es muy laborioso y muy particular, por fortuna pocos años

después V.E. Zakharov demostraría el hecho de que estas ecuaciones que mo-

delan ondas en aguas poco profundas podían ser reducidas a otra ecuación,

lo cual abriría camino al estudio de las inestabilidades modulacionales en

diferentes sistemas.
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Figura 1.2: Fotografía de un tren de ondas progresivo la cual ilustra el rom-

pimiento de la onda debido a la inestabilidad. La fotografía superior es hecha

cerca de la fuente de las ondas, mientras que la inferior es a 60 m de esta. La

longitud de la onda es de aproximadamente 2.2 m. Tomada de [12]

1.2. Marco teórico

1.2.1. La ecuación no lineal de Schrödinger y su impor-

tancia en el estudio de las inestabilidades modu-

lacionales

Zakharov mostró que las ecuaciones del tipo (1.9 - 1.13) para ondas no lineales

débiles pueden ser reducidas a una ecuación no lineal de Schrödinger para la

onda envolvente [13], mediante la aplicación de un tratado Hamiltonico de
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Figura 1.3: Evolución de un tren de ondas con una frecuencia principal de

0.85 Hz en un tanqe de agua. La grá�ca de arriba reporta una onda a 60 m

de fuente de las ondas mientras que la de abajo reporta una a una distancia

de 120 m, las marcas de tiempo son cada 0.1 s y la barra vertical esta en

pulgadas. Tomada de [12].

las ecuaciones. Esto mediante su reducción a la forma

∂η

∂t
=

∂E

∂ϕ
,

∂qs
∂t

= −∂E

∂η
(1.34)

en donde E es el Hamiltoniano y el cual es el mismo que la energía para

este caso. Estas ecuaciones (1.34) conducen a ecuaciones dinámicas que son

expresadas en términos de las componentes de Fourier a(k) las cuales pueden
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ser consideradas como variables canónicas complejas

η(k) =

√
| k |
2ω(k)

[a(k) + a∗(−k)] (1.35)

qs(k) = −i

√
ω(k)

2 | k |
[a(k)− a∗(−k)] (1.36)

La ecuación de Hamilton resultante es

∂a(k)

∂t
= −i

δE

δa∗(k)
(1.37)

la energía E es entonces representada en serie de potencias de a(k) y a∗(−k)

hasta el termino cuadrado, y la cual es integrada sobre todo el rango de

vectores de onda . Para ondas no-linales débilmente, las amplitudes complejas

pueden ser representadas en la forma de a(k) = A(k, t)exp(−iω(k)t), donde

A es una función que varia lentamente. Para un paquete de ondas con un

espectro estrecho se deduce de esto la ecuación no lineal de Schrödinger

∂qs
∂t

− iλ

2

∂2qs
∂ξ2

= −w | qs |2 qs (1.38)

donde ξ = x − vgrt, vgr =
dω

dk
y λ =

d2ω

dk2
. Esta ecuación tiene una solución

en forma de onda armónica con amplitud constante y cuya velocidad de fase

depende de esta amplitud.

Aunque históricamente la inestabilidad modulacional y su relación con la

ecuación no lineal de Schrödinger fue dada de esta manera, esta ecuación

también puede ser obtenida mediante el estudio de diferentes fenómenos fí-

sicos, por ejemplo en la propagación de luz en �bras ópticas no lineales y
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guías de ondas planas [14], en los estudios de ondas de gravedad con pequeña

amplitud en la super�cie de aguas profundas no viscosas [15], para modelar

ondas de Langmuir en plasmas calientes [16], en la propagación de haces de

ondas difractadas en en un plano en las regiones de enfoque de la ionosfera

[17], en la propagación de los solitones de hélice alfa de Davydov los cuales

son responsables del transporte de energía a lo largo de las cadenas molecu-

lares [18], en condensados de Bose�Einstein con�nados en trampas conocidas

como "trampas en forma de cigarro"las cuales son altamente anisotrópicas

en el régimen de campo medio [19], así entre muchos otros [20].

A que mencionar que aunque el espectro de ganancia (1.32) puede ser deri-

vado mediante un modelo de inestabilidad modulacional en la ecuación no

lineal de Schrödinger (1.38), este también puede aparecer para otros tipos

de sistemas no lineales como lo es para el caso de ecuaciones de tipo Kor-

teweg�De Vries [21] , u otros. Lo que conlleva a considerara al fenómeno de

inestabilidad como un fenómeno recurrente para sistemas no lineales.

Con el desarrollo de estas teorías también se desarrollaron diferentes meto-

dologías para el estudio del fenómeno de la inestabilidad modulacional para

la ecuación no lineal de Schrödinger.
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1.2.2. Estudio del fenómeno de inestabilidad modula-

cional para la ecuación no lineal de Schrödinger

Para estudiar la inestabilidad modulacional en la ecuación no lineal de Schrö-

dinger canónica análoga a la de (1.38)

i
∂q

∂z
=

D2

2

∂2q

∂T 2
− γ|q|2q (1.39)

podemos recurrir a una metodología mas simpli�cada la cual esta descrito

por ejemplo en [12] o en [13]. Para ello consideramos la evolución de una onda

continua (CW), para este caso tenemos que la amplitud es independiente del

tiempo, de manera que la ecuación (1.39) debe ser resuelta considerando una

envolvente independiente del tiempo, de esta forma podemos proponer una

solución con la siguiente forma

q =
√
p0 eiϕNL (1.40)

donde P0 es la potencia incidente ϕNL es la fase no lineal inducida por el

efecto de auto-modulación de fase y i es la cantidad imaginaria
√
−1. Esta

solución nos dice que el haz incidente se propagara sin cambios en la am-

plitud a lo largo de la �bra, excepto si esta adquiere una fase no lineal que

dependa de la potencia.

Para estudiar si este tipo de soluciones son estables o no, podemos recurrir a

la teoría de perturbaciones, análoga en teoría a la desarrollada en la sección

1.1 para las ondas de Stokes con la diferencia de que solo trabajaremos con
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una sola ecuación la cual contiene toda la información del sistema, para ello

agregamos un pequeña perturbación (a) mucho menor que
√
p0 en (1.40), de

tal manera que

q = (
√
p0 + a)eiϕNL (1.41)

y estudiamos el desarrollo de esta nueva onda envolvente en (1.39). Así sus-

tituyendo (1.41) en (1.39) y linealizando con respecto a a y manteniendo

únicamente los términos en primeras potencias de a, obtenemos la ecuación

para la evolución de la perturbación

i
∂a

∂Z
=

D2

2

∂2a

∂T 2
− γP0(a+ a∗) (1.42)

Esta ecuación debería poder ser resulta en el dominio de Fourier, pero debido

al termino a∗ las componentes de Fourier a las frecuencias Ω y −Ω están aco-

pladas. Por lo tanto, para quitarnos este problema consideramos soluciones

para a de la forma

a(z, T ) = a1e
i(kz−ΩT ) − a2e

−i(kz−ΩT ) (1.43)

donde a1 y a2 son amplitudes reales, k es el numero de onda y Ω es la

frecuencia angular de la perturbación. Ahora, si sustituimos esta forma de a

en la ecuación (1.42) obtenemos un sistema de dos ecuaciones homogéneas

para a1 y a2 las cuales tienen solución solo cuando k y Ω satisfacen la siguiente

relación

k = ±1

2
| D2Ω | [Ω2 + sgn(D2)Ω

2
c ]

1/2 (1.44)

donde sgn(D2) = ±1 la cual depende del signo de D2, y Ωc es la frecuencia
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critica de�nida como

Ω2
c =

4γP0

| D2 |
=

4

| D2 | LNL

(1.45)

Analizando estas últimas tres ecuaciones se puede ver que la estabilidad del

haz incidente esta comprometida en relación a la frecuencia Ωc y al régimen

de dispersión que experimenta el haz. En el caso en que la dispersión en la

velocidad de grupo sea normal (D2 ≻ 0), el vector de onda k es real para todo

valor de Ω, y el estado del haz se mantiene estable, aún bajo la presencia de

perturbaciones. Para la región de dispersión anómala (D2 ≺ 0), k toma un

valor imaginario para valores de | Ω |≺ Ωc, y la perturbación a(z, T ) tiende

a crecer exponencialmente conforme z se incrementa como se puede ver en

la ecuación (1.43). Como resultado el haz incidente es inestable durante su

propagación. Esta inestabilidad es la inestabilidad de modulación debido a

que se mani�esta como una modulación temporal en amplitud a la frecuencia

Ω, la cual puede conllevar a la ruptura temporal del pulso y a la formación

de un tren de pulsos ultra-cortos.

Analizando la ecuación (1.44), podemos notar que la ampli�cación no ocurre

para cualquier frecuencia, si no que la ampli�cación espectral esta condiciona-

da para frecuencias que cumplan la condición |Ω| ≺ Ωc . Para estas frecuen-

cias podemos obtener la ganancia en potencia ajustando g(Ω) = 2Im(k),

donde el factor 2 convierte a g en ganancia de potencia. Así, la ganancia

espectral queda expresada mediante la ecuación

g(Ω) = |D2Ω|
(
Ω2

c − Ω2
)1/2

. (1.46)

Con el �n de analizar la ganancia espectral podemos gra�car la ecuación
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(1.46), esta se ve representada en la �gura 1.4, mediante la cual se puede

observar que es análoga a la grá�ca de la �gura 1.1 obtenida por Benjamin

y Feir para el espectro de ganancias.

Figura 1.4: Espectro de ganancia de la inestabilidad de modulación, con lo

valores dados de β2 = −25,5ps2/km y Ωc = 1Hz.

La ganancia esta representada en función de la longitud de onda, la cual

corresponde al desplazamiento en frecuencia debido a la frecuencia ±Ω y

esta es simétrica con respecto a la frecuencia central Ω = 0 , y depende

fuertemente de la potencia. Ademas para una potencia determinada existe

una frecuencia dominante, la cual experimenta una ganancia máxima. La

frecuencia a la cual la ganancia es máxima la podemos obtener a partir de
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de la ecuación (1.46), así tenemos que

Ωmax = ± Ωc√
2
= ±

(
2γρ0
| D2 |

)1/2

(1.47)

con una ganancia máxima

Gmax = G(Ωmax) =
1

2
| D2 | Ω2

c = 2γρ0 (1.48)

Por lo tanto, la inestabilidad modulacional fuerza a una modulación en la

amplitud con una frecuencia máxima (Ωmax , la cual estará en función de la

potencia y de los parámetros del medio como se puede ver en la expresión

(1.47). Espectralmente, esta modulación se mani�esta como la aparición de

dos jorobas laterales localizados simétricamente a la frecuencia ±Ωmax, una a

cada lado de la frecuencia central ω0 como se puede apreciar en la �gura (1.4).

Para ejempli�car lo explicado anteriormente podemos recurrir a una simula-

ción numérica realizada por [22] para un pulso gausiano propagándose por

una �bra óptica.

Las características del sistema para esta simulación son la propagación de

un pulso gausiano con potencia pico de 10 W y duración temporal de 100

ps en una �bra óptica SMF-28 (la cual es un tipo de �bra óptica de un sólo

modo) en la región de 1550 nm (dispersión anómala). La longitud de disper-

sión LD de la �bra para el pulso es estimada en 283 km, por lo que así ellos

consideraron longitudes de �bra L ≪ LD los cuales permitieron simular el

caso donde el per�l de onda se mantiene constante, similar al caso de una

onda continua. Así durante la propagación del como se puede apreciar en la
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Figura 1.5: Efecto inicial de la inestabilidad modulacional en un pulso Gaus-

siano de 100 ps. En (a) un pulso trasmitido a la salida de la �bra óptica

(linea roja ), en (b) acercamiento del pulso donde se observa una modulación

debido a la ampli�cación de la frecuencia Ωmax, tomada de [22]

�gura 1.5 en la sección (b) existe una modulación en amplitud bien de�nida,

la cual corresponde a la frecuencia de la modulación Ωmax . Temporalmente

este efecto se puede notar como la formación de un tren periódico de pul-

sos. Este proceso de ampli�cación es continuo para la perturbación, se puede

esperar que para mayores longitudes de �bra la Ωmax de�na el rompimiento

temporal de pulsos y la formación de pulsos internos. En la �gura (1.6) se

muestra otras simulaciones realizada por [22] pero ahora con un pulso de 100

ps en una �bra óptica de 10 longitudes no lineal. Los resultados muestran
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Figura 1.6: Evolución de un pulso gausiano de 100 ps. En (a) se muestra la

ampliación exponencial de las perturbaciones iniciales a la frecuencia Ωmax

,mientas que en (b) se muestra el espectro de potencia, tomada de [22].

que debido al efecto de la inestabilidad modulacional, las perturbaciones a la

frecuencia Ωmax experimentan una implicación mayor que conlleva la ruptura

temporal del pulso formando un tren de pulsos intensos.

Entonces experimentalmente el efecto de las inestabilidades modulacionales

se mani�esta mediante la aparición de dos jorobas laterales ubicados alrede-

dor de la frecuencia Ωmax, Como se muestra en la Figura 1.6 en la sección (b),

por otra parte el tren de pulsos se mani�esta como una frecuencia de modu-

lación alrededor de ±1,5nm, como se observa en la grá�ca de la inestabilidad

�gura 1.6.
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1.2.3. Las inestabilidades modulacionales, la generación

de Solitones y el problema de Fermi-Pasta-Ulam

En 1984, Akira Hasegawa en su estancia de investigación en los laboratorios

AT&T propuso un mecanismo de inestabilidades modulacionales inducidas

en la ecuación no lineal de Schrödinger para generar solitones como trenes

de pulsos en �bras ópticas y láseres de solitones [14]. El soliton óptico es re-

sultado de la interacción entre dos efectos contrapuestos, la dispersión de la

velocidad de grupo (GVD) y el efecto no lineal de Kerr, la �gura 1.7 muestra

su efecto sobre un paquete de ondas, la dispersión reduce la frecuencia hacia

adelante y la incrementa hacia atrás, mientras que el efecto Kerr realiza la

acción contraria.

Los trenes de pulsos solitonicos producidos por las inestabilidades modulacio-

nales inducidas fueron observadas experimentalmente dos años después [23].

Es interesante ver que en ausencia de de perdidas en la �bra, la solución a la

ecuación no lineal de Schrödinger (1.39) la cual tiene la forma de

q = sech(T )e(iZ)/2 (1.49)

para un soliton óptico, es repetitiva y por lo tanto las modulaciones en sus

trenes de pulsos retoman su forma original de onda continua a una distancia

determinada dependiente de los parámetros del sistema. En este sentido se

ah encontrado un relación profunda con las inestabilidades modulacionales

y el famosos problema de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) [24-29]. En 1953, en los

Alamos, Enrico Fermi junto con sus colaboradores y expertos en matemáticas
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Figura 1.7: Representación de los efectos de la dispersión de la velocidad de

grupo y el efecto no lineal Kerr en un paquete de ondas.

John Pasta and Stanislaw Ulam, realizaron una simulación computacional so-

bre el problema de un conjunto de 64 osciladores simultáneos unidos por una

cuerda en los cuales interactuaban mediante fuerzas no lineales. Su intención

era estudiar como se distribuía la energía sobre todas las posibles oscilacio-

nes generadas por la cuerda y la Termalización del sistema. Los resultados

del experimento fueron inesperados, para su sorpresa la energía total no se

compartía entre todos los modos del sistema, pero después de tiempo relati-

vamente corto la energía retornaba al mismo modo que en su estado inicial.

Algunos años después, en sus esfuerzos por dar una explicación a este fe-

nómeno recurrente Zabusky y Kruskal [34] usaron métodos computacionales

más avanzados y modi�caron la ecuación usada por Fermi-Pasta-Ulam. Ellos

resolvieron la ecuación de Korteweg-de Vries numéricamente y descubrieron
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Figura 1.8: Simulación realizada mediante un programa de python en donde

se muestra la posición inicial de los osciladores en el problema de Fermi-

Pasta-Ulam

en el sistema una onda que viaja sin perder su forma, la cual llamaron soliton.

Este fenómeno recurrente ha sido observado en experimentos en �bras ópti-

cas y dentro del margen de la ecuación no lineal de Schrödinger en [30-32], lo

cual aprovecho Hasegawa en su desarrollo de su mecanismo de inestabilidades

modulacionales para la generación de pulsos solitonicos.

En la �gura 1.10 se puede observar la relación entre el efecto de inestabi-

lidad modulacional en el marco de la ecuacion no lineal de Schrödinger y

la recurrencia de Fermi-Pasta-Ulam, en esta �gura mediante un proceso de

inestabilidad inducido se genera una restauración de la señal inicial de ma-

nera recurrente, lo cual se puede apreciar tanto en el inciso (a) como en el
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Figura 1.9: En (a,b,c) se muestran instantáneas de la dinámica de las osci-

laciones realizadas en una simulación de python para el problema de Fermi-

Pasta-Ulam. En (d) se muestra la distribución de los modos energía.

(b) de la �gura 1.10.

1.3. Importancia del problema

Como ya se ha mencionado las inestabilidades modulacionales surgen en di-

ferentes áreas de la física moderna y han sido de gran importancia para

mejorar nuestro entendimiento de fenómenos tales como la propagación de

ondas de Stokes, la creación de olas gigante en el mar, la dinámica de ondas

en plasmas o en condensados de Bose-Einstein, así entre muchos otros. Por

otra parte estas también han ayudado al desarrollo de nuevas tecnologías al

26



Figura 1.10: Ejemplo ilustrativo de la dinámica-espacio temporal de la ines-

tabilidad modulacional inducida y el efecto de recurrencia calculado dentro

del marco de la ecuación no lineal de Schrödinger canónica . En (a) se mues-

tra la distribución de la intensidad, mientras que en (b) se muestra el mapa

de contorno correspondiente. Tomada de [9]

ser aplicadas al mejoramiento de �bras ópticas en donde se han producido

los llamados solitones ópticos, en guías de onda ópticas integradas en chips,

así como otros dispositivos tecnológicos .

En el caso de las dispersiones variables estas pueden ser utilizadas por ejem-

plo en la elaboración de las llamadas �bras ópticas con dispersión variable,

mediante las cuales a partir de un espesor variable generan un cambio en la

temperatura para generar un proceso de enfriamiento en el vidrio de la �bra
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óptica .

Para modulaciones de alto orden, las cuales se dan para ordenes mayores de

dispersión y no linealidad, describen la propagación de pulsos extremada-

mente cortos (femto-segundos) en un medio .

Nosotros pretendemos mostrar el rol crucial que juega la dispersión de orden

mayor, en particular la de orden cuatro , en la dinámica de las inestabilidades

modulacionales en ecuaciones no lineales de Schrödinger no autónomas , así

como las condiciones necesarias para el surgimiento de estas en los sistemas

mencionados anteriormente, y así aportar al estudio de fenómenos en donde

estas se utilicen, como por ejemplo la auto-compresión de solitones ópticos o

el efecto de cuantización reportado en [8] y en [9].
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Capítulo 2

Inestabilidad Modulacional

inducida en las trampas de

dispersión con inversión de signo

en óptica no lineal

2.1. Planteamiento del problema o pregunta de

investigación.

En los capítulos anteriores vimos que las inestabilidades modulacionales han

sido ampliamente estudiadas dentro del marco de la ecuación no lineal de

Schrödinger

i
∂q

∂Z
+

1

2

∂2q

∂T 2
+ |q|2q = 0. (2.1)
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Estudios de esta ecuación con mayores ordenes de dispersión también han

sido realizados en [8-9] o en [35], los cuales describen la propagación de pulsos

extremadamente cortos o inestabilidades modulacionales de mayor orden.

En particular, se a demostrado que para cuarto orden de dispersión, es decir

para el modelo,

i
∂q

∂Z
+

1

2

∂2q

∂T 2
+

∂4q

∂T 4
+ |q|2q = 0 (2.2)

se observa también el fenómeno de inestabilidad modulacional y de ganancia

tanto para regímenes de dispersión anómalos como normales [36].

Estas ecuaciones tienen como un caso no autónomo a un sistema en donde

tanto la dispersión como la no linealidad varían a lo largo de la distancia de

propagación

i
∂q

∂Z
+

1

2
D2(Z)

∂2q

∂T 2
+D4(Z)

∂4q

∂T 4
+R(Z)|q|2q = 0 (2.3)

lo que conlleva a la posibilidad de nuevos efectos en la propagación de las

ondas, tales como efectos de modulacion de alto orden o efectos de división

de ondas rebeldes. Nuestros objetivos, tanto generales como particulares, en

el presente trabajo son los siguientes:

Objetivos Generales:

El objetivo principal del trabajo es analizar las condiciones necesarias para

el surgimiento de la inestabilidad modulacional en sistemas descritos por

la ecuación no lineal de Schrödinger no autónoma con dispersión de cuatro

orden (2.3), en la cual varían los coe�cientes de dispersión y no linealidad,
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con una GDV (dispersión de la velocidad de grupo) de la forma.

∂2k

∂ω2
= k2 (Ω, Z) = |k20(z)|

(
−1 + k40(z)Ω

2
)

(2.4)

Objetivos Particulares:

1. Obtener la relación de dispersión en función de la distancia z y del dominio

espectral Ω.

2. Investigar la dispersión de la velocidad de grupo en el dominio espectral

de frecuencias, la cual suele llamarse trampa parabólica, y en los intervalos

de dispersión tanto negativos como positivos, los cuales son dependientes del

valor de la dispersión de cuarto orden k40.

3. Establecer los criterios correspondientes para que se presente el fenómeno

de inestabilidad modulacional inducido en el modelo de la ecuación (2.3), de

acuerdo a las propiedades de dispersión variable aplicadas en �bras ópticas.

4. Estudiar y demostrar usando un software grá�co las regiones de inestabi-

lidad modulacional inducida, las cuales dependen de la dispersión variable a

lo largo de la distancia Z.

2.2. Métodos

El modelo de la ecuación (2.3) surge en el modelado de intensos pulsos ópticos

en femto-segundos [36] y puede ser obtenida mediante principios variacionales
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[43], a partir de la densidad Lagrangiana .

L =
1

2
i

(
q∗

∂q

∂Z
− q

∂q∗

∂Z

)
− 1

2
D2|

∂q

∂T
|2 + 1

2
D4|

∂2q

∂T 2
|2 + 1

2
R|q|2. (2.5)

En nuestro modelo estamos considerando un sistema en el cual la dispersión

de la velocidad de grupo es

GVD =
∂2k

∂ω2
= k2 (Ω, Z) = |k20(z)|

(
−1 + k40(z)Ω

2
)

la cual tiene la particularidad de que, a diferencia de la ecuación no lineal de

Schrödinger con grado de dispersión 2, para la cual se tenia que D2 = GVD,

aquí esta solo es una contribución mas a esta como se puede ver en la ecua-

ción (2.4), en donde k20(Z) = D2(Z).

Esta dispersión de la velocidad de grupo en el dominio espectral represen-

ta la nombrada trampa de dispersión parabólica de inversión de signo, y al

igual que para el caso con grado de dispersión 2, en donde las inestabilidades

modulacionales aparecían dentro de la condición D2 ≺ 0, nuestra hipótesis

sugiere aquí, que las inestabilidades deberán aparecer solo adentro de la re-

gión de la trampa
∂2k

∂ω2
≺ 0, y se suprimen complemente en la región espectral

prohibida, la cual es para valores positivos de la GDV
∂2k

∂ω2
≻ 0 . Esta trampa

de dispersión parabólica de inversión de signo se propuso previamente para

suprimir la auto-dispersión de Raman para solitones de femto-segundos en

�bras ópticas y láseres de solitones, mediante la cual se ha predicho el llama-

do efecto de tunelización espectral de solitones [37-42].
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Podemos estudiar el fenómeno de inestabilidad modulacional en la ecuación

(2.3) mediante una generalización de la metodología expuesta en la sección

(1.2.2) para el caso canónico con grado de dispersión 2. Para ello consideremos

una representación de q en la forma

q(z, T ) = [
√
ρ0 + εq1(z, T )] e

iρ0
∫ z
0 R(z)dz (2.6)

en donde ρ0 = cte, ε ≪ 1 y q1 ∈ C. Sustituyamos la representación (2.6) en

la ecuación (2.3), termino a termino tenemos que

i
∂q

∂Z
= i

∂

∂Z

(
[
√
ρ0 + ϵq1] e

iρ0
∫ z
0 R(z)dz

)
=

(
−ρ

3/2
0 R(z) + iε

∂q1
∂Z

− εq1ρ0R(z)

)(
eiρ0

∫ z
0 R(z)dz

) (2.7)

1

2
D2(Z)

∂2q

∂T 2
=

1

2
D2(Z)

∂2

∂T 2

(
[
√
ρ0 + ϵq1] e

iρ0
∫ z
0 R(z)dz

)
=

1

2
D2(z)ε

∂2q1
∂T 2

eiρ0
∫ z
0 R(z)dz

(2.8)

D4(Z)
∂4q

∂T 4
= D4(Z)

∂4

∂T 4

(
[
√
ρ0 + ϵq1] e

iρ0
∫ z
0 R(z)dz

)
= D4(z)ε

∂4q1
∂T 4

eiρ0
∫ z
0 R(z)dz

(2.9)

R(Z)|q|2q = R(Z)| [√ρ0 + ϵq1] e
iρ0

∫ z
0 R(z)dz|2

(
[
√
ρ0 + ϵq1] e

iρ0
∫ z
0 R(z)dz

)
= R(Z)

(
ρ0 +

√
ρ0εq

∗
1 +

√
ρ0εq1 + ε2q∗1

) (
[
√
ρ0 + εq1] e

iρ0
∫ z
0 R(z)dz

)
(2.10)

en esta ultima expresión (2.10) ya que ε ≪ 1 podemos despreciar los términos

al cuadrado, por lo que

R(Z)|q|2q = R(z) [ρ0 +
√
ρ0 ε(q1 + q∗1)]

(
[
√
ρ0 + εq1] e

iρ0
∫ z
0 R(z)dz

)
(2.11)
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así tenemos entonces que la ecuación (2.3) bajo esta representación toma la

forma de

i
∂q

∂Z
+

1

2
D2(Z)

∂2q

∂T 2
+D4(Z)

∂4q

∂T 4
+R(Z)|q|2q

= −ρ
3/2
0 R(z) + iε

∂q1
∂Z

− εq1ρ0R(z)
(
eiρ0

∫ z
0 R(z)dz

)
+
1

2
D2(z)ε

∂2q1
∂T 2

(
eiρ0

∫ z
0 R(z)dz

)
+D4(z)ε

∂4q1
∂T 4

(
eiρ0

∫ z
0 R(z)dz

)
+R(z) [ρ0 +

√
ρ0 ε(q1 + q∗1)] [

√
ρ0 + εq1]

(
eiρ0

∫ z
0 R(z)dz

)
(2.12)

de (2.12) podemos hacer un poco de álgebra con lo que resulta una nueva

ecuación diferencial para q1

i
∂q1
∂Z

+
1

2
D2(Z)

∂2q1
∂T 2

+D4(Z)
∂4q1
∂T 4

+R(Z)ρ0(q1 + q∗1) = 0 (2.13)

la condición de inestabilidad puede ser derivada buscando soluciones para la

onda cuasi-estática (qcw) con las amplitudes de banda lateral constantes qA

y qs

q1(z, T ) = qAe
i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ (2.14)

sustituyendo (2.14 ) en (2.13) obtendremos dos sistemas de ecuaciones para

qA y qs , los cuales deben tener soluciones distintas a cero siempre y cuando el

determinante de los coe�cientes de la matriz sea igual a cero, esta condición

ayudara para la obtención da la relación de dispersión para un número de

onda k y una frecuencia Ω.

Con esto en mente y trabajando de igual forma término a término con la
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ecuación (2.13)

i
∂q1
∂Z

= i
∂

∂Z

(
qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

)
=
(
qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ − qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ

)
k

(2.15)

1

2
D2(Z)

∂2q1
∂T 2

=
1

2
D2(Z)

∂2

∂T 2

(
qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

)
= −1

2
D2(z)Ω

2
[
qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

] (2.16)

D4(Z)
∂4q1
∂T 4

= D4(Z)
∂4

∂T 4

(
qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

)
= D4(Z)Ω

4
(
qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

) (2.17)

R(Z)ρ0(q1 + q∗1)

= R(Z)ρ0

[
(qA + qs) e

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + (qA + qs) e

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

] (2.18)

entonces, tenemos que (2.13) toma la forma de

i
∂q1
∂Z

+
1

2
D2(Z)

∂2q1
∂T 2

+D4(Z)
∂4q1
∂T 4

+R(Z)ρ0(q1 + q∗1)

=
(
qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ − qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ

)
k

−1

2
D2(Z)Ω

2
[
qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

]
+D4(Z)Ω

4
(
qAe

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + qse

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

)
+R(Z)ρ0

[
(qA + qs) e

i
∫ z
0 k(z)dz−iΩ + (qA + qs) e

−i
∫ z
0 k(z)dz+iΩ

]
(2.19)

de esta ultima relación podemos obtener el sistema de ecuaciones

−qAk − 1

2
D2(Z)Ω

2qA +D4(Z)Ω
4qA +R(Z)ρ0qA +R(Z)ρ0qs = 0 (2.20)
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qsk − 1

2
D2(Z)Ω

2(z)qs +D4(Z)Ω
4qs +R(Z)ρ0qs +R(Z)ρ0qA = 0 (2.21)

las cuales re-acomodando toman la forma de(
R(Z)ρ0 +D4(Z)Ω

4 − 1

2
D2(Z)Ω

2 − k

)
qA + (R(Z)ρ0) qs = 0 (2.22)

y

(R(Z)ρ0) qA +

(
R(Z)ρ0 +D4(Z)Ω

4 − 1

2
D2(Z)Ω

2 + k

)
qs = 0 (2.23)

de (2.22) podemos ver que

qA =
−R(Z)ρ0qs

R(Z)ρ0 +D4(Z)Ω4 − 1

2
D2(Z)Ω2 − k

(2.24)

y poniendo todo en términos de qs con ayuda de (2.23), tenemos[(
Rρ0 +D4Ω

4 − 1

2
D2Ω

2 + k

)(
Rρ0 +D4Ω

4 − 1

2
D2Ω

2 − k

)
− (Rρ0)

2

]
qs

Rρ0 +D4Ω4 − 1

2
D2Ω2 − k

= 0

(2.25)

lo que implica que(
Rρ0 +D4Ω

4 − 1

2
D2Ω

2 + k

)(
Rρ0 +D4Ω

4 − 1

2
D2Ω

2 − k

)
−(Rρ0)

2 = 0

(2.26)

De igual forma esta puede ser obtenida mediante la condición mencionada

anteriormente del determinante igual a cero para la matriz de los coe�cientes

del sistema de ecuaciones

36



∣∣∣∣∣∣∣∣
(
R(Z)ρ0 +D4(Z)Ω

4 − 1

2
D2(Z)Ω

2 − k

)
(R(Z)ρ0)

(R(Z)ρ0)

(
R(Z)ρ0 +D4(Z)Ω

4 − 1

2
D2(Z)Ω

2 + k

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

(
Rρ0 +D4Ω

4 − 1

2
D2Ω

2 + k

)(
Rρ0 +D4Ω

4 − 1

2
D2Ω

2 − k

)
− (Rρ0)

2 = 0

de estas ultimas expresiones podemos despejar k2 para obtener la relación de

dispersión

k2 = 2D4Ω
4Rρ0 −D2Ω

2Rρ0 +D2
4Ω

8 −D2D4Ω
6 +

1

4
D2

2Ω
4 (2.27)

la cual podemos factorizar para que �nalmente tome la forma de

k2 = Ω2

(
D4Ω

2 − 1

2
D2

)[
Ω2

(
D4Ω

2 − 1

2
D2

)
+ 2Rρ0

]
(2.28)

En la sección (1.2.2) vimos que, cuando D2 ≺ 0, la relación de dispersión

k tenia un valor imaginario para valores de |Ω| ≺ Ωc, o sea cuando, D2

estaba dentro de la región de dispersión anómala la perturbación tendía a

crecer y se generaba la inestabilidad modulacional. En nuestro modelo como

ya mencionamos la dispersión en la velocidad de grupo es k2(Ω, Z) y no el

valor D2 , por lo que ahora nuestra condición para que se desarrollen las

inestabilidades modulacionales en (2.3) es mediante las regiones de |Ω| a las

cuales se dan los valores imaginarios de k

k2 ≺ 0 (2.29)
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Figura 2.1: Burda representación de la función de dispersión (2.28), para

valores de dispersión variando lineal-mente de la forma D2,4(Z) = Z y la

no-linealidad manteniéndose constante R(Z) = 1

la cual corresponde al rango de frecuencias

|Ω| ≺ 2

√
ρ0R(Z)

D(Z)
. (2.30)

Así el rango de frecuencias varia proporcionalmente a la raíz de la no-linealidad(
∼
√

R(Z)
)
e inversamente proporcional a la raíz de la relación de disper-

sión

(
1√
D(Z)

)
.

Ahora, con base a estos resultados, nuestro objetivo es el estudiar que tan

importante es la in�uencia de la dispersión de orden superior en el desarrollo

de las inestabilidades modulacionales en particular la importancia de la dis-

persión de orden cuatro. Para el propósito de esto re-escribimos la ecuación

38



(2.28) en la forma de

k2 = Ω2 f(D2, D4,Ω) P (D2, D4,Ω, R, ρ0) (2.31)

en donde

f(D2, D4,Ω) = D4Ω
2 − 1

2
D2 (2.32)

y

P (D2, D4,Ω, R, ρ0) = Ω2

(
D4Ω

2 − 1

2
D2

)
+ 2Rρ0 (2.33)

Como ya dijimos la Inestabilidad Modulacional aparece para valores de k2 ≺

0, o sea valores de k imaginarios, por ello en óptica no lineal se suele estudiar

la dinámica a partir del coe�cientes de ampli�cación G(Ω) = 2Im(k) como

ya se menciono en la sección (1.2.2). Así nuestro valor para el coe�cientes de

ampli�cación o también nombrado coe�ciente de ganancia espectral G(Ω) =

2Im(k) es

G(Ω) = 2|Ω|
[(

D4Ω
2 − 1

2
D2

)(
Ω2

(
D4Ω

2 − 1

2
D2

)
+ 2Rρ0

)]1/2
(2.34)

el cual tiene por limite cuando D4 = 0 a la ecuación (1.46). Podemos calcular

Gmax mediante el uso básico de máximos y mínimos y el criterio
dG(Ω)

dΩ
= 0.

Encontrando así que los valores para los cual Ω es un valor critico es en

dG(Ω)

dΩ
=

8Ω7D2
4 − 6Ω5D2D4 + 8Ω3D4Rρ0 + Ω3D2

2 − 2ΩD2Rρ0√
Ω8D2

4 −D2D4Ω6 + 2Ω4D4Rρ0 +
1

4
Ω4D2

2 − Ω2D2Rρ0

= 0

(2.35)

lo que implica que

8Ω6D2
4 − 6Ω4D2D4 + 8Ω2D4Rρ0 + Ω2D2

2 − 2D2Rρ0 = 0 (2.36)
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de aquí podemos ver que en el limite cuando D4 = 0

Ω2D2
2 − 2D2Rρ0 = 0 (2.37)

lo cual nos da el valor de Ωmax = ±
(
2Rρ0
D2

)1/2

, el cual es el mismo valor

para Ωmax que el de la expresión (1.47) , para el caso con D4 ̸= 0, los puntos

críticos de Ωmax los obtenemos resolviendo el polinomio de sexto grado (2.36),

lo que nos da las posibilidades para Ωcrtico de

Ωcrtico = ±
√
D2

2
√
D4

(2.38)

Ωcrtico = ±1

2

√
D2 −

√
D2

2 − 16D2D4

D4

(2.39)

Ωcrtico =
1

2

√√
D2

2 − 16D2D4 +D2

D4

(2.40)

especí�camente el valor mediante el cual se da el máximo de G(Ω) es

(
±

√
D2

2
√
D4

)
.

Algo importante a notar es que, para todos los valores críticos de Ω al menos
√
D4 aparece en todas, por lo que una condición que podemos inducir es que

para que se desarrollen las inestabilidades es necesario que D4 ≻ 0.

Aunque estos resultados indican algunas condiciones necesarias para que se

dé la inestabilidad estas aún no dicen nada acerca de las regiones de Ω para

las cuales se desarrollan las inestabilidades, para ello podemos recurrir a un

analizáis grá�co de las funciones f(D2, D4,Ω) y P (D2, D4,Ω, R, ρ0).

En el caso estándar, cuando D4 = 0 , la función f(D2, D4,Ω) en (2.31) es

igual a (−1

2
D2) la cual para valores positivos de D2 es exactamente la región
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de dispersión que mantiene la formación de solitones, ya que si recordamos,

era la condición para la región de dispersión anómala que se pedía para la

ecuación no lineal de Schrödinger (1.38), esto nos indica que, para estar den-

tro de la región de la inestabilidad modulacional en el modelo (2.3) la función

P (D2, D4,Ω, R, ρ0) debe tener valores positivos, para que se cumpla la con-

dición propuesta para el desarrollo de las inestabilidades k2 ≺ 0.

En el caso estándar, para cuando D4 ̸= 0, aun tenemos que encontrar las

regiones de Ω para las cuales se desarrollan las inestabilidades, si considera-

mos arbitrariamente funciones f(D2, D4,Ω) ≺ 0 y P (D2, D4,Ω, R, ρ0) ≻ 0,

podemos realizar un análisis por separado de las funciones con la intención

de encontrar los criterios correspondientes para los cuales se den las inesta-

bilidades.

La �gura (2.2) muestra el comportamiento de la función f(D2, D4,Ω), la cual

es una función de tipo parabólico f : R → R. Si consideramos que esta sólo

varia en función de la frecuencia Ω y se mantiene constante para (D2 y D4).

Se puede apreciar en las partes (a) y (b) de la �gura (2.2) que la región de

f(D2, D4,Ω) ≺ 0, por debajo de la linea punteada se disminuye con el au-

mento del valor de D4.

Las partes (c), (d) y (e) de la �gura (2.2) muestran la dinámica del coe�ciente

de ampli�cación G(Ω) lo que denota la importancia del valor D4 (a menor

valor de D4 mayor espectro de ganancia ) en esta dinámica. También obser-

vemos el estrechamiento para la región de la inestabilidad modulacional en

el proceso de aumento de D4. Finalmente, podemos observar que el máximo
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del coe�ciente de ampli�cación G(Ω) se desplaza hacia la frecuencia de la

onda continua (cw) para valores menores de Ω .

Estos resultado son razonables ya que podemos ver que las dispersiones D2

y D4, que están en la ecuación (2.28), son de signos diferentes y por ende el

papel de la dispersión de orden 4 es el de disminuir la acción de la dispersión

de orden 2, ahí el porqué de qué a menores valores para D4 hay mayores

valores de espectro de ganancia .

Otros resultados importantes se muestran en la �gura (2.3), la cual represen-

ta la dinámica de los coe�cientes de ampli�cación G(Ω) cuando se desarrolla

la inestabilidad modulacional en el sistema, y la cual es dependiente de G(Ω),

R(Z) y de los coe�cientes de dispersión D2(Z) y D4(Z), los cuales varían en

función de la distancia de propagación Z.

En los incisos (a) y (b) de la �gura (2.3) se muestra la grá�ca de G(Ω) para

el caso particular en cuando la dispersión D2 y D4 crece o decrece lentamen-

te mediante funciones arbitrarias D2 = D2,0 exp(βZ) y D4 = D4,0 exp(βZ)

con D0 y β constante, y la no linealidad se mantiene a un valor constan-

te R(Z) = 1, en particular se escogieron estos valores de D2 y D4 por su

relación con fenómenos ya reportados en la literatura en donde se modelan

inestabilidades modulaciones de alto orden en �bras ópticas [8], o un efecto

de cuantización de ondas de Rogue, en donde se observa un efecto de (Cuan-

tización) al dividirse una onda de rouge en dos o mas ondas en experimentos

computacionales realizados [9].

En la parte (a) de la �gura 2.3 se muestra la dinámica del coe�ciente de
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ampli�cación G(Ω) para el caso en que las dispersiones decrecen lentamente

de la forma D0 exp(βZ) para valores dados de β = 0,25 R(Z) = 1 y ρ0 = 1.

Se puede observar que para estos casos la región espectral de las inestabili-

dades modulacionales se aumenta (o se disminuye) lentamente y el máximo

del G(Ω) decrece (o se aumenta) lentamente para este tipo de funciones de

dispersión.

En la parte (b) de la �gura, de igual forma se muestra la dinámica del coe�-

ciente de ampli�cación G(Ω) para valores superiores de β que en el inciso (a).

Ahora qué los valores de D2 y D4, varían ambos en la forma de D0 exp(βZ)

el peso de la ganancia espectral G(Ω), recae en el valor de β, y ya no en el

valor de D4, como se puede apreciar en la �gura 2.2.

2.3. Presentación y discusión de resultados

La relación de dispersión (2.28) cuando D4(Z) = 0 y R(Z) = γ tiene por

límite a la ecuación

K = ±1

2
Ω|D2|

√
Ω2 − 4γρ0

D2

= ±1

2
Ω|D2|

√
Ω2 + sgn(D2)Ω2

c (2.41)

con
4γρ0
D2

= Ω2
c , que es la misma expresión para la relación de dispersión que

la ecuación (1.44), lo cual nos es un buen indicador de que la relación de

dispersión obtenida en el presente trabajo es correcta.

Así, el modelo para el espectro de ganancia G(Ω) tiene como límite el ob-

tenido para la ecuación (1.39) como se vio en la sección 2.2, obteniendo así

satisfactoriamente el primer objetivo particular propuesto en la tesis, de ob-
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tener la relación de dispersión para la ecuación no lineal de Schrödinger no

autónoma con dispersión de orden cuatro, en el marco de una dispersión de

la velocidad de grupo de la forma k2 (Ω, Z) = |k20(z)| (−1 + k40(z)Ω
2).

Se investigó la in�uencia de esta dispersión de la velocidad, la cual como

vimos es conocida como trampa parabólica de dispersión

∂2k

∂ω2
= k2 (Ω, Z) = |k20(z)|

(
−1 + k40(z)Ω

2
)

en el espectro de frecuencias Ω, mediante la cual impusimos la condición de

que las inestabilidades deberían de desarrollarse solo para valores
∂2k

∂ω2
≺ 0

en analogía con la condición D2 ≺ 0 para el caso con grado de dispersión 2, lo

que nos condujo a la condición k2 ≺ 0 para que sea posible el desarrollo de las

inestabilidades, las cuales también solo se daban bajo el rango de frecuencias

|Ω| ≺ 2

√
ρ0R(Z)

D(Z)

Otra posible condición que se obtuvo, fue la de que las inestabilidades mo-

dulacionales deberá desarrollarse en el modelo solo si los valores de D4 ≻ 0.

Por otra parte mediante el estudio de la relación de dispersión (2.28), la con-

dición para la región anómala k2 ≺ 0 y un análisis grá�co, encontramos que

cuando D4 = 0, la función

(
D4Ω

2 − 1

2
D2

)
es igual a

(
1

2
D2

)
, imponiéndo-

nos así bajo valores arbitrario de D2 positivos, la región

(
Ω2

(
D4Ω

2 − 1

2
D2

)
+ 2Rρ0 ≻ 0

)
,

en la que se desarrollan las inestabilidades.

Para el caso en que D4 ̸= 0 , encontramos mediante el estudio grá�co de las
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regiones

(
D4Ω

2 − 1

2
D2

)
y

(
Ω2

(
D4Ω

2 − 1

2
D2

)
+ 2Rρ0

)
el rol crucial que

juega la dispersión de orden mayor D4 en la dinámica de las inestabilidades,

al ser esta la responsable del estrechamiento de la región de la inestabilidad

modulacional, como observamos en la sección (1.2.2) la dispersión de orden

2 (D2) anómala era la encargada de la generación de las inestabilidades mo-

dulacionales. Así llegamos a la conclusión de que la dispersión de orden 4

funge como reductor de la dispersión de orden 2 al ensanchar las regiones de

las inestabilidades como se muestra en la �gura (2.2).

Finalmente, cuando se consideraron en particular funciones de dispersión

crecientes (o decrecientes) lentamente para D2 y D4 en la forma de D2−4 =

D2−4,0 exp(βZ) , encontramos que en la dinámica para el espectro de ganan-

cia de la inestabilidad modulacional G(Ω) tiene una estrecha relación con la

región espectral, el valor máximo del coe�ciente de ampli�cación y el valor de

β, aquí el valor encargado de la dinamica del espectro de ganancia pasa a ser

β en comparación del valor de D4 mencionado anteriormente , cumpliendo

así nuestro segundo y tercer propósito particular en la tesis, el estudio de

la dispersión de la velocidad de grupo para el modelo de la ecuación y la

obtención de los criterios correspondientes para los cuales se presentan las

inestabilidades modulacionales.

También cabe recalcar la importancia de estas dinámicas inducidas por las

funciones de dispersión D2−4 = D2−4,0 exp(βZ) con los efectos reportados
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en [8] para la compresión de solitones ópticos mediante una inestabilidad de

orden mayor y en [9] con el posible efecto de (Cuantización) observadas en

ondas de Rouge, mediante los cuales, estos resultado ayudan a dar una mejor

explicación de los efectos reportados en estos trabajos.
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Figura 2.2: En (a) y (b) se muestra la dependencia de la función de

f(D2, D4,Ω) con la frecuencia Ω (parábolas roja y azul respectivamente)

manteniendo constantes los valores de D2 y D4, en (a) D4 = 0,4 mientras

que en (b) toma el valor de D4 = 0,2. La región de la Inestabilidad mo-

dulacional se encuentra debajo de la linea punteada. En los apartados (c),

(d) y (e) se muestra la dependencia del coe�ciente de ampli�cación G(Ω) de

la inestabilidad modulacional del valor de la dispersión de orden cuatro D4,

las curvas de color rojo, azul y negro corresponden a valores de D4 = 0,4 ,

D4 = 0,2 y D4 = 0,0 respectivamente.
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Figura 2.3: La dependencia del coe�ciente de ampli�cación de la inestabilidad

modulacional G(Ω) con los coe�cientes de la dispersión D2 = D2,0 exp(βZ) y

D4 = D4,0 exp(βZ). En (a) β = −0,25, En (b) β = 0,25, para ambos casos se

considero los valores arbitrarios de D2,0 = 1, D4,0 = 0,2, R(Z) = 1 y ρ0 = 1.
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Capítulo 3

Conclusiones

3.1. Conclusiones

Estudiamos los antecedentes de las inestabilidades modulacionales, sus ori-

gines; como estas se desarrollan en algunos sistemas; su contribución a la

generación de nuevos fenómenos físicos y algunas de sus aplicaciones .

Mediante este enfoque llegamos a la relación que se encuentra en el estudio

de las inestabilidades modulacionales y la ecuación no lineal de Schrödinger,

mediante la cual introducimos una metodología basada en el estudio de la

relación de dispersión para encontrar las regiones donde se desarrollan las

inestabilidades modualcionales.

También estudiamos las características esenciales del problema de Fermi,

Pasta, Ulam y su relación con el fenómeno de inestabilidades modulacionales

dentro del marco de la ecuación no-lineal de Schrödinger con dispersión de se-
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gundo orden, y como mediante estas inestabilidades es posible la elaboración

un modelo de generación de solitones.

A partir de todo esto, se desarrollo una teoría para el modelo de la ecuación

de Schrödinger no autónoma con cuarto orden de dispersión, en la cual se

encontró una buena generalización para el caso con grado de dispersión dos

(1.38), ya que pudimos obtener los resultados reportados al aplicar los limites

correspondientes para los valores de dispersión variables y no linealidad . Se

estudio las regiones y características necesarias para que se desarrollen las

inestabilidades modulacionales en este modelo mediante el uso de un análisis

grá�co.

Con el �n de estudiar la dinámica de las inestabilidades modulacionales para

valores de D4 ̸= 0 se utilizaron funciones de crecimiento o decrecimiento de

la forma D2 = D2,0exp(βZ) y D4 = D4,0exp(βZ y la no-linealidad R(Z)

manteniéndose prácticamente constante encontrando los resultados sobre la

importancia de la dispersión D4 en el desarrollo de las inestabilidades .

Así también esperamos que este trabajo sea de utilidad para jóvenes investi-

gadores los cuales quieran usar el presente como una fuente de consulta para

el fenómeno de inestabilidad modulacional en sistemas no autónomos.

3.2. Pensamientos �nales y sugerencias

El tema de las inestabilidades modulacionales es una área en la que aun hay

mucho que hacer, durante mi proceso en el desarrollo del trabajo encontré

que la literatura carece de una formulación matemática rigurosa al tema, por
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lo que pienso yo una formulación matemática rigurosa, mediante el desarro-

llo de de�niciones y teoremas los cuales ayuden al estudio de las condiciones

necesarias para modelos mas generales es necesaria y de gran interés para

futuras investigaciones.

Por otra parte dentro del modelo trabajado para la ecuación no lineal de

Schrödinger no autónoma con cuarto orden de dispersión D4 y no lineali-

dad. Y la relación que se conoce entre el problema de Fermi-Pasta-Ulam y

la ecuación no lineal de Schrödinger no autónomas con segundo orden de

dispersión., Lo siguiente seria trabajar en el estudio de las posibles analogías

que se encuentran entre el problema de Fermi-Pasta-Ulam y el modelo con

cuarto orden de dispersión y comprobar si hay una generación de recurrencia

en el modelo.
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Anexos

Guía de De�niciones

Efecto Kerr : Cambio del indice de refracción en un material en respuesta a

un campo eléctrico aplicado.

Inestabilidad Modulacional: Fenómeno mediante el cual las desviaciones de

una forma de onda periódica se ven reforzadas por la no-linealidad lo que

conlleva la generación espectral de bandas laterales y la eventual ruptura de

la forma de onda en un tren de pulsos.

Inestabilidad Modulacional de alto orden: La excitación simultanea de múlti-

ples modos de inestabilidad, cada uno asociado a un breather no-lineal (una

solución a un determinado sistema no lineal, consistente en una onda que

concentra su energía de manera localizada y oscilatoria, en contraposición a

la ergodicidad esperada).

Dispersión de la velocidad de grupo (GVD): Característica de un medio dis-
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persivo, que se utiliza con frecuencia para determinar como un medio afectara

la duración de un pulso óptico que viaja a través de el.

Soliton: Termino utilizado para referirse a un paquete de ondas que mantiene

su forma mientras se propaga a una velocidad contante.

Soliton optico: Termino utilizado para referirse a cualquier campo óptico que

no cambia durante su propagación debido a un equilibrio entre los efectos no

lineales y lineales en el medio.

Recurrencia de Fermi-Pasta-Ulam: Fenómeno en donde un sistema exhibe un

comportamiento casi periódico y en el cual después de un tiempo relativa-

mente corto la energía retorna al mismo modo que en su estado inicial.

Dispersión Raman : Dispersión de tipo inelástico para un fotón propagándose

en un medio.

Onda de Stoke: Onda super�cial no-lineal y periódica en una capa de �uido

no viscoso de profundidad constante.

Onda de Rouge: Onda super�cial, en la que los vientos, las corriente, los

fenómenos no lineales y otras circunstancias hacen que se forme brevemente

una ola mucho mas grande que la ola promedio.
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Ecuación no-lineal de Schrödinge: Ecuación de campo clásica que surge en el

modelado de la propagación de ondas no-lineales.
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