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Introduccion

Algunas de las ya conocidas propiedades dindmicas, tales como transi-
tividad, transitividad total, débilmente mezclante, fuertemente mezclante,
k-transitividad, elasticidad, etc. que se pueden atribuir a sistemas dinamicos
discretos conformados por un espacio X y una funcién continua y biyectiva
f X — X tienen determinadas implicaciones logicas entre si, dichas pro-
piedades pueden ser adaptadas (o mejor dicho, generalizadas) y atribuidas a
una accion de un grupo infinito G en un espacio topolégico M de Hausdorff
(como lo estaremos trabajando en este escrito), entendiendo a este grupo
como una generalizacién del grupo ciclico {f™ : n € Z}. Teniendo en cuenta
lo anterior, en esta tesis se estudian principalmente las implicaciones légicas
entre propiedades que se preservan con la generalizacion a grupos infinitos.
Ademas se presentaran ejemplos de acciones de grupo que permiten visua-
lizar el hecho de que, bajo ciertas caracteristicas atribuibles al grupo y al
espacio topoldgico, algunas implicaciones légicas no cuentan con su recipro-
ca.

Del mismo modo, se hard incapié en la influencia que tienen las carac-
teristicas que pueda presentar el grupo que actie en el espacio topoldgico,
es decir, si el grupo es abeliano, ciclo, subgrupo normal, subgrupo de indice
finito, etcétera; en el hecho que sean o no heredables a subgrupos o a gru-
pos de los que sea subgrupo las propiedades inicialmente mencionadas. Asi
mismo, se estudia la posibilidad de que tales propiedades se preserven a pro-
ductos con las acciones naturalmente inducidas que serdan descritas a detalle
posteriormente.

Finalmente, se mencionara la definicién de una accién cadtica y la ma-
nera en que esta nueva caracteristica de la accién y del grupo influye en las
implicaciones légicas entre propiedades.






Capitulo 1

Dinamica Aplicada a Acciones
de Grupo

1.1. Conceptos Basicos

Como ya se menciond, las nociones que cimientan este escrito son las de
grupo y de espacio topolégico. La combinacién de ambas nociones y los resul-
tados conocidos producen una teoria en la que se encuentran proposiciones
por demas interesantes.

Definicién 1.1. Dados un grupo G y un conjunto X, se conoce como una
accion del grupo G en X, a aquella funcion * : G x X — X que satisface
las siguientes propiedades:

1. exx = x para cualquier x € X, donde e es el elemento identidad de G;
2. (¢192) * x = g1 * (g2 * x) para cualesquiera ¢g;,¢2 € Gy z € X.

En tal caso, se dice que X es un G-conjunto o que G actia sobre X.
Por simplicidad, se estara usando la notacién gx en lugar de g * x.

Definicién 1.2. Sean H un subgrupo de G y g € G, se definen la clase
lateral izquierda de H en G como el conjunto gH = {gh: h € H} y la
clase lateral derecha como el conjunto Hg = {hg: h € H}.

Definicién 1.3. Para un subgrupo H de un grupo G, se define como una
transversal izquierda de H en G al conjunto {g, € G : g HN g, H =10

si ga 7 90 Y UgaH = G}



Andlogamente, una transversal derecha de H en G es el conjunto {g, €
G:HgoNHg, =0siga# g,y UHga =G}

Definicién 1.4. El indice del subgrupo H en el grupo G se define
como el nimero de clases laterales izquierdas de H en G y se denota por

G : H.

Definicién 1.5. Para una accién del grupo G en el conjunto X y = € X,
definimos la drbita de x como el conjunto G, = {gz : g € G}.

Definicién 1.6. Si G es un grupo que actua sobre X, xr € X y L C X,
diremos que z es G-invariante, si gr = x para todo g € G y, a L le
llamaremos G-invariante, si gl € L para cualesquiera g € Gy [ € L.

Definicién 1.7. Dado un grupo G, un subgrupo H de G serd normal si
para todo g € G, g 'Hg C H.

Notacién: Para un subconjunto A de un espacio topoldgico X, cl(A) y int(A)
denotaran la cerradura y el interior del conjunto A, respectivamente.

Definicién 1.8. Un espacio topoldgico es denso en si mismo si no tiene
puntos aislados.

Proposicion 1.9. La propiedad de un espacio topologico M de ser denso en
st mismo, se hereda a subespacios abiertos y no vacios.

Demostracion. Supongamos que existe un abierto no vacio U de M que no
es denso en si mismo, esto implica que U tiene un punto aislado, digamos, x,
es decir, {z} es un abierto de U. Por ende {z} es un abierto de M, lo cual
contradice la hipétesis de M siendo denso en si mismo. O]

Proposicion 1.10. Ser espacio de Hausdorff es una propiedad que se hereda
a subespacios.

Demostracion. Sean N un subespacio de M y x,y dos elementos distintos de
N y en consecuencia de M, entonces existen U y V' dos abiertos ajenos de M
talesquez € Uy y € V. Dedonde UNN y VNN son dos abiertos ajenos de
N talesquex e UNN yy € VN N. Asi, N es un espacio de Hausdorff. [

Proposicion 1.11. Cada subconjunto abierto no wvacio de un espacio to-
pologico Ty y denso en si mismo, es infinito.



Demostracion. Supongamos lo contrario, que existe un abierto denso en si
mismo U de M que es finito. Elegimos # € U y definimos F = U — {x}.
Notemos que F es finito y con esto F' es cerrado en M. Entonces UN(X —F) =
{x} es un abierto de M, en otras palabras, = es un punto aislado de U. Esto
es una contradiccion. Concluimos que U debe ser infinito. [

Definicién 1.12. Decimos que un subconjunto U de un espacio topoldgico
M es denso en ninguna parte si int(cl(U)) = 0.

Proposicion 1.13. Si D es un subconjunto abierto, denso en ninguna parte
de un espacio topoldgico M, entonces D = ().

Demostracién. Sabemos que int(cl(D)) = @, pero D =int(D) Cint(cl(D)) =
0, asi D = 0. O

Definicién 1.14. Un subconjunto A de M es llamado exiguo, magro o de
primer categoria, si A es la unién numerable de subconjuntos densos en
ninguna parte de M.

Un conjunto residual o genérico es aquel subconjunto de M cuyo comple-
mento es exiguo.

Definicién 1.15. A un espacio topolégico M que satisface que cada intersec-
ciéon numerable de densos abiertos de M es densa en M, se le llama espacio
de Baire o espacio de segunda categoria.

Proposicion 1.16. Los espacios de Baire no son exiguos.

Demostracion. Sea X un espacio de Baire. Si X = |J,,cy Dn con D,, denso
en ninguna parte y por ello cl(D,,) es denso en ninguna parte, entonces X =
Unencl(Drn) v 0 = N,,en(X —cl(Dy,)) con X—cl(D,,) abierto y denso. Por lo
que cl((,en(X—=cl(Dy))) = X = 0, lo cual es una contradiccién. Por tanto
X no es exiguo. 0]

Teorema 1.17. En espacios de Baire, los conjuntos exiguos tienen interior
vacio.

Demostracion. Sea D un subconjunto exiguo de un espacio de Baire M. Se
tiene que D = U;’il E; donde cada E; C M es denso en ninguna parte.
Definiendo a E = (J;=,cl(E;), ocurre que D C E. Ahora, notemos que para
cadai € N, cl(M—cl(E;)) = M —int(cl(E;)) = M. Lo cual implica que M — E
es la interseccion numerable de los abiertos densos { M —cl(E;) : i € N}. Como



M es un espacio de Baire, M — FE es denso, es decir, cl(M — E) = M. De
la igualdad cl(M — E) = M—int(E), obtenemos que int(E) = (). Por tanto
int(D) = 0. O

1.2. Propiedades dinamicas

En el presente documento asumiremos que (M, 7) es un espacio topolégico
de Hausdorff, G es un grupo infinito y para g € G, la funciéon g : M — M
asociada a la accién *, dada por g(m) = g * m para todo m € M, es un
homeomorfismo.

Con las asunciones previas tenemos los siguientes resultados.

Proposiciéon 1.18. St U es un subconjunto abierto y no vacio de M, se
tiene que W = |J{gU : g € G} es abierto, no vacio y G-invariante. Donde
gU ={gx 2z € U}.

Demostracion. Notemos que para cada g € G, gU, es abierto pues la funcién
g es un homeomorfismo, por lo que W es abierto, por ser una unién de
abiertos; claramente W es no vacio ya que U # () y U = eU. Por tltimo,
sige Gywée W, existen u € Uy g € G tales que g'u = w, de donde
gg'u = gw con gg' € G, esto implica gg'u = gw € W. Concluimos que W es
G-invariante. O]

Proposicion 1.19. St W es un subconjunto G-invariante de M, entonces
int(W) y cl(W) son G-invariantes.

Demostracion. Sean g € G y w €cl(W). Veamos que gw €cl(W). Sea D C
M abierto tal que gw € D. Entonces gD C M es un abierto tal que
w € g 1D, por lo que g !DNW # (. Luego, dado y € g~ D N'W obtenemos
gy € D,y € W, de donde gy € WND. Asi WND # 0, es decir, gw ecl(W)
y cl(W) es G-invariante.

Ahora sean ¢ € G y w €int(W). Veremos que gw €int(W). Como
w €int(W), existe U un subconjunto abierto de M, tal que w € U C W
y se tiene que gU es un abierto de M que satisface gw € gU C gWW = W.
Ast gw €int(W) y int(W) es G-invariante. O

Proposiciéon 1.20. Si D es un subconjunto G-invariante de M, entonces
M — D es G-invariante.



Demostracion. Sean x € M — D y g € G. Notemos que gr € M — D, ya
que en caso contrario, gr € D implica ¢ 'gx = 2 € D, lo cual contradice la
hipétesis. Lo que nos permite concluir que la proposicién es verdadera. [

Definiciéon 1.21. Una acciéon de G sobre M es topologicamente tran-
sitiva, si para cualesquiera U,V subconjuntos abiertos y no vacios de M,
existe g € G tal que gU NV # ). También diremos simplemente que G es
transitivo o que G es transitivo en M.

Teorema 1.22. Un grupo G es transitivo en un espacio M si y solo si cada
subconjunto abierto, no vacio y G-invariante de M es denso.

Demostracion. Sean E C M abierto, no vacio y G-invariante y U C M
abierto y no vacio. Del hecho que G es transitivo, existe ¢ € G tal que
gENU # (. Como E es G-invariante, gE = E. Asi E intersecta a todo
abierto no vacio de M y por tanto es denso. Esto demuestra la primer parte
del resultado.

Ahora, veamos que G es transitivo. Sean U,V C M abiertos, ajenos y
no vacios. Definamos W = (J{gU : g € G} el cual es abierto, no vacio y G-
invariante por la Proposicién [1.18} por hipdtesis W es denso, lo cual implica
W NV #, es decir ¢U NV # () para algin ¢ € G y por tanto G es
transitivo. O]

Teorema 1.23. Un grupo G es transitivo si y solo si la interseccion de dos
subconjuntos abiertos, no vacios y G-invariantes de M es no vacia.

Demostracion. Supongamos que G es transitivo. Sean U,V C M abiertos,
no vacios y G-invariantes. Entonces, existe g € G tal que gU NV # (). Del
hecho que gU = U se sigue que UNV # (.

Sean U,V C M abiertos, no vacios. Definamos W = | J{gU : g € G} C
My X =J{gV : g € G} C M, los cuales son abiertos, no vacios y G-
invariantes, esto implica que W N X # (). Para z € W N X, ocurre que
Z = giu; = g9y para algunos gi, g2 € G, o bien, g;lglul = vy, asi g;lglU N

vV #0. O

Teorema 1.24. S cada subconjunto G-invariante de M es denso o denso
en ninguna parte, entonces la interseccion de dos subconjuntos abiertos, no
vacios y G-invariantes de M es no vacia.
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Demostracion. Sean U,V C M abiertos, no vacios y G-invariantes. Por
hipdtesis se tiene que U y V son densos o densos en ninguna parte. Por
la Proposicién ni U ni V son densos en ninguna parte y por tanto son
densos. Por lo que U NV # 0. O

Teorema 1.25. Cada subconjunto abierto, no vacio y G-invariante de M es
denso si y solo si cada subconjunto G-invariante de M es denso o denso en
ninguna parte.

Demostracion. Primero, sea U C M no vacio y G-invariante. Supongamos
que U no es denso y sea V = M—cl(U). Por las Proposiciones y
obtenemos que V' es un abierto no vacio y G-invariante, por lo que cl(V') = M,
es decir, M =cl(M—cl(U)) = M—int(cl(U)). Asi int(cl(U)) = 0, esto es, U
es denso en ninguna parte.

Finalmente, sea D C M abierto, no vacio y G-invariante. Por hipétesis te-
nemos que D es denso o denso en ninguna parte. Como D =int(D) Cint(cl(D))
se tiene que int(cl(D)) # 0, es decir, D no es denso en ninguna parte. Con-
cluimos que D es denso. O

Proposicion 1.26. Si existe v € M tal que G, la orbita de x, es densa en
M, entonces G es transitivo.

Demostracion. Sean x € M tal que G, es densa en M y U,V C M abiertos
y no vacios. Entonces G,NU # 0y G, NV # (). Consideremos g1z € G,NU
y g2 € G, NV, de donde g;z = u para algiin « € U. Més atin, z = g; 'u,
esto implica que, g2z = gogy 'u. Como u € U, gag; 'u = gox € gogy 'U. Asi,
para h = g,g; " € G se tiene que hU NV # (), es decir, G es transitivo. [

Definicién 1.27. Definimos como una accion topologica y fuertemente
mezclante, a aquella que satisface que para cualesquiera U, V' subconjuntos
abiertos y no vacios de M, el conjunto {g € G : gU NV = D} es finito.

Definicién 1.28. Decimos que una acciéon de un grupo G en un espacio
topolégico M es topologicamente k-transitiva, para k € N, si la accion
inducida de G sobre el k-ésimo producto cartesiano M* es topolégicamente
transitiva.

La 2-transitividad topolégica es también llamada topologica y débilmente
mezclante.
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Definicién 1.29. Una accién de un grupo G en un espacio topoldégico M, se
hace llamar totalmente transitiva, si con ella se cumple que cada subgrupo
de G con indice finito, es transitivo en M.

Definicién 1.30. Se le llama elastica, a aquella accién de un grupo G
en el espacio topolégico M, si para cada n € N, cualquier colecciéon finita
de abiertos no vacios de M, digamos U, Vi,...,V,, existe ¢ € G tal que
gUNV; # () para todai € {1,...,n}.

Teorema 1.31. St G es transitivo y M es un espacio sequndo numerable de
Baire, entonces existe un punto x € M de orbita densa en M. Mas aun, el
conjunto de puntos de orbita densa es un conjunto residual.

Demostracion. Sea B = {U; :€ N} una base numerable de M. Para cada
i € N definamos V; = |J{gU; : g € G} y sea V = [,.y Vi. Se tiene que cada
Vi es un abierto G-invariante y como G' es transitivo, por el Teorema Vi
es denso y por ser M un espacio de Baire, V' es denso.

Veamos que si x € V, entonces G, es densa. Tomemos W C M abierto no
vacio y x € V. Del hecho que [ es una base para M, existe k € N tal que
U CW. Asi, existen g € G y u € Uy, tales que x = gu, dicho de otra forma,
glr=ueU,yqgleeW,es decir, G, NW # () por lo que G, es densa en
M.

Concluimos que existe v € M de dérbita densa en M, més atun, cada x € V
tiene Orbita densa en M.

Por tltimo, sea D el conjunto de puntos de orbita densa en M. Veamos
que M — D es exiguo. Notemos que V' C D, por lo que M — D C M —
V = Uien(M = V;) con int(cl(M — V;)) = 0 para cada i € N. Para D; =
(M-D)n(M —=V;) = M — (DUYV), ocurre que J,o.yDi = M — D con
int(cl(D;)) =int(cl(M — D) N (M —V;))) Cint(cl(M —V;)) = 0. Ast M — D

es exiguo y D es residual. ]

Teorema 1.32. Si G es transitivo y M es denso en si mismo, entonces
para cualesquiera U,V subconjuntos abiertos, no vacios de M ; el conjunto

{g € G:gUNV #£0} es infinito.

Demostracion. Sean U,V C M abiertos no vacios y k& € N. Veremos que
D ={geG:gUNV #(} tiene cardinal mayor a k.

Notemos que para V', si x,y € V son tales que x # y, entonces existen Vi, W
abiertos de V ajenos tales que z € Vi, y € Wj. Luego para x; € Wj tal que
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x1 # vy, existen Vo, Wy abiertos de Wi ajenos que satisfacen x1 € Vo, y € Wo;
para xo € Wa, se tiene que x5 # y, por lo cual existen V3, W3 abiertos ajenos
de W5 tales que x5 € V3, y € Wy, repitiendo este procedimiento k£ + 1 veces
obtenemos Vi, Vs, ..., Vi1 C V no vacios, ajenos a pares.

Ahora observemos lo siguiente:

Sea U; = U, del hecho que G es transitivo, existe g; € G tal que g,UNV; # 0.
Definiendo ahora U, = U; N g; V4, para el cual existe go € G de tal manera
que goUs N Vs # 0, como Vi NV, = 0, ocurre que g; # go, puesto que en caso
contrario, la condicién ¢;U; N'V; # () implicarfa que g;(Uy N gl_lVl) NV, =
giUi N ViNVy # 0, lo cual es una contradiccion.

Luego si U3 = Uy N 92_1‘/2, andlogamente existe g3 € G tal que gsUs N V3 # ()
donde g3 # g1y g3 # go-

Repitiendo este procedimiento k+1 veces, obtenemos k+1 elementos distintos
91,92, -, gkr1 € D. Concluimos que D es infinito. O]

Definicién 1.33. Se dice que una acciéon de G en M es no itinerante si
el conjunto {g € G — {e} : gU N U # 0} es no vacio para cada U abierto no
vacio.

Proposicion 1.34. Una accion transitiva en un espacio infinito M es no
wtinerante si y solo si M es denso en si mismo.

Demostracion. Para probar la necesidad notemos que como M es denso en
s{ mismo, infinito y G es transitivo, por el Teorema [1.32] el conjunto {g €
G :gUNU # 0} es infinito y {g € G — {e} : gUNU # ()} también, por lo
que es no vacio y la accién de G en M es no itinerante.

Demostraremos la suficiencia de la proposicién notando que si U es un abierto
no vacio de M, se tiene que el conjunto I = {g € G — {e} : gU NU # 0}
es no vacfo. Dado g € I, gU NU # (), considerando gz € gU N U, ocurre
que gr,xz € U. Si gr = x para todo g € I, U es G-invariante y como G es
transitivo, U es denso. Por tanto M es denso en si mismo. Si gxr # z para
algin g € I, U no es unipuntual y M es denso en si mismo. O

Proposicion 1.35. Toda accion transitiva de un grupo en un espacio de
Hausdorff denso en si mismo, es no itinerante.

Demostracion. Sea M un espacio de Hausdorff, denso en si mismo y G un
grupo que actiia de manera transitiva en M, se tiene que M es infinito por
ser Ty y denso en si mismo, por la Proposicién [1.34] la accién de G es no
itinerante. O
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Proposicion 1.36. Sea M un espacio de Hausdorff que tiene al menos dos
elementos, ocurre que M es denso en si mismo si admite una accion débil-
mente mezclante.

Demostracion. Sean G un grupo que actia de manera débilmente mezclante
en un espacio de Hausdorftf M con al menos dos elementos y U un abierto de
M, consideremos int(M —U), si int(M —U) = (), entonces M = M —int(M —
U) =cl(M — (M —U)) =cl(U), es decir, U es denso en M y M es denso en
s{ mismo. Si int(M — U) # 0, notemos que UNint(M — U) =0 y como G es
débilmente mezclante, existe g € G tal que gUNint(M —U) # 0y gUNU # .
Sean gxr € gUNInt(M — U) y gy € gU NU, entonces z,gy,y € U, si x =y,
entonces gy = gr con gr €int(M —U) y gy € U, asi UNint(M — U) # 0,
lo cual es una contradiccién. Por tanto = # y, U no es unipuntual y M es
denso en si mismo. N

Teorema 1.37. Si G es eldstico en M, entonces para cualesquiera subcon-
Juntos U, V4, ..., Vi abiertos no vacios de M, el conjunto {g € G : gUNV; # ()
para todo i € {1,...,k}} es infinito.

Demostracion. Por observaciones anteriores, sabemos que si G es eldstico,
M es denso en si mismo. Consideremos U, Vi, ...,V abiertos no vacios. Del
hecho que G es transitivo, el conjunto Sypy = {g € G : gUNU # 0} es
infinito por el Teorema [1.32

Sea S={g€ G:gUNV;#( para todo i € {1,...,k}}. Supongamos que S
es finito, digamos S = {hy,...,h,}. Ahora,si g € Syy v U =q¢UNU, como
G es eléstico, existe h € G tal que hU N'V; # () para todo i € {1,...,k}.
Donde hUNV; C hgUNhUNV;, lo cual implica hgUNAUNV; 0y hg,h € S.
Entonces hg = h; y h = h; para algunos 7,5 € {1,...,k} ademds g = hj_lhi.
Asi, el conjunto Sy C {hj’lhz- 14,5 € {1,2,...,n}} contiene a lo mis n?
elementos, lo cual es una contradiccién. O

Definicién 1.38. Un subconjunto A de un espacio topolégico M tiene la
Propiedad de Baire si existen dos conjuntos exiguos B, C'y un abierto U
tal que A= BU (U - C).

Teorema 1.39. Supdngase que M es un espacio topologico y que A es un
subconjunto de M que tiene la propiedad de Baire. Entonces existen B, C,U
los unicos conjuntos que satisfacen lo siguiente:

a) B,C son exiguos, U es abierto y A= BU (U — C),
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b) BAU=0yC CU,y

c) si B',C" y U’ satisfacen las condiciones (a) y (b), entonces U' C U, B C
B yCCcC.

Demostracion. Definamos B = (B, C =(\C y U = |JU donde las familias
B,C y U contienen todos los conjuntos B!, C!, U! respectivamente, que sa-
tisfacen A = B!, U (U., — C)) de la definicién de propiedad de Baire que tiene
A por hipétesis.

Para (a), notemos que U es abierto, B= (1B C B,y C=[(\C CC(C/ lo
que implica que B y C son exiguos.

Ahora, consideremos = € A, supongamos que existe B!, tal que = ¢ B!,
entonces z € U/, — C’ , lo que significa, z € U,y o ¢ C!. Porloque x ¢ C'y
r €U —C,mas atin x € BU (U — C). En el caso en que = € B/, para todo
a, ocurre que x € By por tanto z € BU (U — C).

Por otro lado, si x € BU (U — C) y x € B; x € B/, para todo «a y por tanto
x € A. En caso contrario, z € U — C'y en consecuencia x € U/, para algin «
y x & Cj para todo f3, esto implica x € U, — C},, asf x € A. Concluimos que
A=BU({U-0C).

Para (b), sea U' € U, existen B' € By C' € C tales que A = B'U(U'—C").
Nétese que B' — U’ C B’ por lo que B’ — U’ es exiguo y cumple que A =
(B'=U")U(U'—C"), esto implica que B'—U’ € By es tal que U'N(B'—=U") = 0.
Asi BNU = .

Sea C" € C, existen U' e U, B’ € By C" € C tales que A = B'U(U'—(").
Observemos que U'NC" es exiguo y es tal que A = B'U (U’ — (U'NU")). Por
loque U'NC" € C cumple U'NC' CU'. Asi C C U.

Para (c) si B, C",U’, son conjuntos que satisfacen (a) y (b), tenemos que
BCB,CCC"yU CU por sus definiciones. O

Teorema 1.40. Un conjunto A tiene la propiedad de Baire si y solo si,
existen dos conjuntos U abierto y P exiguo, tales que A =U /A P.

Demostracion. Para la suficiencia, consideremos U, B, C' conjuntos que satis-
facen el Teorema [1.39 para A y veamos que

A=BU(U-0C)
=BUUN(M-C0C))
=BUUNM-B)N(M—C)) pues BNC =)
=BU((UN (M- (BUCQC)))
= BU(U - (BUC))
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=(BUD)U (U - (BUC))
=(BU(CN(M-U))uU —-(BuUuC))deCCU
=((BN(M-U)u(CnNn(M-U)))u(lU —(BUC))yaque BNU =10
=(BuUuC)N(M—-U))u (U —-(BUCQO))
=((BUC)-U)uU((U—-(BUCQO))
=(BUC)AU
=UA(BUC)
con B U C' exiguo.

Para la necesidad, supongamos que A = U A P con U abierto y P exiguo, y
obtenemos lo siguiente

A=UAP
=(U-P)U(P-U)
=(P-U)U({U - P)

con P — U exiguo pues P—U C P

Concluimos que A tiene la propiedad de Baire. ]

Teorema 1.41. Supongamos que M es un espacio de Baire y A es un sub-
conjunto de M que tiene la propiedad de Baire con A = B U (U — C) donde
B, C son exiguos y U abierto que satisfacen las hipotesis de Teorema [1.59.
Ocurre que A es exiguo si y sélo si U = ().

Demostracién. < Si U =), entonces A=BU () —C)=BU) = B.

= Por el Teorema[1.40] tenemos que A = UA P con U abierto y P exiguo,
ajenos entre si.
Por hipétesis A es exiguo, ademas AU P idem. Por otro lado, AA P C
AU P, lo que implica que A A P es exiguo y nétese que A A P =
(UAP)AP=UAN(PAP)=UAD=U. Esto implica que U es
exiguo y por el Teorema U=0.
O

Teorema 1.42. Un conjunto A tiene la propiedad de Baire si y solo si existen
conjuntos F' cerrado y P exiguo tales que A = F N\ P

Demostracion. = Suponiendo que A tiene la propiedad de Baire, se tiene,
por el Teorema que existen dos conjuntos U abierto y B exiguo
tales que A = U A B, consideremos al conjunto N = cl(U) — U, el cual
es cerrado y denso en ninguna parte pues
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int(cl(N)) =int(cl(cl(U) — U))
=int(cl(U) — U)
=int(cl(U) N (M —U))
=int(cl(U))Nint(M — U)
=int(cl(V)) ﬂ@(M—cl(U))

ademds P = N A B es exiguo por ser subconjunto de N U B que es
exiguo. Si F' =cl(U), entonces

A=UAB
= (c(U) AN) A Bpues cl(U) AN =cl(U) A (cl(U)-U) =U
=cl(U) A (N A B)
= F A P con F cerrado y P exiguo.

< Ahora, si A = F /A P con F cerrado y P exiguo, consideremos a los
conjuntos U =int(F) y N = F — U, con el dltimo cerrado y denso en
ninguna parte por lo siguiente

int(cl(V)) =int(cl(F — U))
=int(F — U)
=int(F)Nint(M — U)
=int(F)Nint(M —int(F))

Ademas, nétese que B = N A P es exiguo yaque NAPCNUPy
obtenemos que

A=FAP
=(UAN)A P pues UAN =int(F) A (F—int(F)) = F
=UA(NAP)
= U A B con U abierto y B exiguo.

Asi, por el Teorema [1.40], A tiene la propiedad de Baire.

Lema 1.43. Si A y B son subconjuntos del espacio M, se tiene que
M—-(AAB)=(M—-A) AB=AA (M - B)
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Demostracion. Observemos lo siguiente

M—-(AAB)=M—-((AUB)N(M — (AN B)))
=(M—-(AUB))U (AN B)

((M—A)ﬂ( — B))U (AN B)
=(M-AuAnB))N(M-B)U(ANB))
= (M -A)uA4)n ((M A)UB))H(((M B)UA)N((M - B)UB))
=(M—-A)UB)N((M—-B)UA)
= (M —-(AN(M - B)))N(AU(M - B))
=(AU(M—-B))— (AN (M — B))
=AN (M - B)

Del hecho que A A B = B /A A obtenemos las dos igualdades planteadas en
la proposicién. ]

Definicién 1.44. Una familia A de subconjuntos de X es una o-algebra si
cumple las siguientes propiedades:

1. 0, X € A,
2. SiAe A, entonces X —Ae A,y

3. {4, :n e N} C Aimplica |, .y An € A

neN
Proposicion 1.45. La clase de los subconjuntos de un espacio topoldgico,
poseedores de la propiedad de Baire es una o-dlgebra.

Demostracion. Para usos posteriores sélo probaremos las propiedades (1) y
(2) de la definicién de o-algebra. Para (1) basta notar que § = QU (0 — 0) y
M = QU (M —0) donde ) es exiguo y 0, M son abiertos.

Para (2) consideremos a A subconjunto de M con la propiedad de Baire,
entonces A = U A B por el Teorema [1.40|y notemos que M — A = M — (U A
B) = (M —U) A B por el Lema[l.43|donde M — U es cerrado y B es exiguo,
asi, por el Teorema M — A tiene la propiedad de Baire. [

Teorema 1.46. Supongamos que G actia en M y que A C M es un conjunto
G-invariante con la propiedad de Baire, digamos A = BU(U—C'). Asumiendo
que B,U,C satisfacen el Teorema[1.39, tenemos que U es G-invariante.
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Demostracion. Sea g € G, ocurre que A = gA = g(BU (U — (C)) = gBU
(gU — gC) por ser G-invariante, esto implica que gU C U y como g 'A =
A=g'BU(g7'U - ¢g7'C), entonces ¢g7'U C U y U C gU. Por tanto U es
G-invariante. O]

Definicién 1.47. Se dice que una accién de GG en M es topolégicamente
ergodica si cada conjunto G-invariante con la propiedad de Baire, es exiguo
o residual.

Proposicion 1.48. Una accion continua en un espacio de Baire es transitiva
sty solo si es topologicamente ergodica.

Demostracion. Para la necesidad supongamos que G actia de manera con-
tinua en un espacio de Baire M y que la accién no es transitiva. Por los
Teoremas [1.22] [1.24] y [1.23] existen dos subconjuntos abiertos, ajenos Uy, Uy
no vacios y G-invariantes. Del hecho que U; y U, son abiertos, tienen la
propiedad de Baire, ademéas no son exiguos por el Teorema y €como
Uy CM—-U;y Uy C M — Uy, tampoco son residuales. Lo que implica que
la accion no es topoldgicamente ergodica.

Para la suficiencia supondremos que la accién no es topoldgicamente ergddica,
por lo que M tiene un subconjunto G-invariante con la propiedad de Bai-
re que no es exiguo ni residual, cuyo complemento también es G-invariante,
tiene la propiedad de Baire y no es exiguo ni residual, asi M tiene dos sub-
conjuntos G-invariantes ajenos A, Ay ambos con la propiedad de Baire y
ninguno exiguo o residual. Del Teorema tenemos Ay = BiU(U; —C4) y
Ay = ByU(Uy—C5) de los cuales Uy # () # U, por el Teorema Del hecho
que A; N Ay = ) tenemos que U; N U, C Cy Uy, lo que implica que Uy N Uy
es exiguo y por el Teorema [1.17] es vacio, asi U; y Us son ajenos, mas ain
son G-invariantes por el Teorema Asi, la accién no es transitiva. O]




Capitulo 2

Implicaciones entre
Propiedades de Acciones de
Grupo

Casi todas las implicaciones siguientes son generalizaciones de resultados
ya conocidos para flujos o mapas simples, sin embargo, la que afirma que
débilmente mezclante implica totalidad transitiva en general no ocurre, pero
si se cumple en grupos abelianos, ver Capitulo 4.

Teorema 2.1. Cada accion fuertemente mezclante es k-transitiva para todo
k.

Demostracién. Sean k € N, U,V subconjuntos abiertos de M*. Supongamos
que la accion de G es fuertemente mezclante, de la definicién de espacio
producto existen Uy,..., U, Vi,..., V) abiertos no vacios de M tales que
U, CUyNV; CV.Si A ={9geG:9U;nNV,=0}conie{l,. . .k}y
A =|JA;, ocurre que A es finito, ya que la accién es fuertemente mezclante.
Asi, existe g € G — A el cual satisface gU; N'V; # () para todo i. Por tanto,
del hecho que G es fuertemente mezclante, G es k-transitivo. ]

Teorema 2.2. Cada accion k-transitiva para todo k es eldstica.

Demostracion. Sean n € Ny U,/ Vy,...,V, C M abiertos. Sabemos que la
accién es n-transitiva por lo que para los abiertos U x U x --- X U (n-veces),
Vix--xV, de M* existe g € G tal que g(UxUx---xU)N(Vyx---xV,) # 0.
Por lo que gU N'V; # () para toda ¢ € {1,...,n}. Se concluye que la accién
es elastica. ]

19
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Teorema 2.3. Cada accion k-transitiva para algin k > 2 es débilmente
mezclante.

Demostracion. Noétese que si k = 2, la proposicién queda demostrada.

En el caso en que k£ > 2, se tiene que si Uy, Vi, Us, Vs, ..., Uk, Vi son abiertos
bésicos, no vacios de M, existe g € G tal que gU; N'V; # () para todo
i€{l,...,k}. En particular, gU; NV} # 0y gUs N V3 # 0, lo cual demuestra
que la accion es débilmente mezclante. O

Teorema 2.4. Cada accion eldstica es totalmente transitiva.

Demostracion. Sean H < G de indice finito y sea {g1, g2, ..., gx} una trans-
versal izquierda de H en G. Y sean U, V abiertos no vacios de M, claramente
g;V es abierto para todo i. Del hecho que la accién es elastica, existe g € G
tal que gU N ¢;V # () para todo i. Notemos que g = g;h para algin j y para
algin h € H, por lo que g;AU N ¢;V # O implica que hU N’V # (. Por tanto
H es transitivo y la accién es totalmente transitiva. O

Teorema 2.5. Sea H un subgrupo de indice finito de un grupo transitivo G
sobre M. Si x € M y la orbita G, es densa en M, entonces

a) int(cl(H,)) es H-invariante,
b) x eint(cl(H,)),
c) cl(int(cl(H,))) =cl(H,), y

d) para todo g € G, si int(cl(H,))Nint(cl(Hyy)) # 0, entonces int(cl(Hyy))
= int(cl(H,)).

Demostracion. Para cada y € M, sea V, =int(cl(H,)).

a) Se cumple por definicién de H-érbita que V, es H-invariante.

b) Tomemos una transversal izquierda {g; = e, g2,...,gx} de H en G. No-

temos que, z € G, siy sélo si z = g para algin g € G con g = g;h para
algin 7, es decir, z = g;hx siy sélosi z € |J g;H,, es decir, G, = | ¢:H,,
de donde M =cl(G,) = Jcl(g;H:) = J gicl(H,).
Ahora, como M es un espacio de Baire y es la union finita de los con-
juntos g;cl(H;) que son homeomorfos entre si, en particular el conjunto
gicl(H,) =cl(H,) debe tener interior no vacio ya que M # (), es decir,
V, =int(cl(H,)) es no vacio. Como V, es un subconjunto abierto de
cl(H,), ademas H, es denso en cl(H,), existe h € H tal que hx € V. y
por (a) x € V.



21

c¢) Por (a) y (b) tenemos que H, C V, y cl(H,) Ccl(V,). Por otro lado
int(cl(H,)) =V, Ccl(H,), por ende cl(V,) Ccl(cl(H,)) =cl(H,).

d) Sea g € G tal que V, NV, # 0, se tiene que V, NV, es un abierto
no vacio de cl(H,). Como H, es densa en cl(H,), H, N (V, N'V,,) # 0.
Por lo que existe h € H tal que hx € V,, asi por (a) H, C Vi,
y cl(H;) € (V) = cl(Hy,) por (c), de donde V, = int(cl(H,)) C
int(cl(Hyy)) = Vya, es decir, V,, C vg,. Finalmente, como z € D implica
gz € D, V,NV,, Ccl(Hy,), con Hy, Ccl(Hy,) denso, HyN(VoNVy,) # 0
yparah € H, hgx € V, y Hy, CV,, de donde cl(H,,) Ccl(V,) =cl(H,),
por lo que Vi, =int(cl(H,,)) Cint(cl(H,)) = V4, es decir, V,, C V.

O

Teorema 2.6. Cada accion débilmente mezclante en un espacio de Baire
sequndo numerable es totalmente transitiva.

Demostracion. Probaremos la contrapositiva de la proposicién, suponiendo
que la acciéon no es totalmente transitiva, es decir, G transitivo en M tiene
un subgrupo H de indice finito que no es transitivo en M.

Para cada £ € M denotaremos a V, como el interior de la cerradura de la
H-6rbita de z, es decir, V,, =int(cl(H,)). Sea D el conjunto de puntos z para
los cuales G, es denso en M, el cual es no vacio por el Teorema [1.31]

Sea x € D, como H no es transitivo, cl(H,) # M por los Teoremas y
. Luego, del hecho que M —cl(H,) es abierto y no vacio, existe g € G tal
que gx € M—cl(H,).

Si G es débilmente mezclante, existe h € G tal que hV,NV, # 0y hV,NV,, #
0 lo que implica, por el Teorema 2.5 (d), AV, =V, y WV, = Vi, asi V, =V,
y como gz € Vg, por el Teorema (b), gr € V, Ccl(H,) lo que es una
contradiccién. Por tanto, la accién no es débilmente mezclante. O

Empleamos el ejemplo de abajo para argumentar que la implicacién de
los Teoremas [2.4] y [2.6] es propia.

Ejemplo 2.7. Consideremos una rotacién irracional R, en el grupo S!. El
grupo G generado por las iteraciones de la funcién rotacion es totalmente
transitivo, pero no es débilmente mezclante ni elastico.

Notemos que el grupo G es ciclico y G =< R,, > donde w € S! es tal que
arg(w) € I y no es miltiplo de 7. De este hecho, tenemos que si H es un
subgrupo no trivial de G, existe n € N de tal manera que H =< Ryn >, por
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lo que H es infinito y tiene indice n. De este hecho y del hecho que la imagen
de la accién de G en S* es densa en S!, la imagen de la accién de H en S*
idem. Por lo que podemos concluir que H es transitivo en S'. Por tanto G
es totalmente transitivo en S*.

Para ver que G no es débilmente mezclante consideremos los abiertos U; =
{z € S0 <arg(z) < 2}, U = {2z € S' : 7w < arg(z) < L},
Vi={ze8 T <arg(z) <Z}yVa={ze 8" :% <arglz) < L}y
supongamos que existe R, € G tal que R,(U3y x V1) N (Uy x Vo) # (o
Rwr<U2 X ‘/2) N (Ul X ‘/1) 7é Q)

En el primer caso, se sigue que Ry,~(U;)NUs # 0y Ry (V1) NVa # 0, es decir,
R, (z1) € Us para algin z; € Uy y Ryr(22) € V3 para algin 2z, € V4, por lo

que 0 < rarg(w)arg(z1) < rarg(w)z, © < rarg(w)arg(z) < L, asi como,

10

rarg(w)r < rarg(w)arg(z) < rarg(w)s y & < rarg(w)arg(z) < 2, sin
embargo, esto implica rarg(w)arg(z2) < rarg(w)arg(z) y rarg(w)arg(z;) <
rarg(w)arg(zz) lo cual es una contradiccion, asi G no es débilmente mezclan-
te.

Finalmente, veamos que G no es elastico. Consideremos a los abiertos U =

{ze S <arglz) < I Vi ={z€ 8" : & <arglz) < T}V, =
{z €8 : Tt <arg(z) < 37}. Si existe Rym € G tal que Rym(U)NVi £ 0Dy
Rym (U)NVa # (), podemos elegir w™u € Rym (U)NVy y w™u' € Rym (U)N Vs,
los cuales satisfacen |arg(w™u) — arg(w™u’)| = |arg(u) — arg(u’)]. Sin em-
bargo, |arg(u) — arg(u’)] < % v |arg(w™u) — arg(w™u’)] > 7, lo cual es
una contradiccién y podemos concluir que no existe tal R,» € G y G no es

elastico.
Teorema 2.8. Cada accidn totalmente transitiva es transitiva.

Demostracion. Supongamos que la accién es totalmente transitiva y tomemos
U,V C M abiertos, no vacios. Como G es un subgrupo de indice finito de G,
entonces es transitivo y existe g € G tal que gU NV # 0. [

El siguiente ejemplo muestra que el inverso del teorema anterior no se
cumple.

Ejemplo 2.9. La accién de multiplicacién del grupo R* en R, con la to-
pologia usual, es transitiva, pero la accién inducida en el subgrupo RT, de
indice finito 2, no lo es. Por lo que el grupo R* no es totalmente transitivo.

Finalmente, veremos que no existe relacién entre las nociones de elastici-
dad, mezclante débil y k-transitividad.
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Ejemplo 2.10. Sea G el grupo de todos los homeomorfismos de R que pre-
servan orientacién. GG es elastico pero no es débilmente mezclante.
SiU, Vi, ..., V, C R son abiertos no vacios y ajenos con U basicoy V,...,V,
acotados. Definamos a = inf(|JV;), b = sup(UV;), ¢ = inf(U) y d = sup(U),
sabemos que existe f : R — R un homeomorfismo que preserva orientacion
tal que f((¢,d)) = (a,b), por tanto f(U) NV, para todo i € {1,--- ,n}, es
decir, GG es elastico.
Ahora, veremos que la accién no es débilmente mezclante, tomando (1,2) x
(3,4), (5%,0) x (=5, —4) abiertos de R? y suponiendo que existe g un ho-
meomorfismo que preserva orientacién tal que (g(1,2) x g(3,4)) N ((5F,0) x
(=5,-4)) # 0, por lo que g(1,2) N (F,0) # 0y g(3,4) N (=5,-4) # 0,
es decir, g(z) € (5,0) para algin = € (1,2) y g(y) € (=5, —4) para algin
€ (3,4), o bien, 5t < g(x) <0, -5 < g(y) < —4, 1<z <2y3<y<4,
esto significa * < y y g(y) < g(x), lo cual es una contradiccién. Por tanto no
existe tal g y la acciéon no es débilmente mezclante.

Ejemplo 2.11. En este ejemplo veremos que la propiedad de un grupo de
ser débilmente mezclante no necesariamente implica la de ser elastico.

Para n > 2 la accién lineal de SL(n,Z) en R"™ es débilmente mezclante, mas
aun, es (n—1)-transitiva, ver [2]. Pero no es eldstica, ya que la accién preserva
volimenes.

Ejemplo 2.12. Sea G el grupo de homeomorfismos de R que actia en R con
la topologia usual. Se tiene que G es elastico y débilmente mezclante, pero
no es 3-transitivo.

En el Ejemplo el grupo dado es un subgrupo de G, el cual es elastico,
por tanto G es elastico segun la Proposicién |3.11}

Veamos que es débilmente mezclante. Sean Uy, Us, V1, V5 abiertos béasicos no
vacios de R y a3 = inf(U;), ag = sup(Uy),by = inf(Us), by = sup(Us),c1 =
if(V1),co = sup(V1),dy = if(13),ds = sup(Va),a = min{as,b;},d’ =
méx{as, by}, c = min{cy, di }, ¢ = méx{cy, ds}, existe un homeomorfismo que
satisface f((a,a’)) = (¢, ) por lo que f(U;) N'Vy # (0 y la accién es débil-
mente mezclante.

Para ver que G no es 3-transitivo, consideremos los abiertos Uy = (0, 1), Uy =
(2,3),Us = (=3,-2), Vi = (=5,—4),Vo = (-7,-6), V3 = (-9, —8) y supon-
gamos que existe f € G tal que f(U;)NV; # (), f(Ug)ﬂVg £ 0y f(Us)NVz £ 0,
entonces f(uy) € (—5,—4) para algin u; € (0,1), f(uz) € (—7,—6) para
algin us € (2,3) y f(us) € (=9, —8) para algin uz € (—3,—2), lo cual es
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una contradiccion al hecho que f es continua e inyectiva, pues esto implica
que es monotona. Concluimos que la accién no es 3-transitiva.

Ejemplo 2.13. En este ejemplo observamos que el reciproco del Teorema
2.1] no necesariamente se cumple, es decir que una accién sea k-transitiva
para toda k, no necesariamente implica que sea fuertemente mezclante.

Si G es el grupo de homeomorfismos de R™ con n > 2, tenemos que G es
k-transitivo para toda k, sin embargo, no es fuertemente mezclante, ver [1].

Teorema 2.14. Todo grupo infinito G tiene una accion fuertemente mez-
clante en un espacio métrico compacto.

Demostracion. Dado un grupo infinito G, consideremos al espacio M =
{0,1}% dotado de la topolgia producto, el cual sabemos que es métrico y
compacto. La accién natural de G en M se define de la siguiente manera

g()(@) = flg~"2)

para g,x € Gy f: G — {0,1} € M. Con las hipétesis anteriores tenemos
que la accién es fuertemente mezclante, ver [4]. O

Las implicaciones estrictas de los teoremas anteriores se pueden resumir
con el siguiente diagrama

Fuertemente Mezclante

|

k-transitiva para toda k

— O\

Débilmente Mezclante Eléstica

T~

Totalmente Transitiva

|

Transitiva



Capitulo 3

Heredabilidad de las
Propiedades de Acciones de

Grupo

3.1. Heredabilidad bajo semi-conjugacién

Definicién 3.1. Si GG actia en dos espacios topolégicos M7 y My, una funcion
continua f : M; — M> es llamada una semi-conjugacion si es sobreyectiva
y G-equivariante o G-equivalente, es decir, gf(z) = f(gz) para cualesquiera
geGyxe M.

Teorema 3.2. Si f : My — M,y es una semi-conjugacion, U,V son dos
abiertos de My y g € G, ocurre que gU NV C f(gf Y U) N f~1(V)).

Demostracion. Noétese que

hew | I

—~ —~

Donde gUNV C gf(f~1(U)) N f(f7H(V)). .

25
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Teorema 3.3. Si f es una semi-conjugacion y la accion de G en M es
fuertemente mezclante, entonces la accion de G en My idem.

Demostracion. Sea f : M; — My una semi-conjugacién con G actuando en
M de manera fuertemente mezclante, G actuando en My y U,V abiertos no
vacios de My, del hecho que G es fuertemente mezclante en M, el conjunto
L={geG:gf(U)N f~1(V) =0} es finito. Por otro lado, sea I, = {h €
G :hUNV =0} y tomemos g € Iy, entonces gf 1 (U) N f~1(V) = 0, de
donde gUNV C f(gf M (U)NfY (V) =0. Asige Ly I, C I,.

Ahora, sea h € G — Iy, es decir, hf =Y (U) N f~1(V) # 0, por lo que 0 #
f(hf~8(U) N f74(V)) = hU N V. Por tanto h € G — I, lo que implica
G— 1, C G-I, o0bien, I, C [;. Concluimos que Iy = I es finito y la accién
en M, es fuertemente transitivo. O

Teorema 3.4. Si f es una semi-conjugacion y la accion de G en M; es
k-transitiva para toda k, entonces la accion de G en My idem.

Demostracion. Sean f : M; — M, una semi-conjugacién con GG k-transitivo
para toda k € N en M; y G actuando en Mg, ke Ny Uy, ... Uk,Vl,...,Vk
abiertos de My; se tiene que f~H(Uy),..., f~H(U), f7*(V1),..., f (Vi) son
abiertos de M; para los cuales existe g € G tal que gf WU)yn f~Y(Vvi) £ 0
para todo i € {1,...,k}, de donde @ # f(gf " (U;)N f~1(Vi)) = gU;NV; para
toda i € {1,...,k}, asi G es k-transitivo en M, para todo k € N. ]

Teorema 3.5. St f es una semi-conjugacion y la accion de G en My es
débilmente mezclante, entonces la accion de G en My idem.

Demostracion. Por el Teorema anterior. OJ

Teorema 3.6. Si f es una semi-conjugacion y la accion de G en M es
eldstica, entonces la accion de G en My idem.

Demostracion. Sean f : M; — M, una semi-conjugacion con G elastico
en My, G actuando en M, n € N y una coleccion finita de abiertos no
vacios de My, U, V4,...,V,, ocurre que f~Y(U), f~1(V1),..., f~1(V,) es una
coleccion finita de abiertos no vacios de M;, por lo que existe g € G tal que
gf 1 U)N f7YV;) # 0 para toda i € {1,...,n}, as{ f(gf 1 (U))NV; £0, 0
bien, gU N'V; # 0 para toda i € {1,...,n} y G es eldstico en M. ]

Teorema 3.7. Si f es una semi-conjugacion y la accion de G en M es
transitiva, entonces la accion de G en My idem.
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Demostracion. Sean f : M; — M, una semi-conjugaciéon con G transiti-
vo en M;, G actuando en My y U,V abiertos no vacios de M,, entonces
F7YU), f~1(V) son abiertos no vacios de M; y para ellos existe g € G tal
que gf " HU)N f~Y(V) # 0 de donde gUNV # By G es transitivo en My. [

Las propiedades de la acciéon en M,, en general, no son heredadas por la
accion en M;.

3.2. Heredabilidad de y hacia subgrupos

Teorema 3.8. St H es un subgrupo de indice finito de G y H es fuertemente
mezclante, entonces G es fuertemente mezclante.

Demostracion. Consideremos una transveral izquierda {g; = e, ¢2,93,..., g1}
de H en G, dos conjuntos abiertos no vacios U,V de M y el conjunto {g €
G : gUNV = 0} para el cual ocurre que {g € G : gUNV = 0} = |J,{g €
gH :gUNV =0} =Udgh :h e Hy gghUNV =0} = J,9:{h € H :
ghUNV =0}.

Como H es fuertemente mezclante, los conjuntos {h € H : g;hU NV = (}
son finitos, por lo que {g € G : gU NV = P} es finito. Asi G es fuertemente
mezclante. O

Teorema 3.9. Si H es un subgrupo de G y H es k-transitivo, entonces G
es k-transitivo.

Demostracion. Sean Uy, ..., Uy, Vi,..., V) abiertos no vacios de M. Como H
es k-transitivo y H C G, existe g € H y g € G tal que gU; N'V; # ). Por
tanto G es k-transitivo para todo k € N. [

Teorema 3.10. Si H es un subgrupo de G y H es débilmente mezclante,
entonces G es débilmente mezclante.

Demostracion. Se sigue del Teorema anterior con k = 2. ]

Teorema 3.11. Si H es un subgrupo de G y H es eldstico, entonces G es
elastico.

Demostracion. Sean n € N y una coleccion finita de abiertos no vacios de M,

U, Vi,...,V,. Entonces existe h € H y por ende h € G tal que hUNV; # ()
para todo i € {1,...,n}. Asi G es eléstico. O
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Teorema 3.12. Si H es un subgrupo de G y H es totalmente transitivo,
entonces G es totalmente transitivo.

Demostracion. Sea I un subgrupo de G de indice finito. Notemos que I N H
es un subgrupo de indice finito de H, el cual es transitivo, con ello y por el
Teorema siguiente I es transitivo. Por tanto GG es totalmente transitivo. [

Teorema 3.13. Si H es un subgrupo de G y H es transitivo, entonces G es
transitivo.

Demostracion. Sean U,V abiertos no vacios de M, para ellos existe h € H,
tal que hU NV # () donde h € G. Por lo que G es transitivo. O

Ahora analizaremos la situacién inversa de los teoremas previos en esta
seccion.

Teorema 3.14. Si H es un subgrupo de un grupo fuertemente mezclante G,
entonces H es fuertemente mezclante.

Demostracion. Sean U,V abiertos no vacios de M. Notemos lo siguiente:
{9e H:gUNV =0} C{geG:gUNV =0}

donde el tltimo es finito, por lo que el primero también y H es fuertemente
mezclante. O

Teorema 3.15. Si H es un subgrupo de indice finito de un grupo eldstico G,
entonces H es elastico.

Demostracion. Sean n € Ny U, Vy,...,V, abiertos no vacios de M y una
transversal izquierda de H en G, {g1, . .., gm }, €xiste g € G tal que gUNg;V; #
() para cualesquierai € {1,...,m}yj € {1,...,n} donde g = gyh para algiin
ke {l,...,m}y h € H, entonces gihU N g,V; # 0, ast hU NV, # O para
todo j € {1,...,n}. O

Teorema 3.16. Si H es un subgrupo de indice finito de un grupo totalmente
transitivo G, entonces H es totalmente transitivo.

Demostracion. Si I es un subgrupo de indice finito de H entonces también
es un subgrupo de indice finito de G. Por lo que [ es transitivo y H es
totalmente transitivo. O
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Teorema 3.17. Si G es kl-transitivo en M, entonces cada subgrupo de indice
[ de G es k-transitivo en M.

Demostracion. Sean una transversal izquierda del subgrupo H de indice [ en
G, {g91,-..,a}t yUy,...,UsVi,...,Vj abiertos no vacios de M, observemos
que del hecho que G es ki-transitivo, existe g € G tal que gU; N g;V; # 0
para todo i € {1,...,l} y todo j € {1,...,k}. Nétese que g = g¢;h para
algin g; y h € H. Por lo que ¢g;hU; N ¢;V; # 0 implica hU; NV; # 0y H es
k-transitivo. [

Los siguientes ejemplos muestran que la transitividad y el ser débillmente
mezclante no son propiedades que se heredan a subgrupos de orden finito.

Ejemplo 3.18. Consideremos como G al grupo de homeomorfismos de R
y H el subgrupo de homeomorfismos que preservan orientacién. De ambos
sabemos que G es débilmente mezclante y H no lo es por los Ejemplos [2.10

y 212

Ejemplo 3.19. Sea G el grupo R* actuando con la multiplicaciéon usual en
R y H el subgrupo de RT, claramente G es transitivo mientras que H no lo

es por el Ejemplo [2.9]

3.3. Heredabilidad Productiva

Para la heredabilidad de propiedades dinanimas hacia el producto supon-

dremos que G'y H son grupos infinitos que actuan en los espacios topoldgicos
My N.

Teorema 3.20. 57 G y H son k-transitivos para toda k, entonces la accion
inducida de G x H en M x N también lo es.

Demostracion. Sea k € Ny Uf* x UiB,...,Uka X U,’nyf" x‘/lﬁ,...,Vka X Vkﬁ
abiertos basicos no vacios de M x N, ya que, para todo abierto del espacio
producto existe dicha coleccion cuyo producto es subconjunto de él. Como
G y H son k-transitivos, existen ¢ € G,h € H tales que gU*NV* #£ () y
hUPVP £ 0, 0 bien (g, h) € Gx H es tal que (g, h)(U*xUP)N(VEx V) £ .
Por tanto G x H es k-transitivo. ]

Teorema 3.21. El hecho que Gy H son ambos débilmente mezclantes, im-
plica que la accion inducida de G X H en M X N es débilmente mezclante.
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Demostracion. Se sigue del teorema anterior para k = 2. O]

Teorema 3.22. Cuando G y H son eldsticos, la accion inducida de G x H
en M x N es eldstica.

Demostracion. Seann € Ny U, x Ug, VX V... V¥ x VF abiertos bésicos
y no vacios de M x N, como G y H son elasticos, existen g € Gy h € H
tales que gU, NV,* % 0y hUz N V? + § para todo i € {1,...,n}, por lo
que (g,h) € G x H es tal que (g, h) (U, x Uz) N (V;* x V) # @ y podemos
concluir que G x H es elastico. O

Teorema 3.23. 5@ G y H son totalmente transitivos, la accion inducida de
G x H en M x N es totalmente transitiva.

Demostracion. Si I x J es un subgrupo de indice finito de G x H, entonces [ y
J son subgrupos de indice finito de G y H. Por lo que I y J son transitivos. Asi
por el Teorema I x J es transitivo y G x H es totalmente transitivo. []

Teorema 3.24. Siempre que G y H sean transitivos, la accion inducida de
G x H en M x N también lo serd.

Demostracion. Sean U x V,W x X abiertos bésicos no vacios de M x N,
como Gy H son transitivos, existen g € G, h € H tales que gUNW # 0y
heVNX#0,es decir, (g,h)(U x V)N (W x X) # . Por tanto G x H es

transitivo. O

Proposicion 3.25. La propiedad de ser fuertemente mezclante no se hereda
al producto de grupos finitos.

Demostracion. Sean Uy, Uy C M, V7, Vo C N abiertos no vacios, tenemos lo
siguiente:

A={(g.h) € G x H: (g h)(Us x Vi) N (Us x Vi) = B} = {(5,
gUiNUs=00hVinVo =0} =({g € G:gUiNU, =0} x H
H:hViNnVy=0}).

Como G y H son infinitos, A no es finito, lo que implica que la propiedad no
se hereda al producto de grupos finitos. O

e G x H:

h)
YU(G x {h €

Ahora consideremos un grupo G que actia en dos espacios topoldgicos
M y N con N un espacio de Hausdorff, denso en si mismo y sea la accion
diagonal de G en M x N, es decir, g(x,y) = (9z,9y),9 € G, (z,y) € M x N.
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Teorema 3.26. Si G es fuertemente mezclante en M y en N, entonces G
es fuertemente mezclante en M x N,

Demostracion. Sean Uy, U, abiertos no vacios de M y Vi, V5 abiertos no vacios
de N. Por hipétesis, G' actia de manera fuertemente mezclante en M y en N,
esto implica que los conjuntos {g € G : gU1NUy =0} y {g € G : gV1NV, = (I}
son finitos. Por ende, el conjunto {g € G : gU; NUs = 0 0 gVh NV, = 0}
idem. Asi concluimos que la accién diagonal de G en M x N es fuertemente
mezclante. [

Teorema 3.27. §i G es fuertemente mezclante en M y es k-transitivo en
N, G es k-transitivo en M x N.

Demostracion. Sabemos que la accién de G en N es k-transitiva, es decir, G
es transitivo en N*. Del hecho que G es fuertemente mezclante en M, por el
Teorema [3.26, G es fuertemente mezclante en M*. Asi, por el Teorema
G es transitivo en (M x N)* es decir, G es k-transitivo en M x N. O

Teorema 3.28. Si G es fuertemente mezclante en M y es débilmente mez-
clante en N, entonces G es débilmente mezclante en M x N.

Demostracion. Se sigue del Teorema |3.27| con k = 2. ]

Teorema 3.29. St G es fuertemente mezclante en M y es eldstico en N,
ocurre que G es eldstico en M x N.

Demostracion. Sean U, Uy, ..., Uy abiertos no vacios de M y V,Vi,..., Vi
abiertos no vacios de N. Sabemos que para cada i € {1,...,k}, el conjunto
{9 € G: gUNU; =0} es finito por lo que | J;{g € G : gU NU; = 0} también
es finito.

Por otro lado, el conjunto {g € G : gV N'V; # () para toda i} es infinito por
el Teorema [1.37, De donde existe g € G tal que gUNU; # Dy gV NV; # 0
para toda i, es decir, g(U x V)N (U; x V;) # (. Por lo que G es eldstico en
M x N. ]

Teorema 3.30. Mientras G sea fuertemente mezclante en M y totalmente
transitivo en N, G serd totalmente transitivo en M x N.

Demostracion. Supdéngase que G es totalmente transitivo en N. Sea H un
subgrupo de GG de indice finito, H es fuertemente mezclante en M por hipote-
sis y el Teorema |3.14] Ademas H es totalmente transitivo en N por hipotesis
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y el Teorema [3.16] De donde H es transitivo en N por el Teorema [2.8] Asf,
por el Teorema [3.31] H es transitivo en M x N y G es totalmente transitivo
en M x N. O

Teorema 3.31. Si G es fuertemente mezclante en M vy es transitivo en
un espacio de Hausdorff denso en si mismo N, entonces G es transitivo en
M x N.

Demostracion. Se tiene que el conjunto {g € G : gU; N Uy = 0} es finito
y como G es transitivo en N denso en si mismo. Por el Teorema [1.32] el
conjunto {g € G : gV1 NV, # B} es infinito. Por lo que existe ¢ € G tal que
gUiNUy £ 0y gViNVy (), o bien, g(Uy x Vi) N (Uy X Vo # ). Por tanto
G es transitivo en M x N. O

Notese que el Teorema anterior nos proporciona situaciones que muestran
que el Teorema falla sin la hipdtesis en que el subgrupo tiene indice finito
pues si suponemos que G es fuertemente mezclante en M. Entonces G2 no es
fuertemente mezclante en M?, como se demostré anteriormente. Sin embargo,
la accién diagonal de G es fuertemente mezclante en M? por el Teorema
Es decir, el subgrupo diagonal {(g,g) : ¢ € G} de G? es fuertemente
mezclante, pero no lo es G2.



Capitulo 4

Acciones de Grupos Abelianos
y Acciones Caodticas

4.1. Acciones de grupos abelianos

Teorema 4.1. Si una accion de un grupo abeliano es fuertemente mezclante,
esta es k-transitiva para toda k € N. Ver Teorema |2.1

Teorema 4.2. Una accion de un grupo abeliano es k-transitiva st y solo si
es débilmente mezclante.

Demostracion. La primer implicacion de esta proposicion es clara por defi-
nicion.

Para la segunda implicacién consideremos Uy, ..., U, Vi,..., V) abiertos no
vacios. Del hecho que la acciéon es débilmente mezclante, existe go € G
tal que goUs NUp # By goVo NV # 0. Ademds, existe g3 € G tal que
93UsN(g2UsNU) # 0y g3V3N(g2VaNVi) # 0. Siguiendo este razonamiento en
un nimero finito de pasos, obtenemos g;, € G para el cual g Uy N (gr_1Uk_1N
Gy Uk—2N- - -NgoUaNUL) # Oy gk ViN (gk—1Vie1Nge—2Vi—aN- - -NgaVoN Vi) # 0.
Ahora, sean U = g, Uy N---NgUsNU; 0Dy V = g U N---NgaVoNV; £ 0,
para los cuales existe g € G tal que gU NV # 0, dicho de otra manera,
9(grUxN - -NgaUaNU) N (geUx N -+ -NgeVaN V7)) # 0. Si g1 = e, tenemos que
para todai € {1,...,k}, g9:UiNg;Vi = g:9U; N gigU; N g:Vi = g;(gU;NV;) # .
Asi, gU;NV; # () para toda i € {1,...,k}. Por tanto, la accién es k-transitiva
para toda k. [

33
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Teorema 4.3. Una accion de un grupo abeliano es débilmente mezclante st
y solo si es eldstica.

Demostracidn. La suficiencia de esta proposicién se obtiene del Teorema [4.2]
al obtener que la accion es k-transitiva para toda k y de esto, por el Teorema
concluimos que la accién débilmente mezclante también es eldstica.

Para la necesidad procedemos tomando Uy, Us, V7, V5 abiertos no vacios de M.
Por elasticidad, existe g; € G tal que g;U,NUy # 0y g1U;NVay # (). También
hay un g € G de tal manera que g(U; Ng; 'Us) NVL # Oy g(Uy N gy UL) N
(U1NgytVa) # (0. Por ello gU NVy # Oy g9y ' UsN gy (gUs N V) # 0, es decir,
gUsN V4 # (0. Con esto concluimos que la accion es débilmente mezclante. [

Teorema 4.4. Si una accion de un grupo abeliano es eldstica, entonces serd
totalmente transitiva.

Demostracion. Consecuencia del Teorema 2.4 O

Teorema 4.5. Si una accion de grupo abeliano es totalmente transitiva, es
transitiva.

Demostracion. Véase Teorema 2.8 ]

Las implicaciones logicas de los teoremas anteriores se pueden resumir
con el siguiente diagrama

Fuertemente Mezclante

l

Elastica

T

Débilmente Mezclante «—————— k-transitiva para toda k

T~

Totalmente Transitiva

l

Transitiva
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En los Teoremas [3.14}, [3.15], [3.16], [3.17] v los subsecuentes ejemplos obtuvi-
mos que la propiedad de ser débilmente mezclante de un grupo no necesaria-
mente se hereda a subgrupos de indice finito, sin embargo, si ocurre cuando
los grupos son abelianos.

Proposicion 4.6. Si G tiene un subgrupo abeliano A que es débilmente
mezclante, entonces todo subgrupo H de indice finito de G es débilmente
mezclante.

Demostracion. Del hecho que A es abeliano y débilmente mezclante, por el
Teorema obtenemos que A es elastico, lo cual implica que G idem por
el Teorema y H es eldstico por el Teorema [3.15] Asi H es débilmente
mezclante por el Teorema [4.3] O

4.2. Acciones Cadticas

Definicién 4.7. La acciéon de GG en M es cadticasi es transitiva y el conjunto
de puntos en M cuya G-6rbita es finita, es denso.

Teorema 4.8. Si una accion cadtica es fuertemente mezclante, entonces es
k-transitiva para toda k.

Demostracion. Consecuencia del Teorema [2.11 O

Teorema 4.9. Una accion cadtica en un espacio Ty es k-transitiva para toda
k si y solo si es débilmente mezclante.

Demostracion. Probar la suficiencia es trivial.

Para demostrar la necesidad notemos que como la accién es débilmente mez-
clante por el Teorema [2.6, también es totalmente transitiva y con esto pro-
bemos lo siguiente:

Procederemos por induccién. Supongamos que G es totalmente transitivo,
cadtico y k-transitivo para algin k > 1, veamos que G es (k + 1)-transitivo.
Sean Uy, ..., U1, Vi, ..., Vi1 abiertos no vacios de M, por hipétesis de in-
duccién, existe g € G tal que gU; N'V; # () para toda i € {1,...,k}, luego,
del hecho que G es cadtico, para toda i < k existe z; € U; N g~V tal que
Gy, es finita. Ahora, sea H = ({h € G : ha; = x;} ={h € G : ha; = X;
para toda i € {1,...,k}}, ndtese que H tiene indice finito y del hecho que



36

G es totalmente transitivo, existe h € H tal que hlUj. N g~ Viy1 # 0 para
todai € {1,...,k,k+1}. ]

Teorema 4.10. Acciones cadticas en espacios de Baire y sequndo numerables
son débilmente mezclantes si y solo si son eldsticas.

Demostracion. Por el Teorema si la accion es débilmente mezclante, en-
tonces es k-transitiva para toda k y por el Teorema [2.2] es eldtica.

Por otro lado, si la accién es cadtica y elastica se obtiene que es totalmen-
te transitiva, lo que implica que la accién es k-transitiva para toda k, en
particular, es débilmente mezclante. O

Teorema 4.11. Una accion cadtica y eldstica, es totalmente transitiva y
VICEVETSa.

Demostracion. Del Teorema tenemos que cuando la accion es eléstica,
también es totalmente transitiva.

Por otro lado, si la accién es totalmente transitiva, entonces es k transitiva
para toda k y por el Teorema es elastica. O

Teorema 4.12. Toda accion cadtica y totalmente transitiva es transitiva.

Demostracion. Se sigue del Teorema [2.8] O

Las implicaciones de los teoremas anteriores se representan en el siguiente
diagrama

Fuertemente Mezclante

/

Débilmente Mezclante ———— Totalmente Transitiva

T |

Elastica k-transitiva para toda k

/

Transitiva
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Ejemplo 8. Considérese la accién lineal de SL(n,Z), el grupo lineal es-
pecial de matrices cuadradas de tamano n y entradas enteras, en el toro
T" = R"/Z"™ con n > 2; esta accién es cadtica, débilmente mezclante, pero
no fuertemente mezclante.

Demostracion. Nétese que T = R"/Z" = {x + Z" : « € R"} y la accién se
define como A(z 4+ Z") = (Az) + Z" para cada A € SL(n,Z).

Tenemos que si H € SL(n,Z) es una matriz hiperbdlica, el subgrupo < H >
de SL(n,Z) es débilmente mezclante, ver [19] y por el Teoremal[3.10| SL(n, Z)
idem. Asi, por los Teoremas v [2.8] el grupo especial lineal es transitivo.
Sea F' el conjunto de puntos de T™ con 6rbita finita, se tiene lo siguien-
te: Si m € N, consideremos los conjuntos D,, = {(:)z : € Z"} C R"
v D, +7Z" C T", de los cuales el ultimo tiene orbita finita, mas ain es
SL(n,Z)-invariante. Sean A € SL(n,Z) y (+)z + Z" € D,, + Z", clara-
mente A(%az +7Z") = %Aaz + Z™ el cual pertenece a D,, + Z", por tan-
to Dy, + Z" es SL(n,Z)-invariante. Por otro lado, ndtese que D,, + Z" =
{(Z)x+7Z":x e 2"} = {(F21, 522,..., ~x,) + Z" : x; € Z para todo
ie{l,...,n}} = {(%xl,ixg,...,%xn)—i-zn cx; € 2,0 < x; <m—1 para
todo i € {1,...,n}} el cual es finito de cardinal m". Asi D,, + Z C F tiene
6rbita finita y es SL(n,Z)-invariante; esto sucede para todo m € N. Por lo
que U,,(Dm +Z") C F es SL(n, Z)-invariante.

Recordemos que la topologia usualmente dada a T™ esta dada a partir de la
funcién p : R® — R"/Z"™ definida como p(x) = x + Z", de tal manera que
decimos U C T™ es un abierto si y sélo si p~!(U) es un abierto de la topologia
producto de R™. Con ello, observemos lo siguiente:

P U (D +27M) = {z € R: p(x) € U,,, D + 2"}
={zxeR":p(z) € D,, +Z",m € N}
={reR":2+2"€ D,,+7Z",m e N}

={zeR":z € D,,meN}
:{xGR”:x:%y,meN,yEZ”}
={tyeR":meN,yeZ"}
Sy € Ry € 7
U, Du
—Qn
el cual es denso. Por lo que p(p~*(U,, Dm + Z")) = p(Q") = Q™ + Z".
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Ademéds, del hecho que p es continua y Q™ es denso en R", p(Q") = Q" + Z"™
es denso en T™ y nétese que Q" +Z" = (U,, Dm) +Z" C U,,(Dym +Z"). Asi
U,,,(Dm + Z"™) es denso y F' idem.

Por lo anterior, SL(n,Z) es transitivo y el conjunto de puntos cuya érbita es
finita, es denso, es decir, SL(n,Z) es cadtico.

Ademas, del hecho de ser débilmente mezclante, por el Teorema , SL(n,Z)
es k-transitivo para toda k. Pero, no es fuertemente mezclante. O
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