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Introducción

Uno de los conceptos que ha inquietado a los topólogos es el de contractibilidad. In-
tuitivamente un espacio es contráctil si se puede deformarse de manera continua hasta
llevarlo a un sólo punto. Este concepto ha sido ampliamente estudiado por una cantidad
importante de investigadores. Existe en la literatura un concepto relacionado a este, el
cual es llamado pseudo-contractibilidad. En cierto modo generaliza la noción de contrac-
tibilidad. Este trabajo está enfocado principalmente en el estudio de este último, aplicado
escencialmente a hiperespacios de continuos.
R. H. Bing introdujo la noción de pseudo-contractibilidad; sin embargo, fue W. Kuperberg
el primer matemático que probó que las nociones de pseudo-contractibilidad y contracti-
bilidad son diferentes. Por la naturaleza del ejemplo que el dio, el cual, en apariencia es
más complejo de escribir y muy similar en cierto sentido a la curva del topólogo sen( 1

x
),

preguntó lo siguiente: ¿Será la curva del topólogo pseudo-contráctil? En esta línea, H.
Katsuura probó en [13] que la curva del topólogo no es pseudo-contráctil con espacio fac-
tor el mismo. En su mismo artículo probó que si Y es un continuo indescomponible no
degenerado tal que cada una de sus composantes es arcoconexa y X es continuo que tiene
arco-componentes densas, entonces X no es pseudo-contráctil con factor Y .
Algunas preguntas relacionadas con el tema son las siguientes:
Pregunta 1. ¿Es la curva del topólogo pseudo-contráctil con espacio factor el pseudoarco?
Pregunta 2. ¿Es el pseudoarco pseudo-contráctil con espacio factor el pseudoarco?
W. Debski probó en [25] que la curva del topólogo no es pseudo-contráctil. Por otra parte,
M. Sobolewsky en [21] mostró que el único continuo encadenable pseudo-contráctil es el
arco, con esto responde negativamente a la pregunta 2, pues como se sabe el pseudoarco
es un continuo encadenable. Realmente no es mucho lo trabajado en este tema, pero lo
publicado hasta el momento sobre el tema se puede consultar en [5], [2], [13] y [21].
Actualmente en [9] se probó que en hiperespacios como 2X , C(X), entre otros, los con-
ceptos de pseudo-contractibilidad y contractibilidad coinciden. Realmente ver que las dos
nociones en estos hiperespacios, es parte de un problema más general, a saber: determinar
en que tipo de espacios topólogicos los conceptos de pseudo-contractibilidad y contracti-
bilidad coinciden. Este trabajo de tesis está basado en el árticulo [9] y en donde se busca
principalmente desarrollar a medida de lo posible, los resultados y ejemplos presentados en
el. Aquí mostraremos una familia de hiperespacios en donde ambos conceptos coinciden,
a saber los hiperespacios de g-crecimiento.
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Capítulo 1

Preliminares

En esta sección daremos algunas definiciones y resultados básicos que se usarán a lo

largo de este trabajo.

Definición 1.0.1 Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no vacío.

Definición 1.0.2 Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto no vacío de X

que es conexo y compacto.

Definición 1.0.3 Dado un continuo X, un hiperespacio de X es una colección específica

de subconjuntos cerrados de X.

Algunos de los hiperespacios más trabajados son los siguientes:

2X = {A ⊆ X : A es no vacío y cerrado}, se conoce como el hiperespacio de sub-

conjuntos cerrados de X;

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}, es llamado el hiperespacio de subcontinuos de X;

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}, con n ∈ N;

C∞(X) = {A ∈ 2X : A tiene una cantidad finita de componentes} =
∞⋃
n=1

Cn(X);

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}, llamado el n-ésimo producto simé-

trico de X, con n ∈ N.
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F∞(X) = {A ∈ 2X : A tiene una cantidad finita de puntos} =
∞⋃
n=1

Fn(X), conocido

como el hiperespacio de subconjuntos finitos.

Nótese que para cada n ∈ N, se tienen las siguientes contenciones:

C1(X) = C(X), F1(X) ⊆ C(X) ⊆ Cn(X) ⊆ C∞(X) ⊆ 2X , F1(X) ⊆ Fn(X) ⊆ F∞(X) ⊆

C∞(X) ⊆ 2X y Fn(X) ⊆ Cn(X).

A estos hiperespacios los dotaremos con la topología generada por la métrica de Hausdorff.

Veamos de que manera está definida esta métrica.

Definición 1.0.4 Sea X un espacio métrico con métrica d. Dados ε > 0, p ∈ X y A ∈ 2X ,

definimos la bola de radio ε con centro en p como B(ε, p) = {x ∈ X : d(x, p) < ε} y la

nube de radio epsilon con centro en A, denotada por Nd(ε, A), como {x ∈ X : existe

y ∈ A tal que d(x, y) < ε} =
⋃
p∈A

B(ε, p).

Definición 1.0.5 Sea (X, d) un espacio métrico, A ⊆ X y x0 ∈ X. La distancia de x0

al subconjunto A se define como d(x0, A) = inf{d(x0, x) : x ∈ A}.

Definición 1.0.6 Sean (X, d) un espacio métricp, A,B subconjuntos de X. La distancia

de A a B se define como d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}.

Definición 1.0.7 Sean X un espacio topólogico y B ⊆ X, definimos el diámetro de B

como diam(B) = sup{d(x, y) : x, y ∈ B}.

Definición 1.0.8 Dado X un continuo definimos la función H : 2X × 2X → [0,∞) de la

siguiente manera H(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊆ N(ε, B) y B ⊆ N(ε, A)}.

Proposición 1.0.9 La función H es una métrica para 2X .

Demostración: Para probar que H es una métrica probaremos lo siguiente:

(1) H(A,B) está bien definida,

(2) H(A,B) ≥ 0 para todo A,B ∈ 2X ,

(3) H(A,B) = H(B,A) para todo A,B ∈ 2X ,



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 3

(4) H(A,B) = 0 si y sólo si A = B,

(5) H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

Para probar (1) y (2) mostraremos primero que el diam(X) existe. Notemos que {d(x, y) :

x, y ∈ X} ⊆ [0,∞) y diam(X) = sup{d(x, y) : x, y ∈ X}. Sean p ∈ X y fp : X → [0,∞)

definida por fp(x) = d(p, x), se sabe que fp es continua y como X es un continuo, X

es compacto. De está manera fp alcanza su valor máximo. fp(X) es un continuo no de-

generado en [0,∞). Por lo que fp(X) = [0, d(p, x0)] para algún x0 ∈ X. Así para todo

x, y ∈ X se tiene que d(x, y) ≤ d(x, p) + d(p, y) ≤ 2d(p, x0), lo que implica que el conjunto

{d(x, y) : x, y ∈ X} está acotado y es no vacío, pues para todo x ∈ Xd(x, x) = 0. Por lo

tanto diam(X) existe.

Sean A,B ∈ 2X . Definimos el conjunto E(A,B) = {ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊆ N(ε, A)}.

De esta manera H(A,B) = infE(A,B). Para ver que H(A,B) está bien definida, mostra-

remos que el conjunto E(A,B) es diferente del vacío y está acotado inferiormente. Como pa-

ra todo x, y ∈ X, d(x, y) ≤ diam(X) < diam(X)+1, se tiene que A ⊆ N(diam(X)+1, B)

y B ⊆ N(diam(X)+1, A). Así, diam(X)+1 ∈ E(A,B). Claramente E(A,B) está acotado

inferiormente por 0. Por lo que infE(A,B) existe y por lo tanto H(A,B) ≥ 0.

Es claro que (3) se sigue de que E(A,B) = E(B,A).

Para mostrar (4) Supongamos que H(A,B) = 0. Mostraremos que A = B probando que

A ⊆ B y B ⊆ A.

Primero mostraremos que A ⊆ B. Sean a ∈ A y ε > 0. Por la definición de ínfimo exis-

te 0 ≤ δ < ε tal que δ ∈ E(A,B). De esta manera si a ∈ A, existe b ∈ B tal que

d(a, b) < δ < ε, es decir B(ε, a)∩B 6= ∅. Por lo que a ∈ B. Dado que B es cerrado, B = B.

Así a ∈ B.

La otra contención se prueba de manera similar. De esta forma A = B.

Ahora supongamos queA = B entoncesH(A,B) = H(A,A) = infE(A,A) = inf([0,∞)) =

0. Por lo tanto H(A,B) = 0.

Para mostrar (5), sean A,B,C ∈ 2X , η > 0 y δ = η
2
. Nótese que H(A,B) < H(A,B) + δ.

Así, existe ε ∈ E(A,B) tal que 0 ≤ H(A,B) ≤ ε < H(A,B) + δ. De esta manera

A ⊆ N(ε, B). Así, dado a ∈ A existe b ∈ B tal que d(a, b) < ε < H(A,B) + δ. Por otra
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parte, como 0 ≤ H(B,C) < H(B,C)+δ, existe ε′ ∈ E(B,C) tal que 0 ≤ H(B,C) ≤ ε′. De

donde B ⊆ N(ε′, C), esto implica que para b existe c ∈ C tal que d(b, c) < ε′ < H(B,C)+δ.

Así, d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) < H(A,B) + δ + H(B,C) + δ = H(A,B) + H(B,C) + η

de esta forma A ⊆ N(H(A,B) + H(B,C) + η, C). De forma similar se puede probar que

C ⊆ N(H(A,B) + H(B,C) + η, A). Por lo que H(A,B) + H(B,C) + η ∈ E(A,C). Así,

H(A,C) = infE(A,C) ≤ H(A,B) + H(B,C) + η. Por lo que H(A,C) ≤ H(A,B) +

H(B,C) + η, para toda η > 0. Por lo tanto, H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C). �

Lo anterior muestra que H es una métrica sobre 2X , llamada la métrica de Hausdorff

inducida por la métrica d.

A continuación mencionaremos algunos hechos que usaremos a lo largo del trabajo.

El siguiente lema es muy usado para mostrar que H(A,B) < ε; muchas veces lo usaremos

sin siquiera mencionarlo.

Lema 1.0.10 Sean A,B ∈ 2X y ε > 0. Entonces H(A,B) < ε si y sólo si A ⊆ N(ε, B) y

B ⊆ N(ε, A).

Demostración: Supongamos queH(A,B) < ε. Por la definición de ínfimo existe ε′ ∈ E(a, b)

tal que H(A,B) < ε′ < ε. De aquí, A ⊆ N(ε′, B) ⊆ N(ε, B) y B ⊆ N(ε′, A) ⊆ N(ε, A).

Supongamos ahora que A ⊆ N(ε, B) y B ⊆ N(ε, A). Sea a ∈ A. Como A ⊆ N(ε, B),

existe ba ∈ B tal que d(a, ba) < ε. Consideremos δba ∈ R tal que 0 ≤ d(a, ba) < δba < ε.

Entonces, a ∈ B(δba , ba). Por lo tanto, A ⊆
⋃
a∈A

B(δba , a). Por la compacidad de A, existen

δ1, δ2, . . . , δn < ε tales que A ⊆
n⋃
i=1

B(δi, bai). Sea 0 < η1 = max{δi : i ∈ {1, . . . , n}} < ε.

De lo anterior A ⊆
n⋃
i=1

B(δi, bji) ⊆ N(η1, B). Así, A ⊆ N(η1, B). De manera similar se

puede encontrar η2 > 0, tal que η2 < ε y B ⊆ N(η2, A). Haciendo η = max{η1, η2} < ε,

tenemos A ⊆ N(η,B) y B ⊆ N(η, A). Por lo tanto H(A,B) ≤ η < ε. �

A continuación mencionaremos algunos hechos de algunos hiperespacios de X.

Proposición 1.0.11 Sea X un continuo. Entonces el hiperespacio F1(X) es homeomorfo

a X.
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Demostración: Sea h : F1(X) → X una función definida por h({x}) = x. Notemos que

si h({x}) = h({y}), entonces x = y, por lo que h es inyectiva. Para probar que h es

suprayectiva, observemos que para todo x ∈ X, {x} ∈ F1(X) es tal que h({x}) = x, por

lo tanto h es suprayectiva. Sea ε > 0 y δ = ε. Supongamos que H({x}, {y}) < δ, entonces

{x} ⊆ N(δ, {y}) = B(δ, y) y {y} ⊆ N(δ, {x}) = B(δ, x). Así, d(x, y) < ε, por lo que h

es continua. Además, como F1(X) es compacto y X es de Hausdorff, h es cerrada, lo que

implica que h es un homeomorfismo. �

Teorema 1.0.12 El conjunto F∞(X) es denso en 2X .

Demostración: Sean A ∈ 2X y ε > 0. Notemos que la familia {B(ε, a) : a ∈ A} es

una cubierta abierta de A. Como A es compacto, existen a1, . . . , an ∈ A, tales que A ⊆
n⋃
i=1

B(ε, ai) = N(ε, {a1, . . . , an}) y dado que {a1, . . . , an} ⊆ N(ε, A) se tiene por el Lema

1.0.10 que H(A, {a1, . . . , an}) < ε. Así, {a1, . . . , an} ∈ B(ε, A) ∩ F∞(X). Por lo tanto

F∞(X) es denso en 2X . �

Proposición 1.0.13 Sea X un continuo. Si g : Xn → Fn(X) es la función definida como

g((x1, . . . , xn)) = {x1, . . . , xn}, entonces g es continua y suprayectiva.

Demostración: Como cada elemento de Fn(X) se puede escribir en la forma {x1, . . . , xm}

donde m ≤ n, tenemos que si yi = xi para toda i ≤ m y yj = xm para toda m+1 ≤ j ≤ n,

entonces (y1, . . . , yn) ∈ Xn. De esta forma, g((y1, . . . , yn)) = {x1, . . . , xm}. Por lo que g es

suprayectiva. Ahora demostraremos que g es continua. Consideremos a Xn con la métrica

D : Xn × Xn → [0,∞) definida como D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max{d(xi, yi) : i ∈

{1, . . . , n}}. Sea ε > 0 y hagamos ε = δ. Sean (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , yn) ∈ Xn, tales que,

D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) < δ. Notemos que d(xi, yi) ≤ D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) <

ε, para toda i ∈ {1, . . . , n}. Así, {x1, . . . , xn} ⊆ N(ε, {y1, . . . , yn}) y {y1, . . . , yn} ⊆

N(ε, {x1, . . . , xn}). Por lo que H({x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn}) < ε. Por lo tanto g es con-

tinua. �

Corolario 1.0.14 Si X es un continuo, entonces Fn(X) es un continuo.

Demostración: Como X es un continuo, Xn es un continuo, lo que implica que g(Xn) =

Fn(X) es compacto y conexo. Dado que Fn(X) es un subespacio de 2X , Fn(X) es métrico.

Por lo tanto Fn(X) es un continuo. �
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Teorema 1.0.15 Si X un continuo entonces 2X es conexo.

Demostración: Usando el Teorema 1.0.12, el Corolario 1.0.14 y los hechos de que F1(X) ⊆

Fn(X) para toda n, F∞(X) =
⋃

Fn(X) y del resultado general de que si A es conexo y

A ⊆ B ⊆ Ā entonces B es conexo, se tiene que 2X es conexo. �

La prueba de que 2X es compacto se puede consultar en [3, Teorema 3.5, p. 18] y [3,

Corolario 3.6, p. 19].

Como consecuencia de lo anterior se tiene que 2X es un continuo.

El siguiente resultado muestra algunos conjuntos abiertos y cerrados en 2X que son muy

usados.

Teorema 1.0.16 Sea A un subconjunto de X, consideremos las familias:

Γ(A) = {B ∈ 2X : B ⊂ A}, D(A) = {B ∈ 2X : B ∩ A 6= ∅} y φ(A) = {B ∈ 2X : A ⊂ B}.

(1) Si A es abierto, entonces Γ(A) y D(A) son abiertos en 2X .

(2) Si A es cerrado, entonces Γ(A), D(A) y φ(A) son cerrados en 2X .

Demostración: (1) Supongamos que A es abierto.

Primero demostraremos que Γ(A) es abierto en 2X . Sea B ∈ Γ(A). Como B ⊂ A y A es

abierto, para cada b ∈ B, existe δb > 0, tal que B(δb, b) ⊂ A. Así, B ⊆
⋃
b∈B

B(δb, b) ⊆ A,

entonces C = {B(δb, b) : b ∈ B} es una cubierta abierta de B. Dado que B ∈ 2X , B es

compacto en X, existe C ′ = {B(δb, bi) : bi ∈ B} con 1 ≤ i ≤ n y n ∈ N, una subcubierta

finita de C, esto es, B ⊆
n⋃

bi=1

B(δbi , bi) ⊆ A. Por el Lema del número de Lebesgue, existe

δ > 0 tal que para cada b ∈ B, B(δ, b) ⊆ B(δbj ,bj) para algún bj ∈ B. De lo anterior,

tenemos que N(δ, B) =
⋃
b∈B

B(δ, b) ⊆
n⋃
i=1

B(δi, bi) ⊆ A. Mostraremos que BH(δ, B) ⊆ A.

Si R ∈ BH(δ, B), entonces H(R,B) < δ. De aquí, R ⊂ N(δ, B) ⊂ A, R ∈ C(A), lo que

implica que BH(δ, B) ⊂ Γ(A). Por lo tanto Γ(A) es abierto en 2X .

Ahora probaremos que D(A) es abierto en 2X . Sea B ∈ D(A). Como A es abierto en X y

B ∩ A ⊂ A es un cerrado contenido en A procediendo como en la demostración de arriba

existe δ > 0 tal que N(δ, B ∩ A) ⊂ A. Veamos que BH(δ, B) ⊆ D(A). Sea T ∈ BH(δ, B),
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entonces H(T,B) < δ esto implica que B ⊂ N(δ, T ). Sea z ∈ B ∩ A, existe s ∈ T tal que

d(z, s) < δ. De esta manera s ∈ N(δ,B ∩ A) ⊂ A, por lo que T ∩ A 6= ∅ y T ∈ D(A). Por

lo tanto D(A) es abierto en 2X .

(2) Supongamos ahora que A es cerrado.

Notemos que: 2X −Γ(A) = {B ∈ 2X : B ∩ (X −A) 6= ∅} = D(X −A), 2X −D(A) = {B ∈

2X : B ⊂ (X −A)} = Γ(X −A). Dado que A es cerrado en X, entonces X −A es abierto

en X. Por (1), 2X − Γ(A) y 2X −D(A) son abiertos en 2X . Por lo tanto Γ(A) y D(A) son

cerrados en 2X .

Para demostrar que φ(A) es cerrado en 2X . Veamos que φ(A) = φ(A). Sea B ∈ φ(A) y

supongamos que B /∈ φ(A). Esto implica que A * B. Sea x ∈ A tal que x /∈ B. Co-

mo B es cerrado entonces d(B, x) > 0. Sea ε = d(B, x). Dado que B ∈ φ(A), tenemos

que φ(A) ∩ BH(ε, B) 6= ∅. Tomemos E ∈ φ(A) tal que H(B,E) < ε. Como x ∈ A y

E ∈ φ(A) se tiene que x ∈ E, de lo anterior existe y ∈ B tal que d(x, y) < ε y dado que

d(x,B) ≤ d(x, y), lo que contradice la definición de d(x,B). Por lo tanto, B ∈ φ(A). �

Una herramienta muy usada en el hiperespacio 2X son los arcos ordenados los cuales

definimos a continuación.

Definición 1.0.17 Dados A,B ∈ C(X) con A ( B, diremos que una función continua

α : [0, 1] → C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X), si α(0) = A, α(1) = B y

α(s) ( α(t), cuando 0 ≤ s < t ≤ 1.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [1, Teorema 6.10, p. 90], el cual

garantiza que siempre hay arcos ordenados en C(X).

Teorema 1.0.18 Para cada A,B ∈ C(X) tal que A ( B, existe un arco ordenado de A

a B en C(X).

Definición 1.0.19 Dados A,B ∈ 2X con A ( B, diremos que una función continua

α : [0, 1] → 2X es un arco ordenado de A a B en 2X , si α(0) = A, α(1) = B y

α(s) ( α(t), cuando 0 ≤ s < t ≤ 1.

El siguiente resultado se puede consultar en [1, Teorema 6.15, p. 94], que garantiza la

existencia de arcos ordenados en 2X bajo ciertas condiciones.
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Teorema 1.0.20 Sean A,B ∈ 2X tales que A ( B. Entonces existe un arco ordenado de

A a B en 2X si y sólo si toda componente de B intersecta a A.

Definición 1.0.21 Sean X un espacio métrico y x, y ∈ X. Una trayectoria de x a y es

una función continua f : [0, 1]→ X tal que f(0) = x y f(1) = y.

Definición 1.0.22 Un espacio topológico X es conexo por trayectorias si para cada

x, y ∈ X existe una trayectoria de x a y.

Definición 1.0.23 Cualquier espacio X que sea homeomorfo a [0, 1] es llamado arco.

Definición 1.0.24 Un espacio topológico X se dice arco conexo si admite un arco entre

cualesquiera par de puntos diferentes de X.

Observación 1.0.25 Si X es un espacio arco conexo, entonces X es conexo por trayec-

torias.

Observación 1.0.26 No toda trayectoria es un arco, de esta manera no todo espacio

conexo por trayectorias es arco conexo.

Si un espacio X conexo por trayectorias es de Hausdorff, entonces X es arco conexo. Ver

[24, Corolario 31.6, p. 222]

La prueba del siguiente teorema se puede consultar en [3, Teorema 14.9, p. 113]

Teorema 1.0.27 Si X es un continuo, entonces 2X y C(X) son arco conexos.

Otra prueba de este hecho, se verá en la siguiente sección, como consecuencia de la defini-

ción de hiperespacio de g-crecimiento y de la Proposición 2.0.18.

Definición 1.0.28 Sean X un espacio topológico y {An} una sucesión de subconjuntos

no vacíos de X. Definimos el límite inferior y el límite superior en X de la sucesión

{An} de la siguiente manera:

• Li(An) = {x ∈ X : para cada subconjunto abierto U de X, con x ∈ U , existe N ∈ N

tal que U ∩ An 6= ∅, para toda n ≥ N}.
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• Ls(Bn) = {x ∈ X : para cada subconjunto abierto U de X, con x ∈ U , existe un

conjunto infinito J ⊂ N tal que U ∩ Ak 6= ∅, para toda k ∈ J}.

Si para algún A ⊆ X sucede que el Li(An) = Ls(An) = A, diremos que la sucesión

{An} converge a A y escribiremos limAn = A.

De la definición de Li y Ls se tiene que si {An} es una sucesión de subconjuntos no vacíos

de un espacio topológico X, entonces Li(An) ⊆ Ls(An).

Teorema 1.0.29 Sean X un espacio topológico, {An} una sucesión de subconjuntos no

vacíos de X. Entonces:

(1) Li(An) es un subconjunto cerrado de X y

(2) Ls(An) es un subconjunto cerrado de X.

Demostración: (1) Basta con demostrar que Li(An) ⊆ Li(An). Sea x ∈ Li(An) y sea U un

conjunto abierto de X tal que x ∈ U entonces, U ∩ Li(An) 6= ∅. Esto implica que existe

N ∈ N tal que U ∩ An 6= ∅, para toda n ≥ N . Por lo que x ∈ Li(An).

(2) Mostraremos ahora que Ls(An) ⊆ Ls(An). Sea y ∈ Ls(An) y sea U un conjunto abierto

de X tal que y ∈ U , esto implica que U ∩Ls(An) 6= ∅. Entonces existe un conjunto infinito

J ⊆ N tal que U ∩ Ak 6= ∅, para cada k ∈ J . De aquí, y ∈ Ls(An). �

Teorema 1.0.30 Sean X, Y espacios topológicos y sean {An} y {Bn} sucesiones de sub-

conjuntos no vacíos de X y Y respectivamente. Entonces:

(1) Li(An ×Bn) = Li(An)× Li(Bn)

(2) Ls(An ×Bn) ⊂ Ls(An)× Ls(Bn)

(3) Si {An} y {Bn} son sucesiones convergentes de subconjuntos no vacíos de X y Y

respectivamente, entonces lim(An ×Bn) = limAn × limBn

Demostración: Para probar (1) mostraremos que Li(An×Bn) ⊆ Li(An)×Li(Bn) y Li(An)×

Li(Bn) ⊆ Li(An ×Bn).

Sean (a, b) ∈ Li(An × Bn) y U, V abiertos en X y Y respectivamente, tales que a ∈ U y
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b ∈ V , entonces (a, b) ∈ U × V y U × V es un abierto en el producto X × Y . De esta

manera existe N ∈ N, tal que (U × V ) ∩ (An × Bn) 6= ∅, para toda n ≥ N , esto implica

que U ∩An 6= ∅ y V ∩Bn 6= ∅ para toda n ≥ N . Por lo que a ∈ Li(An) y b ∈ Li(Bn). Así,

(a, b) ∈ Li(An)× Li(Bn).

Ahora sea (a, b) ∈ Li(An)× Li(Bn), es decir, a ∈ Li(An) y b ∈ Li(Bn). Sea W un abierto

en X×Y . Entonces, existe U×V un abierto básico en X×Y tal que (a, b) ∈ U×V , a ∈ U

y b ∈ V y (U × V ) ⊆ W . De esta forma, existen N , M ∈ N tales que U ∩ An 6= ∅ para

toda n ≥ N y V ∩Bn 6= ∅ para toda n ≥M . Sin pérdida de generalidad, supongamos que

N ≥M , entonces (U∩An)×(V ∩Bn) 6= ∅, para toda n ≥ N . Así, (U×V )∩(An×Bn) 6= ∅,

para toda n ≥ N . De donde W ∩ (An ×Bn) 6= ∅. Por lo tanto, (a, b) ∈ Li(An ×Bn).

Para mostrar (2) Sean (a, b) ∈ Ls(An × Bn) y U, V abiertos en X y Y respectivamente

tales que a ∈ U y b ∈ V , entonces (a, b) ∈ U × V , de esta manera existe un conjunto

infinito J ⊂ N, tal que (U × V ) ∩ (Ak × Bk) 6= ∅ para cada k ∈ J , lo que implica que

U ∩ Ak 6= ∅ y V ∩ Bk 6= ∅ para cada k ∈ J . Por lo que a ∈ Ls(An) y b ∈ Ls(Bn). Así

(a, b) ∈ Ls(An)× Ls(Bn).

Por último, supongamos que {An} y {Bn} son sucesiones convergentes a subconjuntos

cerrados no vacíos de X y Y respectivamente. Por (2), Ls(An×Bn) ⊆ Ls(An)×Ls(Bn) =

Li(An)×Li(Bn) = Li(An×Bn). Así Ls(An×Bn) ⊆ Li(An×Bn) por lo que Ls(An×Bn) =

Li(An ×Bn), aplicando (1) y (2), concluimos que lim(An ×Bn) = limAn × limBn. �

Teorema 1.0.31 Sea {An} una sucesión de elementos en 2X . Se tiene que:

(1) x ∈ Li(An) si y sólo si existe una sucesión {xn} de X tal que xn converge a x y

xn ∈ An para toda n ∈ N.

(2) x ∈ Ls(An) si y sólo si existen una sucesión de numeros naturales n1 < n2 < . . . y

puntos xnk
∈ Ank

para toda k ∈ N tales que xnk
converge a x.

Demostración: Primero demostraremos (1)

Supongamos que existe una sucesión {xn} de X tal que xn converge a x. Es decir, para

todo ε > 0 existe N ∈ N tal que dX(xn, x) < ε para toda n ∈ N, entonces xn ∈ Bε(x)

y xn ∈ An para toda n ∈ N. De esta manera xn ∈ Bε(x) ∩ An para toda n > N . Así,

Bε(x) ∩ An 6= ∅ para toda n > N . Por lo tanto x ∈ Li(An).
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Ahora supongamos x ∈ Li(An) fijo y f : X → R tal que f(y) = dX(x, y) y An ∈ 2X para

toda n ∈ N. Por lo que An es compacto en X para toda n ∈ N. Entonces f alcanza un míni-

mo en An para cada n ∈ N, es decir existe xn ∈ An tal que f(xn) = min{d(x, y) : y ∈ An}.

Para cada n ∈ N tomemos xn ∈ An de tal forma que dX(xn, x) = min{d(x, y) : y ∈ An}.

Ahora para probar que xn converge a x. Sea ε > 0. Como x ∈ Li(An), existe N ∈ N tal

que Bε(x) ∩ An 6= ∅ para toda n > N . De manera que para cada n ≥ N , existe an ∈ An
tal que dX(x, an) < ε, pero dX(xn, x) = min{d(x, y) : y ∈ An} ≤ dX(x, an) < ε para toda

n > N . Así, d(xn, x) < ε, para toda n > N . Por lo tanto xn converge a x.

Para probar (2)

Supongamos que x ∈ Ls(An). Entonces, para ε = 1 existe un conjunto infinito J1 ⊆ N,

tal que B1(x) ∩ An 6= ∅ para toda n ∈ J1. Tomando n1 ∈ J1 existe xn1 ∈ B1(x) ∩ An1 .

Para ε = 1
2
existe un conjunto infinito J2 ⊆ N, tal que B 1

2
(x) ∩ An 6= ∅ para toda

n ∈ J2. Como J2 es infinito, podemos tomar n2 ∈ J2 tal que n2 > n1 y además un punto

xn2 ∈ B 1
2
(x) ∩ An2 . Continuando con este proceso construimos una subsucesión {nk} de

{n} y de puntos xnk
∈ Ank

, para cada k ∈ N tales que d(xnk
, x) < 1

k
. Dado que 1

k
converge

a 0, concluimos que xnk
converge a x.

Ahora supongamos que existen una sucesión de números naturales n1 < n2 < . . . y puntos

xnk
∈ Ank

para toda k ∈ N tales que xnk
converge a x. Entonces, dado ε > 0, existe K ∈ N

tal que si k ≥ K, entonces d(xnk
, x) < ε. Así, Bε(x) ∩Ank

6= ∅ para un número infinito de

k. Por lo que x ∈ Ls(Ank
⊆ Ls(An). Por lo tanto x ∈ Ls(An). �

El siguiente resultado es fundamental dentro de la Teoría de Continuos, combina la con-

vergencia de sucesiones de subconjuntos mediante límite inferior y límite superior con la

métrica de Hausdorff H. Se deja la referencia [22, Teorema 4.11, p. 57] para consultar la

prueba.

Este hecho se usará indistintamente sin hacer referencia a ello.

Teorema 1.0.32 Sean X un espacio métrico compacto y {An} una sucesión de subcon-

juntos compactos de X. Entonces, limAn = A si y sólo si la sucesión {An} converge a A

en 2X con respecto a la métrica de Hausdorff.
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Teorema 1.0.33 Sea f : X → Y un función entre espacios topológicos. Si X es métrico

entonces f es continua en X si y sólo si para toda sucesión {xn} en X que converge a x,

se tiene que {f(xn)} converge a f(x).

Demostración: Supongamos que f es continua.

Sea V un abierto en Y tal que f(x) ∈ V . Dado que f es continua, tenemos que f−1(V ) es

un abierto en X. Además, x ∈ f−1(V ). Entonces existe m ∈ N tal que xn ∈ f−1(V ) para

cada n ≥ m. Esto implica que f(xn) ∈ V para cada n ≥ m. Por lo tanto {f(xn)} converge

a f(x).

Supongamos que f no es continua en algún x ∈ X. Entonces existe un abierto U en Y tal

que f(x) ∈ U y para cada abierto V en X tal que x ∈ V se cumple que f(V )∩(Y −U) 6= ∅.

Ahora, como X es métrico, X es primero numerable. Así, existe una base local numerable

Bx = {Bn : n ∈ N} para X en x tal que Bn+1 ⊆ Bn. Dado que x ∈ Bn y Bn es un abierto

en X, se tiene que f(Bn) ∩B(Y − U) 6= ∅.

Para cada n ∈ N, sean yn ∈ f(Bn) ∩ (Y − U) y xn ∈ Bn tal que f(xn) = yn. Notemos que

si k ≥ m, entonces xk ∈ Bm. Así, {xn} converge a x. Veamos que {f(xn)} no converge a

f(x). Tenemos que U es un abierto de Y , f(x) ∈ U y f(xn) = yn ∈ (Y − U) para cada

n ∈ N. Esto es una contradicción. Por lo tanto f es continua en X. �

Definición 1.0.34 Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → Y una función. Se

dice que f es un encaje si f : X → f(X) es un homeomorfismo. En tal caso diremos que

X está encajado en Y .

Dado un continuo X, un hiperespacio de X contenido en 2X definido bajo cierto conjunto

P de propiedades será denotado por H(X).

Lema 1.0.35 Sean X y K continuos. La función e : 2X × 2K → 2X×K definida por

e((A,B)) = A×B es un encaje que satisface:

(1) e(H(X)×H(K)) ⊂ H(X ×K) para cada H(−) ∈ {C(−), C∞(−), F∞(−)}.

(2) e(Cn(X)× Cm(K)) ⊂ Cnm(X ×K), para toda n ≥ 1,m ≥ 1.

(3) e(Fn(X)× Fm(K)) ⊂ Fnm(X ×K) para todo n ≥ 1 y m ≥ 1.
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(4) e(H(X)× F1(K)) ⊂ H(X ×K) para cada H(−) ∈ {Cn(−), C∞(−), F∞(−)}.

(5) e(F1(X)×H(K)) ⊂ H(X ×K) para cada H(−) ∈ {Cn(−), C∞(−), F∞(−)}.

Demostración: Sean A, B subconjuntos cerrados de X y K respectivamente, entonces

A × B es un subconjunto cerrado del producto X × K, por lo que e está bien definida.

Para demostrar que e es un encaje basta con demostrar que e es continua e inyectiva. Ya

que si e es una función continua entre continuos entonces e es cerrada. Sean A, A′ en 2X

y B, B′ en 2K . Supongamos que (A,B) 6= (A′, B′), entonces A 6= A′ o B 6= B′, lo que

implica que A×B 6= A′ ×B′, así e es inyectiva. Para la continuidad sea {(An, Bn)}n ∈ N

una sucesión tal que (An, Bn)→ (A,B). Por el Teorema 1.0.30, An × Bn → A× B. Así e

es una función continua.

Demostraremos ahora de (1) a (5).

Para demostrar (1), demostraremos que e(C(X) × C(K)) ⊂ C(X × K). Si e((A,B)) ∈

e(C(X)×C(K)), entonces A ∈ C(X) y B ∈ C(K), es decir, A y B son conexos en X y K

respectivamente, lo que implica que A×B es conexo en X×K. Así e((A,B)) ∈ C(X×K).

Ahora bien, si e((A,B)) ∈ e(C∞(X) × C∞(K)), entonces A ∈ C∞(X) y B ∈ C∞(K), es

decir, A y B tienen una cantidad finita de componentes de X y K respectivamente, lo que

implica que A × B tiene una cantidad finita de componentes en X ×K. Así e((A,B)) ∈

C∞(X ×K). De manera análoga se muestra que e(F∞(X)× F∞(K)) ⊂ F∞(X ×K).

Para demostar (2), si e((A,B)) ∈ e(Cn(X)×Cm(K)), entonces A ∈ Cn(X) y B ∈ Cm(K),

es decir, A tiene a lo más n componentes en X y B tiene a lo más m componentes

en K, lo que implica que A × B tiene a lo más n × m componentes en X × K, así

e((A,B)) ∈ Cnm(X ×K).

De manera análoga a (2) se muestra (3).

Para mostrar (4), si e((A,B)) ∈ e(Cn(X) × F1(K)), entonces A ∈ Cn(X) y B ∈ F1(K),

es decir, A tiene a lo más n componentes en X y B es un conjunto unipuntual en K, lo

que implica que A×B tiene a lo más n componentes en X ×K. Así e((A,B)) ∈ Cn(X ×

K). Finalmente, demostraremos que e(F∞(X) × F1(K)) ⊂ F∞(X × K). Si e((A,B)) ∈

e(F∞(X) × F1(K)), entonces A ∈ F∞(X) y B ∈ F1(K), es decir, A tiene una cantidad

finita de puntos en X y B es un conjunto unipuntual en K, lo que implica que A×B tiene
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una cantidad finita de puntos en X×K. Así, e((A,B)) ∈ F∞(X×K). De manera análoga

se puede demostrar que e(C∞(X)× F1(K)) ⊂ C∞(X ×K) y de manera análoga a (4) se

puede demostrar (5). �

Una condición importante que nos determina también la continuidad de una función entre

espacios métricos, nos la da la siguientes definición.

Definición 1.0.36 Sean E y F espacios métricos. Una función f : E → F es de Lips-

chitz, cuando existe M ∈ R+ tal que d(f(x), f(y)) ≤Md(x, y) para toda x,y ∈ E.

Cuando M = 1, se dice que f es no expansiva.

Observación 1.0.37 Toda función de Lipschitz es uniformemente continua.

La siguiente función es muy usada en la Teoría de Hiperespacios de Continuos.

Dado un continuo X, definimos la siguiente función ∪ : 22X → 2X dada por ∪(A) =
⋃
A,

la cual es llamada la función unión.

Para la siguiente prueba H2 denotará la métrica de Hausdorff para 22X inducida por la

métrica de Hausdorff H en 2X .

Lema 1.0.38 La función unión ∪ definida en 22X es una función continua. Más aún, es

no expansiva.

Demostración: Primero mostraremos que ∪ está bien definida. Para mostrar que
⋃
A es

cerrado, sea A ∈ 22X , si z0 ∈ X es un punto límite de
⋃
A, existe una sucesión {zi}

convergente a z0, tal que zi ∈
⋃
A para cada i ∈ N.

Para cada i ∈ N, existe Di ∈ A, tal que zi ∈ Di. Ya que A es compacto, existe una

subsucesión {Dij} de {Di}, tal que {Dij} converge a D0 ∈ A. Dado que zij ∈ Dij para

cada j ∈ N y {zij} converge a z0, entonces z0 ∈ D0 ∈ A. Así, z0 ∈
⋃
A. Esto demuestra que⋃

A es un subconjunto cerrado de X y por lo tanto compacto. Ya que A es una colección

no vacía de conjuntos no vacíos,
⋃
A 6= ∅. Por lo tanto ∪ es una función. Teniendo en

cuenta que
⋃
{A} = A para cada A ∈ 2X , tenemos que ∪ es una función suprayectiva de

22X en 2X .

Para la continuidad probaremos que ∪ es de Lipschitz. Sean A1, A2 ∈ 22X diferentes

y A1 =
⋃
A1 y A2 =

⋃
A2, A1 y A2 ∈ 2X . Si H(A1, A2) = 0 entonces H(A1, A2) ≤
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H2(A1,A2). Ahora, supongamos que H(A1, A2) > 0. Sea η = H(A1, A2) > 0. Por el

Lema 1.0.10, A1 * N(η, A2) o A2 * N(η, A1). Sin pérdida de generalidad supongamos que

A1 * N(η, A2). Entonces, existe p ∈ A1 tal que d(p, x) ≥ η para toda x ∈ A2. Dado que

p ∈ A1 =
⋃
A1, existe D1 ∈ A1 tal que p ∈ D1 y D1 * N(η,D) para cualquier D ∈ A2,

lo que implica que H(D1, D) ≥ η para cualquier D ∈ A2. Así, D1 /∈ NH(η,A2). Como

D1 ∈ A1 se tiene queA1 * NH(η,A2). Dado queH2 está definida en términos deH se tiene

que H2(A1,A2) ≥ η. De esta manera, H(
⋃
A1,

⋃
A2) = H(A1, A2) = η ≤ H2(A1,A2). Por

lo tanto ∪ es de Lipschitz no expansiva y por la Observación 1.0.37, ∪ es uniformemente

continua. �



Capítulo 2

Hiperespacios de g-crecimiento

En está sección definimos a los hiperespacios de g-crecimiento, daremos ejemplos y

propiedades generales de este tipo de hiperespacios. El estudio de este tipo de hiperespacios

es la parte central de este trabajo, así como su relación con la teoría de pseudo-homotopías.

Definición 2.0.1 Sea X un continuo, un subconjunto no vacío H de 2X es un hiper-

espacio de g-crecimiento de X si dado A ∈ C(2X) tal que A ∩ H 6= ∅, se tiene que⋃
A ∈ H.

Teorema 2.0.2 El hiperespacio 2X es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostración: Sea A ∈ C(2X), tal que A∩ 2X 6= ∅. Como A ⊂ 2X se tiene que
⋃
A ∈ 2X .

Por lo tanto 2X es un hiperespacio de g-crecimiento. �

Teorema 2.0.3 El hiperespacio C(X) es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostración: Sea A ∈ C(2X) tal que A ∩ C(X) 6= ∅. Mostraremos primero que
⋃
A es

compacto. Como A es un subcontinuo de 2X tenemos que A ∈ 22X . Por el Lema 1.0.38,⋃
A es un subconjunto compacto de X. Ahora mostraremos que

⋃
A es un subconjunto

conexo de X. Supongamos que
⋃
A es un subconjunto disconexo de X. Dado que

⋃
A

es un subconjunto cerrado en X, existen H y K conjuntos cerrados, ajenos y no vacíos

en X tales que
⋃
A = H ∪K. Sea A ∈ A ∩ C(X). Como A es conexo en X y dado que⋃

A = H ∪ K, entonces A ⊂ H o A ⊂ K. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

A ⊂ H. Definamos A1 = {L ∈ A : L ⊂ H} y A2 = {L ∈ A : L ∩K 6= ∅ }.Ya que A ∈ A

16
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y A ⊂ H, A1 6= ∅. Dado que K 6= ∅ y K ⊂
⋃
A, A2 6= ∅. Por el Teorema 1.0.16, A1

y A2 son subconjuntos cerrados en 2X . Como H y K son ajenos, A1 y A2 son ajenos y

como
⋃
A = H ∪K se tiene que A = A1 ∪ A2. Así, A es disconexo en 2X , lo cual es una

contradicción. Por lo que
⋃
A es un subconjunto conexo de X. �

Proposición 2.0.4 El hiperespacio Cn(X) es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostración: Sea A ∈ C(2X) tal que A ∩ Cn(X) 6= ∅. Si suponemos que
⋃
A /∈ Cn(X),

entonces
⋃
A tiene al menos n+ 1 componentes distintas, digamos B1, . . . , Bn+1 los cuales

son conjuntos no vacíos cerrados ajenos cuya unión es A. Sea L ∈ A ∩ Cn(X), existe

i ∈ {1, . . . , n + 1} tal que L ∩ Bi = ∅. Sean A0 = {A ∈ A : A ∩ Bi 6= ∅} y A1 = {A ∈

A : A ∩ Bi = ∅}, por el Teorema 1.0.16, A0 y A1 son cerrados ajenos y no vacíos en 2X y

A = A0 ∪ A1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto
⋃
A ∈ Cn(X). �

Teorema 2.0.5 El hiperespacio C∞(X) es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostración: Sea A ∈ C(2X), tal que A∩C∞(X) 6= ∅. Sea B ∈ A∩C∞(X), B tiene una

cantidad finita de componentes, digamos m, esto implica que B ∈ Cm(X) ∩A. Así por la

proposición anterior
⋃
A ∈ Cm(X) ⊆ C∞(X). Por lo tanto

⋃
A ∈ C∞(X). �

Teorema 2.0.6 Sean p ∈ X y n ∈ N. Los hiperespacios 2Xp = {A ∈ 2X : p ∈ A},

C(X, p) = {A ∈ C(X) : p ∈ A} y Cn(X, p) = {A ∈ Cn(X) : p ∈ A} son hiperespacios de

g-crecimiento.

Demostración: Mostraremos primero que 2Xp es un hiperespacio de g-crecimiento. Sea A ∈

C(2X) tal que A ∩ 2Xp 6= ∅. Sea A ∈ A ∩ 2Xp , entonces A ⊆
⋃
A y p ∈ A. Lo que implica

que p ∈
⋃
A. Por lo tanto

⋃
A ∈ 2Xp .

Para mostrar que C(X, p) es un hiperespacio de g-crecimiento. Sea A ∈ C(2X) tal que

A ∩ C(X, p) 6= ∅. Sea B ∈ A ∩ C(X, p), entonces B ∈ C(X) y p ∈ B, esto implica que

A ∩ C(X) 6= ∅, así
⋃
A ∈ C(X). Ahora como B ∈ A, se tiene que B ⊆

⋃
A, por lo tanto

p ∈
⋃
A. Así

⋃
A ∈ C(X, p).

Por último mostraremos que Cn(X, p) es un hiperespacio de g-crecimiento. Sea A ∈ C(2X)

tal que A∩Cn(X, p) 6= ∅. Sea D ∈ A∩Cn(X, p), entonces D ∈ Cn(X) y p ∈ D, esto implica
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que A ∩ Cn(X) 6= ∅. Así,
⋃
A ∈ Cn(X). Ahora como D ∈ A, se tiene que D ⊆

⋃
A. Así

p ∈
⋃
A. Por lo tanto,

⋃
A ∈ Cn(X, p). �

Teorema 2.0.7 Sea ε > 0. El hiperespacio D = {B ∈ 2X : H(X,B) ≤ ε} es de g-

crecimiento.

Demostración: Sea A ∈ C(2X) tal que A∩D 6= ∅. Sea A ∈ A∩D, entonces H(X,A) ≤ ε.

Sean E = {δ > 0 : A ⊆ N(δ,X) y X ⊆ N(δ, A)} y E ′ = {δ′ > 0 :
⋃
A ⊆ Nδ′(X) y

X ⊆ Nδ′(
⋃
A)}. Mostraremos que E ⊆ E ′. Sea δ ∈ E. Notemos primero que

⋃
A ⊆ X =

Nδ(X) y como A ⊆
⋃
A, se tiene que X ⊆ Nδ(A) ⊆ Nδ(

⋃
A). Así E ⊆ E ′. De esta manera

H(
⋃
A, X) = infE ′ ≤ infE = H(A,X) ≤ ε. Por lo tanto,

⋃
A ∈ D. �

Sean X un continuo, n ∈ N y U1, U2, . . . , Un subconjuntos no vacíos de X. El símbo-

lo 〈U1, U2, . . . , Un〉 denota el conjunto {A ∈ 2X : A ⊆
n⋃
i=1

Ui y A ∩ Ui 6= ∅ para cada

i ∈ {1, 2, . . . , n}}.

Teorema 2.0.8 Sean U1, U2, . . . , Um conjuntos tales que X =
m⋃
n=1

Un, entonces 〈U1, U2, . . . , Um〉

es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostración: SeaA ∈ C(2X) tal queA∩〈U1, U2, . . . , Um〉 6= ∅. SeaA ∈ A∩〈U1, U2, . . . , Um〉,

entonces A ⊆
m⋃
n=1

Un y A ∩ Un 6= ∅ para cada n ∈ {1, 2, . . . ,m}. Como A ∈ A, en-

tonces A ⊆
⋃
A. De aquí, (

⋃
A) ∩ Un 6= ∅ para cada n ∈ {1, 2, . . . ,m}. Además,⋃

A ⊆ X =
m⋃
n=1

Un. Por lo tanto,
⋃
A ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉. �

Definición 2.0.9 Sea X un continuo. Una función de Whitney para 2X es una función

continua µ : 2X → R tal que:

(1) µ({x}) = 0 para toda x ∈ X,

(2) Para A,B ∈ 2X , si A ( B, entonces µ(A) < µ(B).

[3, Teorema 13.4, p. 107] garantiza la existencia de funciones de Whitney para cualquier

hiperespacio H(X) de X. De hecho se prueba que existen funciones de Whitney para 2X

y la restrincción en cada hiperespacio H(X) es una función de Whitney para H(X).
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Teorema 2.0.10 Sea µ : 2X → [0, 1] una función de Whitney. Entonces µ−1([t, 1]) para

t ∈ [0, 1] es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostración: Sean t ∈ [0, 1] y A ∈ C(2X) tal que A ∩ µ−1([t, 1]) 6= ∅. Sea A ∈ A ∩

µ−1([t, 1]), entonces µ(A) ∈ [t, 1], esto es t ≤ µ(A) ≤ 1. Como A ⊆
⋃
A y µ es una función

de Whitney, entonces µ(A) < µ(
⋃
A), esto implica que t < µ(

⋃
A) ≤ 1. Por lo tanto⋃

A ∈ µ−1([t, 1]) cuando t ∈ [0, 1]. �

Teorema 2.0.11 Sean X un continuo y A ∈ C(X). Si µ es una función de Whitney para

2X , entonces µ |C(A) es una función de Whitney para C(A).

Demostración: Dado que µ es una función continua, µ |C(A) es una función continua. Ahora

sea x ∈ A, como µ |C(A) ({x}) = µ({x}) y µ({x}) = 0 entonces µ |C(A) ({x}) = 0. Por úl-

timo, sean B,C ∈ C(A) tales que B ( C. Ya que µ |C(A) (B) = µ(B), µ |C(A) (C) = µ(C)

y µ(B) < µ(C), entonces µ |C(A) (B) < µ |C(A) (C). Por lo tanto µ |C(A) es una función de

Whitney para C(A). �

Se sabe que si µ es una función de Whitney para C(X), entonces µ−1(t) es un subcontinuo

de 2X . Ver [1, Teorema 8.3, p. 111] y además se sabe por [1, Lema 8.1, p. 109] que⋃
µ−1(t) = X.

Proposición 2.0.12 Sean X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X. Si

µ es una función de Whitney para C(X) y t ∈ [0, 1], entonces µ−1(t) ⊆ H si y sólo si

µ−1([t, 1]) ⊆ H.

Demostración: Supongamos que µ−1(t) ⊆ H. Sea A ∈ µ−1((t, 1]), µ |C(A) es una función

de Whitney para C(A) y (µ |−1C(A))(t) = µ−1(t) ∩ C(A), se tiene que (µ |−1C(A))(t) = {B ∈

µ−1(t) : B ⊂ A} ∈ C(2X) y H
⋂
{B ∈ µ−1(t) : B ⊂ A} 6= ∅. De esta manera, como

A =
⋃
{B ∈ µ−1(t) : B ⊂ A}, obtenemos que A ∈ H por definición de hiperespacio de

g-crecimiento. Por lo tanto µ−1([t, 1]) ⊆ H.

La otra implicación es inmediata. �

Corolario 2.0.13 Sean X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento. Entonces

F1(X) ⊆ H si y sólo si C(X) ⊆ H.
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Demostración: Sea µ una función de Whitney para C(X). Como µ−1(0) = {A ∈ C(X) :

µ(A) = 0}, entonces F1(X) = µ−1(0) y dado que µ−1([0, 1]) = C(X). Por la Proposición

2.0.12 queda demostrado este colorario. �

A continuación probaremos algunas propiedades generales de los hiperespacios de g-crecimiento.

Teorema 2.0.14 Sea X un continuo. Si H es un hiperespacio de g-crecimiento de X,

entonces X ∈ H.

Demostración: Nótese que 2X ∈ C(2X) y 2X ∩ H 6= ∅. Como H es un hiperespacio de

g-crecimiento entonces X =
⋃

2X ∈ H. �

Teorema 2.0.15 La intersección de una familia arbitraria de hiperespacios de g-crecimiento

es también un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostración: Sea {Ai : i ∈ I} una familia de hiperespacios de g-crecimento. Sea B ∈

C(2X), tal que B ∩ (
⋂
i∈I

Ai) 6= ∅, de aquí B ∩Ai 6= ∅, para cada i ∈ I. Dado que cada Ai es

un hiperespacio de g-crecimiento, entonces
⋃
B ∈ Ai para cada i ∈ I, es decir

⋃
B ∈

⋂
i∈I

Ai.

Por lo tanto
⋂
i∈I

Ai es un hiperespacio de g-crecimiento. �

Definición 2.0.16 Sea G ⊆ 2X no vacío. G es un hiperespacio de crecimiento de X

si G es un subespacio cerrado, tal que si B ∈ 2X y A ∈ G con A ⊂ B y cada componente

de B intersecta a A, entonces B ∈ G.

Teorema 2.0.17 Cada hiperespacio de crecimiento es un hiperespacio de g-crecimiento.

Demostración: Sea G un hiperespacio de crecimiento y sea A ∈ C(2X) tal que A ∩ G 6= ∅.

Dado que A ∈ C(2X),
⋃
A ∈ 2X .

Sea A ∈ A ∩ G, existe α : [0, 1] → C(2X) un arco ordenado de {A} a A en C(2X).

Definimos β′ : [0, 1] → 2X como β′(t) =
⋃
α(t). Por el Lema 1.0.38, β′ es continua,

β′(0) = A y β′(1) =
⋃
A, β′(s) ≤ β′(t) cuando s < t. De esta forma β′ es una trayectoria

de A a
⋃
A en 2X . Dado que 2X es de Hausdorff podemos definir a partir de β′ un arco en

β′([0, 1]) ⊆ 2X , más aún, un arco ordenado β : [0, 1]→ 2X tal que β(0) = A y β(1) =
⋃
A,
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por el Teorema 1.0.20, cada componente de
⋃
A intersecta a A. Así,

⋃
A ∈ G. Por lo tanto

G es un hiperespacio de g-crecimiento. �

Proposición 2.0.18 Todo hiperespacio de g-crecimiento de un continuo es conexo por

trayectorias.

Demostración: Sean X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X.

Para demostrar que H es arco conexo, es suficiente demostrar que todo arco ordenado de

cualquier elemento deH aX está contenido enH. Sea G ∈ H, por el Teorema 1.0.20, existe

un arco ordenado α : [0, 1]→ 2X de G a X. Ahora si t ∈ [0, 1], entonces α([0, t]) ∈ C(2X)

y satisface que G ∈ H
⋂
α([0, t]) y α(t) =

⋃
α([0, t]). Dado que H es un hiperespacio de

g-crecimiento, α(t) ∈ H, es decir α([0, 1]) ⊂ H para toda t ∈ [0, 1]. Así H es arco conexo

y por la Observación 1.0.25, H es conexo por trayectorias. �

Corolario 2.0.19 Si X es un continuo entonces 2X y C(X) son arco-conexos.

Definición 2.0.20 Sea X un espacio topológico conexo. Decimos que X tiene la propie-

dad b) si para cada función continua f : X → S1 donde S1 es la circunferencia unitaria

en el plano complejo, existe una función continua h : X → R tal que f = exp ◦h, donde

exp : R→ S1 está definida por exp(t) = (cos(t), sin(t)) = eit.

Definición 2.0.21 Un espacio conexo X es unicoherente si para cuales quiera A y B

son subconjuntos cerrados conexos de X tales que X = A ∪B, entonces A ∩B es conexo.

Proposición 2.0.22 La propiedad b) es una propiedad topológica.

Demostración: Si X es un espacio topológico conexo que tiene la propiedad b) y Y un

espacio topológico homeomorfo a X, entonces Y es conexo.

Por otra parte, sean g : X → Y un homeomorfismo y f ′ : Y → S1 una función continua.

Notemos que f ′ ◦ g : X → S1. Como X tiene la propiedad b), existe h : X → R tal

que f ′ ◦ g = exp ◦h. Sea h′ : Y → R definida por h′ = h ◦ g−1, veamos que exp ◦h′ =

exp ◦h ◦ g−1 = f ′ ◦ g ◦ g−1 = f ′. Por lo tanto Y tiene la propiedad b). �

Lema 2.0.23 Sea X un espacio topológico. Si X es conexo y φ1, φ2 : X → R son funciones

continuas tales que eiφ1(x) = eiφ2(x) para cada x ∈ X, entonces existe un entero k ∈ Z tal

que φ1(x)− φ2(x) = 2kπ para cada x ∈ X.
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Demostración: Sea x ∈ X. Entonces ei(φ1(x)−φ2(x)) = (1, 0), además cos(φ1(x)− φ2(x)) = 1

y sen(φ1(x) − φ2(x)) = 0. Por la conexidad de X y la continuidad de las funciones φ1 y

φ2, existe un entero k ∈ Z tal que φ1(x)− φ2(x) = 2kπ. �

Teorema 2.0.24 Cada espacio métrico conexo que tiene la propiedad b) es unicoherente.

Demostración: Sea X un espacio métrico conexo que tiene la propiedad b).

Supongamos que X no es unicoherente. Entonces existen A,B ⊂ X cerrados conexos tales

que X = A ∪ B con A ∩ B disconexo. Entonces existen P1, P2 ⊂ X cerrados ajenos no

vacios tales que A ∩B = P1 ∪ P2.

Definimos a las funciones ψ : X → R y f : X → S1 como sigue:

ψ(x)= π d(x,P1)
d(x,P1)+d(x,P2)

para todo x ∈ X;

f(x) =


eiψ(x) si x ∈ A

e−iψ(x) si x ∈ B

Si x ∈ A∩B = P1∪P2, entonces x ∈ P1 o x ∈ P2. Si x ∈ P1, entonces ψ(x) = 0 y si x ∈ P2

entonces ψ(x) = π. Así, eiψ(x) = e−iψ(x) para toda x ∈ A ∩ B. Por [19, Teorema 18.3, p.

123], f es continua en X. Dado que X tiene la propiedad b), existe una función continua

φ : X → R tal que f(x) = eiφ(x) para cada x ∈ X, esto implica que f(x) = eiφ(x) = eiψ(x)

para cada x ∈ A y f(x) = eiφ(x) = e−iψ(x) para cada x ∈ B. Como A y B son conexos, por

el Lema 2.0.23, se tiene que existen k1, k2 ∈ Z tales que:

ψ(x) = φ(x) + 2k1π en A y −ψ(x) = φ(x) + 2k2π en B

Por lo tanto ψ(x) = π(k1 − k2) en A ∩ B lo cual es una contradicción. Luego A ∩ B es

conexo. Por lo tanto X es unicoherente. �

Teorema 2.0.25 Todo hiperespacio de g-crecimiento de un continuo tiene la propiedad

b).

Demostración: Sean X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X.

Consideremos para cada A ∈ H, el conjunto KA = {B ∈ H : A ⊆ B}, podemos usar

argumentos similares a los de [15, prueba del Lema 13, p. 2004] para probar que H tiene
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la propiedad b).

De la Proposición 2.0.18 y de los Teoremas 2.0.24 y 2.0.25 se obtiene el siguiente Co-

rolario.

Corolario 2.0.26 Todo hiperespacio de g-crecimiento de un continuo es unicoherente.



Capítulo 3

Pseudo-homotopías en hiperespacios

En esta sección daremos resultados generales de pseudo-homotopías en hiperespacios.

De aquí en adelante I denotará el intervalo [0, 1].

Definición 3.0.1 Sean X y Y espacios topológicos y f, g : X → Y funciones continuas.

Decimos que f es homotópica a g (o f y g son homotópicas), si existe una función

continua H : X × I → Y que satisface H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x) para cada x ∈ X.

A la función H se le llama homotopía. Escribiremos f ' g para decir que f y g son

homotópicas.

Definición 3.0.2 Sean X y Y espacios topológicos y f, g : X → Y funciones continuas.

Decimos que f es pseudo-homotópica a g (o f y g son pseudo-homotópicas), si existen

un continuo K, puntos a, b ∈ K y una función continua G : X × K → Y que satisface

G(x, a) = f(x) y G(x, b) = g(x) para cada x ∈ X.

La función G es llamada pseudo-homotopía entre f y g con espacio factor K. Escribiremos

f 'K g para decir que f es pseudo-homotópica a g con espacio factor K.

Teorema 3.0.3 Sea X un espacio topológico. Si IdX ' a con a una función constante en

X, entonces X es conexo por trayectorias.

Demostración: Dado que IdX ' a con a una función constante. Entonces existe H :

X × I → X una función continua tal que H(x, 0) = x y H(x, 1) = a donde a(x) = a para

24
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cada x ∈ X.

Sea z ∈ X. Definimos fz : I → X dada por fz(t) = H(z, t). Se tiene que fz es continua,

además que fz(0) = z y fz(1) = a. Por lo que fz es una trayectoria que une el punto a con

el punto z. De esta manera para cada b y c ∈ X, podemos definir una trayectoria a partir

de fb y de fc pasando por a. �

De las definiciones de homotopía y pseudo-homotopía se obtiene la siguiente observación.

Observación 3.0.4 Si f es homotópica a g, entonces f es pseudo-homotópica a g.

El regreso a esta observación no es cierto como lo demostró W. Kuperberg. Veamos como

se describe el ejemplo para lo cual lo anterior no se cumple.

Ejemplo 3.0.5 Sean C el plano complejo, X0 = {z ∈ C : z = t+2
t+1
eit con t ∈ [0,∞)}

la espiral que se aproxima al círculo unitario S1 = {z ∈ C :‖ z ‖= 1} y D2 = {z ∈

C :‖ z ‖≤ 1}. Sea X = X0 ∪ D2 el continuo de Kuperberg y sea C = X0 ∪ S1 ∪ X1 con

X1 = {z ∈ C : Im(z) = 0 y 0 ≤ Re(z) ≤ 1}. C es el espacio factor para el cual X es

pseudo-contráctil.

Para probarlo definamos las siguientes funciones:

• H1 : X0 ×X0 → X0 tal que H1(
t+2
t+1
eit, t

′+2
t′+1

eit
′
) = t+t′+2

t+t′+1
ei(t+t

′)

• H2 : D2 ×X0 → D2 tal que H2(z,
t+2
t+1
eit) = zeit

• H3 : D2 × (S1 ∪X1)→ D2 tal que H3(z, w) = zw

• H4 : X0 × (S1 ∪X1)→ D2 tal que H4(
t+2
t+1
eit, w) = weit

Para demostrar que H1 es continua notemos que [0,∞) es homeomorfo a X0 entonces

existe un homeomorfismo h : [0,∞)→ X0 tal que h(t) = t+2
t+1
eit para todo t ∈ [0,∞), esto

implica que para cada z ∈ X0 existe un único t ∈ [0,∞) tal que h(t) = z.

Sea F : [0,∞) × [0,∞) → [0,∞) tal que F (t, t′) = t + t′. Observemos que H1(z, c) =

h(F (h−1(z), h−1(C))), dado que h, h−1 y F son continuas entonces H1 es continua.
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De forma similar se puede demostrar la continuidad de H2, H3 y H4.

Definimos H : X × C → X dada por:

H(z, c) =



H1(z, c) si (z, c) ∈ X0 ×X0

H2(z, c) si (z, c) ∈ D2 ×X0

H3(z, c) si (z, c) ∈ D2 × (S1 ∪X1)

H4(z, c) si (z, c) ∈ X0 × (S1 ∪X1)

(3.1)

Como H1, H2, H3 y H4 son continuas, entonces H es continua. Ahora, si t = 0 entonces

h(0) = (2, 0) ∈ C, notemos que H1(z, f(0)) = z y H2(z, f(0)) = z para toda z ∈ X. Por lo

que H(z, h(0)) = z para toda z ∈ X.

Si c = (0, 0) ∈ C, entonces H3(z, c) = (0, 0) y H4(z, c) = (0, 0) para toda z ∈ X. De esta

manera H(z, c) = (0, 0) para toda z ∈ X.

Sean K ∈ C(X ×X) tal que K(z) = z0 donde z0 = (0, 0), a = (2, 0), b = (0, 0) ∈ C. Por

lo tanto IdX 'C K.

Afirmación X no es conexo por trayectorias.

Vamos a probar que toda trayectoria que contenga al punto (1, 0) se queda contenida

en el disco D2. Sea α : I → X una trayectoria tal que α(0) = (1, 0), dado que D2

es cerrado en X y α es continua, α−1(D2) es cerrado en I. Veamos ahora que α−1(D2)

es abierto en I. Sea t0 ∈ α−1(D2), esto es sea t0 ∈ [0, 1] tal que α(t0) = y0 ∈ D2. Si

y0 ∈ int(D2). Sea ε > 0 tal que Bε(ȳ0) ⊆ D2. Por la continuidad existe δ > 0 tal que

t0 ∈ U = Bδ(t0) ∩ [0, 1] = (t0 − δ, t0 + δ) ∩ [0, 1] y f(U) ⊆ Bε(y0) ⊆ D2.

Si y0 ∈ Fr(D2). Sea ε > 0 tal que Bε(y0)∩X tiene una infinidad de componentes, una de

las cuales es Bε(y0) ∩D2. De igual manera, existe δ > 0 tal que t0 ∈ U = Bδ(t0) ∩ [0, 1] y

f(U) ⊆ Bε(y0)∩X. Como U es conexo y y0 = f(t0) ∈ f(U)∩D2, f(t0) ∈ Bε(y0)∩D2. Así

f(U) es un conexo que contine a y0 y que intersecta a la componente Bε(ȳ0) ∩D2. Por lo

tanto f(U) ⊆ Bε(y0) ∩D2 ⊆ D2. De está manera tenemos que f−1(D) es abierto, cerrado

y no vacío de I, y dado que I es conexo, f−1(D) = I. Así, no es posible unir un punto de

D2 con un punto de la espiral X0 por medio de una trayectoria. Por lo que X no es conexo

por trayectorias. Por el Teorema 3.0.3 la identidad en X no es homotópica a toda función

constante en X. �
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Proposición 3.0.6 Si el espacio factor K es arco conexo, entonces f 'K g es equivalente

a f ' g.

Demostración: Si que f 'K g entonces existen puntos a, b ∈ K y G : X×K → Y continua

tal que G(x, a) = f(x) y G(x, b) = g(x) para cada x ∈ X. Como K es arco-conexo, existe

un arco C con puntos finales a y b, es decir existe α : I → C tal que α(0) = a y α(1) = b

un homeomorfismo. Sea g : X × I → X × K cumpliendo g(x, t) = (x, α(t)) para todo

x ∈ X y t ∈ I. Notemos que g es continua ya que IdX y α(t) son continuas. Definimos

H : X×I → Y tal queH(x, t) = G(g(x, t)) = G(x, α(t)) para toda x ∈ X y t ∈ I, dado que

G y g son continuas entonces H es continua. Así H(x, 0) = G(x, α(0)) = G(x, a) = f(x) y

H(x, 1) = G(x, α(1)) = G(x, b) = g(x). Por lo tanto f ' g.

La implicación inversa se tiene por la Observación 3.0.4. �

Teorema 3.0.7 Sean X, Y continuos y f : X → Y una función. Si f es continua entonces

2f : 2X → 2Y dada por 2f (A) = f(A) está bien definida y es continua.

Demostración: Sea A ∈ 2X . Dado que X, Y son continuos, entonces f es una función

cerrada, esto implica que f(A) ∈ 2X . Por lo que 2f está bien definida.

Para demostrar que 2f es continua, tomemos ε > 0. Como f es continua, existe δ > 0 tal

que si dX(x, y) < δ para toda x, y ∈ X, entonces dY (f(x), f(y)) < ε. Sean A,B ∈ 2X tales

que H(A,B) < δ. Veamos que H(2f (A), 2f (B)) = H(f(A), f(B)) < ε. Sean a′ ∈ f(A)

y a ∈ A tal que f(a) = a′. Como A ⊆ N(δ, B) tenemos que existe b ∈ B tal que

dX(a, b) < δ. Luego dY (f(a), f(b)) = dY (a′, f(b)) < ε. Por lo que a′ ∈ N(ε, f(B)), de esto

f(A) ⊆ N(ε, f(B)). De manera similar se puede probar que f(B) ⊆ N(ε, f(A)). De lo

anterior se tiene que H(2f (A), 2f (B)) < ε. Por lo tanto 2f es continua. �

Proposición 3.0.8 Sean X, Y continuos y f : X → Y una función. Si f es continua

entonces C(f) : C(X)→ C(Y ) dada por C(f)(K) = f(K) está bien definida y es continua.

Demostración: Dado que C(f) = 2f |C(f), por el Teorema 3.0.7, 2f es continua, así C(f) es

continua.

Para demostrar que C(f) está bien definida sea A ∈ C(X). Entonces A ∈ 2X y A es

conexo, esto implica que f(A) ∈ 2Y . Ahora, si f(A) es disconexo en Y , entonces existen
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H 6= ∅ y K 6= ∅ subconjuntos cerrados en Y tales que f(A) = H ∪ K, de esta manera

A ⊆ f−1(H) ∪ f−1(K), lo que implica que f−1(H) 6= ∅ y f−1(K) 6= ∅, f−1(H) ∩ A 6= ∅ y

f−1(K) ∩ A 6= ∅ y f−1(H), f−1(K) son subconjuntos cerrados en X, lo que contradice el

hecho de que A es conexo en X. Así, f(A) ∈ C(Y ). Por lo tanto C(f) está bien definida.

�

Teorema 3.0.9 Sean X, Y , K continuos, H un hiperespacio de g-crecimiento de Y y

G : X × K → H una función continua. Definimos la función Ĝ : X × C(K) → H por

Ĝ(x,B) =
⋃
G({x} ×B). Cada una de las siguientes condiciones se cumple:

(1) Ĝ está bien definida y es continua.

(2) Ĝ(x, {t}) = G(x, t) para cada (x, t) ∈ X ×K.

(3) Si t ∈ T ∈ C(K) y G(x, t) ∈ H′ para algún H′ hiperespacio de g-crecimiento de Y

contenido en H, entonces Ĝ(x, T ) ∈ H′.

Demostración: Para demostrar (1) si x ∈ X y B ∈ C(K), entonces {x}×B es un continuo

en X×K lo que implica que G({x}×B) es un continuo en H ⊆ 2Y , además G({x}×B)∩

H 6= ∅ pues G(x, b) ∈ H. Dado que H es un hiperespacio de g-crecimiento concluimos que⋃
G({x} ×B) ∈ H. Por lo que Ĝ está bien definida.

Para demostrar que Ĝ es continua, sea C(G) : C(X × K) → C(2Y ) tal que C(G)(D) =

G(D) la función inducida de G, la cual por la Proposición 3.0.8, es continua. Sea A =

{{x} × B : x ∈ X,B ∈ C(K)} ⊆ C(X ×K), la función F = C(G) |A: A → C(2Y ) ⊆ 22Y

es continua y considerando ∪ : 22Y → 2Y definida en el Lema 1.0.38, la composición

∪ ◦ F : A → H ⊆ 2Y es continua. Note que e : X × C(K) → A ⊆ C(X × K) tal que

e(x,B) = {x} ×B es un encaje. Así, Ĝ = ∪ ◦ F ◦ e es continua.

Para demostrar (2) sea (x, t) ∈ X×K, tenemos que Ĝ(x, {t}) =
⋃
G({x}×{t}) = G(x, t).

Para demostrar (3) sea t ∈ T ∈ C(K) y G(x, t) ∈ H′ para algún H′ hiperespacio de g-

crecimiento de Y contenido en H. Notemos que G({x} × T ) ∈ C(2Y ). Además G(x, t) ∈

G({x} × T ) lo que implica que G({x} × T ) ∩ H′ 6= ∅. Dado que H′ es un hiperespacio de

g-crecimiento de Y , concluimos que
⋃
G({x} × T ) = Ĝ(x, T ) ∈ H′. �
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Teorema 3.0.10 Sean X, Y continuos y H un hiperespacio de g-crecimiento de Y . Si

f, g : X → H son funciones continuas, entonces f y g son pseudo-homotópicas si y sólo

si f y g son homotópicas.

Demostración: Si f y g son pseudo-homotópicas, entonces existe un continuo K, puntos

a, b ∈ K y una función continua G : X ×K → H tal que G(x, a) = f(x) y G(x, b) = g(x)

para cada x ∈ X. Por el Teorema 3.0.9 obtenemos que Ĝ(x, {a}) = f(x) y Ĝ(x, {b}) = g(x)

para cada x ∈ X. De esta manera tenemos una pseudo-homotopía entre f y g con factor

arco conexo y ya que C(K) es un continuo arco conexo, concluimos que f y g son homo-

tópicas por la Proposición 3.0.6.

La implicación inversa se tiene por la Observación 3.0.4. �

Para un continuo X, H(X) denota un hiperespacio contenido en 2X .

Sean X, Y continuos. Para dos hiperespacios H(X) y H(Y ) contenidos en 2X y 2Y respec-

tivamente, estaremos pensando que existe un conjunto de propiedades P que los define, es

decir, H(X) = {A ∈ 2X : A satisface P} y H(Y ) = {B ∈ 2Y : B satisface P}.

Por ejemplo: Fn(−), Cn(−), 2−, F∞(−), C∞(−).

Definición 3.0.11 Sean X, Y continuos y H(X), H(Y ) hiperespacios de X y Y res-

pectivamente. Si para toda función continua f : X → Y la imagen f(A) ∈ H(Y ) para

cada A ∈ H(X) y esta asignación es continua, diremos que H(X) admite funciones H-

inducidas.

La función H-inducida de f es representada por H(f) : H(X) → H(Y ) definida por

H(f)(A) = f(A).

Ejemplo 3.0.12 Mostraremos algunos hiperespacios que admiten funciones H-inducidas.

1. Por el Teorema 3.0.7, 2X admite funciones 2X-inducidas.

2. Por la Propocisión 3.0.8, C(X) admite funciones C(X)-inducidas.

3. Cn(X) admite funciones Cn(X)-inducidas.

Sean X, Y continuos, f : X → Y una función continua y Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y )
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dada por Cn(f)(K) = f(K).

Para mostrar que Cn(X) admite funciones H-inducidas. Notemos que Cn(f) =

2f |Cn(X) y dado que 2f es continua, entonces Cn(f) es continua.

Ahora, sea A ∈ Cn(X). Entonces A ∈ 2X y A tiene a lo más n componentes con

n > 1, por lo que f(A) ∈ 2Y .

Como cada componente C de A es conexa y f es continua, f(C) es un conexo,

nótese que puede ocurrir que para algunas componentes de A las imágenes pueden

intersectarse y cuya unión de todas las que se intersectan forman una componente en

f(A). Así, f(A) tiene a lo más n componentes. Por lo tanto Cn(X) admite funciones

Cn(X)-inducidas.

4. C∞(X) admite funciones H-inducidas.

Sean X, Y continuos, f : X → Y una función continua y C∞(f) : C∞(X)→ C∞(Y )

dada por C∞(f)(K) = f(K).

Notemos que C∞(f) = 2f |C∞(X) y dado que 2f es continua, entonces C∞(f) es con-

tinua.

Ahora, sea A ∈ C∞(X). Entonces A ∈ 2X y A tiene una cantidad finita de compo-

nentes, así que f(A) ∈ 2Y .

Como cada componente C de A es conexa y f es continua, entonces f(C) es un

conexo, nótese que puede ocurrir que para algunas componentes de A las imágenes

pueden intersectarse y cuya unión de todas las que se intersectan forman una com-

ponente en f(A). Así, f(A) tiene una cantidad finita de componentes. Por lo tanto

C∞(X) admite funciones C∞(X)-inducidas.

5. Fn(X) admite funciones Fn(X)-inducidas.

Sean X, Y continuos, f : X → Y una función continua y Fn(f) : Fn(X) → Fn(Y )

dada por Fn(f)(K) = f(K).

Dado que Fn(f) = 2f |Fn(X) y dado que 2f es continua, Fn(f) es continua.

Ahora, sea A ∈ Fn(X). Entonces A ∈ 2X y A tiene a lo más n puntos para cada

n ∈ N, entonces f(A) ∈ 2Y .

Como A tiene a lo más n puntos, f(A) tiene a lo más n puntos. Por lo tanto Fn(X)
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admite funciones Fn(X)-inducidas.

6. F∞(X) admite funciones F∞(X)-inducidas.

Sean X, Y continuos, f : X → Y una función continua y F∞(f) : F∞(X)→ F∞(Y )

dada por F∞(f)(K) = f(K).

Dado que F∞(f) = 2f |F∞(X) y dado que 2f es continua, entonces F∞(f) es continua.

Ahora, sea A ∈ F∞(X). Entonces A ∈ 2X y A tiene una cantidad finita de puntos,

por lo que f(A) ∈ 2Y .

Como A tiene una cantidad finita de puntos, entonces f(A) tiene una cantidad finita

de puntos. Por lo tanto F∞(X) admite funciones F∞(X)-inducidas. �

NOTA: La notación 2f , C(f), Cn(f), C∞(f), Fn(f) y F∞(f) representa las funciones

H-inducidas entre cualquier par de hiperespacios 2X y 2Y , C(X) y C(Y ), Cn(X) y Cn(Y ),

C∞(X) y C∞(Y ), Fn(X) y Fn(Y ) y F∞(X) y F∞(Y ), respectivamente.

De aquí en adelante vamos a suponer que si X es un continuo, todo hiperespacio H(X)

admite funciones H-inducidas.

Definición 3.0.13 Decimos que el hiperespacio H(X) tiene la propiedad e si la función

e : H(X)×K → H(X ×K) dada por e(A, x) = A× {x} es un encaje.

Teorema 3.0.14 Los hiperespacios 2X , C∞(X), F∞(X), Cn(X), Fn(X) para todo n ∈ N

tienen la propiedad e.

Demostración: Primero demostraremos que la función e : H(X) ×K → H(X ×K) dada

por e(A, x) = A × {x} es inyectiva y enunciaremos una observación. Esto nos ayudará a

demostrar que 2X , C∞(X), F∞(X), Cn(X), Fn(X) tienen la propiedad e.

Para mostrar que e es inyectiva. Sean A, A′ ∈ 2X y x, x′ ∈ K supongamos que (A, x) 6=

(A′, x′), entonces A 6= A′ o x 6= x′, esto implica que A×{x} 6= A′×{x′}. Así, e es inyectiva.

Observación: Si {(An, xn)} una sucesión tal que (An, xn)→ (A, x). Por el Teorema 1.0.30,

An × {xn} → A× {x}.

Ahora, demostraremos que 2X tiene la propiedad e.

Sea e : 2X × K → 2X×K dada por e(A, x) = A × {x}. Para demostrar que e está bien
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definida, notemos que si A ∈ 2X , x ∈ K y dado que K es un espacio T1 entonces {x} es

cerrado. Por lo tanto A× {x} es cerrado y por la Observación e es continua.

Dado que e es una función definida entre continuos y es continua e es cerrada. Además,

tenemos que e es inyectiva. Por lo tanto e es un encaje.

Para demostrar que F∞(X) tiene la propiedad e.

Sea e : F∞(X)×K → F∞(X ×K) dada por e(A, x) = A×{x}. Primero mostraremos que

e está bien definida, dados A ∈ F∞(X) y x ∈ K se tiene que A ∈ 2X y dado que K es

un espacio T1, {x} es cerrado, de está manera A × {x} es cerrado. Además, A tiene una

cantidad finita de puntos, lo cual implica que A×{x} tiene una cantidad finita de puntos.

Así A× {x} ∈ F∞(X ×K) y por la Observación e es continua.

Dado que e está definida entre continuos y es continua entonces e es cerrada. Además,

tenemos que e es inyectiva. Por lo tanto e es un encaje.

De manera similar podemos demostrar que C∞(X) tiene la propiedad e.

Ahora mostraremos que para todo n ∈ NCn(X) tiene la propiedad e.

Sea e : Cn(X)×K → Cn(X ×K) dada por e(A, x) = A× {x}. Primero mostraremos que

e está bien definida, dados A ∈ Cn(X) y x ∈ K, se tiene que A ∈ 2X y dado que K es un

espacio T1 entonces {x} es cerrado, de esta manera A×{x} es cerrado. Además, A tiene a

lo más n componentes en X, lo que implica que A×{x} tiene a lo más n componentes en

X ×K. Así, A× {x} ∈ Cn(X ×K) para todo n ∈ N y por la Observación e es continua.

Dado que e está definida entre continuos y es continua obtenemos que e es cerrada. Además,

tenemos que e es inyectiva. Por lo tanto e es un encaje.

De manera similar se demuestra que Fn(X) tiene la propiedad e para todo n ∈ N. �

Teorema 3.0.15 Sean X, Y , K continuos, H(X) un hiperespacio que tiene la propiedad

e y G : X × K → Y una función continua. Definimos G̃ : H(X) × K → H(Y ) por

G̃((A, t)) = G(A× {t}). Entonces la función G̃ está bien definida y es continua.

Demostración: Notemos que G̃ = H(G)◦e, donde e es el encaje de H(X)×K a H(X×K)

dado en la Definición 3.0.13. Así, G̃ está bien definida y es continua. �

Bajo el supuesto de que los hiperespacios de continuos tienen la propiedad e, mostrare-
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mos que si dos funciones continuas entre continuos son pseudo-homotópicas, sus funciones

H-inducidas son pseudo-homotópicas también.

Teorema 3.0.16 Sean X, Y continuos, H(X), H(Y ) dos hiperespacios de X y Y respec-

tivamente y f, g : X → Y funciones continuas. Si f y g son pseudo-homotópicas entonces

H(f) y H(g) son pseudo-homotópicas, y si H(Y ) es un hiperespacio de g-crecimiento,

entonces H(f) y H(g) son homotópicas.

Demostración: Dado que f y g son pseudo-homotópicas, entonces existen un continuo K,

dos puntos a, b ∈ K y una función continua G : X ×K → Y tales que G(x, a) = f(x) y

G(x, b) = g(x) para cada x ∈ X. Por el Teorema 3.0.15, existe una función continua G̃ la

cual satisface que G̃(S, a) = G(S, {a}) = f(S) = H(f)(S) y G̃(S, b) = G(S, {b}) = g(S) =

H(g)(S). Así G̃ es una pseudo-homotopía entre H(f) y H(g) con espacio factor K.

Si H(Y ) es un hiperespacio de g-crecimiento, entonces por el Teorema 3.0.10, H(f) y H(g)

son homotópicas. �

NOTA: Dado un espacio topológico X, denotamos por IdX a la función identidad definida

en X.

Teorema 3.0.17 Sean X, Y , Z continuos, f : X → Y , g : Y → Z dos funciones

continuas y H(X), H(Y ), H(Z) hiperespacios de X, Y y Z respectivamente. Si H(f),

H(g), H(g ◦f) y H(IdX) son las funciones inducidas de f , g, g ◦f y IdX respectivamente,

entonces:

(1) H(g ◦ f)= H(g) ◦H(f)

(2) H(IdX)= IdH(X)

Demostración: Para mostrar (1) notemos que H(g ◦ f) y H(g) ◦ H(f) tienen el mismo

dominio y codominio. Ahora, sea A ∈ H(X). Veamos que H(g ◦ f)(A) = (g ◦ f)(A) y

(H(g) ◦H(f)) = H(g(f(A))) = (g ◦ f)(A). Por lo tanto H(g ◦ f) = H(g) ◦H(f).

Para mostrar (2) Notemos primero que H(IdX) y IdH(X) tienen el mismo dominio y

codominio. Ahora, sea B ∈ H(X), tenemos que H(IdX)(B) = IdXB = B = IdH(X)(B).

�
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Definición 3.0.18 Dado un continuo X, G(X), H(X) dos hiperespacios de X tales que

G(X) ⊆ H(X). El hiperespacio cociente Q(X) para X es el espacio cociente de la

forma H(X)/G(X) obtenido identificando el hiperespacio G(X) a un punto.

Definición 3.0.19 Decimos que un hiperespacio cociente Q(X) es un hiperespacio co-

ciente de g-crecimiento para X si H(X) y G(X) son hiperespacios de g-crecimiento.

Definición 3.0.20 Sean ρx : H(X) → Q(X) y ρy : H(Y ) → Q(Y ) funciones cocientes.

La función q-inducida de una función entre continuos f : X → Y es la función Q(f) :

Q(X)→ Q(Y ) la cual cumple Q(f) ◦ ρx = ρy ◦H(f).

Ejemplo 3.0.21 Si m,n ∈ N con m ≤ n, F n
m(X), HSn(X) y Cn

m(X) denotan los espacios

cocientes Fn(X)/Fm(X), Cn(X)/Fn(X) y Cn(X)/Cm(X) respectivamente y en estos casos

podemos definir las funciones q-inducidas.

Para mostrar que en F n
m(X) podemos definir funciones q-inducidas notemos que Fm(X) ⊆

Fn(X). Sean ρx : Fn(X)→ F n
m(X) y ρy : Fn(Y )→ F n

m(Y ). Entonces Q(f) ◦ ρx : Fn(X)→

F n
m(Y ) y ρy ◦Fn(f) : Fn(X)→ F n

m(Y ). Por lo que Q(f) ◦ ρx y ρy ◦Fn(f) tienen el mismos

dominio y codominio.

Dado A ∈ Fn(X), tenemos que A ∈ Fm(X) o A /∈ Fm(X). Si A ∈ Fm(X) entonces

ρx(A) = Fm(X), con lo que Q(f) ◦ ρx(A) = Q(f)(Fm(X)) = Fm(X) = ρy(f(A)) = ρy ◦

Fn(f)(A). Por otro lado, si A /∈ Fm(X) entonces ρx(A) = {A}, con lo que Q(f) ◦ ρx(A) =

Q(f)({A}) = {f(A)} = ρy(f(A)) = ρy◦Fn(f)(A). Por lo tanto, en F n
m(X) podemos definir

funciones q-inducidas.

De manera similar podemos mostrar que en Cn
m(X) podemos definir funciones q-inducidas.

Para mostrar que en HSn(X) podemos definir funciones q-inducidas recordemos que Fn(X) ⊆

Cn(X). Sean ρx : Cn(X) → HSn(X) y ρy : Cn(Y ) → HSn(Y ). Entonces Q(f) ◦ ρx :

Cn(X) → HSn(Y ) y ρy ◦ Cn(f) : Cn(X) → HSn(Y ). Por lo que Q(f) ◦ ρx y ρy ◦ Cn(f)

tienen el mismos dominio y codominio.

Dado A ∈ Cn(X), se tiene que A ∈ Fn(X) o A /∈ Fn(X). Si A ∈ Fn(X) entonces ρx(A) =

Fn(X), con lo que Q(f)◦ρx(A) = Q(f)(Fn(X)) = Fn(X) = ρy(f(A)) = ρy◦Cn(f)(A). Por

otro lado, si A /∈ Fn(X), entonces ρx(A) = {A}, con lo que Q(f) ◦ ρx(A) = Q(f)({A}) =
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{f(A)} = ρy(f(A)) = ρy ◦ Cn(f)(A). Por lo tanto en HSn(X) podemos definir funciones

q-inducidas. �

Vamos a suponer que si X es un continuo, todo hiperespacio cociente Q(X) admite fun-

ciones q-inducidas.

Definición 3.0.22 Decimos que el hiperespacio cociente Q(X) = H(X)/G(X) tiene

la propiedad e si H(X) y G(X) tienen la propiedad e.

Proposición 3.0.23 Sean X, Y , Z continuos y Q(X) un hiperespacio cociente para X.

Si f : X → Y y g : Y → Z son funciones continuas, entonces:

(1) Q(g ◦ f) = Q(g) ◦Q(f).

(2) Q(IdX) = IdQ(X)

Demostración: Para mostrar (1) notemos que Q(g) ◦Q(f) ◦ ρx y ρz ◦H(g) ◦H(f) tienen el

mismo dominio y codominio. Ahora, tenemos Q(g) ◦Q(f) ◦ ρx = Q(g) ◦ ρy ◦H(f) = ρz ◦

H(g)◦H(f). Por otro lado, Q(g◦f)◦ρx = ρz◦H(g◦f) = ρz◦H(g)◦H(f) = Q(g)◦Q(f)◦ρx,

de está manera Q(g ◦ f) = Q(g) ◦Q(f).

Para mostrar (2) notemos queH(IdX)(B) = B para todoB ∈ H(X). AsíQ(IdX)(ρX(B)) =

ρX(H(IdX)(B)) = ρX(B) = IdQ(X)(ρX(B)). Por lo tanto Q(idX) = IdQ(X). �

Definición 3.0.24 Sean X, Y espacios topológicos y f : X → Y una función continua.

Si existe una función continua g : Y → X tal que f ◦ g = IdY , se dice que f es una

identificación.

Teorema 3.0.25 (Teorema de la transgresión). Sean p : X → Y una identificación

y h : X → Z una función continua. Si h es una función constante en cada fibra p−1(y).

Entonces:

(1) h ◦ p−1 : Y → Z es continua y además, el siguiente diagrama es conmutativo.
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(2) h◦p−1 : Y → Z es una función abierta (cerrada) si y sólo si h(U) es abierto (cerrado)

cuando U es un conjunto abierto (cerrado) tal que U = p−1 ◦ p(U).

Demostración: Para demostrar (1) notemos que para cada x ∈ X, p−1 ◦p(x) es la fibra que

contiene a x y dado que h es constante en cada fibra, tenemos que h(x) = h ◦ p−1 ◦ p(x) =

(h ◦ p−1) ◦ p(x), es decir h = h ◦ p−1 ◦ p. Como h es continua entonces por [14, Teorema

3.1, p. 123], h ◦ p−1 es continua.

Para demostrar (2) sea V ⊆ Y un conjunto abierto; entonces U = p−1(V ) es un abierto en

X y dado que U = p−1 ◦ p(U) entonces h(U) = h ◦ p−1 ◦ p(U) = h ◦ p−1(V ). �

Teorema 3.0.26 Sean X, Y continuos y Q(X) = H(X)/G(X) un hiperespacio cocien-

te para X que tiene la propiedad e. Las funciones q-inducidas de las funciones pseudo-

homotópicas son pseudo-homotópicas y si Q(Y ) = H(Y )/G(Y ) es un hiperespacio cocien-

te de g-crecimiento para Y , entonces las funciones q-inducidas de las funciones pseudo-

homotópicas son homotópicas.

Demostración: Dadas f, g : X → Y funciones pseudo-homotópicas, existen K un continuo,

puntos a, b ∈ K y una función continua M : X ×K → Y que satisfacen M(x, a) = f(x) y

M(x, b) = g(x) para todo x ∈ X. Entonces la función M̃ : H(X)×K → H(Y ) definida por

M̃(A, t) = M(A×{t}) satisface que M̃(A, a) = H(f)(A) y M̃(A, b) = H(g)(A) para cada

A ∈ H(X). Dado que G(X) tiene la propiedad e, M̃(G(X)×K) ⊆ G(Y ). Por el Teorema

3.0.25, existe L : Q(X) × K → Q(Y ) tal que L(ρX(A), t) = ρY (M̃(A, t)). Notemos que

L(ρX(A), a) = ρY (M̃(A, a)) = ρY (H(f)(A)) = Q(f)(A) y L(ρY (A), b) = Q(g)(A) para

cada A ∈ H(X). Así Q(f) y Q(g) son pseudo-homotópicas.

Ahora, si H(Y ) y G(Y ) son hiperespacios de g-crecimiento de Y . Entonces, S : H(X) ×

C(K) → H(Y ) definida por S(A, T ) =
⋃
M̃({A} × T ) está bien definida y es continua.

Además, S(A, {a}) = H(f)(A), S(A, {b}) = H(g)(A) para cada A ∈ H(X) y S(B, {a}) =

M̃(B, a) = H(f)(B) = f(B) ∈ G(Y ), S(B, {b}) = M̃(B, b) = H(g)(B) = g(B) ∈ G(Y )

para cada B ∈ G(X). Ahora, sea l : [0, 1] → C(K) tal que l(0) = {a}, l(1) = {b} y

l(s) ∩ {a, b} 6= ∅ para cada s ∈ [0, 1]. Entonces, si (B, s) ∈ G(X) × [0, 1] tenemos que

M̃({B} × l(s)) ∈ C(2X) y M̃({B} × l(s)) ∩ G(Y ) 6= ∅. Dado que G(Y ) es un hiperes-

pacio de g-crecimiento de Y tenemos que S(G(X) × l([0, 1])) ⊆ G(Y ). Por el Teorema



CAPÍTULO 3. PSEUDO-HOMOTOPÍAS EN HIPERESPACIOS 37

3.0.25, existe R : Q(X) × [0, 1] → Q(Y ) tal que R(ρX(A), s) = ρY (S(A, l(s))). Observe-

mos que R(ρX(A), 0) = ρY (S(A, l(0))) = ρY (S(A, a)) = ρY (H(f)(A)) = Q(f)(ρX(A)) y

R(ρX(A), 1) = ρY (S(A, l(1))) = ρY (S(A, b)) = ρY (H(g)(A)) = Q(g)(ρX(A)). Por lo tanto

Q(f) y Q(g) son homotópicas. �



Capítulo 4

Pseudo-contractibilidad en

hiperespacios

En esta sección daremos resultados generales de contractibilidad y pseudo-contractibilidad

en hiperespacios. Determinaremos en que tipo de hiperespacios la pseudo-contractibilidad

es equivalente a la contractibilidad.

Definición 4.0.1 Un espacio topológico X se dice que es contráctil siempre que exista

una homotopía entre la función identidad en X y una función constante en X.

Definición 4.0.2 Un espacio topológico X se dice que es pseudo-contráctil siempre que

exista una pseudo-homotopía entre la función identidad en X y una función constante en

X.

Observación 4.0.3 Todo espacio contráctil es pseudo-contráctil.

Pero no todo espacio pseudo-contráctil es contráctil. Ver el Ejemplo 3.0.5.

Definición 4.0.4 Se dice que un espacio topológico X es:

a) contráctil con respecto a un espacio topológico Y si cada función continua f :

X → Y es homotópica a una función constante en Y .

b) pseudo-contráctil con respecto a un espacio topológico Y si cada función continua

f : X → Y es pseudo-homotópica a una función constante en Y .

38
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Teorema 4.0.5 La pseudo-contractibilidad es una propiedad topológica.

Demostración: Sean X un espacio topológico pseudo-contráctil y Y un espacio topológico

homeomorfo aX. Dado queX es pseudo-contráctil, existen un continuoK, puntos a, b ∈ K

y una función continuaH : X×K → X tales queH(x, a) = x yH(x, b) = x0 para toda x ∈

X y algún x0 ∈ X. Como X y Y son homeomorfos, existe f : X → Y un homeomorfismo.

Sea G : Y × K → Y definida por G(y, t) = f ◦ H(f−1(y), t), G está bien definida y

es continua. Además G(y, a) = f ◦ H(f−1(y), a) = f(H(f−1(y), a)) = f(f−1(y)) = y y

G(y, b) = f ◦H(f−1(y), b) = f(H(f−1(y), b)) = f(x0) el cual es un valor constante en Y .

Por lo tanto Y es pseudo-contráctil. �

Definición 4.0.6 Sea X un espacio topológico, A ⊆ X. Definimos la función inclusión

i : A→ X por i(a) = a para toda a ∈ A.

Definición 4.0.7 Decimos que un subespacio Y de X es pseudo-contráctil en X si la

función inclusión de Y a X es pseudo-homotópica a una función constante en X.

Definición 4.0.8 Decimos que un subespacio Y de X es contráctil en X si la función

inclusión de Y a X es homotópica a una función constante en X.

Teorema 4.0.9 Sean X, Y espacios topológicos. Si Y ⊆ X y X es pseudo-contráctil

entonces Y es pseudo-contráctil en X.

Demostración: Como X es pseudo-contráctil, existen un continuo K, puntos a, b ∈ K y

H : X × K → X una función continua tales que H(x, a) = x y H(x, b) = x0 para toda

x ∈ X y algún x0 ∈ X. Sea i : Y → X la función inclusión. Definimos G : Y ×K → X por

G(x, t) = H(i(x), t). Notemos que G está bien definida y dado que H es continua, G es

continua. Ahora G(y, a) = H(i(y), a) = H(y, a) = y y G(y, b) = H(i(y), b) = H(y, b) = x0.

Por lo tanto, Y es pseudo-contráctil en X. �

Observación 4.0.10 Cada subespacio Z de un subespacio pseudo-contráctil Y de un es-

pacio X es pseudo-contráctil en X.

Observación 4.0.11 Si Y ⊆ X y Y es pseudo-contráctil con respecto a X, entonces Y

es pseudo-contráctil en X.
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Observación 4.0.12 Cualquier subespacio Z de un espacio contráctil X es contráctil en

X y cada subespacio Z de un subespacio contráctil Y de un espacio X es contráctil en X.

Teorema 4.0.13 Sea X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X. Entonces

H es pseudo-contráctil si y sólo si H es contráctil.

Demostración: Supongamos que H es pseudo-contráctril. Entonces, existe una pseudo-

homotopía entre la función identidad enH y c donde c es una función constante enH. Dado

que H es un hiperespacio de g-crecimiento, por el Teorema 3.0.10, existe una homotopía

entre la función identidad en H y c. Por lo tanto H es contráctil.

Supongamos que H es contráctil, por la Proposición 4.0.3, H es pseudo-contráctil. �

Teorema 4.0.14 Sea X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X que

contiene a F1(X). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) 2X es contráctil.

(2) F1(X) es contráctil en 2X .

(3) H es contráctil.

(4) F1(X) es contráctil en H.

(5) H es pseudo-contráctil.

(6) F1(X) es pseudo-contráctil en H.

Demostración: Primero mostraremos que (2) implica (1). Suponiendo que F1(X) es con-

tráctil en 2X , existe una función continua F : F1(X)× [0, 1]→ 2X tal que F ({a}, 0) = {a},

F ({a}, 1) = C donde C es una función constante en 2X .

Definimos para A ∈ 2X , F(A, t) = {F ({a}, t) : a ∈ A} = F (A × {t}). Dado que F

es una función continua de F1(X) × [0, 1] → 2X , se tiene que F(A, t) es continua y

F : 2X × [0, 1]→ 22X .

Para A ⊆ 2X sabemos que la función union, σ(A) =
⋃
A ⊆ X, es una función conti-

nua de 22X en 2X . Sea H : 2X × [0, 1] → 2X definida por H(A, t) = σ(F(A, t)). Por la
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continuidad de σ y F , H es continua. Además, H(A, 0) = σ(A, 0) = F (A × {0}) = A y

H(A, 1) = σ(A, 1) = F (A × {1}) = K donde K es una función constante en 2X . Por lo

tanto (2) implica (1).

Por la Observación 4.0.12, (1) implica (2).

Por el Teorema 4.0.13, tenemos la equivalencia entre (3) y (5).

Las afirmaciones (3) y (5) implican (4) y (6) respectivamente.

Para demostrar que (3) implica (2). Supongamos que H es contráctil. Como que F1(X) ⊆

H, por el Teorema 4.0.12, F1(X) es contráctil en 2X . Así, (3) implica (2).

Para probar que (1) implica (3). Supongamos que 2X es contráctil. Entonces, existe una

función continua L : 2X × [0, 1] → 2X tal que L(A, 0) = A y L(A, 1) = X para cada

A ∈ 2X . Definimos M : H × [0, 1] → H tal que M(A, t) =
⋃
L({A} × [0, t]) para cada

(A, t) ∈ H× [0, 1]. Probaremos que M está bien definida. Sea (A, t) ∈ H× [0, 1]. La conti-

nuidad de L implica que L({A}× [0, t]) ∈ C(2X). Dado que A ∈ L({A}× [0, t])∩H y H es

un hiperespacio de g-crecimiento de X,
⋃
L({A} × [0, t]) = M(A, t) ∈ H. La continuidad

de M se sigue de la continuidad de L y el Teorema 2.0.3. Notemos que M(A, 0) = A y

M(A, 1) = X para cada A ∈ H. Por lo que H es contráctil. Por lo tanto, (1) implica (3).

Ahora, probaremos que (6) implica (4). Supongamos que F1(X) es pseudo-contráctil en

H. Sea i : F1(X)→ H la función inclusión, entonces i es pseudo-homotópica a C donde C

es una función constante en H. Por el Teorema 3.0.10, tenemos que i es homotópica a C.

Por lo que F1(X) es contráctil en H. Por lo tanto (6) implica (4).

(4) implica (6) es inmediato. �

Notemos que la condición F1(X) ⊂ H, donde H es un hiperespacio de g-crecimiento es ne-

cesaria para tener que la contractibilidad de el hiperespacio H implica la contractibilidad

de 2X .

Teorema 4.0.15 Si X es un continuo y n ∈ N, entonces el espacio Cn(X,K) = {A ∈

Cn(X) : K ⊆ A} es contráctil para cada K ∈ 2X .

Demostración: Sea K ∈ 2X . Por el Teorema 1.0.20, existe un arco ordenado α : [0, 1]→ 2X

tal que α(0) = K y α(1) = X. Sea H : Cn(X,K)× [0, 1]→ Cn(X,K) una función tal que
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H(A, t) = α(t) ∪ A.

Probaremos que H(Cn(X,K)× [0, 1]) ⊆ Cn(X,K). Sea A ∈ Cn(X,K) y t ∈ [0, 1]. Por el

Teorema 1.0.20, cada componente de K intersecta a α(t) para cada t ∈ [0, 1]. Dado que

K ⊆ A, cada componente de A intersecta a α(t). Así, α(t) ∪ A tiene a lo más n com-

ponentes. Por lo que H es una función continua. Notemos que H(A, 0) = α(0) ∪ A = A

y H(A, 1) = α(1)∪A = X para cada A ∈ Cn(X,K). Por lo tanto Cn(X,K) es contráctil. �

Como consecuencia de este resultado tenemos que si X es un continuo y p ∈ X, en-

tonces el hiperespacio C(X, p) = {A ∈ C(X) : p ∈ A} es contráctil.

Por otro lado C(X, p) es un hiperespacio de g-crecimiento de X tal que F1(X) * C(X, p)

ya que C(X, p) ∩ F1(X) = {p}.

Finalmente, tomamos un continuo X tal que 2X no es contráctil (ver [3, p. 158] para

la existencia de tal continuo). Tenemos que la contractibilidad de un hiperespacio de g-

crecimiento no implica la contractibilidad de 2X .

Definición 4.0.16 Diremos que X es hereditariamente unicoherente si todo subcon-

tinuo de X es unicoherente.

Definición 4.0.17 Si X es un continuo arco-conexo y hereditariamente unicoherente di-

remos que es un dendroide.

Definición 4.0.18 Un espacio topológico X es localmente conexo en un punto p ∈ X

si para todo abierto U que contiene a p, existe un abierto conexo V tal que p ∈ V ⊂ U .

Definición 4.0.19 Diremos que X contiene circunferencias si existe un encaje de S1

en X.

Definición 4.0.20 Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene cir-

cunferencias.

Definición 4.0.21 Un continuo X tiene la propiedad de Kelley en un punto p ∈ X

si para todo ε > 0 existe δ = δ(ε, p) > 0 tal que para todo b ∈ B(δ, p) y para todo A ∈ C(X)

con p ∈ A, existe B ∈ C(X) tal que b ∈ B y H(A,B) < ε.
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Definición 4.0.22 Sean X un continuo y K un subconjunto cerrado, propio y no vacío de

X. Diremos que K es un R3-conjunto en X, si existen un subconjunto abierto y propio

U de X tal que K ⊂ U y una sucesión {Cn} de componentes de U que satisface que

K = Li(Cn).

Ejemplo 4.0.23 Existe un dendroide X tal que C(X) no es contráctil pero C(X)−{{p}}

es un hiperespacio de g-crecimiento de X que es contráctil para cierta p ∈ X.

Para la prueba, sean X un dendroide, Y , W subcontinuos propios de X y p ∈ X que

satisfacen:

(1) X = Y ∪W ;

(2) Y ∩W = {p};

(3) X no tiene la propiedad de Kelley en p;

(4) Y y W tienen la propiedad de Kelley;

(5) {p} es un R3-conjunto de X.

Un ejemplo es la figura de arriba.

Sea µ : C(X)→ [0, 1] tal que µ(Y ) = µ(W ) = 1
2
una función de Whitney.

Definimos F : C(Y )× [0, 1
2
]→ C(Y ) y G : C(W )× [0, 1

2
]→ C(W ) dadas por:

F (A, t) =
⋃
{B ∈ C(Y ) : µ(B) = t, B ∩ A 6= ∅},

G(A, t) =
⋃
{B ∈ C(W ) : µ(B) = t, B ∩ A 6= ∅.
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Como Y y W tienen la propiedad de Kelley, las funciones F y G son continuas. Sea

B = {B ∈ C(X)−{{p}} : B∩Y 6= ∅, B∩W 6= ∅. Definimos L : (C(X)−{{p}})× [0, 1]→

C(X)− {{p}} dada por:

L(A, t) =



F (A, t) si (A, t) ∈ C(Y )× [0, 1
2
],

Y ∪G({p}, t− 1
2
) si (A, t) ∈ C(Y )× [1

2
, 1],

G(A, t) si (A, t) ∈ C(W )× [0, 1
2
],

W ∪ F ({p}, t− 1
2
) si (A, t) ∈ C(W )× [1

2
, 1],

F (A ∩ Y, µ(A∩Y )
µ(A)

t) ∪G(A ∩W, µ(A∩W )
µ(A)

t) si (A, t) ∈ B × [0, 1].

Entonces L(A, 0) = A y L(A, 1) = X para cada A ∈ C(X)− {{p}}. �

Teorema 4.0.24 Si X es un continuo pseudo-contráctil y H(X) es un hiperespacio que

tiene la propiedad e, entonces H(X) es pseudo-contráctil, y si H(X) es un hiperespacio de

g-crecimiento de X, entonces H(X) es contráctil.

Demostración: Dado que X es un continuo pseudo-contráctil, IdX es pseudo-homotópica

a una función constante en X. Por el Teorema 3.0.16, la función inducida H(IdX) es

pseudo-homotópica a una función constante en H(X), por el Teorema 3.0.17, IdX es

pseudo-homotópica a una función constante en H(X). Así, H(X) es pseudo-contráctil.

Ahora, si H(X) es un hiperespacio de g-crecimiento de X entonces, por el Teorema 4.0.13,

H(X) es contráctil. �

Definición 4.0.25 Sea A ⊂ X cerrado. Una retracción de X en A es una función

continua r : X → A tal que r |A es la función identidad de A. Si existe tal función r,

decimos que A es un retracto de X.

Definición 4.0.26 Decimos que Z es un retracto por pseudo-deformación de X si

existe una retracción r : X → Z y un continuo K tal que r 'K IdX .
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Definición 4.0.27 Diremos que el conjunto Z es un retracto fuerte por pseudo-

deformación de X si existen una retracción r : X → Z, un continuo K, puntos a, b ∈ K

y una función continua G : X ×K → X tales que G(x, a) = x, G(x, b) = r(x) para cada

x ∈ X, y G(z, t) = z para cada z ∈ Z y cada t ∈ K.

La función G es llamada retracción fuerte por pseudo-deformación.

Teorema 4.0.28 Sea X un espacio topológico pseudo-contráctil. Si A es un retracto de

X, entonces A es pseudo-contráctil.

Demostración: Como X es un espacio pseudo-contráctil, existen un continuo C, puntos

a, b ∈ C, x0 ∈ X y H : X × C → X una función continua que satisface H(x, a) = x

y H(x, b) = x0 para cada x ∈ X. Dado que A es un retracto de X, existe una función

continua r : X → A tal que r(y) = y para cada y ∈ A. Sea a0 = r(x0) ∈ A. Consideremos

la función i : A× C → X × C definida por i(y, c) = (y, c). Ahora consideremos la función

G : A×C → A definida por G(y, c) = (r ◦H ◦ i)(y, c), G es continua por ser composición

de funciones continuas, además cumple que G(y, a) = (r ◦ H ◦ i)(y, a) = r(H(i(y, a))) =

r(H(y, a)) = r(y) = y, para toda y ∈ A y G(y, b) = (r ◦ H ◦ i)(y, b) = r(H(i(y, b))) =

r(H(y, b)) = r(x0) = a0, para toda y ∈ A. Por lo tanto G es una pseudo-homotopía entre

la función identidad en A y una función constante. �

La prueba del siguiente Teorema es similar a la del Teorema 4.0.28.

Teorema 4.0.29 Sea X un espacio topológico contráctil. Si A es un retracto de X, en-

tonces A es contráctil.

Teorema 4.0.30 Sean X, Y y Z espacios topológicos, f, g : X → Y y h : Y → Z funcio-

nes continuas. Si f 'C g, entonces h ◦ f 'C h ◦ g.

Demostración: Como f 'C g, existen puntos a, b ∈ C y H : X × C → Y una fun-

ción continua tales que H(x, a) = f(x) y H(x, b) = g(x) para todo x ∈ X. Definimos

G : X × C → Z tal que G(x, c) = (h ◦ H)(x, c). Por la continuidad de h y H tene-

mos que G es continua. Notemos que G(x, a) = h(H(x, a) = h(f(x)) = (h ◦ f)(x) y

G(x, b) = h(H(x, b) = h(g(x)) = (h ◦ g)(x) para cada x ∈ X. Por lo tanto h ◦ f 'C h ◦ g.�
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Los siguientes resultados muestran algunos casos donde la pseudo-contractibilidad y la con-

tractibilidad son equivalentes. Adicionalmente probaremos algunos casos donde la pseudo-

contractibilidad de un espacio implica la pseudo-contractibilidad de otros.

Proposición 4.0.31 Sean X un continuo, Y un subcontinuo de X y H un hiperespacio

de g-crecimiento de X tal que F1(X) ⊆ H y F1(X) es un retracto de H. Si Y es pseudo-

contráctil en X, entonces Y es contráctil en X.

Demostración: Consideremos las siguientes funciones i : Y → X la función inclusión, j :

X → H un encaje definido por j(x) = {x}, r : H → F1(X) una retracción y h : F1(X)→ X

el homeomorfismo definido por h({x}) = x. Por hipótesis i es pseudo-homotópica a una

función constante en X. Entonces, por el Teorema 4.0.30, j ◦ i : Y → H es pseudo-

homotópica a una función constante, aplicando el Teorema 3.0.10, tenemos que j ◦ i es

homotópica a una función constante, usando de nuevo el Teorema 3.0.10, i = h ◦ r ◦ j ◦ i

es homotópica a una función constante. �

Proposición 4.0.32 Sea X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X tal

que F1(X) ⊆ H. Si F1(X) es un retracto de H, entonces X es pseudo-contráctil si y sólo

si X es contráctil.

Demostración: Supongamos que X es pseudo-contráctil. Entonces, por el Teorema 4.0.24,

H es contráctil. Por el Teorema 4.0.29, F1(X) es contráctil. Por la Proposición 1.0.11 y el

Teorema 4.0.5, X es contráctil.

Ahora supongamos que X es contráctil, por la Observación 4.0.3, X es pseudo-contráctil.

Otra prueba es usando la Proposición 4.0.31 con X = Y . �

Proposición 4.0.33 Sea X un continuo. Entonces F1(X) es pseudo-contráctil en F∞(X)

si y sólo si F∞(X) es pseudo-contráctil.

Demostración: Supongamos que F1(X) es pseudo-contráctil en F∞(X), entonces existen

un continuo C, puntos a, b ∈ C y una función continua H : F1(X) × C → F∞(X) tales

que H({k}, a) = {k} y H({k}, b) = A0 para algún A0 ∈ F∞(X) y cada {k} ∈ F1(X).

Consideremos la función G : F∞(X)× C → F∞(X) definida por G(K, c) =
⋃
{H({k}, c) :
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k ∈ K}. Dado que K es un subconjunto finito de X, entonces G(K, c) ∈ F∞(X). Por el

Lema 1.0.38, G está bien definida.

Para mostrar queG es continua. Sean ε > 0, A,B ∈ F∞(X) y s, t ∈ C tales queHd(A,B) <

δ y d(s, t) < δ. Si p′ ∈ G(A, t), entonces existe p ∈ A tal que p′ ∈ H({p}, t). Como

A ⊆ Nδ(B), existe q ∈ B tal que d(p, q) < δ. Así Hd({p}, {q}) < δ. Por otro, lado ya

que d(t, s) < δ tenemos que Hd(H({p}, t), H({q}, s)) < ε. Por lo que p′ ∈ H({p}, t) ⊆

Nε(H({q}, s)) ⊆ Nε(G(B, s)). De esta manera p′ ∈ Nε(G(B, s)) Por lo tanto G(A, t) ⊆

Nε(G(B, s)). Análogamente, G(B, s) ⊆ Nε(G(A, t)).

Ahora tenemos que G(K, a) =
⋃
{H({k}, a) : k ∈ K} =

⋃
{{k} : k ∈ K} = K y

G(K, b) =
⋃
{H({k}, b) : k ∈ K} = A0 para cada K ∈ F∞(X). Por lo tanto, F∞(X) es

pseudo-contráctil.

Supongamos que F∞(X) es pseudo-contráctil. Dado que F1(X) ⊆ F∞(X), entonces F1(X)

es pseudo-contráctil en F∞(X). �

Teorema 4.0.34 Sea X un continuo y H(X) un hiperespacio de X que tiene la propiedad

e tal que F1(X) ⊂ H(X) ⊂ F∞(X). Si F1(X) es un retracto de F∞(X), entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es pseudo-contráctil.

(2) H(X) es pseudo-contráctil.

(3) F∞(X) es pseudo-contráctil.

Demostración: La prueba de (1) implica (2) es consecuencia del Corolario 4.0.24.

Para mostrar que (2) implica (3). Notemos que F1(X) ⊂ H(X) ⊂ F∞(X) y H(X) es

pseudo-contráctil, así F1(X) es pseudo-contráctil en H(X) y por lo tanto en F∞(X). Por

la Proposición 4.0.33, F∞(X) es pseudo-contráctil.

La prueba de (3) implica (1) es consecuencia de los Teoremas 4.0.28 y 4.0.5. �

Teorema 4.0.35 Sean X un continuo, H(X) un hiperespacio de g-crecimiento de X,

F1(X) ⊂ H(X) y G(X) un hiperespacio tal que F1(X) ⊆ G(X) ⊆ H(X) ∩ F∞(X). Si

G(X) es un retracto de H(X), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) 2X es contráctil.

(2) H(X) es contráctil.

(3) G(X) es contráctil.

(4) F∞(X) es contráctil.

Demostración: Por el Teorema 4.0.14 tenemos la equivalencia entre (1) y (2).

Por el Teorema 4.0.29, tenemos que (2) implica (3).

Para mostrar que (3) implica (4). Notemos que G(X) es contráctil y F1(X) ⊆ G(X), en-

tonces F1(X) es contráctil en G(X). Además, como G(X) ⊂ F∞(X), F1(X) es contractil

en F∞(X). Por [3, Ejercicio 78.49, p. 408], concluimos que F∞(X) es contráctil.

Para mostrar que (4) implica (1). Notemos que F∞(X) es contráctil entonces F1(X) es

contráctil en F∞(X). Dado que F∞(X) ⊂ 2X , F1(X) es contráctil en 2X . Por el Teorema

4.0.14, 2X es contráctil. �

Sabemos, por el Teorema 4.0.24, que si X es un continuo pseudo-contráctil entonces cada

hiperespacio H(X) que tiene la propiedad e es pseudo-contráctil. El siguiente resultado da

una condición que asegura la contractibilidad de H(X) y F∞(X).

Corolario 4.0.36 Sea X un continuo, H(X) un hiperespacio de g-crecimiento de X que

contiene a F1(X) y H(X) un hiperespacio tal que F1(X) ⊆ H(X) ⊆ H(X) ∩ F∞(X). Si

X es pseudo-contráctil y H(X) es un retracto de H(X), entonces H(X) y F∞(X) son

contráctiles.

Demostración: Como X es pseudo-contráctil y H(X) es un hiperespacio de g-crecimiento

de X, entonces por el Teorema 4.0.24,H(X) es contráctil. Así, por el Teorema 4.0.35 H(X)

y F∞(X) son contráctiles. �

Corolario 4.0.37 Sean X un continuo, H(X) un hiperespacio de g-crecimiento de X que

contiene a F1(X) y H(X) un hiperespacio tal que F1(X) ⊆ H(X) ⊆ H(X) ∩ F∞(X). Si

H(X) es un retracto de H(X), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) F∞(X) es pseudo-contráctil.
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(2) F∞(X) es contráctil.

(3) H(X) es pseudo-contráctil.

(4) H(X) es contráctil.

Demostración: Por la Observación 4.0.3, (2) implica (1) y (4) implica (3).

Mostraremos que (3) implica (4). Dado que F1(X) ⊆ H(X) ⊆ 2X y H(X) es pseudo-

contráctil, F1(X) es pseudo-contráctil en 2X . Por el Teorema 4.0.14, 2X es contráctil. Por

el Teorema 4.0.35, concluimos que H(X) es contráctil.

Por el Teorema 4.0.35, (2) y (4) son equivalentes.

Para mostrar que (1) implica (4). Notemos F∞(X) es pseudo-contráctil, entonces F1(X)

es pseudo-contráctil en 2X . Por el Teorema 4.0.14, 2X es contráctil. Por el Teorema 4.0.35,

concluimos que H(X) es contráctil. �

Teorema 4.0.38 Sean X un continuo, H(X) un hiperespacio que tiene la propiedad e tal

que F1(X) ⊆ H(X) ⊆ F∞(X). Si H(X) es un hiperespacio de g-crecimiento de X que

contiene a F1(X) y F1(X) es un retracto de H(X), entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) X es contráctil.

(2) X es pseudo-contráctil.

(3) 2X es contráctil.

(4) H(X) es contráctil.

(5) H(X) es contráctil.

(6) H(X) es pseudo-contráctil.

Demostración: Por la Proposición 4.0.32, (1) y (2) son equivalentes. Por el Teorema 4.0.24,

(2) implica (6). Por el Teorema 4.0.14, hay una equivalencia entre (3) y (4). Para mostrar

que (5) implica (3). Supongamos que H(X) es contráctil, entonces F1(X) es contractil en

2X . Por el Teorema 4.0.14 concluimos que 2X es contráctil.



CAPÍTULO 4. PSEUDO-CONTRACTIBILIDAD EN HIPERESPACIOS 50

Para mostrar que (4) implica (1). Supongamos que H(X) es contráctil, dado que F1(X)

es un retracto de H(X), F1(X) es contráctil y como F1(X) es homeomorfo a X, X es

contráctil.

Para mostrar que (6) implica (3). Si H(X) es pseudo-contráctil, entonces F1(X) es pseudo-

contráctil en 2X . Por el Teorema 4.0.14, 2X es contráctil.

Para mostrar que (1) implica (6). Si X es contráctil, entonces X es pseudo-contráctil. Por

el Teorema 4.0.24, H(X) es pseudo-contráctil. De manera similar podemos demostrar que

(1) implica (5). �

Teorema 4.0.39 Sean X, Y continuos, H un hiperespacio de g-crecimiento de Y . En-

tonces X es pseudo-contráctil con respecto a H si y sólo si X es contráctil con respecto a

H.

Demostración: Supongamos que X es pseudo-contráctil con respecto a H. Así, si f : X →

H una función continua, entonces f es pseudo-homotópica a una función constante en H.

Por el Teorema 3.0.10, f es homotópica a una función constante H. De esta manera X es

contráctil con respecto a H.

Supongamos que X es contráctil con respecto a H. Si f : X → H una función continua,

entonces f es homotópica a una función constante enH, por lo que f es pseudo-homotópica

a una función constante en H. Por lo tanto X es pseudo-contráctil con respecto a H. �

Los últimos teoremas de esta sección dan una relación entre la pseudo-contractibilidad

de un continuo y la pseudo-contractibilidad de su hiperespacio cociente con la propiedad

e.

Corolario 4.0.40 Si X es un continuo pseudo-contráctil, entonces cada hiperespacio co-

ciente Q(X) con la propiedad e es pseudo-contráctil, y si Q(X) es un hiperespacio cociente

de g-crecimiento, entonces Q(X) es contráctil.

Demostración: ComoX es pseudo-contráctil, entonces la función IdX es pseudo-homotópica

a una función constante en X. Por el Teorema 3.0.26, Q(IdX) la función q-inducida es

pseudo-homotópica a una función constante en Q(X), finalmente, ya que Q(IdX) = IdQ(X)

concluimos que Q(X) es pseudo-contráctil.
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Ahora si Q(X) es un hiperespacio cociente de g-crecimiento. Por el Teorema 3.0.26, Q(X)

es contráctil. �

En particular Fm
n (X) y HSn(X) son pseudo-contráctiles y Cm

n (X) es contráctil si X es

pseudo-contráctil.

Corolario 4.0.41 Sean X un continuo y H(X) un hiperespacio que tiene la propiedad

e tal que F1(X) ⊂ H(X) ⊂ F∞(X). Si F1(X) es un retracto de F∞(X) y H(X) es

pseudo-contráctil, entonces cada hiperespacio cociente Q(X) con la propiedad e es pseudo-

contráctil.

Demostración: Como H(X) es pseudo-contráctil, por el Teorema 4.0.34 tenemos que X es

pseudo-contráctil. Así, por el Corolario 4.0.40 concluimos que Q(X) es pseudo-contráctil.

�

Teorema 4.0.42 Sean X, Y espacios tales que Y es un subespacio cerrado de X. Si Y

es un retracto fuerte por pseudo-deformación de X, entonces el cociente X/Y es pseudo-

contráctil.

Demostración: Como Y es un retracto fuerte por pseudo-deformación de X, existen un

continuo K, puntos a, b ∈ K y una función continua G : X×K → X tales que G(x, a) = x,

G(x, b) = r(x) para cada x ∈ X y G(a, t) = a para cada a ∈ Y y t ∈ K. Sean q : X → X/Y

la función cociente. Sea G′ : X/Y × K → X/Y dada por G′(x, t) = Y si x = Y y

G′(x, t) = q(G(q−1(x, t)) si x 6= Y . Dado que G y q son continuas, entonces G′ es continua.

Notemos que G′(x, a) = x y G′(x, b) = Y . Por lo tanto X/Y es pseudo-contráctil. �

Corolario 4.0.43 Sean X un continuo, G(X) y H(X) hiperespacios. Si G(X) es un re-

tracto fuerte por pseudo-deformación de H(X), entonces el cociente Q(X) es pseudo-

contráctil.

Demostración: La prueba se sigue del Teorema 4.0.42 con G(X) = Y y H(X) = X. �



Capítulo 5

Hiperespacios pseudo-homotópicamente

equivalentes y pseudo-contráctibilidad

En este capítulo determinaremos la relación que hay entre los espacios pseudo-contráctiles

y sus espacios homotópicamente equivalentes.

Definición 5.0.1 Sean X y Y espacios topológicos. Diremos que Y es semi pseudo-

homotópicamente equivalente a X, si existe un continuo C y dos funciones continuas

g : Y → X y f : X → Y tales que f ◦ g 'C IdY .

Escribiremos Y ≈SEP X para decir que Y es semi pseudo-homotópicamente equivalente a

X.

Definición 5.0.2 Sean X y Y espacios topológicos. Diremos que Y es semi homotópi-

camente equivalente a X, si existen dos funciones continuas g : Y → X y f : X → Y

tales que f ◦ g ' IdY .

Escribiremos Y ≈SE X para decir que Y es semi homotópicamente equivalente a X.

Definición 5.0.3 Sean X y Y espacios topológicos. Diremos que X y Y son pseudo-

homotópicamente equivalentes (o tienen el mismo tipo de pseudo-homotopía), si exis-

ten continuos C y D y dos funciones continuas g : Y → X y f : X → Y tales que

f ◦ g 'C IdY y g ◦ f 'D IdX .

Escribiremos X ≈EP Y para decir que X y Y son pseudo-homotópicamente equivalentes.

52
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Definición 5.0.4 Sean X y Y espacios topológicos. Diremos que X y Y son homotópi-

camente equivalentes (o tienen el mismo tipo de homotopía), si existen dos funciones

continuas g : Y → X y f : X → Y tales que f ◦ g ' IdY y g ◦ f ' IdX .

Escribiremos X ≈E Y para decir que X y Y son homotópicamente equivalentes.

Teorema 5.0.5 Sean X y Y espacios topológicos. Si X es pseudo-contráctil y Y ≈SEP X,

entonces Y es pseudo-contráctil.

Demostración: Dado que X es pseudo-contráctil, entonces IdX 'C x0 donde x0 es una

función constante en X.

Como Y ≈SEP X, existen dos funciones continuas g : Y → X y f : X → Y y un continuo

K tales que f ◦ g 'K IdY . Como f = f ◦ IdX 'C f ◦ x0 y y0 = f ◦ x0 : X → Y es una

función constante. De manera que f ◦ g 'C y0 ◦ g, así existe un continuo D que satisface

IdY 'D y0 ◦ g. Por lo tanto Y es pseudo contráctil. �

De manera similar podemos demostrar el siguiente Teorema.

Teorema 5.0.6 Sean X y Y espacios topológicos. Si X es contráctil y Y ≈SE X, entonces

Y es contráctil.

Teorema 5.0.7 Sean X, Y continuos y H un hiperespacio de g-crecimiento de Y . Si

H ≈SEP X, entonces H ≈SE X.

Demostración: Dado que H ≈SEP X, existen dos funciones continuas g : H → X y

f : X → H y un continuo C tales que f ◦ g 'C IdH. Por el Teorema 3.0.10, tenemos

que f ◦ g ' IdH. Por lo tanto H ≈SE X. �

Del Teorema 5.0.8 al Corolario 5.0.17 asumiremos que los hiperespacios tienen la pro-

piedad e.

Teorema 5.0.8 Sean X, Y continuos. Si Y ≈SEP X y H(X) es un hiperespacio de X,

entonces H(Y ) ≈SEP H(X) y si H(Y ) y H(X) son hiperespacios de g-crecimiento, entonces

H(Y ) ≈SE H(X).
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Demostración: Como Y ≈SEP X, existen un continuo C y dos funciones continuas g : Y →

X y f : X → Y tales que f ◦ g 'C IdY .

Dado que f ◦ g 'C IdY , por el Teorema 3.0.16, se tiene que H(f ◦ g) 'C H(IdY ). Por el

Teorema 3.0.17, tenemos que H(f) ◦H(g) 'C IdH(Y ). Por lo tanto, H(Y ) ≈SEP H(X).

Ahora bien, si H(Y ) y H(X) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema

3.0.16, H(Y ) ≈SE H(X). �

Corolario 5.0.9 Sean X y Y continuos. Si Y ≈SEP X y Q(X) es un hiperespacio cociente

de X, entonces Q(Y ) ≈SEP Q(X), y si Q(Y ) y Q(X) son hiperespacios cocientes de g-

crecimiento, entonces Q(Y ) ≈SE Q(X).

Demostración: Dado que Y ≈SEP X, existen un continuo C y dos funciones continuas

g : Y → X y f : X → Y tales que f ◦ g 'C IdY . Por el Teorema 3.0.26, Q(f ◦ g)

'C Q(IdY ). Por el Teorema 3.0.23, Q(f) ◦Q(g) 'C IdQ(Y ). Por lo tanto Q(Y ) ≈SEP Q(X).

Ahora, si Q(Y ) y Q(X) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema 3.0.26,

Q(Y ) ≈SE Q(X). �

Corolario 5.0.10 Sean X y Y continuos. Si Y ≈EP X y H(X) es un hiperespacio de

X. Entonces, H(Y ) ≈EP H(X). Y si H(Y ) y H(X) son hiperespacios de g-crecimiento,

entonces H(Y ) ≈E H(X).

Demostración: Como Y ≈EP X, existen continuos C, D y dos funciones continuas f :

X → Y y g : Y → X tales que f ◦ g 'C IdY y g ◦ f 'D IdX . Por el Teorema 3.0.16,

H(f ◦g) 'C H(IdY ) y H(g◦f) 'D H(IdX). Por el Teorema 3.0.17, H(f)◦H(g) 'C IdH(Y )

y H(g) ◦H(f) 'D IdH(X). Así, H(Y ) ≈EP H(X).

Ahora, siH(Y ) yH(X) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema 3.0.16,

H(Y ) ≈E H(X). �

Lo inverso del Corolario 5.0.10 no es válido.

Si X = [0, 1] y Y = S1. Tenemos que 2Y ≈E 2X y C(X) ≈E C(Y ) porque son homeomor-

fos. Sin embargo, Y no es pseudo-homotópicamente equivalente a X.
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Corolario 5.0.11 Sean X, Y continuos. Si Y ≈EP X y Q(X) es un hiperespacio cociente

de X, entonces Q(Y ) ≈EP Q(X) y si Q(Y ) y Q(X) son hiperespacios cocientes de g-

crecimiento, entonces Q(Y ) ≈E Q(X).

Demostración: Dado que Y ≈EP X, existen continuos C, D y dos funciones continuas

g : Y → X y f : X → Y tales que f ◦ g 'C IdY y g ◦ f 'D IdX . Por el Teorema 3.0.26,

Q(f ◦ g) 'C Q(IdY ) y Q(g ◦ f) 'D Q(IdX). Por el Teorema 3.0.23, Q(f)◦Q(g) 'C IdQ(Y )

y Q(g) ◦Q(f) 'D IdQ(X). Por lo tanto Q(Y ) ≈EP Q(X).

Ahora, si Q(Y ) y Q(X) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema 3.0.26,

Q(Y ) ≈E Q(X). �

Corolario 5.0.12 Sean X, Y continuos tales que Y ≈SEP X y sea H(X) un hiperespacio de

X. Si H(X) es pseudo-contráctil, entonces H(Y ) es pseudo-contráctil y si H(X) y H(Y )

son hiperespacios de g-crecimiento y H(X) es contráctil, entonces H(Y ) es contráctil.

Demostración: Dado que Y ≈SEP X, por el Teorema 5.0.8, H(Y ) ≈SEP H(X). Como H(X)

es pseudo-contráctil, por el Teorema 5.0.5, H(Y ) es pseudo-contráctil.

Ahora, si H(X) y H(Y ) son hiperespacios de g-crecimiento entonces, por el Teorema 5.0.8,

H(Y ) ≈SE H(Y ) y por el Teorema 5.0.6, H(Y ) es contráctil. �

Corolario 5.0.13 Sea X, Y continuos y H un hiperespacio de g-crecimiento de X. Si X

es pseudo-contráctil y Y ≈SEP H, entonces Y es contráctil.

Demostración: Por el Teorema 4.0.24, H es contráctil. Así, Y es contráctil. �

El siguiente corolario se deriva del Corolario 5.0.13

Corolario 5.0.14 Sea X un continuo y H un hiperespacio de g-crecimiento de X. Si

X ≈SEP H, entonces X es pseudo-contráctil si y sólo si X es contráctil.

Corolario 5.0.15 Sean X, Y continuos y Q(X) un hiperespacio cociente de X. Si Y ≈SEP
X y Q(X) es pseudo-contráctil, entonces Q(Y ) es pseudo-contráctil.

Demostración: Dado que Y ≈SEP X, por el Corolario 5.0.9, Q(Y ) ≈SEP Q(X). Ahora, como

Q(X) es pseudo-contráctil, por el Teorema 5.0.5, Q(Y ) es pseudo-contráctil. �



CAPÍTULO 5. HIPERESPACIOS PSEUDO-HOMOTÓPICAMENTE EQUIVALENTES Y PSEUDO-CONTRÁCTIBILIDAD56

Corolario 5.0.16 Sean X, Y continuos. Si Y ≈EP X y H(X) es un hiperespacio de X.

Entonces H(X) es pseudo-contráctil si y sólo si H(Y ) es pseudo-contráctil y si H(X) y

H(Y ) son hiperespacios de g-crecimiento, entonces la pseudo-contractibilidad de un hiper-

espacio implica la contractibilidad del otro hiperespacio.

Demostración: Supongamos que H(X) es pseudo-contráctil. Como Y ≈EP X, por el Co-

rolario 5.0.10, H(Y ) ≈EP H(X). Como H(X) es pseudo-contráctil y Y ≈EP X, H(Y ) es

pseudo-contráctil.

Supongamos que H(Y ) es pseudo-contráctil. Como Y ≈EP X, por el Corolario 5.0.10,

H(Y ) ≈EP H(X). Como H(Y ) es pseudo-contráctil y Y ≈EP X, H(X) es pseudo-contráctil.

Ahora, si H(X) y H(Y ) son hiperespacios de g-crecimiento, entonces por el Corolario

5.0.10, H(X) ≈E H(Y ), la pseudo-contractibilidad de un hiperespacio implica la contrac-

tibilidad del otro hiperespacio. �

Corolario 5.0.17 Sean X, Y continuos. Si Y ≈EP X y Q(X) es un hiperespacio cociente

de X, entonces Q(Y ) es pseudo-contráctil si y sólo si Q(X) es pseudo-contráctil.

Demostración: Supongamos que Q(X) es pseudo-contráctil. Como Y ≈EP X, por el Coro-

lario 5.0.11, Q(Y ) ≈EP Q(X), así Q(Y ) es pseudo-contráctil.

Supongamos que Q(Y ) es pseudo-contráctil. Como Y ≈EP X, por el Corolario 5.0.11,

Q(Y ) ≈EP Q(X). Por lo tanto Q(X) es pseudo-contráctil. �
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