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Resumen

En esta tesis nos enfocamos en dar una introduccién a los limites
inversos con funciones continuas definidas en [0, 1] y obtener una carac-
terizacion de los continuos encadenables como limites inversos sobre [0, 1].
Es decir, veremos que si f es una sucesion de funciones continuas defini-
das en [0, 1], entonces el limite inverso de f es un continuo encadenable,
inversamente, veremos que para cada continuo encadenable M existe una
sucesion f de funciones continuas definidas en [0, 1], lineales por partes
que no son constantes en ningin subintervalo de [0, 1] tal que el el limite
inverso de f es homeomorfo a M.
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Introduccion

Este trabajo estd enmarcado en la teoria de continuos, en especifico
en el area de los limites inversos.

El limite inverso de la sucesion f = fi, fa,... de funciones continuas
definidas en [0,1] es un subespacio del espacio Q = [];2,[0, 1], el cual
esta dotado con la topologia producto y consta del conjunto de puntos
x = (x1,29,...) € Q tales que x; = f;(x;11), para cada entero positivo 7.
Una de las cuestiones de interés es saber cuando el limite inverso de la
sucesion f es un continuo, resulta que esto es consecuencia de la conti-
nuidad de la funciones involucradas en f y del hecho de que el espacio
[0, 1] es un continuo.

La utilidad de los limites inversos es su inherente capacidad de produ-
cir espacios muy complicados al hacer variar las funciones de la sucesién
f. Por ejemplo es posible obtener limites inversos homeomorfos a un ar-
co, a la cerradura de la grafica de funcion sen (%) para x € (0,1] y a
el continuo comdnmente conocido como arcoiris de Knaster e incluso el
pseudoarco. Estos ejemplos son una clase especial de continuos, aquellos
que llamamos continuos encadenables, de hecho el limite inverso de una
sucesion f de funciones continuas definidas en [0, 1] es un continuo enca-

denable.

Tomando como base el libro de W. T. Ingram y W. S. Mahavier [1],
en esta tesis veremos que para todo continuo encadenable existe una su-
cesion de funciones continuas, lineales por partes y sobreyectivas, cuyo
limite inverso es homeomorfo a dicho continuo.

La estructura del presente trabajo se conforma de tres capitulos:
En el primer Capitulo nos enfocamos en proporcionar los fundamen-

tos necesarios para la comprension de los limites inversos con funciones
continuas definidas en [0, 1].

VII



VIII INTRODUCCION

En el segundo Capitulo, para introducirnos en el estudio de los limites
inversos desarrollamos una serie de ejemplos. Posteriormente analizamos
casos mas generales que surgen a partir de estos ejemplos y para visua-
lizar el alcance de los limites inversos, concluimos el segundo capitulo
identificando al continuo obtenido de un limite inverso con una tnica
funcion de ligadura.

Finalmente, en el tercer Capitulo nos centramos en probar una ca-
racterizacion de los continuos encadenables, especificamente, probaremos
que para todo continuo encadenable existe una sucesion de funciones con-
tinuas lineales por partes, tal que el limite inverso de f es homeomorfo a
dicho continuo encadenable.



Capitulo 1

Preliminares

En esta capitulo introducimos conceptos basicos de topologia, asi co-
mo los teoremas mas usados en el presente trabajo.

1.1. Espacios Topolégicos.

Definicion 1.1 Sea X un conjunto distinto del vacio. Una topologia so-
bre un conjunto X es una coleccion T de subconjuntos de X que cumple
lo siguiente

i )0, X er.

it ) La interseccion de cualquier subcoleccion finita de elementos de T
estd en T.

iii ) La union de cualquier subcoleccion de los elementos de T estd en
T.

Si al conjunto X se le ha definido una topologia 7, a la pareja (X, 1)
se le llama espacio topoldgico. Por simplicidad y a menos de que no
haya confusion sobre 7, diremos que X es un espacio topolégico. A los
elementos de 7 les llamamos conjuntos abiertos de X.

Definicion 1.2 Sean 7 y 7 dos topologias sobre un conjunto no vacio
X. Si T C 7' diremos que 7' es mds fina que T, también diremos que T

es mds gruesa que T'.

Definiciéon 1.3 Sea X un espacio topoldgico, un subconjunto U de X es
cerrado si y sélo si X \ U es abierto en X.

Con frecuencia utilizaremos los siguiente.
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Teorema 1.1 Si X un espacio topoldgico, entonces:
i) 0, X son conjuntos cerrados.
i) La union finita de conjuntos cerrados es un cerrado.

iii) Intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados es un conjunto ce-
rrado.

A lo largo del presente trabajo consideraremos las siguientes topolo-

glas

Ejemplo 1.1 Sea R el conjunto de nimeros reales, la coleccion 7 = {0} U
{A CRI|A es union de intervalos abiertos } es una topologia sobre R.

Ejemplo 1.2 Sean X un espacio topoldgico y A C X, la coleccion
Ta={ANU|U es un abierto en X }.

es una topologia sobre A, denominada la topologia del subespacio.

Con esta topologia, diremos que A es un subespacio de X.

En ocasiones es bastante dificil describir una topologia 7 sobre X, por
lo que a partir de una coleccién de subconjuntos de X podemos describir
a la topologia sobre X.

Definicién 1.4 Sea X un espacio topoldgico. Una familia B de abiertos
de X es una base para la topologia sobre X si cualquier conjunto abierto
de X es union de elementos de B.

A los elementos de B les llamamos elementos bésicos.

Proposicion 1.1 La coleccion B es una base del espacio topologico X si
y solo si para todo U abierto y x € U existe un B € B tal quex € B CU.

Demostracion.

Supongamos que B es una base. Sean U un abierto de X y x € U, para U
existe una subcoleccion B’ de B tal que U = [Jy, 5V, por lo que existe
WeB talquex e Wy W CU.

Ahora supongamos que para cada U abierto y para cada x € U existe
B, € B tal que x € B, C U. Notemos que U = |J,.; B, lo cual implica
que cada abierto de X es uniéon de elementos de B. 0

Teorema 1.2 Sea X un espacio topoldgico. Si B es una base de la topo-
logia de X, entonces
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i) Para toda x € X existe un elemento B € B tal que x € B.

ii) Para cualesquiera By, By € B y para toda x € By N B, existe
B3 € B tal que x € B3 C By N Bs.

Demostracion.

i) Como B es una base y X es un abierto, existe una subcoleccion B’
de B tal que X = |J, ¢ U. Asi, para v € X existe V € B’ tal que
xeV.

ii) Sean By y By elementos de By © € By N By, al ser By N By abierto
por la Proposicion 1.1, para x € By N By existe B € B tal que
T e B Q Bl N Bg. O

Teorema 1.3 Sean X un conjunto no vacio y B una coleccion de sub-
conjuntos de X que satisface las propiedades del i) y ii) del Teorema 1.2.
Entonces, existe una unica topologia en X para la cual B es base.

Demostracion.

Definamos a la topologia 7 generada por B como: U C X es un abierto
de X si para cada x € U, existe un elemento basico B € B tal que x € B
y B C U. Demostraremos que 7 es una topologia en X.

Por vacuidad () € 7 y para cada € X por i) existe B € B tal que
re BCX, porloque X €.
Sea {U,}acs una coleccion de conjuntos abiertos en 7, si x € U =
Uaes Ua, entonces existe 3 € J tal que # € Ug y Ug es un abierto,
por lo que existe un elemento basico B tal que v € B C Uz C U, asi U
esta en 7.
Finalmente sean Uy, Us,...,U, elementos en 7, y x € (\;_, U;, por i)
existe By € B tal que x € By y By C Uy N Uy, nuevamente por i), para
By y U; existe By € B tal que v € By v By C Uz N By, continuando de
esta manera obtenemos B,,_; € Btalquex € B, 1y B,_1 C ﬂ?zl Ui;.

Para finalizar, supongamos que existe otra topologia 7" de X para
la cual B es base. Sea U € 7/, por la Proposicion 1.1 para cada x € U
existe B € B tal que x € B C U, por lo que U € 7. Similarmente por la
Proposiciéon 1.1 se tiene que 7 C 7. O

La siguiente definicion nos proporciona una manera de obtener una
base a partir de intersecciones finitas.
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Definicién 1.5 Sea X un espacio topologico, una subbase B del espacio
X es una coleccion de subconjuntos abiertos de X cuya union es X y las

intersecciones finitas de elementos de B forman una base para la topologia
sobre X.

1.1.1. La topologia producto.

Definicién 1.6 Sean J un conjunto de indices y X un conjunto. De-
finimos la j-upla de elementos de X como la funcion xz : J — X. Si
a € J denotaremos el valor de & en a como x, en lugar de z(a), la cual
llamaremos la a-ésima coordenada de x y denotaremos a la funcion x
mediante el simbolo

(xa)aeJ‘

Denotaremos al conjunto de todas las j-uplas de elementos de X por
X7,

Definicion 1.7 Sean {Au}acs una familia indezada de conjuntos inde-
zada por J y X = J,e; Aa- Ll producto cartesiano de la familia {An}acs
es denotado por

HaEJ AO"

la cual se define como el conjunto de todas las j-uplas (z4)acy de los
elementos de X tales que x, € A, para cada o € J.

En caso de que no exista confusion sobre el conjunto de indices, sim-
plemente escribiremos (x,) para denotar a la funcion (z,)ae-

Definicién 1.8 Sea
mg: [ [ Xe = X5
acJ
la funcion que asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada
[B-ésima, es decir,
Wﬁ((xa)aeJ) = Zg-
mg es llamada funcion proyeccion asociada al indice [3.

Definicion 1.9 Sea { X, }acs una coleccion de espacios topoldgicos. De-
notemos por Sg a la coleccion

Sp = {ng(Ug) |Us es abierto en Xgz}.

Sea S = UBEJ Sp, la topologia generada por la subbase S se denomi-
na topologia producto. Con esta topologia [[ . ; Xo se denomina espacio
producto.

aeJ
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Los elementos de la base en la topologia producto son de la siguiente
forma.

Teorema 1.4 Supongamos que la topologia sobre cada espacio X, estd
dada por una base B,. La coleccion de todos los conjuntos de la forma

HaEJ BO”

donde B, € B, para un conjunto finito de indices o y B, = X, para los
indices restantes es una base para la topologia producto.

1.1.2. La topologia generada por una métrica.

Definicién 1.10 Sea X un conjunto distinto de vacio. Una funcion d :
X x X — R se dice que es una métrica o una funcion distancia sobre X
st d satisface las siguientes propiedades:

i) d(xz,y) >0 yd(z,y) =0 siy sdlo si x =y.
ii) d(x,y) = d(y,x) para todo z,y € X.
iii) d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) para toda x,y,z € X.

A la pareja (X,d) se le llama espacio métrico y al nimero d(x,y) le
llamamos distancia entre x y .

Ejemplo 1.3 Para z,y € R la funcion d : R x R — R definida por
d(x,y) = |xr — y| es una métrica sobre R.

Dados un espacio métrico (X,d) y € > 0, al conjunto
By(z,e) ={y € X |d(z,y) <&}

lo llamamos bola de radio € centrada en z. Cuando no exista confusién
acerca de la métrica d, escribiremos simplemente B(z,¢).

Definicién 1.11 Sean (X, d) un espacio métrico y e > 0. La coleccion de
las bolas centradas en x para cada x € X, es una base para una topologia
sobre X a la que llamamos topologia métrica inducida por d.

Observacion 1.1 Por la Proposicion 1.1 tenemos que un conjunto U
es abierto en la topologia métrica inducida por d, si y solo si, para cada
y € U existe 6 > 0 tal que By(y,0) C U.

Teorema 1.5 Sea (X, d) un espacio métrico, definamosd' : X x X — R
como
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dl(xa y) = mzn{d(:c, @/), 1}

Entonces d' es una métrica que induce la misma topologia que d.

A la métrica d’ le llamaremos métrica acotada correspondiente a d.
Asi para un espacio métrico con distancia d podemos suponer que d es
una métrica acotada (acotada por 1).

Ejemplo 1.4 Sean {X;}ien una familia de espacios métricos y p; la mé-
trica acotada del espacio X; para cada i € N. Para X = [[..xXi ¥
x = (;), y = (y;) puntos en X sea

pla,y) = 320, el

Entonces p es una métrica sobre X.

1€N

Un hecho que frecuentemente usaremos més adelante es que la topolo-
gia sobre X definida en el Ejemplo 1.4 coincide con la topologia producto
de X. Lo cual se demuestra en el Teorema 1.8.

1.2. Conceptos basicos.

Dado un subconjunto A de un espacio topolégico X es de suma impor-
tancia “clasificar” los elementos de X con respecto a los de A, el concepto
de interior, conjunto derivado y frontera clasifican elementos de X.

Definicién 1.12 Sean X un espacio topologico y A C X. Un punto x €
A es un punto interior de A si existe un abierto U tal que v € U y
U CA.

Al conjunto de todos los puntos interiores de A le llamamos interior
de Ay lo denotamos por Int(A).

Definicién 1.13 Sean X un espacio topologico y A C X. Decimos que
x es un punto de la cerradura de A si para todo abierto U de X tal que
x € U, se cumple que UN A # (.

Al conjunto de puntos de la cerradura de A le llamaremos simplemente
cerradura de A y lo denotaremos por Cl(A). De las equivalencias que més
usaremos en este trabajo esta la siguiente.

Proposiciéon 1.2 Sean X un espacio topologico y A C X, A es cerrado
si y solo si Cl(A) = A.
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Definicién 1.14 Sean X un espacio topolégico y A C X. Decimos que
x es un punto limite de A si para todo abierto U de X tal que v € U,

(U\{z})NA#£0.

Al conjunto de todos los puntos limite de A lo llamaremos el conjunto
derivado de A y lo denotaremos por A’, decimos que un punto x € A es
aislado si existe un abierto de X tal que U N A = {z}. Notemos que
Cl(A) =AUA.

Definicién 1.15 Sean X un espacio topologico y A C X. El conjunto
Cl(A) NCUX \ A) es llamado frontera de A y lo denotamos por Fr(A).

Definicion 1.16 Sean X un espacio topoldgico y A C X. Diremos que
A es denso en X si Cl(A) = X.

1.3. Axiomas de separacion.

Definicién 1.17 Un espacio topoldgico X es Ty si para cualesquiera dos
puntos x,y € X distintos existe un abierto U tal que x € U yy € U.

Definicién 1.18 Un espacio topoldgico X es T si para cualesquiera dos

puntos x,y € X distintos existen abiertos Ay y As tales que © € Ay \ As
yy € A\ A

Definiciéon 1.19 Un espacio topologico X es Ty o de Hausdorff si para
cualesquiera dos puntos x,y € X distintos existen abiertos ajenos Ay y
Ag tales que x € A yy € As.

1.4. Funciones continuas.

Definicion 1.20 Sean X,Y espacios topologicos, f : X — Y una fun-
cion y x € X, decimos que f es continua en x si y solo si para U un
abierto en'Y tal que f(x) € U existe un abierto V de X tal que x € V' y
fV)ycu.

Si f es continua en cada punto de X decimos que f es continua en
X. Equivalentemente f es continua en cada punto de X siy solo si para
todo abierto U de Y el conjunto f~'(U) es abierto. En espacios métricos
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.6 Sean X,Y espacios métricos con distancias dx y dy res-
pectivamente y f : X — Y una funcion. Entonces f es continua en X si
y sdlo si para cada x € X ye > 0, existe § > 0 tal que si dx(z,y) <9
entonces dy (f(x), f(y)) < e.
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Para X, Y conjuntos, A C X y f: X — Y una funcién, definimos
la funcién restriccion de f en A que denotamos por fi4 como la funcion
fia : A=Y dada por fia(z) = f(x) para cada x € A. Si U es un abierto
en Y entonces f‘;‘l(U) ={r e XNA|f(z) e U} = f~H(U)NA. Entonces
se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.7 (Reglas para construir funciones continuas) Sean X,Y y
Z espacios topologicos entonces:

i) Si A es un subespacio de X, entonces la funcion inclusion j : A —
X es continua.

i) Sif: X =Y yg:Y — Z son funciones continuas, entonces la
funcion compocision g o f es continua.

i) Si f: X =Y es una funcion continua y A es un subespacio de X
entonces la funcion restriccion fla : A —'Y es continua.

) St X = Uyey Ua tal que U, es abierto y fiu, es continua para cada
a € J, entonces [ es continua.

Observacion 1.2 Por el Teorema 1.4, toda proyeccion mg : [ [ e ; Xa —
Xp para cada B € J es una funcion continua.

acd

Lema 1.1 Sea {X,}acs una familia de espacios topoldgicos, la topologia
producto T es la topologia mas gruesa que hace continuas a las proyec-
ciones g : [ [ ey Xa = Xp.

Demostracion.
Supongamos que 7’ es una topologia sobre ] ., X, tal que

75 [aes Xo = Xp

es continua. Para U abierto en X al ser mg continua se tiene que 75 (U) €
7/, pero Wﬁ_l(U) es un abierto bésico de 7, en consecuencia 7 C 7. U

En los siguientes capitulos con frecuencia haremos uso del siguiente
teorema.

Teorema 1.8 Sean {X;}ien una familia de espacios métricos y p; una
métrica sobre el espacio X; acotada por 1. La topologia inducida sobre
el conjunto X = [[,.nXi por la métrica p definida en el Ejemplo 1.4
cotncide con la topologia producto de X.
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Demostracion.

Denotemos por 7, a la topologia inducida por la métrica p en X y por 7 a
la topologia producto de X. Para probar que 7 C 7, por el Lema 1.1 solo
basta ver que cada funcién proyeccion definida en X con la topologia
métrica es continua. Veamos que la funciéon m; es continua para toda
J € N. Sea (z;) € X, para e > 0si (y;) € X y p((2:), (vi)) < 57 entonces

W < p((z4), (y:)) < ;

Asi 7; es continua en (z;) y en consecuencia 7, es continua en X.

Ahora probaremos que 7, C 7. Sea U € 7, y ¢ = (z;) € U por lo que
existe € > 0 tal que B,(z,c) C U. Sea k un entero tal que

1 1 1 €

—=1—l1—-= == < =
Z i < 2k> ok 2
1>k+1

Para i = 1,2,...,k, sean U; = B, (x;,5), por lo que si y = (y;) €
ﬂle 7 (U;) se tiene p(x;, ;) < 5, en consecuencia

k
pi(Ti, vi) pi(Ts,yi) € 1 € € ¢
= — —_— <= (1—-= < -4 ==
p(@,y) 2_; > +i>zk:+1 > Sl1-p) <5+, =¢

Asi, para cada punto & € U existe un abierto basico en 7 tal que
k
ze(\m ' (U:) CB(w,e) CU
i=1

Por lo tanto U € 7. O

1.5. Continuos

En esta seccion daremos algunos resultados béasicos sobre continuos.

1.5.1. Compacidad

Definicion 1.21 Una coleccion A de subconjuntos del espacio topoldgico
X se dice que cubre a X o que es un cubrimiento de X, si la union de los
elementos de A es igual a X. Decimos que A es un cubrimiento abierto
de X si es un cubrimiento de X formado por conjuntos abiertos de X.
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Definicién 1.22 Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es com-
pacto si de cada cubrimiento abierto A de X existe una subcoleccion finita
que cubre a X.

Para el caso cuando Y es un subespacio de X diremos que una colec-
cion A cubre a Y (o que es un cubrimiento de Y') si la uniéon de todos los
elementos de A contiene a Y. Entonces un subespacio Y de un espacio
X es compacto si y s6lo si, cada cubrimiento de Y por abiertos de X
contiene una subcolecciéon finita que cubre a Y.

Ejemplo 1.5 El intervalo [0, 1] es un conjunto compacto.

Demostracion.
Sea U = {U, },es un cubrimiento abierto de [0, 1]. Consideremos al con-
junto:

C = {z €[0,1]| existe una subcubierta finita de U para [0, z]}

Observemos que C # () pues 0 € C, asi que C' es un conjunto acotado no
vacio por lo que el supremo existe, sea s el supremo de C.

Supongamos que s # 1, por lo cual s € [0,1). Al ser U cubierta, existe
a € J tal que s € U,. Al ser abierto U, existe € > 0 tal que el intervalo
(s—e,s+¢) CU,. Seax € (s—e¢,s)NC, entonces existen 5, fo, ..., [y
en J tales que la subcoleccion {Ug,, Ug,, ..., Us, } cubre al intervalo [0, z].
Sea y € (s,s+¢), la subcoleccion de U, {Upg,, Ug,, ..., Up, } U{U,} cubre
al intervalo [0,z] U [z,y], por lo que y € C'y asi y > s, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto 1 = s.

Falta probar que 1 € C. Al ser U cubrimiento abierto de [0, 1] exis-
te § € J tal que 1 € Up, sea ¢ > 0 tal que (1 —¢,1] C Up, elijamos
x € (1 —e,1] N C, asi existe una subcubierta finita U’ de U tal que U’
cubre a [0, z]. Por lo cual Y’ U{Usz} cubre al intervalo [0, 2] U [z, 1] y por
ellol eC. O

Teorema 1.9 Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es com-
pacto.

Demostracion.

Sea A un subespacio cerrado de un espacio compacto X y {U,},cs un
cubrimiento abierto de A, la coleccion A = {U,},es U{X \ A} es un
cubrimiento abierto de X, el cual es compacto, por lo que existe una
subcoleccion finita de A que cubre a X y en consecuencia esta subcolec-
cion cubre a A. 0
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Teorema 1.10 Cada subespacio compacto de un espacio de Hausdorff
es cerrado.

Demostracion.

Sean X un espacio de Hausdorff, A C X un espacio compactoy = € X\ A.
Para cada y € A existen abiertos ajenos U, y V,, de X tales que xz € V,,,
y € U,. La coleccion de abiertos C = {U, |y € A} cubre al conjunto A el
cual es compacto, por lo que existen yq, s, ...,¥, tales que la Gnion de
los conjuntos Uy, para 1 < i < n cubren al conjunto A. Sea V = (_, V,,,
el cual es un conjunto abierto y no intersecta a A pues V C V,,. Por lo
quex € VyVNA=(, por tanto A es cerrado. O

La compacidad se preserva bajo funciones continuas.

Teorema 1.11 Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y wuna
funcion continua, si A C X es un espacio compacto, entonces f(A) es
compacto.

Demostracion.

Supongamos que A es un espacio compacto de X, sea C un cubrimien-
to de f(A) por abiertos de Y, notemos que si C € C entonces f~(C)
es un abierto en X y ya que f(A) C [Joee C, entonces la coleccion
D = {f7C)|C € C} cubre a A. Por lo que existe una subcolecciéon
finita D’ de D tal que D’ cubre a A, asi existe una subcoleccion finita C’
de C tal que si C' € C' entonces f~1(C) € D', lo que implica que C’ es una
subcoleccion finita de C que cubre a f(A), por tanto f(A) es compacto. [J

La siguiente definicion es bastante importante en el sentido en que
proporciona una caracterizacion de espacios compactos.

Definicién 1.23 Una coleccion C de subconjuntos de X se dice que tiene
la propiedad de la interseccion finita si cada subcoleccion finita

{C1,Cy,...,CL}

de C tiene interseccion no vacia, es decir (;_, C; # 0.

Teorema 1.12 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto
st y solo si para cada coleccion C de conjuntos cerrados en X con la
propiedad de la interseccion finita, se tiene que

Neec C # 0.
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Demostracion.
Dada una coleccion de conjuntos A sea

C={X\A|Aec A}
Las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) A es una coleccion de abiertos si y solo si C es una coleccion de
cerrados.

i) La coleccion A no cubre a X siy sélo si [\, C es no vacia.

iit) La subcoleccion finita {A;, As, ..., A,} de A cubre a X siy solo si
la interseccion de los elementos C; = X \ A; de C es vacia.

La condicion 4) es inmediata y las condiciones i) y #i4) se deducen de:

X\ (UaeJ Aa) = ﬂaeJ(X \ Aa).

Si X es compacto entonces para toda coleccion A de abiertos en X
tal que A cubre a X existe una subcoleccion finita de A que cubre a
X, su contrarreciproco es: si toda subcoleccién finita de A no cubre a X
entonces la colecciéon A no cubre a X.

Al ser A una coleccion arbitraria de abiertos por i), C es una coleccion
de cerrados en X. Ya que toda subcoleccion finita de A no cubre a X
entonces por el contrareciproco de i), C satisface la propiedad de la in-
terseccion finita y como A no cubre a X por i), (oo C es no vacia.
Por lo tanto se tiene que para cada coleccion C de conjuntos cerrados en
X con la propiedad de interseccion finita cumple que (.. C es no vacia.

Supongamos que C satisface la propiedad de la interseccion finita, en-
tonces para toda subcoleccion finita de C digamos {C] = X \ 4;,Cy =
X\ Ay,....C, = X\ A,} la interseccion de los elementos de la subco-
leccion es no vacia. Por i) la subcoleccion {Ay, As, ..., A,} no cubre a
X y ya que la interseccion de todos los elementos de la coleccion (e C
es no vacia por i), la coleccién A no cubre a X. Por lo tanto tenemos
que si toda subcoleccion finita de A no cubre a X entonces la coleccion
A no cubre a X. De donde se concluye que X es compacto. 0

El siguiente teorema es bastante importante en la topologia general
[4, Teorema 37.3, pag. 267|.

Teorema 1.13 (Teorema de Tychonoff) El producto arbitrario de espa-
citos compactos con la topologia producto es compacto.
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1.5.2. Conexidad.

Definicién 1.24 Sea X un espacio topoldgico, una separacion de X es
un par de conjuntos abiertos U,V ajenos, no vacios en X tales que X =
AU B. Decimos que un espacio topoldgico es conexo si no eriste ninguna
separacion de X.

Diremos que un espacio topolédgico es disconexo si no es conexo. Equi-
valentemente un espacio topologico X es conexo si y solo si los tnicos
subconjuntos abiertos y cerrados en X son el conjunto vacio y X. Un
subconjunto Y de un espacio topologico X se llama conexo, si el espacio
Y con la topologia del subespacio de X es conexo.

Observacion 1.3 5i Y es un subespacio de un espacio topolégico X y
existen conjuntos A, B tales que Y = AUB, CI(A)NB =0y ANCI(B) =
0, entonces C(A)NY = A y CI(B)NY = B. Asi los conjuntos A y B
son cerrados en' Y y en consecuencia Y mo es conezo.

Ejemplo 1.6 El intervalo [0, 1] es conexo.

Lema 1.2 5% los conjuntos C' y D forman una separacion de un espacio
X yY es un subespacio conexo de X, entoncesY CC oY C D.

Demostracion.

Supongamos que Y NC # 0y Y N D # (), ya que los conjuntos C'y D
forman una separacion de X tenemos que (CNY)N(DNY) =0 donde
(CNY),(DNY) son abiertos en Y y asi los conjuntos (CNY), (DNY)
forman una separacion de Y, lo cual es una contradiccién. O

Como consecuencia inmediata del Lema 1.2 se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.14 La union de subespacios conexos que tienen un punto en
comun es conexo.

Demostracion.

Sea {An faes una coleccion de espacios conexos que tienen un punto z en
comiin. Supongamos que A = (J ., A, no es conexo, por lo cual existen
abiertos C', D ajenos tales que A = C'U D, sin perdida de generalidad su-
pongamos que x € C. Ya que xz € A,, del Lema 1.2 se tiene que A, C C'
para cada o € J y en consecuencia A C C, lo cual implica que D = (),
pero esto no es posible. Por lo tanto A es conexo. [

La conexidad se preserva bajo funciones continuas.
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Teorema 1.15 5i f : X — Y es una funcion continua y X es conexo,
entonces f(X) es conezo.

Demostracion.

Supongamos que f(X) no es conexo, por lo que existen abiertos ajenos
H, K no vacios tales que HU K = f(X). Al ser f continua f~'(H) y
f7Y(K) son abiertos en X tales que X = f~1(H)U f~}(K), como X es
conexo existe x € f~Y(H) N f~1(K) asi que f(z) € HN K, lo cual no es
posible. Por lo tanto f(X) es conexo. O

Teorema 1.16 5i X es un espacio topoldgico y A C X conexo, entonces
para cualquier subconjunto B tal que:

A C BCCl(A)
Entonces B es conexo.
En particular si A es conexo el conjunto CI(A) es conexo.

Teorema 1.17 5i X y Y son espacios topologicos conexos, entonces X X
Y es conexo.

Demostracion.

Sea (a,b) € X x Y, notemos que la funcion f: X — X x Y definida por
f(z) = (x,b) para todo z € X es continua y f(X) = X x {b}, por lo
que el conjunto X x {b} es conexo. De forma similar para cada z € X se
tiene que el conjunto {z} x Y es conexo.

Para cada =z € X, (X x {b}) N ({z} xY) = {(x,b)}. Asi que por el
Teorema 1.14 el conjunto C, = (X x {b})U({z} xY) es conexo. Ademas
(a,b) € C,, porlo que (a,b) € myEX C, y por el Teorema 1.14 el conjunto
Uyex Cy = X x Y es conexo. O

Inductivamente y aplicando el Teorema 1.17 obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.18 5i Xy, Xo, ..., X,, es una familia finita de espacios co-
nezxos, entonces el [[_, X; es conezo.

Teorema 1.19 Sea {X,}acs una familia de espacios conexos y X el
espacio producto

X = HaEJ XO”

entonces X es conexo.
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Demostracion.
Sean @ = (aq)aes un elemento de X, K un subconjunto finito de J y

Xk = {(xoz)aeJ €X|Ia:aa SlOzQK}

Notemos que Xx = ([,cx Xi) X (Ilae x{@a}), por el Teorema 1.18 el
conjunto [[,., Xa es conexo y como ], . X; es homeomorfo a Xg se
tiene que Xg es conexo.

Sea K la coleccion de todos los subconjuntos finitos de J, si K € I,
entonces @ € X, por lo que @ € [ Xk ¥ asi por el Teorema 1.14 el
conjunto Y = |Jx e Xk s conexo.

Probaremos que CI(Y) = X. Supongamos que CI(Y) # X, por lo
cual CI(Y) C X. Al ser CI(Y) un cerrado, el conjunto X \ Cl(Y) es
abierto, por lo que existe un abierto basico W tal que W C X \ CI(Y),
asi pues existe § y un abierto U de Xj tal que wﬁ_l(U) N X¢sy # 0,
en consecuenciaW N'Y ## () lo cual es una contradiccion. Por tanto
CL(Y) = X.

Al ser Y conexo, el conjunto Cl(Y') es conexo y asi X es conexo. [

1.5.3. Espacios irreducibles.

Definicién 1.25 Decimos que un espacio topologico es irreducible entre
los puntos a y b stempre que X sea conexo y esos dos puntos no puedan
estar contenidos por un subespacio conexo cerrado diferente de X.

Ejemplo 1.7 FEl conjunto
A={(z.y)|0<z<lyy=sen(;)}U{(z,y)|z=0,-1<y<1}
Es irreducible entre los puntos (0,1) y (1,sen(1)).

Demostracion.

Primero veamos que el conjunto A es conexo. Sea ¢ : (0,1] — A, la
funcion continua definida por ¢(z) = (z,sen(2)), al ser (0,1] conexo,
entonces ¥((0, 1]) es conexo. Sea £ > 0, entonces existe un entero positivo

n tal que
2 2

(4n + 3)m = (An+ )7

([ (4n—51)7r : (4n—£—3)7r])

<E.

= [—1, 1], por lo que para y € [—1, 1]
existe o € [m, m] tal que sen(X) = y, en consecuencia el punto

(a,y) € A\{(z,y) |z =0,-1 <y <1}y (a,y) € Bl (0,9)). Por lo

Notemos que sen
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tanto Cl(¢((0,1])) = A y por el Teorema 1.16, A es conexo.

Para finalizar, notemos que si B es un conjunto conexo que contiene
a los puntos (0,1) y (1,sen(1)), entonces {(z,y)|0 < z < 1y y =
sen(1)} € B. Lo cual implica que B = A. Por lo tanto A es irreducible
entre los puntos (0,1) y (1, sen(1)). O

1.5.4. Continuos

Definicién 1.26 Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es un con-
tinuo st X es un espacio métrico no vacio, compacto y conezo.

Definicién 1.27 Un subcontinuo es un continuo, el cual es un subcon-
gunto de algin espacio topologico.

Teorema 1.20 Si X un continuo y Ay, As, ... subcontinuos tales que
A DAy D A3 D -+, entonces A = (),on Ai es un subcontinuo de X.
Demostracion.

Al ser subconjuntos compactos de un espacio compacto de Hausdorff los
conjuntos A; son cerrados, en consecuencia | J;.y X \ A; es un abierto en
X, pero

UieNX \ A =X \ mieN A;.

Por lo tanto A es cerrado.

Si suponemos que A = (), entonces X \ A;UX \ AyU--- = X\ A =X.
Asi, la coleccion { X\ A, }ien es un cubrimiento abierto de X y como X es
compacto existen ny, na, . . ., N, enteros positivos tales que {X \ A,,, X'\
Ap,, ... X\ A,,, } cubre a X, supongamos que ny < ng < -+ < Ny, Ya
que A; D Ay D A3 D -+ se tiene

X\A CX\AC---
y por ello
X\A,UX\A,U---UX\A4,, =X\4,, =X
Por lo tanto A,, = (), lo cual es una contradiccion.

Por otra parte supongamos que A no es conexo, entonces A es union
de conjuntos cerrados ajenos U,V en X. Al ser X un espacio compacto
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de Hasdorff existen abiertos ajenos C, D tales que U C C'y V C D.
Notemos que

X\A UX\ AU =X\A=X\(UUV)>DX\ (CUD)

Asi, { X'\ A; }ien es una cubierta abierta para X\ (CUD). Al ser X\ (CUD)
compacto existen nq,ns,...,n, enteros positivos tales que la colecciéon
{X\A,,, X\ A, - X\ A, } cubre a X \ (CUD). Supongamos que
ny < ng < --- <n,. Luego X\ (CUD) C X\A4,,, porlocual 4, C CUD.
De la conexidad de A, se tiene que A, C C' o A,, C D, notemos que
UCACA, yU C C, entonces A,, intersecta a U, V C A C A,,
y V C D. En consecuencia A, intersecta a D, lo cual nos lleva a una
contradiccion. Por lo tanto A es conexo. 0

Definicién 1.28 Decimos que un punto x de un espacio conero X es
un punto de corte de X si X \ {x} = U UV, donde los conjuntos U y V
son abiertos, disjuntos y no vacios. St x no es un punto de corte de X,
decimos que es un punto de no corte.

Observacion 1.4 En un espacio conexo X, un punto x es de corte si el
conjunto {x} es cerrado y el espacio X \ {x} no es conezxo.

Lema 1.3 Sea X un continuo, si x es un punto de corte y X \ {z} =
U UV, donde los conjuntos U y V' son abiertos, disjuntos y no vacios,
entonces los conjuntos U U {z} y V U{x} son continuos.

Demostracion.

Si suponemos que el conjunto U U {z} no es conexo, entonces existen
abiertos H, K ajenos no vacios en U U {z} tales que U U{z} = H U K.
Sin perdida de generalidad supongamos que x € K lo cual implica que
H C U y asi H es abierto en X, ademas

X=HUK)UV =(KUV)UH.

Yaque HNK =0y HNV = {) tenemos que CI(K UV)N H = (). Como
V es un abierto en X tal que VN H = () y existe un abierto W en X tal
que WNU = K entonces WNH =y por ello Cl(H) N (K UV) = 0.
Asi CHUKUV)NH =0y Cl(H)N (K UV) =0, esto implica que X no
es conexo, lo cual es una contradiccion. Por tanto U U {z} es conexo.

Analogamente se tiene que V' U {x} es conexo. O

Teorema 1.21 Todo conjunto métrico y compaclto contiene un denso
numerable.



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion.
Sean X un espacio métrico y para cada entero positivo n

Co={B(z,1) |lreX}.

Notemos que C, cubre a X y al ser X compacto existe una subcoleccién
Cn ={B(z},L),B(z},%),...,B(z} , 1)} de C, que cubre a X. Para cada
nsea D, = {2}, 25,... 2 } y tomemos a D = |J,.( Dy, al ser D union
numerable de conjuntos finitos se tiene que D es numerable.

Dados y € X \ D y € > 0 existe un entero positivo n tal que % < g,
va que la subcubierta C,, cubre a X existe un elemento z}' € D tal que
siy € B(x,+) entonces d(y,a}) < L, asi que B(y,e) N D # 0. Por lo
tanto D es un conjunto denso en X. 0

Teorema 1.22 57 X es un continuo no degenerado, entonces X tiene al
menos dos puntos de no corte.

Demostracion.

Como X es un espacio compacto y métrico entonces existe un denso nu-
merable D = {x, 29, ...}. Supongamos que X no tiene mas de un punto
de no corte, sea x dicho punto. Entonces, los puntos que pertenecen al
complemento de dicho punto son de corte, supongamos que = ¢ D, en
caso de que = € D solo basta con remover el punto del conjunto D.

Al ser z; un punto de corte el conjunto X \ {z;} es union de abiertos

ajenos Hy, K. Supongamos que x € K;. Probaremos que H; contiene un
punto de no corte de X.
Ya que D es numerable, sea x,, el primer elemento de D en H;, asi
X \ {zn,} es union de dos conjuntos ajenos Hs, Ky tal que 21 € K.
Por el Lema 1.3, Hy U {z,,} v Ky U {z,,} son conexos y x,, € Hy, por
el Lema 1.2 Hy U {z,,} € Hy U {x1}. Ya que x; € K, tenemos que
Ky U{x} C KyU{x,,}, observemos que

{z1,29,. .., Tpy } S KU {zp,}.

Sea x,, el primer termino de D que pertenece a Hs, al ser x,, de corte
X \{zn,} = H3U K3 donde H3N K3 = ) con z,, € K3. Por el Lema 1.3,
H; U{z,,} v K3 U {x,,} son conexos, como z,, € Hy por el Lema 1.2
Hs U{zn,} C HyU{z,,} v va que z,, € K3 se tiene que Ky U {z,,} C
K3 U {x,,}, notemos que

{x1,29,. .., 20y} € K3 U{x,,}.
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Continuando de esta manera obtenemos dos secuencias de conjuntos ce-
rrados tales que

Hy U a1} 2 Hy U{wn,} 2 HyU{wn,} 2 -

KyU{xi} € Ky U{ag,} C KsU{a,} S

La secuencia Hy U {x1}, Hy U {x,,}, H3 U {z,,},. .., satisface las condi-
ciones del Teorema 1.20, por ello (),»o(H; U {zy,}) # (. Sea p un punto
en dicha interseccion. Ya que p es un punto de corte X \ {p} es union
de de dos abiertos ajenos A, B con z; € B, por el Lema 1.2 el conjunto
conexo Ky U {z1} C B y nuevamente usando el Lema 1.2 tenemos que
K; U{x,,} C B para cada i > 2, por ello D C B. Asi, existen abiertos
A, B tales que p € Ay D C B lo cual es una contradiccion, pues D es
denso. En conclusion p es un punto de no corte que pertenece a Hj.

Por lo tanto X contiene al menos dos puntos de no corte. 0]

1.5.5. Continuos indescomponibles

Definicién 1.29 Decimos que un espacio topoldgico X es descomponible
st X = AU B, donde A y B son subcontinuos propios de X. Diremos
que X es indescomponible si X no es descomponible.

Ejemplo 1.8 (Arcoiris de Knaster) Sea Cy el conjunto de cantor, conside-
remos a C = Co x {0}, sea Ay el conjunto de todas las semicircunferencias
centradas en el punto (%,O) en el plano superior que pasan por alguno
de los puntos de C, Ay el conjunto de todas las semicircunferencias en
el plano inferior centradas (%,0) y que pasan por alguno de los puntos
de CN [%, 1], Ay el conjunto de todas las semicircunferencias en el plano
inferior centradas en el punto (<%,0) y que pasan por alguno de los pun-

18°
tos de CN [%, %] En general para n > 1 sea A, el conjunto de todas las
semicircunferencias en el plano inferior centradas en el punto (%, 0) y

que pasan por alguno de los puntos en CN [3%, 3,1%1] Se define el arcoiris

de Knaster como la cerradura del conjunto
A=AUAUAU---
Para ver un bosquejo del arcoiris de Knaster vea la Figura 1.1.

En [2, Teorema 8, pag 213] se muestra una prueba de que el arcoiris
de Knaster es un continuo indescomponible.
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Figura 1.1: Bosquejo del Arcoiris de Knaster.

1.6. Homeomorfismos

Definicion 1.30 Sean X y Y dos espacios topoldgicos, una funcion f :
X — Y es un homeomorfismo si es una funcion biyectiva, continua y
con f~1 continua.

Decimos que los espacios X y Y son homeomorfos si existe un ho-
meomorfismo entre ellos. La relaciéon de homeomorfismo es una relacion
de equivalencia, es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva. La siguiente
equivalencia de homemorfismo serd con frecuencia usada més adelante.

Teorema 1.23 Sean M wun espacio compacto de Hausdorff, K un es-
pacio de Hausdorff y f : M — K es una funcion continua y biyectiva,
entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion.

Basta con demostrar que f~! es continua. Dado y € K existe un tnico
x € M tal que f(x) = y. Sea U # M un abierto que contiene al punto
x entonces M \ U es un cerrado, dado que un cerrado en un espacio
compacto de Hausdorff es compacto M \ U es compacto. Asi f(M \ U)
es compacto, por Teorema 1.10 f(M \ U) es cerrado. Entonces V =
K\ f(M\U) es un abierto en K que contiene al punto y y f~1(V) =
YR\ fH(f(M\U)) =U. Por tanto f~* es una funcion continua. OJ

Definicién 1.31 Decimos que un espacio topoldgico homeomorfo al in-
tervalo [0,1] es un arco.

Si un continuo X es un arco, entonces existe un homeomorfismo A :
[0,1] = X. Sean p,q € X tales que h(0) = py h(1) = g, asi los conjuntos
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R((0,1]) y ([0, 1)) son conexos. Si g : [0, 1] — X es otro homeomorfismo,
observemos que

g~ (h(0,1]) = g7 ' (X \ {p}) = [0, 1]\ g~" ({p}),

y
g7 (h[0,1)) = g7 1 (X \{q}) = [0, 1]\ g7' ({g}).

Entonces los conjuntos [0, 1]\ g~ *({p}) v [0,1]\ ¢~ ({¢}) son conexos, por
lo cual {g(0),9(1)} = {p,q}. A los puntos p y ¢ les llamaremos puntos
finales de X.

Por lo que todo arco contiene dos puntos de no corte, inversamente
un continuo que contiene tnicamente dos puntos de no corte es un arco,
la demostracion de este resultado puede encontrarse en |2, Teorema 1,
pag. 179]

Teorema 1.24 Sea X un continuo, X es un arco si y solo si exactamente
dos de sus puntos son de no corte.
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Capitulo 2

Limites inversos sobre el
intervalo |0, 1]

A manera de introduccién en este capitulo comenzamos con el estudio
de los limites inversos sobre el intervalo [0, 1]. Determinaremos bajo que
condiciones el limite inverso sobre el intervalo [0, 1] es un continuo y pre-
sentamos los ejemplos mas comunes, después veremos una generalizacion
de los limites inversos sobre [0, 1].

Sean I = [0,1] y N el conjunto de los nimeros enteros positivos. El
limite inverso es un subespacio de Q = [, I, el cual esta dotado con
la topologia producto, a los elementos de Q los denotamos por letras
negritas y si & € Q entonces £ = (z1,x9,3,...). Para cada i € N, sean
fi - I — I funciones continuas, para nuestros fines representaremos con
la letra f a la sucesion fi, fo, f3, .. ..

Definicion 2.1 FEl limite inverso de la sucesion f es el conjunto de todos
los elementos x € Q tales que x; = fi(x;y1) para toda i € N.

Denotaremos al limite inverso de la sucesion f por @ f, a la suce-
sion f la llamaremos sucesion de funciones de limite inverso y si f es una
funcion continua perteneciente a una sucesion f la llamaremos funcion
de ligadura. Frecuentemente haremos uso del Teorema 1.8, en donde la
topologia producto de Q coincide con la topologia métrica sobre Q con
métrica definida en el Ejemplo 1.4.

Es natural preguntarnos: ;Bajo que condiciones la sucesion f nos
proporciona un limite inverso no vacio?, veamos que para cualesquiera
sucesion de limite inverso f de funciones continuas definidas en el in-
tervalo [0, 1] se produce un limite inverso no vacio. En el estudio de los
limites inversos por conveniencia denotamos por 7, a la funcién n-ésima
proyeccion del @ fsobre I.

23
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FEjemplo 2.1 Sea f una sucesion de funciones de I a I, donde fi(x) =
l—xparaxcly fi(r)=:%5 parav el sii> 1 Entonces@f@s un
punto.

Demostracion.
Es claro que el punto (1,0,0,...) = (f1(0), f2(0),...) € lim f. Sea 2 un
punto en el limite inverso de la sucesion f, ya que zo = fo(x3), 23 =

f3(z4), ... tenemos que x9 = foo fyo---o f, 90 fr_1(x,) = ﬁ < ﬁ,
lo cual pasa para cada entero positivo n, por lo que x5 = 0 entonces
£ =(1,0,0...). Por lo tanto lim f={(1,0,0....)}. O

Para una sucesion de funciones f = fi, fa,..., si m,n son enteros

positivos y n < m denotamos por f,,, a la composicion f, o f,y10---0
fm—1, bajo esta notacion f,,+1 = f, y por conveniencia f,, denota a la
funcion identidad en I. También para una funcién f denotaremos por f?
a la composicion fo f y para j > 2 denotaremos por f7 a la composicion
fofi=t es claro que para la sucesion de funciones f = f, f,...,sin <m
entonces f,,, = ™"

Definicién 2.2 Sea R C @ [, R es una region st existe un entero po-
sitivo n y un subconjunto abierto O de I tal que R = 7, *(O)

Esta definicion es bastante natural, ya que pensamos en el limite
inverso como subespacio de Q, el siguiente paso es ver que el conjunto
de todas las regiones forman una base para nuestro limite inverso.

Teorema 2.1 FEl conjunto de todas las regiones es una base para la to-
pologia sobre @ I

Demostracion.

Sea x € l&n f v O un abierto bésico en Q, entonces existen abiertos
01,04, ...,0, en I tales que O es homeomorfo a O; x Oy X ---0,, X Q,
supongamos que £ € O Nlim f. Ya que fin(mn(z)) = mi(x) para i < n
y fin €s continua existe U; abierto en [ tal que x, € U; v fin(U;) C O;
para i < n. Asi, si U = (I, U; entonces 7, '(U) es una region tal que
z € 7, (U). Ya que f;,(U) C O; siy € m, (U) entonces m,(y) € Uy
mi(y) € O; para i < n por lo que y € O, en consecuencia 7, ' (U) C O.
Por lo tanto, el conjunto de las regiones es una base para la topologia
sobre @ f ([l

Teorema 2.2 Para cada n € N, 7, es una funcion continua.
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Demostracion.

Sean x € m fy U un abierto en [ tales que m,(x) = z,, € U, luego
71 (U) es una region que contiene a T y ya que T, es funcion se tiene
que 7, (m, 1 (U)) C U. Por lo tanto 7, es continua. O

El siguiente conjunto es bastante itil y su relacion con el limite inverso
de f nos ayudaréd a probar que este es un continuo.

Definicioén 2.3 Para cada n € N, sea G, = {x € Q|z; = fi(xi41),7 <

Observemos que para un punto £ € G4, z; = f;(z;41) para cada
1 < j <i+1, en particular para cada j < i por lo que £ € G, y asi, para
cada 7 € N se tiene que G; 11 C G;.

Lema 2.1 Para la sucesion f se tiene que:

fim £= (6.

n>1

Demostracion

Notemos que, x € 1&1 fsiy solosipara toda i > 1, z; = fi(z;yq) siy
solo si para cada n € N, z; = fi(x;11) sii < nsiy solosiz € G, para
toda n € N. O

De los Teoremas 1.13 y 1.19 Q es un continuo, lo cual nos sera de
utilidad en los siguientes teoremas.

Teorema 2.3 Sin es un entero positivo entonces G, es conjunto com-
pacto no vacio.

Demostracion.

Dado z € Q\ G, existe j < n tal que x; # fj(xj41) y existen U,V
abiertos ajenos en [ tales que z; € U y fj(xj41) € V. De la continuidad
de f; existe un abierto W en [ tal que ;41 € Wy f;(W) C V de esto
altimo el conjunto de puntos y € Q tales que 7;(y) € Uy mj41(y) € W
es un abierto en Q ajeno a GG,,. Para ver que G,, es no vacio notemos que
si x € I el punto

(fin(x), fon(®), ooy fani1 (), 2, 2...) € Gy

Por lo tanto G,, es un cerrado no vacio, al ser un cerrado no vacio del
espacio compacto Q se sigue que G, es compacto. OJ
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Teorema 2.4 Sin es un entero positivo, entonces (G, €s conexo.

Demostracion.
Para cada n € N, sea h : Q — G,, la funcion definida como:

h(‘”) = <f1n+1(55n+1)7 f2n+1($n+1); Sy fnn+1($n+1), Tn4+1; 42y - - )

Ya que cada f;,,1 es continua para ¢ < n, h es continua. Por otro la-
do h(Q) C G, y si x es un elemento de G, entonces h(x) = = y asi
G, C h(Q), entonces h(Q) = G,,. Al ser Q conexo, GG,, es imagen conti-
nua de un conjunto conexo y por tanto es conexo. L.

De la conexidad y compacidad del conjunto G,, se obtiene el resultado
deseado.

Teorema 2.5 Sean f = fi, f2,... una sucesion de funciones continuas
de I a I, entonces el limite inverso de f es un continuo.

Demostracion.

Por los teoremas 2.3 y 2.4, GG, es un continuo y ademés G; D Gy D - - -,
por lo que G1,G5, ... es una coleccion anidada de continuos, asi por el
Teorema 1.20, ﬂnzl G, = l&n f es un continuo. OJ

El siguiente teorema nos serd de utilidad mas adelante.

Teorema 2.6 Si X es un subconjunto cerrado de Mf y para cada 1,
mi(X) = I entonces X = l&lf

Demostracion.

Sean x € @ fv R una region que contiene a x. Entonces, existe un en-
tero n y un abierto O de I tal que € 7, }(O), sea t € I tal que t # x,,,
ya que m;(X) = I para cada i existe y,.1 € [ tal que f,(ype1) = ¢,
para Y,y existe ynio tal que f,11(Yni2) = Yns1, continuando de es-
ta manera obtenemos una secuencia de puntos Y,i1,Ynio,... tales que
frtj(Ynijr1) = Yoy para j > 1. El punto

t= (fln(t)7f2n(t)7 oo 7fn71n(t)7tayn+l7yn+27 .. )

esta en 7, '(O), en consecuencia 7, '(O) N X # (). Asi z es punto limite
de X, al ser X un cerrado contiene todos sus puntos limite y por tanto
z e X. 0
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2.1. Ejemplos de limites inversos.

En la siguiente seccion estudiaremos bajo que condiciones la sucesion
f produce un limite inverso homeomorfo a un arco. Veremos algunos
teoremas relacionados y también presentamos tres ejemplos que son muy
frecuentes en la teoria de los limites inversos. Después analizaremos una
generalizacion de los limites inversos con funciones continuas sobre 1.

Ejemplo 2.2 Sea f la funcion continua definida como f(x) =2z si 0 <
r < 1/2y f(x) =1si1/2 <x <1, entonces Hm f es un arco (Ver
Figura 2.1).

Demostracion.

Sea = € @ f, notemos que los puntos (0,0,...) y (1,1,...) estan en el
l'£1 f, supongamos que  # (0,0,...) y & # (1,1,...) por lo que existe n
un entero positivo tal que 7,(x) = z,, € {0, 1}, por la definicion de f

fin(2,) = x; para i <ny x; = 5% para i > n.

Entonces x es el tinico punto en @ f tal que m,(x) = x, por lo que
T, ([0,2)) ¥ 7, ((2n, 1]) son regiones ajenas cuya union es lim f\ {z}
y por lo tanto x es de corte. Por el Teorema 2.5, el m f es un continuo
y como @ f es métrico, por el Teorema 1.22, tiene al menos dos puntos
que no son de corte, por ello (0,0,...) y (1,1,...) no son de corte. Por lo
tanto, por el Teorema 1.24 el 1&11 fes un arco. [l

El siguiente ejemplo también es un arco, pero la prueba es mas com-
plicada. La diferencia radica en que ahora la parte constante de la funcién
f del ejemplo anterior es “remplazada” por una funcién monotona decre-
ciente.

FEjemplo 2.3 Sean a un nimero tal que 1/2 < a < 1, f(z) = 2z si
0<z<1/2yflz)=20@—-1)(z—3)+1sit<z<l, entonces lim f
es un arco (Ver Figura 2.2 para la grafica de f).

Demostracion.

Sea M = @ f. Por el Teorema 2.5, M es un continuo. Por el Teorema
1.22, dicho continuo tiene al menos dos puntos que no son de corte. Note-
mos que f tiene exactamente dos puntos fijos: 0 y p = 2%;23 > (, probare-
mos que los tnicos puntos que no son de corte son (0,0,...)y (p,p,...).
Veamos primero que si & € @ f es distinto de (0,0,...) y (p,p,...) en-
tonces x es de corte. Si existe n un entero tal que x,, < a entonces por

definicion de f, mi(x) = 2; = fin(2,) para i < ny m(x) = v, = 52




28CAPITULO 2. LIMITES INVERSOS SOBRE EL INTERVALO [0, 1]

(1/2,1) (1,1)

(0,0)

Figura 2.1: Una funcién cuyo limite inverso es un arco, pero no es un
homeomorfismo.

para ¢ > n, entonces T,
T ([0, 20)) U (@, 1])
es un punto de corte en M.

Yx,) = z; ya que =, € {0,1} pues a < 1,
= Y(I\{z,}) = M\ {z} y por lo tanto, z

Ahora probaremos que six € M y & # (p,p,...) entonces x, < a
para algin entero n. Supongamos que para x € M, x, > a para toda
n; inductivamente si o > a entonces f"(a) esta entre f"(a) y f" (a),
en efecto pues si @ > a entonces f(a) < f(a) y ya que f([a,1]) C [a, 1]
entonces a < f(a), supongamos que f"(«) esta entre f™(a) y f"!(a),
hay dos casos posibles:

i) Si f"(a) < fM(a) < f*(a), como a < f*(a) entonces [ (a) >
fr (@) = f(a)

i) Si f"Ha) < fM(a) < f*(a), como a < f*(a) entonces f"(a) >
@) = [ a).

Por lo que para toda n, f"(a) esta entre f"(a) y f* !(a). Asi z, esta entre
f™(a) y f*!(a) para toda n € N. Notemos que a < f%(a) < f4a) <
f%a) < ... entonces la sucesion {f(a)}ien contiene una subsucecion
creciente acotada en un espacio compacto, por lo que { f*(a) };en converge;
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sea [ € I dicho punto al que converge, entonces:
£1) = f(lim f"(a))

. n+1
=)

=1

Como f tiene dos puntos fijos y f"(a) > a para toda n, [ # 0 por lo
tanto [ = p; asi que zy = p y ya que z,, > a, £ = (p,p,...) lo cual no es
posible. Por lo tanto existe n un entero tal que x, < a.

Para x € M hay tres casos: £ = (0,0,...), £ = (p,p,...) 0 existe n
tal que z, < a, pero si x, < a se tiene que x es de corte, entonces los
tinicos puntos que no son de corte son (0,0,...),(p,p,...), por lo tanto
por el Teorema 1.24, M es un arco. 0

(1/2,1)

(1,a)

(0,0)

Figura 2.2: Grafica de la funcion f.

Si f es una sucesion de funciones de limite inverso y x € @ f, en-
tonces por definicion para enteros fijos i,j con i < j x; = fi;j(z;) v si
i < s < tentonces x; = fis(fs;(x;)) = fij(x;), lo cual nos hace ver que
podemos omitir los términos que estan entre ¢ y j y obtener un nuevo
punto &’ = (21, %2, ..., %, j, 41, . ..) el cual pertenece al limite inverso
de la sucesion g = fi, fo, ..., fi, f5, Fi+1s- - -
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Teorema 2.7 Sea f una sucesion de funciones continuas, siny,no, N3, . . .
es una sucesion creciente de enteros positivos y para cada i € N, g; =
Jriniga, entonces K =1lim g es homeomorfo a M = lim f.

Demostracion.

Sea ¢ : M — K la funcion definida por o(x) = (zn,, Tny, . ..). Veamos
que ¢ es continua, sea x € M y U la region en K tal que ¢(x) € U, en-
tonces existe j y un abierto O en I tal que (z) € 7; ' (O) = U, notemos
que V = 777;_1(0) es una region en M que contiene al punto z y siy € V
entonces y,, € O y asi ¢(y) € U, por tanto ¢ es continua.

Para ver que ¢ es inyectiva supongamos que () = ¢(y) entonces
Tn, = Yn, para toda ¢ € N. Para k un entero hay dos posibilidades: £ < n;
o existe j > 1 tal que xy, este entre las coordenadas x,; , y x,,, en cual-
quiera de los dos casos se tiene que 7y, = fin,(Tn,;) = fin, (Yn;) = yr Para
j > 1, por lo que x =y y por lo tanto ¢ es inyectiva.

Sea ¥y = (Ynys Yny, - --) € K, para i < ny consideremos a x; = fin, (Yn,) ¥
sinj_1 < i <mnyparaalgin j > 1 tomemos a x; = fin,,, (Yn,,,), el punto
x = (z1,%9,...) € M cumple que p(z) =y, por lo que p(M) = K. Por
el Teorema 2.5 M es compacto, asi ¢ es una funcién continua biyectiva
definida en un espacio compacto y dado que K es de Hausdorff, ¢ es un
homeomorfismo. [

La continuidad de las funciones en la sucesion f del teorema anterior
es muy importante, por ejemplo para f = fi, fo, ..., donde fi(x) = 0 si
x € |0, %] y fi(z) =1parax € (%, 1y fi(z) = x parax € [0,1] con i > 1,
entonces el lim fes union de los conjuntos {(0,¢,,...) € Q|¢ € [0, sIhy
{(1,t,¢,...) e Q|t e (%, 1]} por lo que no es conexo, mientras que para
gi = fix1 para cada i € N, @ g es un arco.

Ahora veamos un caso mas general de cuando un limite inverso es un
arco.

Teorema 2.8 Si para cada 1 € N, g; : [ — I es una funcion continua,
mondtona y sobreyectiva entonces l&n g es un arco.

Demostracion.

Ya que la funcion es continua definida en todo I, el limite inverso de g es
un compacto no vacio. Para cada entero positivo i, g;(0) es 0 o 1. Si existe
un entero positivo n tal que ¢;(0) = 0 para i > n, entonces definamos
f = gnyi parat > 0. En el otro caso, sea ny, no, ... la sucesion de enteros
positivos tal que g,,, es decreciente, definamos

mp =ny, M2 = N3, M3 = N5, ..., M; = N21,.. ..
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Observemos que las funciones f,,, = gm,m,,, son crecientes. Por tanto
en cualquier caso podemos usar el Teorema 2.7 para obtener un limite
inverso homeomorfo a lim g; por lo que supongamos que g; es mondtona
creciente para cada entero positivo 1.

Para z € lim g distinto de (0,0,...) y (1,1,...). Sean

H = U ([0,2;)) vy K = U ((x;,1])
>0 >0
;70 z;#1

abiertos en @ g Siy € @ gy Yy # x entonces existe ¢ tal que
mi(y) # m(x). Asi, st z; & {0,1} entonces m;(y) € [0,2;) o m(y) € (x5, 1].
Por lo que y € H U K, asi l&n g = H U K. Ahora veamos que H, K
son ajenos, supongamos lo contrario, es decir, que existe y € H N K por
lo que existen 4, j enteros positivos tales que y; € (z;,1] y v; € [0, ;).
Sii < j, yaque x; < y; ¥ gi es monotona creciente para cada [ € N
entonces x; = g;;(z;) < ¢;;(y;) = y; lo cual no es posible ya que y; < ;.
Anélogamente, si j < i, entonces y; = f;;(v;) < fji(x;) = x; lo cual no
es posible ya que z; < y;. Por lo tanto, H N K = 0 y ya que H, K son
abiertos el lim g\ {z} no es conexo.

Para terminar la prueba falta ver que los puntos (0,0,...)y (1,1,...)
no son de corte. Ya que el @ g es un continuo, tiene al menos dos puntos
de no corte, vimos que si z € lim g\ {(0,0...), (1, 1,...)} entonces x es
de corte, por lo que esto obliga a que (0,0,...) y (1,1,...) sean de no
corte. Por el Teorema 1.24, el 1&1 g €s un arco. 0

En el siguiente teorema describimos un subcontinuo de un limite in-
verso. Suponiendo que nuestras funciones de ligadura son sobreyectivas,
uno puede determinar un subcontinuo de M = lim f tomando subinter-
valos de I digamos [aq, b;], luego existe un subintervalo [ag, by] tal que
fi([az, b2]) = [a1, b1]. Continuando de esta manera para cada n podemos
encontrar un subintervalo [a,. 1, b,11] tal que f,([ani1,bni1]) = [an, bal;
para cada punto x; € [aj, b1] nuestra construccion asegura que existe un
punto £ € M tal que x; € [a;,b;] para cada i. Sea K el conJunto de

dichos puntos, en consecuencia K = M N ([a1, b1] X [az,bs] X ---). Para
hacer esto tendriamos que extender nuestra definicién de limite inverso
a sucesiones como f1|(a; 5,]» f2|[as,be], - - -» €l siguiente teorema muestra que

esto es posible.

Teorema 2.9 Sean M = @ fydJd una sucesion de subintervalos de [
tal que para cada i, f;(Jit1) = J; = |ai, b;]. Para cada x € [0,1] hagamos
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hi(x) = a;+x(b; — a;), consideremos a K el conjunto de todos los puntos
x € M tales que x; € J; para cada i y sea y; = h;l(:cl-). Finalmente, para
cada i y x € I, definamos gi(x) = h; ' (f;(hiy1(x))). Entonces g; es una
funcidn sobreyectiva de I a I tal que g;(yi+1) = y; y K es homeomorfo a
jm g.

Demostracion.

Como h; es un homeomorfismo de I sobre J;, y; = h; *(x;) es tnico para
cada z; € J;. Ya que f;(J;11) = J; se tiene que gi(I) Iy

9i(Wir1) = b ' (filhisa(yir)) = B (fizin)) = by (2) = yi.

Sea ¢ : @ g — M la funcion definida por o(y) = (hi(y1), ha(y2), .. .),
notemos que

Por lo cual ¢(y) € M. Como h; es inyectiva para cada i € N, ¢ es
inyectiva. Si £ € M, entonces

gi(hi (xi1)) = b (fulwiga)) = hi (@)
por lo cual el punto
z = (hy'(x1), hy ' (22), .. .)

pertencce al im gy ©(z) =z, por lo que (p(@ g) =K.

Falta ver que ¢ es continua. Sea U la region en M tal que p(y) =
x € U, por lo que existen ¢ € N y un abierto O tales que z; € O y
7;1(0) = U. Ya que h; es continua, h;'(O) es abierto en I por ello

7,1 (h;*(0)) es una region en lim g tal que siw € 7 ((h;1(0))), en-
tonces w; € h; '(0). De esta manera, si h(w;) € O entonces p(w) € U.
Como el m g es compacto y ¢ es una funcién biyectiva y continua, ¢ es

un homeomorfismo. Por lo tanto, Ky 1&1 g son homeomorfos. 0

Con ayuda de los teoremas anteriores otra forma de probar que el
limite inverso de la funcién del Ejemplo 2.3 es un arco es la siguiente.

Ejemplo 2.4 Sea f la funcion del Ejemplo 2.3, es decir para % <a<l,
flx)=2zsizec|0,5]yflz)=2(a—-1)(z—3)+1siz €[5, 1], entonces
el lim f es una arco.
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Demostracion
Sea M = @ f, anteriormente vimos que si x € M entonces x =
(0,0,...), 2 = (p,p,...) o existe un entero n tal que x,, < a, en el dltimo

caso x; = fin(z,) parai <ny z; = fon para ¢ > n. Hagamos

Ag={z e M|z, €[0,3]},

para i > 1

Ai: {:I:G M’xi—i,-l c [i,%]}
Veamos que A; es un arco para cada ¢ > 0. Para Ag la secuencia [ay, by] =
[0, 2], [as, bs] = [0, 3], . . . satisface que f([0, 57+]) = [0, 55]. Por lo que por
el Teorema 2.9, Ay es homeomorfo al limite inverso de la sucesion g,
donde

gi(w) = b (f(higa () = hi ' (f (7)) = hi () = 52 = =

Entonces, por el Teorema 2.8, Ay es un arco. Andlogamente A; es un arco.
Para Ay, la secuencia [a1, b1] = [a,1], [az,bo] = [5,1], [as,b3] = [3, 3], ..,
cumple que f([a;j11,bi11]) = [a;,b;] y por el Teorema 2.9, Ay es homeo-
morfo al limite inverso de la sucesion g donde g; = Idp ) para i > 2

y

gi(x) = hi ' (f(ha())) = b (F (%)) = by ' (w(a = 1) + 1) =

r(a—D+l-a _ 1
- =1-u=

En general, para A,, con n > 2 la secuencia

) 51 £ 1) (5,1, 50 50 [ g -

satisface las condiciones del Teorema 2.9, por lo que A,, es homeomorfo
al limite inverso de la sucesion g.

Veamos las funciones de la sucesion g, para ¢ < n — 2 hay dos casos
posibles:

Z) fnf(i+1) ((L) < fnf(i+2)(al)
Si fr=+(a) < f7=(+2)(q), entonces
fro(a) = f(f*0D(a)) y [0 (a) = f(f7 0 (a))

por lo que f"~0+3)(a) < fr=(+2)(q). Asi, las funciones h; y hiy del
Teorema 2.9 son

() = 70 @) + 270 a) = D @)
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hia(e) = f7 09 @) + (20 0) = 0 w).

Por lo cual la funcién g; esta dada por

gi(x) = hi ' (f(hia(x)))
= B (PO a) + (@) — 9 a))
= 1 (2o~ (" a) + 27D ) - frO @) ) )

)-
2(a = D" a) + 2( D a) - 16D (@)~ §) +1
F16a) — 0 (a)

eI
FrEa) — = (a)

_2e— D@~ a= 1)+ 1

T

2(a = Da(f"~ () - f10(a)) — S+ (a)
FrGH(a) — -0 a)

_ (@) = @) + 20 = Da(f @) = 9 a)

FCFa) = o0 (a)
2(a — Da(f* (@) = /0 )
2(a— D(f*F(a) — [0 (a)

=1—uz.

+

=1+

Por un procedimiento andlogo, parat =n—2, g,_o = 1 —x y al igual que
en Ay, sii=mn—1entonces g,_1 =1 —x ysii>n entonces g; = Idj 1.

ii)f”_(”l)(a) > fn—(i+2)<a>.

Anélogamente, que en 4) solo basta con notar que f*~*3)(q) > fr=(+2)(q).

En cualquiera de los dos casos las funciones involucradas en el limite
inverso de g son mondtonas, por lo tanto el im g es un arco y en conse-
cuencia A, es un arco.

Para ver que M = {(p,p,...)} UAg U A U Ay U--- es un arco ob-

servemos que A intersecta a A; en el punto (%, }1, ...), A; intersecta a

As en el punto (1, ;, }1, ...) ysin >3, entonces A, intersecta a A, 1y a

A, 41 en los puntos

(F2(1), 731, 0 0(1) = (0,1, 4,0

(F (D), F2(0), a1, 5 L)
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respectivamente, de esto se sigue que siz € (A, UA,U---)\ {(0,0,...)},
entonces & es de corte. Por el Teorema 1.22, los tinicos puntos que no son
de corte son (0,0...) v (p,p,...), en consecuencia, por el Teorema 1.24,
M es un arco.

Para finalizar notemos que el punto p; = (p,p,...,p,5,%,...) (las
primeras ¢ coordenadas son p) pertenece a A; para i > 1, por lo que

|57l
d(pia (p7p7 e )) = Zj>i = 27 < Zj>i 2% = %

Asi, para toda € > 0 existe n € N tal que d(pn, (p,p,...)) < €, de esto se

sigue que (p,p,...) es un punto limite de A; U Ay U ---. Para visualizar
los arcos que componen a M vea la Figura 2.3. 0
A, A, Az
e o o o
0,0,...) (1,1/2.1/4,...) (a,1,1/2,1/4,...) (f(a),a,1,1/2,..)  (p,p,...)

Figura 2.3: Continuo homeomorfo al limite inverso del Ejemplo 2.4.

En la funcion del Ejemplo 2.3, para a = %, f™(a) es 0 o 1 por lo que
la sucesion {f"(a)}nen diverge, podriamos suponer que el limite inverso
resultante sea un arco, pero lo interesante es que no. Dicho limite inverso
es homeomorfo a la cerradura de la grafica de la funcién sen(%) para
z € (0,1]. Analizaremos un caso mas general cuya demostracion nos per-
mitird ver como se comporta dicho limite inverso.

Si R es un rayo topoldgico y K es un continuo tal que CI(R) \ R =
K, entonces decimos que K es el residuo de R o simplemente residuo
para abreviar. Por conveniencia en el siguiente teorema f° representa la
funcion identidad en 1.

Teorema 2.10 (Ingram) Supongamos que f es una funcion sobreyec-
tiva de I a I, c € (0,1) y se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) f(le,1]) € [e1].
i) fio. es mondtona.
i) Eziste un entero positivo j tal que f7([0,c]) = I.

Entonces @ f es la cerradura de un rayo topologico R teniendo como
restduo un continuo K. Mds ain K es el conjunto de puntos x € éﬁn f

tales que m;(z) € [c, 1] para toda i € N.
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Demostracion.

Sabemos que [c, 1] es un conjunto compacto y conexo, al ser f* continua
para cada i € N, f'([c, 1]) es subconjunto compacto y conexo de I. Como
f([e,1]) C [c, 1] para cada i € N se tiene que f*"([c,1]) C f([c, 1]), por
lo cual {f([e, 1]) }ien es una coleccion anidada de conjuntos compactos y
conexos, por el Teorema 1.20, M = (1,5, /*([¢, 1]) es no vacio, compacto y
conexo. Al ser M compacto y conexo en I, M es un punto o un intervalo.
Por definicién de M tenemos que f(M) = M. Sea

K ={z elim f| m(z) € [c, 1] para toda i € N},

Si z € K entonces 1 = mi(z) € fI([c,1]) para cada j > 1y asi z; € M,
usando que f(M) = M vemos que 7;(x) € M para cada j > 1. Si M es
un punto entonces K es degenerado; mientras que si M es un intervalo,
por el Teorema 2.9, existe una sucesion g de funciones sobre I tal que el
limite inverso de g es homeomorfo a K y por el Teorema 2.5, el @g es
un continuo. Por lo que K es un continuo.

Sea R, = {z € lim f|m(z) € [0,c] para i > n}. Para cada n >
1, por el Teorema 2.9, existe una sucesion h = hy, hs, ... de funciones
sobreyectivas tal que h; es monotona para i > n y R, es homeomorfo a
l'£1 h, por el Teorema 2.7 podemos fijarnos en la sucesion de limite inverso
h' = h,,h,i1, ..., donde los limites inversos de A’ y h son homeomorfos,
notemos que en la sucesion b’ las funciones de ligadura son mondtonas,
por el Teorema 2.8, el limh’ es un arco, lo cual implica que @ h es un
arco y esto implica que R,, es un arco. Al ser f una funciéon sobreyectiva y
f([e,1]) € [e, 1] se tiene que [0,c] C f([0, ]), por lo que para cada i > 1,
[0, C] Q f(?Tz‘+1(RZ'+1)> y asi Rz Q Ri—i—h €S decir,

R1CR2CR3C"'

Ry =R, U{z €lim f|m(z) € [0, sii>n+1ymz) € [c,1] si
i <n}.

Por lo tanto R = J,. Ri es un rayo.

Falta probar que K es el residuo de R. Sea x € @ f\ K, para m;(z)
hay dos casos

i) Si m(z) < ¢, entonces x € R;.

i) Six; = m(x) > ¢, entonces por hipotesis existe un entero j tal que
17([0,¢]) = I, por lo cual existe z;,; € [0, c] tal que f7(z;y;) = x; y
asix € Ry



2.1. EJEMPLOS DE LIMITES INVERSOS. 37

Por tanto @ f=KUR.

Debemos probar que cada punto de K es un punto limite de R. Por hi-
potesis, existe un entero positivo j tal que f7([0,c]) = I, si g = f7, por el
Teorema 2.7, existe un homeomorfismo / : lim f— lim g, sea hK)=K'
el conjunto de puntos x € 1&H g tales que m;(x) € [c, 1] para cada i € N;
probaremos que cada punto de K’ es un punto limite de R’ = h(R). Sea
z € K’y O una region tal que £ € O, entonces existen un entero m y
un abierto U de I tal que 7' (U) = O y m,(x) € U. Como ¢([0,¢]) = I
existe un elemento y,,+1 € [0,¢] tal que g(ymi+1) = Zm, luego existe
Yms2 € [0, ] tal que g(Ym+2) = Ym-+1, continuando de esta manera obte-
nemos una secuencia de puntos ¥p,+1, Ym+2, - - - tal que g(Ymriv1) = Ymri
para i > 1. El punto z definido como m,(2) = m(z) sil < my m(z) =y, si
[ > m es un punto de R’ en O, luego existen tnicos puntos u, v tales que
h(u) =z y h(v) = z, notemos que u,v € h'(O) conu € K yv € R. En
consecuencia u es punto limite de R y por lo tanto K es el residuo de R. []

El siguiente ejemplo es una consecuencia inmediata del teorema an-
terior.

FEjemplo 2.5 Sea f la funcion continua definida como f(x) =2z si 0 <
v<iyfle)=2%—usii<ax<1. Entonces Hm f es unidn de un rayo
R y un arco K, donde K es el residuo de R (Ver Figura 2.4).

Ya que el limite inverso del Ejemplo 2.5 es uniéon de un rayo topo-
logico v un arco, lo interesante es construir tal homemomorfismo. Nos
ayudaremos del siguiente lema.

Lema 2.2 i f es una funcion continua en I, entonces @ f es homeo-
morfo a @f” para cada n € N.

Demostracion.

Haciendo n; = 1,ny = n+ 1,n3 = 2n + 1,..., tenemos que fu,n, ., =
Ji-1ns1ins1 = f", asi por el Teorema 2.7, l&n fes homeomorfo a lﬁlf“
O

Denotemos por p; y po a las funciones py : [ X I — I, py: I X I — 1
definidas por p1((z,y)) =2 y po((z,y)) = y para cada (z,y) € [ x I.

Ejemplo 2.6 Si f es la funcion del Ejemplo 2.5, entonces 1&1 f es ho-
meomorfo a la cerradura de la grifica de la funcion sen(%) para x € (0, 1].
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(1/2,1)

(1,1/2)

(0,0)

Figura 2.4: Funcion cuyo limite inverso es homeomorfo a la cerradura de
. 1
la grafica sen(;)

Demostracion.
Notemos que f o f es union de los siguientes tres homeomorfismos:

[ 1
g1 : |0, Z] — [0, 1] definida por g (z) = 4.

(11 1 . 3
g2 : _4_1’ 5] — {5, 11 definida por go(z) = 5 2.
1

gs: _57

1
1] — {5, 11 definidapor g3(z) = .

Sea g la funcion continua cuya grafica es uniéon de los homeomorfismos
g1,92 ¥ g3, denotemos por Gr(sen(2)) a la grifica de la funciéon sen()

x x

para x € (0,1], para ver que @ gy Cl(Gr(sen(%))) son homeomorfos
descompondremos a la grafica de la funcion sen(2) en arcos y construire-

mos un homeomorfismo h entre los arcos del 1ir§ite inverso de g con los
de Gr(sen(2)).

La definicién de h (Ver Figura 2.6).
Para la definicion de h usaremos dos homeomorfismos, ¢ y 1. Sea ¢ :

[3.1] = [—3, %] el homeomorfismo lineal tal que ¢(3) = =2 y (1) = 3.
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(1/4,1) 1,1)

(1/2,1/2)

(0,0)

Figura 2.5: Grafica de fo f

Sea v : [O, l} — [1,3} el homeomorfismo lineal tal que (0) = 1y

v(3) =5
Como g es sobreyectiva, 7r1(1'£1 g) = 1. Asi existe z € @ g tal que
m(z) € I. Analicemos varios casos:

i) Siz; € [%, 1] para toda i > 0, definamos
h(z) = (0,sen(p(z1))).
Ya que —1 < sen(p(zy)) <1, h(z) € {0} x [-1,1].
it) Siz €[0,1) definamos

bia) = (g sentiton)).

Como 2 < L <1y sen(1) < sen(y(1)) < 1,

h(z) € (% 11 « [0,1) 1 Gr (sen G)) |

iwi) Sixy € [1,4) definamos

1 .
hz) = (m,smw(xl)))) |
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Como
2 __ 1 2
3 wm—o(f(x)) 7

sen <377T) <sen(m — ¢(f(x1))) = sen(p(f(21))) < sen (9

se tiene que h(z) € ((£, 2] x (—=1,1]) N Gr(sen (1)).

30T
Recordemos que sen (%) = 1siysolosiz= m y sen (%) =—1
siy s6lo si x = Mn+1)7r para todo entero n > 0 y observemos que si

T e @ gy no es de la forma que en 7) entonces existe un entero j > 1
tal que z; € [%, 1] pero =41 & [%, 1}; hay dos casos para x,1:

a) Si zj;1 € [£,1) definamos

1
0= (57
Observemos que pi(h(z)) € (m,ﬁ] y sen(¢(f(zj11))) €
[—1,1). Por tanto

e e (e arms) < h0) nes(en (1))

b) Sizj1 € [1,3) definamos

sen(e(flepe0) )

1
((23' +1)m —o(f(z11))

Observemos que p;(h(x)) € (m,m] y sen(o(f(zj41))) €
(—1,1]. Por tanto

o) < (s o) > 10 o (s (3) )

En cualquiera de los casos anteriores h(z) € Cl(Gr( sen (%))) y COmo
cada componente involucrada en la definicién de h esta bien definida, h
esta bien definida.

h es continua.

Sea x € ILH g, consideraremos dos casos:

h(z) =

sen(e(f(ee)) ).

1) Existe un entero positivo i tal que x; ¢ [%, 1}.
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h(1,1,1/4,1/16,...) h(1/4,1/16,..)
h(1,1,.) \"* T h(1,1/4,1/16,...)

h(0,0,...)

£(0,0,...)

h(1/2,1/8,1/32,...)

h(1/2,1/2,1/2,1/8,1/32,...) h(1/2,1/2,1/8,1/32,...)

Figura 2.6: Algunos valores del homeomorfismo h.

2) Para cada entero positivo i, z; € [%, 1}.

1) Sea z € Im g. 5iz; < 3 v x1 # 1, la continuidad de h en x se
sigue de que en los casos i) y i) py o h y pe o h son continuas por lo
cual h es continua en z. Si 27 = }l entonces h(z) = (%, 1), s6lo basta en
fijarnos en los puntos z tales que z; < 1, asi h(z) = (m,sen(@b(zl))).
Notemos que si z; — 1 entonces ¥(z1) — 2, por lo cual h(z) — (2,1).
Por lo tanto & es continua en & cuando z; € [0, 3).

Similarmente, de la definicion de h y de la continuidad de las fun-
ciones involucradas se tiene que h es continua en z si 1 < r; <1y

2
1 11 1 ~
3 <7jp1 <303 <wj;1 <35 para cada entero i.

Supongamos que j es un entero positivo tal que x; = % paral <7< j
Y Tj41 = 3. Entonces, h(z) = (ﬁ, ~1).Siz e lim fy <z <3
entonces z; € [1,1) y 21 € (3,1]. Asi
1

((QU — D+ D7m —o(f(zg-1m

1
- (<2j D=l eV W”) |

Como ¢(f(t)) = —% cuando t — £ se tiene que h es continua en .

hz) = - Sen(w(f(fcu—lm))))

Supongamos que j es un entero positivo tal que z; = 1 paral <7< j
Y Tjy = %. Entonces, h(z) = (m,l), la continuidad de h en z

proviene del hecho que si z € m fyzn € (1 1

£, 1] entonces h(z) =
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(m,sen(w(f(zjﬂ)))). Sit — ; entonces o(f(t)) — 5. Se sigue
que h es continua en z. Lo cual concluye la prueba que h es continua en
el primer caso.

2) Supongamos que x! 2% x3,... es una sucesion de puntos en
@ f que converge a x, por la continuidad de las funciones involucra-
das en h tnicamente debemos de considerar el caso en que para ca-
da n existe un entero j, tal que z} € [%, 1} y x ¢ [%, 1}, es de-
cir los casos @) y b). La continuidad de la funciéon h en z se sigue de
que si n — oo entonces j, — ooy xf — 1, lo cual implica que
f(@}) — f(z1) = z1. Por tanto, sen(p(f(x}))) — sen(¢(z1)) cuando

n — oo. Por a) y b) pi(h(z")) € <(4jni3)ﬂ, (4jn31)w] asi py(h(z)) — 0

cuando j, — oo. Por lo tanto, la sucesion de puntos h(z!), h(z?), ... con-
verge a h(z) = (0,sen(p(x1))), en consecuencia h es continua en el punto
x.

h es invectiva.

Sean ,y € @ h tales que & # y, para x consideraremos los siguientes
casos:

1) Para cada entero positivo i, 2; € [3,1].

2) Hay un entero positivo j tal que z; € [3,1] pero 241 € [3,1].

3) Para cada entero positivo 4, z; € [0, ).

1) Como w; € [3,1] para toda i por ) pi(h(z)) = 0, dado que z1 # ¥
si y; € [5,1] para cada entero i entonces p(h(z)) # p2(h(y)). Por lo que
h(z) # h(y). Por i) y i) si yy € [0,3), entonces py(h(y)) # 0, por ello
h(z) # h(y). Finalmente, si existe j tal que z; € [3,1] pero 241 € [0,1),
por a) y b), se tiene que p;(h(y)) > m y asi h(z) # h(y).

2) Por a) y b) tenemos que

pinia)) € (o el

45+ 3)7 (45 — D

Si y; € [3,1] para cada i por i), pi(h(y)) = 0, por lo que h(z) # h(y). Si
y1 € (0, 3), por i) y i) pi(h(y)) > =, como j > 0 se tiene que ﬁ <
%, por tanto h(x) # h(y). Si existe un entero k tal que y; € [3,1] pero

11
Ye+1 € [, 7), entonces

2 2
ri(hly)) € ((4k: T )n 4k — m]

para este caso hay dos posibilidades:
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®) Si j # k entonces ((4kj—1)7r’ (4k31)7r] A ((4j—|2—3)7r’ (4j31)7r} = 0y as
h(z) # h(y).

ee) Sij = k entonces x4y # y;4+1 ya que de no ser asi por definicion de
f, r; = y; para toda 1, lo cual no es posible y por tanto h(x) # h(y).

Si yx € [3.1] pero gy € [3, 5) entonces pi(h(y)) € (@tam wrins)

nuevamente tenemos dos casos:

.. 2 2 2 2 _
®) Sij # k entonces ((4k+3)7r’ (4k+l)7r] A ((4j+3)7r’ (4j—1)7r} =0, por lo
que h(z) # h(y).

ee) Sii =k entonces xi1 # y;+1, por lo que h(x) # h(y).

3) Por i) y i) tenemos que py(h(x)) € (5, 1]. Si hay un entero po-
sitivo ¢ tal que y; € [1,1] pero ;11 € [0,3) entonces py(h(y)) < ﬁ
para i > 0, por lo que h(x) # h(y). Si y; € [%, 1] para todo i entonces
p1(y) = 0 por lo que h(z) # h(y). Siz; € [0,3) ¥y y1 € [3,3] 0 viceversa
entonces pi(h(z)) # pi(h(y)) por lo tanto h(z) # h(y). Si z1,y1 € [0, 1)
entonces x1 # yi, de lo contrario x = (z1, %, 5,...) = ¥ lo cual no es
posible por tanto h(z) # h(y). Si z1,y1 € [4,3) entonces 1 # y; pues de
lo contrario x = (21, %, 3%,...) = y. Por lo tanto h(z) # h(y).
h es sobreyectiva.
Por el Teorema 2.5, lim fes un continuo y ya que h es continua h(@ bi

es un continuo. Como

h(L,1,...) =(0,1) € h(lim f) y h(0,0,...) = (1,sen(1)) € h(lim f),

en consecuencia h(lim f) es un continuo que contiene a los puntos (0, 1)
y (1,sen(1)). En el Ejemplo 1.7 vimos que Cl(Gr(sen(1))) es irreduci-
ble entre los puntos (0,0) v (1,sen(1)) lo cual implica que h(lgn f) =
Cl(Gr(sen(1))).

De lo anterior tenemos que h es una funcién continua y biyectiva de-
finida en un espacio compacto, por lo que h es un homeomorfismo. [

El continuo dado en el siguiente ejemplo es homeomorfo al continuo
conocido como arcoiris de Knaster, en este trabajo solo mostraremos que
es indescomponible.

FEjemplo 2.7 Sea f : I — I la funcion continua definida como f(x) = 2z
siz € (0,3 ysizel[3,1] f(z) =2(1—x). Entonces Hm fes un continuo
indescomponible (Ver Figura 2.7).
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Demostracion.

Supongamos que I&n f es uniéon de dos subcontinuos propios no vacios
Hy K. Si m(H) = I para cada i € N, por el Teorema 2.6, @ f=H
lo cual no es posible, asi que para algin entero i, m;(H) # I. Ademas
observemos que si k > i, entonces m(H) # 1.

De la misma forma vemos que existe un entero j tal que si k > j, enton-
ces mp(K) # 1.

Sin perdida de generalidad supongamos que i < j, por ello 711 (H) y
7j4+1(K) son distintos de I, pero como 7 (HUK)=1,0¢€ m41(H) o
0€ mj1(K).

Si 0 € mjp1(H) se tiene que 1 ¢ 7;41(H). Como m;1(H) es conexo
s & mj1(H), de lo contrario m;(H) = I. Entonces, {3,1} C mj41(K) lo
cual implica que 7;(K) = I, esto es una contradiccion.

Del mismo modo si 0 € 7;41(K), entonces {3,1} C m;1(H) lo cual nos
lleva a una contradiccion.

Por tanto l&n f1no es unién de dos subcontinuos propios y en conse-
cuencia lim f es indescomponible. O

(1/2,1)

0,0) (1,1)

Figura 2.7: Grafica de f cuyo limite inverso es el arcoiris de Knaster.



Capitulo 3

Caracterizacion de los continuos
encadenables como limites
inversos sobre |0, 1]

Los ejemplos de la secciéon anterior son un caso particular de la clase
de continuos llamados encadenables. En este capitulo veremos que para
todo continuo encadenable existe una sucesion f de funciones continuas,
lineales por partes cuyo limite inverso es homeomorfo a dicho continuo.
Asi obtendremos una generalizacion de los ejemplos anteriores. Para ha-
cer esto comenzamos con una serie de definiciones y algunos teoremas
que nos ayudaran a alcanzar nuestro objetivo.

Si (X, d) es un espacio métrico y A C X, definimos el diametro de A
como el supremo del {d(z,y)|z,y € A}, si existe. El cual denotaremos
por diam(A).

Definicién 3.1 Una cadena es una secuencia C = (Cy,Cy,...,C,) de
conjuntos abiertos tales que C; NCy # 0 si y solo si |i — j] < 1. A los
conjuntos C1,Cs, ..., C, les llamaremos eslabones de C. Dado € > 0, una
cadena es una e-cadena si el didmetro de cada eslabon de C es menor
que €. Un continuo M es encadenable siempre que para cada € existe una
e-cadena cubriendo a M.

Probaremos que un continuo no degenerado M es encadenable si y
solo si existe una sucesion f de funciones lineales por partes de [0, 1] a
[0, 1] tal que M es homeomorfo a lim f. Notemos que en la definicion de
C no especificamos en que espacio los eslabones son abiertos, sin embargo
los eslabones los tomaremos como abiertos en alglin espacio que contiene
al continuo que cubren; en el caso de los limites inversos sobre [0, 1] el

45
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espacio que nos tomaremos sera Q. La mayor parte de este capitulo cuan-
do diremos que M es un continuo encadenable asumiremos que nuestro
espacio es M y los eslabones son abiertos en M.

Teorema 3.1 Si f es una sucesion de funciones continuas f; : [0,1] —
[0,1] con i € N, entonces lim f es encadenable.

Demostracion.

Dado € > 0 existe un entero positivo n tal que
L 1 €
on L= 2i T3

=>n

Para cada i < n, f;, es continua definida en I, por lo que f;,, es unifor-
memente continua. Asi, existe §; > 0 tal quesil <i<nyt,se€lysi
[t — s| < d; entonces |fin(s) — fin(t)| < 5, sea 6 = min{dy,da,...,0n 1}
Siz,y €lim fy |z, — yn| < O entonces

Li — Yi
day) =3 170

1>0

n—1
_ [z —yil | |0 — vl |z — il
- ; 2i + on + Z 9i

>n

n—1
- Z 9i + on + Z i
=1 >n
e 1 €
< — — b
Z 3(21) + on + 3

3e

< 3

Asi, para cada ¢ > 0 existe 06 > 0 tal que si A C [0,1] y el diametro
de A es menor a ¢ entonces el didmetro de 7, (A) es menor que .
Sea D = (Dy, Dy, ..., D,,) una j—cadena que cubre a [0,1] y sea C; =
™, ' (D;) para 1 < i < m, como 7, (I) = lim f tenemos que la coleccion

{C1,Cs,...,C,} cubre al 1&1 f donde el didmetro de cada C; es menor
que €, y

CiNCj=m, Y (D;ND;)#Bsiysolosi|i—j|=1

por lo que C = (C1,Cs, ..., Cy,) es una e—cadena que cubre a 1£1 £ O

Definiciéon 3.2 Una cadena es llamada tensa si C1(C;) N CL(C;) # 0
para i — j| < 1.
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Es mas complicado probar que todo continuo encadenable no dege-
nerado es limite inverso de una funcion de [0, 1] en [0, 1] lineal a trozos.
Para ello usaremos lo siguiente.

Lema 3.1 §i M es un continuo encadenable. Para ¢ > 0 existe una
e—cadena tensa C que cubre a M tal que cada eslabon de C es un abierto
en M y contiene un punto de M que no estd en la cerradura de ningin
otro eslabon de C.

Demostracion.

Sea D = (D4, Ds,...,D,) una cadena que cubre al continuo M y donde
cada eslabon de D intersecta a M. Podemos suponer que cada eslabén
de D contiene un punto que no esta en ningun otro eslabéon. En caso de
no ser asi hay varios casos a considerar, para D, tenemos que D; C D,
o Dy C Dy, supongamos que D C D, entonces podemos omitir a Dy de
la cadena y obtener una cadena D' = (Ds, Ds, ..., D,) que cubre a M
y D, contiene un punto que no pertenece a D3 ya que D N D3 = (), si
Dy C Dy entonces Dy N D3 # () lo cual no es posible. Para D,, se tiene
que D, € D, 0D, 1 C D, siD, CD,_1, en este caso la cadena
D = (Dy,Ds...,D, 1) cubre a M y como D, N D, 5 = () tenemos que
existe un punto en D,,_; que no pertenece a la unién de los otros eslabons,
si D,_1 C D, entonces D, N D,_5 # 0 lo cual no es posible. Si existe
1 <14 < n tal que D; es subconjunto de alguno de los otros eslabonesen
D entonces M es union de dos conjuntos abiertos ajenos

pues D; 1y D;i1 no se intersectan, pero D; intersecta a D; 1y D;_1 lo
cual es una contradiccién, por ello el eslabon D; contiene un punto que
no pertenece a ningun otro eslabéon de D. Por tanto existe una cadena D
que cubre a M y que cada eslabon en D contiene un punto que no esta
en ningin otro eslabon.

Consideremos a D = (Dy, Ds, ..., Dy,) una una —cadena que cubre
a M tal que cada eslabon de D contiene un punto de M que no esta en
ningtn otro eslabon de D. Sea C una cadena definida como sigue:

i) Si m es par.
Sean n = % consideremos a la cadena C, donde si 1 < i < n
entonces Oz = (Dgi_l U DQZ) N M y On = (Dm—l U Dm) N M.

ii) Si m es impar.
Sea n = mT’l consideremos a la cadena C, donde si 1 n

<1<
entonces C,L = <D2i,1 U DQZ) NnM y Cn = (Dm,Q U Dm,1 U Dm) NM.
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En ambos casos, dado que D cubre a M, C = (Cy,Cs,...,C,) cubre a
M. Ademés si 1 < j, 7 <n con |i —j| <1, entonces

Ci ﬂ Cj — ((Dgifl U DQZ) ﬂ M) ﬂ ((ngfl U DQj) ﬂ M)
== M N (Dgi_l N <D2j—1 U ng) U Dgi N (DQj—l U ng))

Sij =1i—1, entonces Dy;_1 N (Dgj—1 UDyj) # 0 osij=i+1 tenemos
que Dy; N (Daj—1 U Dyj) # 0 por lo que C;NC; # (0. Ademas, si m es par
Cn_1NC, # 0 o st mesimpar se tiene que C,,_; N C,, # 0. En cualquier
caso de la definicion de C, se tiene que C es una cadena que cubre a M.

Ahora veamos que C es una e-cadena. Como los eslabones de D tienen

didmetro menor a £ se tiene lo siguiente

1) Si 1 <4 < n, entonces diam(C;) = diam(Dg;—1 U Dy;) < 5+ 5 <&
2) Sim es par entonces diam(C,,) = diam(D,,_1UD,,) < $+ 5 <¢
3) Sim es impar entonces diam(C,,) = diam(D,,_2UD,, 1UD,,) < %

En cualquier caso C es una e-cadena que cubre a M.

Resta demostrar que C es una cadena tensa. Sea x; el punto de D,
que no esta en Dy, al ser D un abierto que no intersecta a D3U D, y que
contiene a x1, por definicion z; ¢ Cl(D3 U Dy) = CI(Cy). Similarmente,
sea r,, € D,, el punto que no esti en D,,_; entonces x,, no esta en C,,_;
y D,,NC,,_1 = 0 por lo que z,, & CI(C,,_1). Para cada 1 < j < n el punto
z; € C; tal que x; € Dyj N Dyj_q es el punto que no esta en CI(Cj_q) y
CI(C]‘+1)7 pues ng N DQj_Q = @ y D2j—1 N D2j+1 = @

Asi para cada 1 < i < n existe un punto en C; que no esté en la cerradura
de ningln otro eslab6n de C.

Por tltimo observemos que para cada 1 < j <n
Cj_l N (D2j—1 N DQj) N Oj+1 == @,

lo cual implica que existe un abierto que no intersecta a Cj_; y a Cj1 y
asi
Cl(Cj-1) NClCj11) = 0.
Por lo tanto, (Cy, Cs, ..., C,) es una cadena tensa que cumple con las

condiciones requeridas. O

Si G es una coleccion de conjuntos entonces G* denota la unién de
todos los conjuntos de G.
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Definicién 3.3 Una cadena D se dice que refina a la cadena C siempre
que cada eslabon de D es subconjunto de algin eslabon de C. D refina
fuertemente a C siempre que la cerradura de cada eslabon de D es sub-
conjunto de algin eslabon de C. La malla de una cadena es el didmetro
mas grande de cada uno de sus eslabones.

Para probar el siguiente teorema usaremos el lema comunmente cono-
cido como Lema del ntimero de Lebesgue. Recordemos que para x un pun-
to de un espacio métrico (X,d) y € > 0, B(z,e) = {p € X |d(z,p) < €}.

Lema 3.2 (Lema del nimero de Lebesgue) Si A es un subconjunto com-
pacto de un espacio métrico y G es una coleccion de conjuntos abiertos
cubriendo a A, entonces existe un numero positivo € tal que st x € A
entonces B(x,€) es subconjunto de algin miembro de G.

Teorema 3.2 Si M es un continuo encadenable, entonces existe una
sucesion Cq,Ca, . .., tal que para cada entero positivo n.

1) C, es una cadena tensa cubriendo a M.

2) Cada eslabon de C,, es abierto en M y contiene un punto de M que
no esta en la cerradura de ningin otro eslabon de C,.

1

n°

3) La malla de C, es menor que

4) C,11 refina fuertemente a C,.

5) M ={)cC.

n>0

Demostracion.
Usando el Lema 3.1 obtenemos una 1—cadena tensa C; que cubre a M
donde cada eslabon de C; es abierto en M y cada eslabon contiene un
punto de M que no esta en la cerradura de ningin otro eslabon de C;.
Por el Lema del ntimero de Lebesgue existe 0 < d; < % tal que siz € M
entonces B(x,0;) es subconjunto de algin eslabon en Cp, aplicando el
lema 3.1, existe una d; —cadena tensa C, = (C7,C3,...,C2 ) que cubre a
M tal que cada eslabén de Cy contiene un punto que no esta en la cerra-
dura de otro eslabon de Cy y la malla de la cadena Cy es menor que %;
para 1 <i <mnqsi CE es un eslabon de Cy para todo x € C’f se tiene que
C? C B(x,6;) y yaque B(z,d;) es subconjunto de algtin eslabon de Cy, se
tiene que C? es subconjunto de algtin eslabon de C;. Ya que el diametro
de B(z,0;) es 28, entonces existe un punto y tal que y € B(z,d;) \ C?,
al ser M un espacio métrico existe un abierto U en M tal que y € U y
UNC? =10, por lo que y no es un punto de la cerradura de C? entonces
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CI(C?) C B(x,6;). Por lo tanto Cy es una d;—cadena tensa que cubre a
M y que refina fuertemente a C; cuya malla es menor a %

Supongamos que Cj es una cadena que satisface 1),2),3) vy 4), por
el Lema del numero de Lebesgue existe 05 tal que para cada x € M,
B(z,0y) es subconjunto de algin eslabon de Cg, como la malla de Cy, es
menor a % entonces podemos suponer que 0 < k+r1’ aplicando el Lema 3.1
obtenemos una dg-cadena Cr, 1 que cubre al continuo M y que satisface
las condiciones 1) y 2), supongamos que

Crpr = (OFFL CEFL ,C,’f::l).

Para 1 < i < ngyy dado x € C’f"“ se tiene que para cada y € C’f“,
d(z,y) < 6. Por lo que y € B(x,6;). Asi, CF™' C B(x,d;), donde
B(z, d) es subconjunto de algtn eslabon de Cy.
Al ser M un espacio métrico existen y € B(x,d;) y V un abierto tal
que y € V 'y VN Cyryy, = 0. De esta manera CI(CF™) C B(x,0;) y en
consecuencia Cr.1 es una cadena tensa que refina fuertemente a Cy cuya
malla es menor a ﬁ y que satisface las condiciones 1) y 2).

Para cada n > 1, los eslabones en la cadena C, son abiertos en M
por lo que C! C M. Por otra parte si x € M, ya que C, es cubierta se
tiene que x € C, para cada n > 1, por ello z € (,.,C;:. Por lo tanto

MnsoCr = M. O

Si M es un continuo encadenable, una sucesion de cadenas que sa-
tisfacen las conclusiones del Teorema 3.2, es llamada sucesion definitiva
para M (atn si los eslabones de las cadenas son abiertos en el espacio que
contiene a M). El siguiente lema es bastante técnico pero lo usaremos
para construir funciones de ligadura con un limite inverso homeomorfo a

M.

Lema 3.3 Sean C = (C1,Cy,...,Cy) y D = (D1, Ds,...,Dy,) cade-
nas tensas tales que D refina fuertemente a C y 6 > 0. Supongamos
ademds que hay puntos p € Cy y q € C, y un nimero positivo o tal
que d(Cl(C;), CU(Cy)) > o si |t —j| > 1, d(p, CU(C;)) > o sii # 1
y d(q, Cl(C;)) > o sii # n. Si la malla de D es menor que %‘5 y
p,q € D*, entonces existe una funcion lineal por partes sobreyectiva

f :]0,1] — [0,1] que no es constante en ninguin subintervalo de [0, 1]

hay un entero positivo i, 1 < 1 < n, tal que
e
n
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2) Sil§j<m,yf([j;l,%]) C [i’l %] cuando 1 <1 < n entonces

n ?

CID;) C . "
3) Si1<j<m,1<i<n, Cl(D;) CC;yl esun entero positivo tal
que DN D; # 0 entonces f ([, L]) C [E2, 2],

] entonces | f(s)—f(t)] <.

J
m

4) Sii < j < mys,tson puntos de [L1,

Demostracion.

Tomemos una particién de la cadena D en subcadenas, cada una perte-
nece a un tnico eslabon de C (Ver Figura 3.1 donde hay 17 subcadenas
de la particion). Entonces, la funcion f es definida basada en el com-
portamiento de la eleccion de la particion dentro de la cadena C (Ver
Cuadro 3.1, y Figura 3.2 para una descripcion de la grafica de la funcion
f basado en la Figura 3.1 ). La definicién de f es dada en varias partes.
Primero el dominio [0,1] se divide en intervalos cada uno de longitud
%, asi tenemos un subintervalo para cada eslabon de D. Similarmente
el rango del intervalo [0,1] se divide en intervalos cada uno de longitud
%, uno para cada eslabon de la cadena C. Nuestra meta en definir f es
imitar las incrustaciones de los eslabones de D en los eslabones de C,
de tal forma que f mande subintervalos del dominio a subintervalos del
rango. Inicialmente la funcion es tinicamente definida en puntos de la
subdivision que son determinados por ntmeros de los eslabones de los
elementos de la particion de D. Los valores de la funcién en esos puntos
son determinados por la forma en que D refina a C y la direccion en que
la cadena D se “mueve” en C. Después, la funcién serd extendida lineal-

mente a todo el intervalo y probaremos que es sobreyectiva.

Figura 3.1: Una representacion de la cadena D y su particion que refina
a la cadena C.

Particiéon de D
Para D; € D existe O, tal que D; C (), para algiin 1 <[} < ny al
ser D un refinamiento de C existe Dy tal que D,y C (), y Dy no es
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subconjunto de Cj,, sea s; > 1 el menor entero tal que D, 1 C C}, vy Dy,
no es subconjunto de Cj,. Sea By = (D1, Ds, ..., Ds, 1) la subcadena tal
que B C C, y como D refina fuertemente a C entonces Cl(B}) C C,.
Notemos que Dy, es subconjunto de C), donde |l; — 5| = 1.

Sea s, el menor entero mayor a s; tal que D;,_1 C (), y Dy, no es subcon-
junto de Cy,. Sea By = (Dy,, Dg,+1, ..., Ds,—1) lasubcadena de C, tal que
B; C (), y ya que D refina fuertemente a C tenemos que CI(B5) C C,.
Continuando de esta manera obtenemos subcadenas By, Bs, . . ., By, tales
que si 1 < j <k existe un entero ¢;, 1 < i; < n tal que CI(B;) CCyy
|t 41 =451 = 1.

Para cada 1 < j <k, h; denotara el nimero de eslabones de B; y
mj:h1+h2++h]

Ya que d(CL(C;),CLCy)) > o si|i—j| > 1,d(p,ClC;)) >osii#1y
d(q,CI(C;)) > o si i # n se tiene que la malla de C' es mayor que o por
lo que se necesitan al menos

o 2

(noé)/2  né

eslabones de una subcadena de D para que cruce un eslabon de C o para
ir del punto p (respectivamente ¢) a un eslabéon de C que no contiene
al punto p (respectivamente ¢). Asi, si B} intersecta a Cj, 1 y Ci;11 0
p € B} o0 q € B} entonces h; > %.

Definiciéon de la funcién f en ™2 para 1 < j < k.
Para 1 < j <k, sea

oSt 1y <y,

Sl ij-i-l < l]

Como vimos en la construccion de las subcadenas para cada 1 < 57 < k
existe un entero 4; tal que C1(B;) C Cj;, para la subcadena B;; se tiene
que CI(B;,,) C Cj,,, donde ij11 > i; 0 i;11 < i; pero no ambos. De esto
se tiene que f estd bien definida.

Extenderemos f a [0, 1]. Consideraremos los siguientes cuatro casos:

mj—1

Caso i) Extension de f a |

F).

, 2] para i < j < k cuando f(%LL) #

m
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Supongamos que l<j<ky (&) # f(52). Extenderemos a f
linealmente en [7=1 ™ de la siguiente manera.

m m
Sidj_q < i entonces f(E=) = 27 . Como i; —i;_1 = 1, se tiene

7
que“:7

. Para i, hay dos casos:
ij < ij+1 o ij > ij+1,

entonces

FER) =20 () =2

—1) # (%) tenemos que

respectivamente, y ya que f(%L

PR =y () -4

Sidj_q > @J, entonces f (7= 1) = Z"‘;L v va que i;_q —i; = 1 se
) T St
===l =

tiene que % De nuevo para i; ha dos casos:
m n J

ij < l.j-l-l 0] ij > ij+1

de aqui
m; ij m; 1;—1
FE) =0 f () ="
respectivamente, como f(72) # f(=L) tenemos que
mj_ ij_1—1 m;j i;—1
FER) ==y F(5) =5
En cualquiera de los dos casos definimos f en [™=% ZZ] como
la semirecta que une a los puntos (&L=, “=1) y (2L 4) o a los

puntos (it G171y v (i L1y T ambos casos tenemos que
micy iy =l i
f([ m ? m]) - [ n n]'

Si mj_y <1 < m; de la linealidad de f en ["=1, ZZ] tenemos que

FEL, L)) < [”‘1 ZJ] y CI(D;) € Cj;. Ademas, notemos que la

m ’m
m]lmj

pendiente de f en [=2=, L] estd dada por

mii; — (i — 1))\ _

n(m; —m;_;)

n(m; —mj_y)
ya que

i—1 <15 <241 0 %j—1 > 15 > i1
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Caso ii)

se tiene h; > %, en consecuencia

mo

5

m m

n(mj —mj_1)|  |nhy

Sis,te ™ Dy [s—t] < L entonces |f(s) — f(t)] = |a(s —t)|

m 7 m
donde a representa la pendiente, por lo que
mo 0
a(s —t)] < — = = <.
jals — )] < 2 = 2

Extension de f a [™22 ™8] para i < j < k cuando f (™) =

f (). T

Supongamos que 1 < j < ky f(F=2) = f(52). Sea 7; el punto
medio del intervalo ["2=1, =] En el caso anterior vimos que

FER) = (3) -

cuando 7;_; < ; ¥ i; > %;41. También

Pl - () -

cuando ij—l > ’L.j y ij < ij+1. ,
Supongamos que t; > i;_1 Y i; > ij41. Si hy > = hacemos

flry) ="

Sihj < 25 hacemos

n

flrg) =2 4 52

n

En este caso

=1 hs =1 1 i
flry) =2+ < +u =1

n - n

. . . . . 2
Supongamos que ¢; < i;_1y 1; < ij41. Si hy > = hacemos

n

£lry) = 52

Sihj < % hacemos
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asi f(r;) > 41,

n
Sea f la funcion lineal sobre los intervalos [“+ )] y [r;, ©2], por
la definicién de f(r;) tenemos que f no es constante en los subin-

tervalos ["= ;] y [r;, =2]. Notemos lo siguiente

Si h; > 2 entonces
n

- - _—
4 — (=) _ 2 (L)
i =
1
_ n
T my—mj_1
2m
B 2m
n(mj mj—l)
B 2m
N nh;
< mod

Sih; < 2 entonces:
nd

i1 | his  gij—1

n + 2 ( n )

mj—1

Tj— ™

= m)d.

Por lo que el valor de la pendiente de cada una de las dos semirectas
de f en el intervalo [ TZ] es menor o igual que md. Asi, si

s,t € [M2 Dy |s — ¢ < &, entonces

lf(s) = fO)] =0(s —t)] <md|s —t] <.

Ademas de la linealidad de f, si m;_; <1 < mj, entonces
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Caso iii)

Caso iv)

FIEE L) < [52.4].

Y si D; es un eslabon en la subcadena B; entonces Cl(D;) C C;.

Extension de f a [0, 7.

. . . 2
Supongamos que i; < iz. 51 hy > =, hacemos

Luego f(0) < (=) = 2.
Sih; < %, hacemos

por lo cual f(0) > 2=Ly f(0) es distinto de 2.
Supongamos que iy > iy. Si hy > % hacemos

f0) =14

Sihy < % definamos

i1— h1d
f(O): : 1+Ta

n

1

por lo cual f(0) <2y f(0) es distinto de i’;
Sea f la funcion lineal sobre el intervalo [0, 7], notemos que el va-
lor absoluto de la pendiente de f en el intervalo [0, 7] es menor que
M Asi,sis, t €0, 2]y [s—t] <L entonces | f(s)— f(t)] < g, Mas
atin, si 1 <1 < my, entonces f([=1, L]) C [ 2]y CL(Dy) C C,.

''m n ’'n

Extension de f a [751 1] .

m

lg—1

Supongamos que i,y < i; entonces f(™=) = %=L

Si hj, > -, hacemos
nd

f1) = =

n

Si hy < %, hacemos
nd
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(=%}

F1) =t e

Asi, f(1) < .
Supongamos que i;_1 > 1. Por definicion

=) = Bl g g — 1=y

m n

Si hy, > -, hacemos
né

~
—
—_
N—
I
S
|
|3‘
DO [
>

por ello f(1) > =1,

Sea f la funcion lineal sobre [~

y (1, f(1)). Notemos lo siguiente:

, 1] que une a los puntos (™=, f(™£=1))

Si hy > %, entonces
né

i1+l -1 ik—1 i
n n n n
1 — Mg—1 - 1 MEg—1
m m
m

m
nhk
- mo
5
Si hy < %, entonces
nd
ik_1 | hgd k1 e hed ik
1 _ Mp_1 1 meg—1
m m
2(m — myp_1)
mo
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Por lo que el valor de la pendiente en [~ 1] es menor o igual
que %5. Asi, si s y t estdn en [mfn—l’l] ysi|s—t| < %7 enton-

ces |f(s) — f(t)] < & < 0. Ademds, si my_1 < I < my, entonces

FUSH D S 7 k] y CUDy) € G,

m ’m n ’'n

Esto completa la definicion de f. La construccion nos asegura que f
es una funcion lineal por partes y no es constante en ningtn subin-
tervalo de [0, 1]. Por la definicion de f las condiciones 1), 2) y 4)
se satisfacen, falta probar que la condicion 3) se cumple y que f es
una funcion sobreyectiva.

La funcién f es sobreyectiva.
Los puntos p v ¢ los usamos para asegurar que existen puntos a, b tales

que f(a) =0y f(b) = 1.

Note que p € B} para algun j. Como C; es el tnico eslabén que
contiene al punto p, i; = 1. Ya que d(p, Cl(C};)) > o para i # 1 se tiene
que h; > %. Analicemos varios casos para j:

Si j = 1, entonces i < is. Por lo que por definicion de f, f(0) = 2=L y
como i; = 1 se tiene que f(0) = 0.
Si 7 = k tenemos que i = 1. Por lo que i;_; = 2, asi,

P =ty s =4 =0
Sil < j <k entonces i;_1 = 41 = 2, asi
me) =t = = ),

como h; > = por definicion f(r;) = ijgl = 0.

Resumiendo, si j = 1 hacemos a = 0, si j = k hacemos a = 1 y si
1 < j < k hacemos a = r;.

Analogamente, existe j tal que ¢ € B}, por lo que i; = n. Como
d(q, CI(C;)) > o para i # n se tiene que h; > %. Analicemos los posibles
casos para j:

Si 7 = 1 entonces i1 = n, asi i1 > iy, por definiciéon de f,

Si 7 = k entonces i = n, por lo que i_1 < iy, asi por definiciéon de f,

F) = -1
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Sil < j <k, entonces i;_; = i;4.1 = n — 1. Por tanto, i; > ;1 y
i > 141, lo que implica que

mj—l)_ij_l_nfl (ﬁ)_ij—l_nfl
f(m—n_nyfm_n—n’

por lo cual existe r; tal que f(r;) = % =1.

Por lo tanto, si j = 1 hacemos b = 0, si j = k hacemos b = 1 y si
1 < j < k hacemos b = r;.

Notemos que a # b y supongamos que a < b puesto que f(a) =
0, f(b) = 1y de la continuidad de f tenemos que f([a,b]) = I.

Finalmente demostraremos que la condicion 3) se satisface.

Sil1<j<m,1<i<n,ClD;) CC;ylesun entero positivo tal
que D; N D; # 0, entonces f([=, L]) C [=2, &),

Supongamos que 1 < j < m, 1 < i <n, Ci(D;) C C; ylesun
entero tal que D; N D;. Para D; existe un entero g, 1 < g < k tal que D,
pertenece a B, y existe un entero iz, 1 < iy, < n tal que CI(B*) C C;,
como Cl(D;) C C;, se tiene que C;, N C; # () por lo que [iy — i < 1, por
la definicién de f tenemos que

pero

Por lo tanto

Cuadro 3.1: Algunos valores de la funcion f de acuerdo
al comportamiento de la cadena D dentro de la cadena C
en la Figura 3.1

Comportamiento de D en C y la extension de f
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Comportamiento de las subcadenas By, B1g y Biy

(o C, Cs

2/6 (m10/177 2/6)

1/6
(mo/17,1/6)

me/17  mao/17
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Comportamiento de las subcadenas Bs, By y Bs

Cg C4 Cs

(m3/17,4/6)
4/6

3/6
(m4/17,3/6)

my/17  ma/17
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Comportamiento de las subcadenas By, Bg v Bs.
C3 C4

£\

30 (ms/17,3/6) (mg/17,3/6)

m5/17 Te6 m6/17
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Comportamiento de las subcadenas By y Bs
con hy > %.

Cg C4

(m1/17,3/6)
3/6

/0 (0,2/6)

0 m1/17
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Comportamiento de las subcadenas Bg, By y B

Cl CZ

10

(ms/17,1/6) (mo/17,1/6)
1/6

m8/17 T9 m9/17
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Comportamiento de las subcadenas Big v Bir

2
con h17 S 65"

(m16/17, 5/6)

(1,5/6 — Shi7/2)

m15/17 1

5/6

4/6
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4/6

3/6

2/6

1/6

mg/17 mg/17 mis/17Tmyg/17

Figura 3.2: Funcion basada en las cadenas descritas en la figura 3.1. Por
consiguiente n =6y k = 17.

En la prueba del Teorema 3.4 usaremos el siguiente teorema, cuya
demostracion puede encontrarse en |3, Teorema 114, pag 47]|.

Teorema 3.3 Si () es una propiedad y para cada entero positivo n, H,
es un conjunto finito y cada elemento de H, 1 tiene la propiedad Q) con
respecto de algin elemento de H,, entonces existe una sucesion Jy, Jo, . ..
tal que para cada n, J, € H, y J,1 tiene la propiedad Q) con respecto a
I

Definicion 3.4 Una sucesion § de enteros positivos es una sucesion de
Lebesgue para una sucesion de limite inverso f siempre que para cua-
lesquiera i y j con i < j. Si w,y € X; y dx,(z,y) < d; entonces

dx,(fij(x), fi;(y)) < 2%

Teorema 3.4 Si M es un continuo encadenable no degenerado, entonces
existe una sucesion de limite inverso f de funciones lineales por partes
sobreyectivas sobre [0,1], tal que M es homeomorfo a @ f v ninguna
funcion de la sucesion f es constante en algin subintervalo de [0, 1].
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Demostracion.

La prueba es dividida en varias partes: la construcciéon de la sucesion de
limite inverso, la definiciéon del homeomorfismo h y la prueba de que A
es continua, inyectiva y sobreyectiva.

Construccién de la sucesién de limite inverso.

Sea C1,Cs,... una sucesion definitiva de cadenas para M obtenidas del
Teorema 3.2 con C, = (C},C¥,...,CP ) para cada n. Sean py € M NCY
tal que p; & CI(C}) para i # 1,y ¢ € M NC,, tal que ¢ & CI(C})
para i # my y o1 tal que d(py, CI(C})) > oy sii # 1, d(q1, CI(C})) > oy
si i #myy d(CI(C}),CU(CY))) > o1 para [i — j| > 1. Sea 6 = 3. Ya que
m%l‘sl > (), existe un entero ny > 1 tal que 7%2 < m%l‘sl, por el Teorema
3.2 la malla de C,, es menor que Mm% Por conveniencia supongamos
que ng = 2. Usando 61 = 9,01 =0,C, =C,Co=D,py =py g =qen
el Lema 3.3 obtenemos una funcion lineal por partes f; : [0,1] — [0, 1]
que satisface las condiciones del Lema 3.3.

Al ser f; continua en un espacio compacto, f; es uniformemente con-
tinua, asi para € = 2% existe un nimero positivo d9 tal que si |s —t| < do
1
entonces |f1(s) — fi(t)] < %.

Elijamos po € M NCT y ¢o € M NC},, tales que p, & CI(C?) para
i # 1y q & Cl(C?) para i # my. Al igual que en la cadena C; existe
oy > 0 tal que d(py, C1(C?)) > oy para i # 1, d(qy, C1(C?)) > oy para
i # my y d(CI(C?),CI(C?)) > oy para |i — j| > 1. Entonces, existe un
entero positivo n3 > 2 tal que la malla de C,,, es menor que %252. Por lo
que C,, refina fuertemente a Co. Por conveniencia asumamos que ns = 3
y usando a d9,09,Co,C3,p2 ¥ ¢o en el Lema 3.3 tenemos que existe una
funcion continua lineal por partes fo : [0,1] — [0,1] que satisface las
conclusiones del Lema 3.3.

Dado que fo3 = fo, v fi3 = fi0 f2 son uniformemente continuas, para
€ = 55, existe 03 > 0 tal que si |s — t| < &5 entonces |f;;(s) — fi;(¢)] < 55

para g =3y 1< <y.

Supongamos que existe una funciéon f,_; : [0, 1] — [0, 1] continua li-
neal por partes tal que para ¢ = 2% existe un nimero positivo J, tal que
si |s,t| < Ok entonces |fi;(s) — fi;(t)] < 5 para j = ky 1 <i <}
Sipr € MNCYyqe CF son tales que p, ¢ CI(CF) parai > 1y
q & CI(CF) para i < my, entonces existe un ndimero positivo oj, tal
que d(py, CI(CF)) > o}, para i > 1, d(q, Cl(CF)) > o}, para i < my y
d(CI(CF),CI(CF)) > o para |i — j| > 1. Entonces, existe un entero po-
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sitivo ngyq tal que ﬁ < L’gm" y la cadena Cnyyq refina fuertemente

ng

a Cp, v cuya malla es menor que 2%™= Por conveniencia asumamos que
niy1 = k+1. Usando a 0y, ok, Cr, Cri1, Pk, Y Q& €n el Lema 3.3 obtenemos
una funciéon continua f : [0, 1] — [0, 1] lineal por partes que satisface las

condiciones del Lema 3.3.

Notemos que fi,41 = fio fao---o f, es una funciéon uniformemente
continua por lo que para ¢ = # existe 01 tal que si |s — t| < dpp1
entonces | fi;(s) — f;;(t)] < g para j=k+1y 1 <i<}j.

Por lo anterior existe una sucesion f de funciones de continuas, linea-
les por partes, sobreyectivas de [0,1] a [0, 1] y una sucesion de Lebesgue
6 = 01,09,... para f tal que para cada entero positivo n satisface las
siguientes condiciones:

1) Si 1 < j < my.1, hay un entero positivo i, 1 < ¢ < m,, tal que
P L

2)Sil<j<mu,1 <i<m,y fﬂ([n]z;:umjﬂ]) C [%’an]
entonces CI(C*) C Cp.

3) Sil1<j<muyr, 1 <i<my, Cl(C’;‘“) C C" y [ es un entero
positivo tal que C/"™' N C’;Hl # () entonces f, ([ =1 L]) C

Mn+41 ) Mn+1 -
=2 i+l
=l
4) Sil <j<myu41ys,tson puntos de [Q L] entonces | f,,(s) —

Mn+1 ’ Mnp+1
fu(t)] < 9.

5) Para cada n € N, f, no es constante en ningtin subintervalo de
[0,1].

Definicién de h.
Sea x € M, al ser C1,C,,... una sucesion definitoria de cadenas, existe

una sucesion C},CZ ... de eslabones tales que

CP € Cp, CUCMYY C CF y {2} = ﬂ cro (%)

In+1
n>0

Ya que C’Zi NCM £ 0, si Jig — 1] < 1, entonces de la condicion 3)

tenemos que

f ( [in+1—2 in+1+1:| ) C [in—Q in-i-l]
n m > m - Mmnp ' m '
n+1 n+1 n n



ENCADENABLES COMO LIMITES INVERSOS SOBRE [0, 1] 69

int1—2 tpt1+1
Mpt1 ' Mptl

int1—2 tpt1+1
Mpt1 ' Mpil

. int1—2 Ipt1+1 in=2 in+l
fn(xn+1)—xnefn<|:mn+l Y Mmpaa g Z”Ln ) :nn )

en consecuencia x € 7, }([=2=2, =t]) Por lo tanto
Mn Mn

71 7;'rL+1_2 in+1+1 —1 in—2 in+1
(P sr]) e ([5])
Sealtal que 1 <1 < my,siy,z€m,( —]) entonces por la con-

dicion 4) tenemos que | fr,—1(2n) — fr 1(yn) n—1. Al ser 6 una suces1on
de Lebesgue para f tenemos que | f1,-1(2n-1) — fin—1(¥Un—1)| < 27171, y asi

1>0

:Z |yz Z |fn I(Zn)zn ifn 1 yn Z |yz z

i>n—1

Sizem |), entonces x,41 € | |, por lo que

[m—l,
| <9

— ‘fin—l(yn—l)_fin—l(zn 1 ’yz_zz
5 - =Y

i=1 i>n—1

2

1 1
2n + 2n+1

S 1+1+1+
2n72 2n71 2 4

_|_
+
[\
3
N
+

_|_
i

+

I A
) [\)
|- s
— —_
N VR

— N | —

| +
b2 N
| —

(™) —I_
+
NG)

Tl
—

I
[\
Tl
—
VR
DN | —

_|_

< Lz 2z,
on—1 on—1 - omn 2n

Entonces, la coleccion {m; ! ([==2 ©tl]) |; € N} es una colecciéon ani-

|

Mn ! Mn . .
dada de espacios compactos tales que el didametro de cada 7 ! ([n=2 intl])
mn 7 mn
es menor a —. Por lo tanto existe un tinico punto en la interseccion
A ltn—=2 1, +1
N ),
mn mn

Sea h(x) este punto.

Ahora veamos que la eleccion de h(z) es independiente de la eleccion
de eslabonesC} | C? que satisfacen (x). Supongamos que C} ,C2 ..,

i1 PSR

C’kl, Ckz, ... satisfacen (%) y que existe un entero positivo n tal que
m (52, 58] N ([, ) = 0.
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De la condicion 3) tenemos que:

f Int1—2 dnt1+1 C in—2 ip+1
n Mn+1 ) Mn+1 - Mp ' Mp )

b ([t et < ]

Mpt+1 7 Mptl My 7 Mn

n+1 n+1 . . ,
Como x € CP7) NCYT ., se tiene que lins1 — kns1| < 1. Asi que por

definicion de f los intervalos

knt1—1 kni1 ipnt1—1  ing1
Mpt1 ) Mpyl Mpt1 ) Mutl

tienen un punto en comun. Ya que

knt1—1 knt C knt1—2 kny1+l int1—1  int1 C in+1—2 dnt1+1
Mpt1 " Mp41 | — | Mnt1 7 Mpta Mp+1 7 Mnt1 Mp+1 7 M4l

existe un punto s en [2=2 il n (=2 1] v como las funciones de
n n n n

ligadura en la sucesion f son sobreyectivas existe un punto p tal que
Tn(p) = s, lo cual contradice el hecho de que

m (L ) o ([ 2]) =0

Por lo tanto, para toda n, m, ' ([&2, E]) y 71 ([=2, iatd]) se intersec-

my 7 My my

tan, lo cual demuestra que h esta bien definida.

La funcién h es inyectiva.
Sean x, y puntos de M tales que x #y y C}.,C7,..., C} ,C5,, ... suce-
siones de eslabones tales que para cada n satisfacen (x), es decir

Cr,Cr eC,, ClCH )y cap, CiCH) C O

In+1 In

v{et=Cr Ayt =G5

n>0 n>0

Dado que z # y existe n tal que C7* N C} = 0, al ser C;,Cy, ... una
sucesion de cadenas definitivas para M, elijamos m > n tal que

Cclcm), cyer ), cuer, ) cer yzecn
clC ), CUCT ), CLCT ,,) SO yy e O

Por lo que

|:im—2 im+1:| m |:.7'm*2 Jm+1i| — @7

Mmp ' Mmp mp 7 Mmnp

también

ha) € mt ([ ] ) v hy) €t (22, 2] ).
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en consecuencia h(z) # h(y).

La funcién h es sobreyectiva.
Sea y = (y1,92,...) € an f, usaremos el Teorema 3.3 para probar la
sobreyectividad de h. Para cada entero positivo n, sea

{J|J—[m ,m]paraalgunl1<l<mnyyn€J}

Notemos que si y,, = ln_l—l entonces
n

l _ |i=2 11
J=[5ha] o= [R5
y que si y, = mL entonces
I+1
J= |5y = [ ]

y siy, € (52, -L), entonces
n n

- [55])

por lo que H, contiene a lo mas dos elementos. La propiedad () del
Teorema 3.3 es la condicion 1) que satisface la sucesion f, es decir, si K
es un elemento de H, . entonces y,,1 € K y por la condicion 1) existe
un elemento J tal que y, € Jy f,(K) C J. Entonces, por el Teorema
3.3, existe una sucesion Iy, Iy, I3, ... tal que y; € [L=L, L]y

m; ? m;

li —1 li li—l li
([ ) < [
para cada . Por la condicion 2) CI(C’ZJ:) C C} lo cual implica que existe
v € M tal que {z} =(),.,Ci. ¥

Nosomt ([2582]) € Mo ([ 422 422]) = b

por lo tanto h(z) = y.

La funcién h es continua.
Sean x € My C!,C? C2, ... una sucesion de eslabones que contienen

a x tales que Cl(CZﬂ) C C} para cada n 'y

[h@)} = Moo (|22, 21,

Sea V' un abierto basico que contiene a h(zx), entonces existe un entero
positivo k tal que
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7_‘_];1 <|:ik—37 lk+2i|> C V
mp mp -

Siy € CF, entonces existe una sucesion de cadenas C\,CZ, ..
: n+1 n
tienen a y, C1(C}"7 ) C C}! para cada ny

)} = Mo mt (|52, 52]).
como |l — 1| < 1, se tiene que
nw) € mt (55252 )

por lo que h(y) € V. Por lo tanto h es una funciéon continua.

. que con-

Por lo anterior h es una funcion de M sobre 1£1 f continua, biyectiva
definida en el espacio métrico compacto M. Por lo tanto h es un homeo-
morfismo. O



Bibliografia

[1] W. T. Ingram y W. S. Mahavier, Inverse limits: From continua to
Chaos, Developments in Mathematics, Vol. 25, Springer, New York
(2012).

[2] K. Kuratowski, Topology, Academic Press, Vol. 2, New York (1968).

[3] R. L. Moore, Foundations of Point Set Theory, Colloquium Publi-
cations, Vol. XIII, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1962.

[4] J. R. Munkres Topologia, Segunda Edicion, Pearson Educacion S.
A., Madrid (2002).

73



