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de México

Facultad de Ciencias

ALGUNAS PROPIEDADES
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Toluca, México, Abril 2023



Introducción

Sean X un espacio topológico, S un conjunto no vaćıo y {Xs}s∈S una
familia de espacios topológicos.

Dada una propiedad topológica P , diremos que:

(1) P es hereditaria si para cada espacio topológico X que tiene P , cada
subespacio Z de X tiene P ;

(2) P es aditiva si para cada familia de espacios topológicos {Xs}s∈S tal
que cada Xs tiene P , se cumple que

⊕
s∈S

Xs tiene P ;

(3) P es productiva si para cada familia de espacios topológicos {Xs}s∈S
tal que cada Xs tiene P , se cumple que

∏
s∈S

Xs tiene P .

Sean P una propiedad topológica y D una clase de funciones. Diremos que:

(4) P se preserva bajo la clase D si para cada espacio topológico X
que tiene P y para cada (f : X → Y ) ∈ D, se cumple que Y tiene P .

En este proyecto de tesis queremos desarrollar de algunas condiciones ne-
cesarias bajo las cuales propiedades como: compacidad local, ser cósmico, ser
de Las̃nev, ser ℵ0-espacio, ser desarrollable y ser de Moore son hereditarias,
aditivas, productivas o preservadas bajo alguna clase de funciones.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos básicos

Los śımbolos R,Z y N denotan el conjunto de los números reales, el con-
junto de los números enteros y el conjunto de los números naturales, respec-
tivamente.

Sean X un espacio topológico y A ⊂ X. Los śımbolos cl(A), int(A) y
fr(A) denotan la cerradura, el interior y la frontera de A respectivamente.

Sean g : X → Y una función y Z ⊂ X. Definimos la función g|Z : Z →
g(Z) como g|Z(z) = g(z). A g|Z se le llama la función restricción a Z o la
función restringida a Z.

Consideremos (X, τ) un espacio topológico y Y ⊂ X. Denotamos por τ |Y
a la topoloǵıa de subespacio para Y .

En algunos casos usaremos el śımbolo τX para denotar la topoloǵıa de X.

Sean U ⊂ X y x ∈ U . Decimos que U es una vecindad de x si existe un
abierto V tal que x ∈ V ⊂ U .

Para un espacio métrico Z, el śımbolo Bε(p) denota a la bola abierta con
centro en p y de radio ε.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 3

La prueba del siguiente resultado, se puede consultar en [1, Teorema 1.1.1,
p. 13].

Proposición 1.1.1. Sea X un espacio topológico. Para todo A ⊂ X, las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. El punto x es un elemento de cl(A).

2. Para toda vecindad U de x tenemos que U ∩ A 6= ∅.

3. Existe una base local β(x) en x tal que para cada U ∈ β(x), U ∩A 6= ∅.

Definición 1.1.2. Sean (X, τ) un espacio topológico, x ∈ X y β ⊂ τ . De-
cimos que β es una base local de x en X si se cumplen las siguientes
condiciones.

1. Para cada U ∈ β, x ∈ U .

2. Para cada W ∈ τ tal que x ∈ W , existe un U ∈ β tal que U ⊂ W .

Proposición 1.1.3. Sean X un espacio topológico y Z un subespacio de X.
Si A es compacto en Z, entonces A es compacto en X.

Teorema 1.1.4. Si f : X → Y es biyectiva, entonces para todo A ⊂ X

f(X \ A) = f(X) \ f(A) = Y \ f(A)

Demostración. Primero, sea x ∈ f(X \A) ⊂ f(X) entonces existe y ∈ X \A
tal que f(y) = x. Supongamos que x ∈ f(A) entonces existe a ∈ A tal que
f(a) = x. Aśı, f(y) = x = f(a). Como f es inyectiva a = y pero esto es una
contradicción. Por lo tanto x /∈ f(A). Entonces x ∈ f(X) \ f(A).

Por otro lado supongamos que x ∈ f(X)\f(A) entonces existe y ∈ X tal
que f(y) = x. Supongamos que y ∈ A entonces f(y) ∈ f(A). Aśı x ∈ f(A)
pero esto es una contradicción. De esta manera y /∈ A. Entonces y ∈ X \ A.
Por lo tanto x ∈ f(X \A). Finalmente por la suprayectividad f(X) = Y .

Lema 1.1.5. Sean X, Y conjuntos, g : X → Y una función suprayectiva,
A ⊂ X, Z ⊂ Y y B = g−1(Z). Entonces g(A ∩B) = g(A) ∩ g(B).
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Demostración. Claramente g(A ∩B) ⊂ g(A) ∩ g(B).
Para probar la otra contención, sea y ∈ g(A) ∩ g(B). Dado que g es supra-
yectiva, g(B) = Z. Sea a ∈ A tal que g(a) = y. Como y ∈ Z, a ∈ g−1(Z).
Aśı a ∈ A ∩ g−1(Z) = A ∩ B. Por lo que y = g(a) ∈ g(A ∩ B). De donde
y ∈ g(A ∩B). Por lo tanto, g(A) ∩ g(B) ⊂ g(A ∩B).
De lo anterior, g(A ∩B) = g(A) ∩ g(B).

Lema 1.1.6. Sean X un conjunto y S = {U1, U2, . . .} ⊂ P(X) un conjunto
numerable. Entonces:

1) B = {
⋂
D : D ⊂ S finito no vaćıo} es numerable.

2) C = {
⋃
D : D ⊂ S finito no vaćıo} es numerable.

Demostración. Para la prueba de 1), notemos que
⋃
s∈N

Ns es numerable. De-

finamos la función ϕ :
⋃
s∈N

Ns → B por

ϕ(a) =


Ua si a ∈ N,

n⋂
i=1

Uxi si a = (x1, . . . , xn) ∈ Nn, n ≥ 2.

Claramente ϕ está bien definida. Probaremos que ϕ es suprayectiva. Para

n = 1 y Ui ∈ S, se tiene que ϕ(i) = Ui. Para n ≥ 2 y
n⋂
j=1

Uij ∈ B, se tiene

que ϕ((i1, . . . , in)) =
n⋂
j=1

Uij . Como
⋃
s∈N

Ns es numerable, B es numerable.

La prueba de 2), es similar a la anterior.

Proposición 1.1.7. Sean g : X → Y una función y Z ⊂ X. Si E ⊂ Y ,
entonces g|−1

Z (E ∩ g(Z)) = g−1(E) ∩ Z.

Demostración. Si E ∩ g(Z) = ∅, entonces g−1(E) ∩ Z = ∅, aśı, g|−1
Z (E ∩

g(Z)) = ∅ = g−1(E) ∩ Z.

Supongamos que g|−1
Z (E ∩ g(Z)) 6= ∅. Sea a ∈ g|−1

Z (E ∩ g(Z)) ⊂ Z. En-
tonces g|Z(a) = g(a) ∈ E ∩ g(Z). Aśı, a ∈ g−1(E) ∩ Z.
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Por otro lado, sea b ∈ g−1(E) ∩ Z. Entonces g|Z(b) = g(b) ∈ E ∩ g(Z).
Aśı, b ∈ g|−1

Z (E ∩ g(Z)).

Por lo tanto, g|−1
Z (E ∩ g(Z)) = g−1(E) ∩ Z.

Proposición 1.1.8. Sea X un espacio topológico. Se dice que D es denso en
X si y sólo si, para cada abierto U no vaćıo en X, se cumple que D∩U 6= ∅.

Definición 1.1.9. Sea X un espacio topológico. Se dice que X es separable
si existe D ⊂ X tal que D es numerable y denso en X.

Proposición 1.1.10. Sea X un espacio topológico. Si X es segundo nume-
rable, entonces X es separable.

Demostración. Sea β = {U1, . . . , Un, . . .} una base numerable. Sea D = {xi :
xi ∈ Ui}. Claramente D es numerable. Por otra parte, sean U un abierto en
X y x ∈ U . Como β es una base, existe un i ∈ N tal que x ∈ Ui ⊂ U . Por lo
que U ∩D 6= ∅. Por lo tanto D es denso en X.

Lema 1.1.11. Sean X, Y espacios topológicos y H ⊂ X. Consideremos C
un conjunto, A ⊂ C y g : X → Y una función. Si K = g−1(C)∩H entonces
g(K) ∩ A = g(H) ∩ A.

Demostración. Primero, notemos que

g(K) = g(g−1(C) ∩H) ⊂ g(g−1(C)) ∩ g(H) = C ∩ g(H).

Aśı, g(K) ∩ A ⊂ A ∩ C ∩ g(H) = A ∩ g(H).

Por otro lado, sea z ∈ g(H)∩A. Entonces existe h ∈ H tal que g(H) = z.
Dado que A ⊂ C y z ∈ A, entonces g(h) ∈ C. De donde h ∈ g−1(C). Aśı
h ∈ K. Entonces z = g(h) ∈ g(K). Por lo tanto z = g(h) ∈ g(K) ∩ A.

Por lo que g(K) ∩ A = g(H) ∩ A.

Proposición 1.1.12. Sea X un espacio métrico. Las siguientes condiciones-
son equivalentes :

1. X es separable

2. X es segundo numerable.
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Demostración. La prueba de 2. implica 1., se sigue de la Proposición 1.1.10.

Para probar que 1., implica 2., consideremos D ⊂ X numerable y den-
so en X. Sea β = {B(z, 1

n
) : z ∈ D,n ∈ N}. Claramente β es numera-

ble. Para probar que β es una base, sean ε > 0 y x ∈ X. Probaremos
que existen n ∈ N y z ∈ D tales que x ∈ B(z, 1

n
) ⊂ B(x, ε). Por la

propiedad Arquimediana, existe n ∈ N tal que 1
n
< ε

2
. Como D es den-

so en X, B(x, 1
n
) ∩ D 6= ∅. Sea z ∈ B(x, 1

n
) ∩ D. Entonces d(z, x) < 1

n
.

Aśı, x ∈ B(z, 1
n
). Para ver que B(z, 1

n
) ⊂ B(x, ε), sea y ∈ B(z, 1

n
). Da-

do que d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 1
n

+ 1
n
< ε, y ∈ B(x, ε). De donde

B(z, 1
n
) ⊂ B(x, ε). Con lo anterior, B(z, 1

n
) ∈ β y cumple con lo requerido.

Por lo que β es una base numerable. Por lo tanto X es segundo numerable.

Definición 1.1.13. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos que X es:

- T1, si para todo x1, x2 ∈ X con x1 6= x2, existen U1, U2 ∈ τ tales que
x1 ∈ U1 \ U2, x2 ∈ U2 \ U1.

- T2, si para todo x1, x2 ∈ X con x1 6= x2, existen U1, U2 ∈ τ tales que
x1 ∈ U1 , x2 ∈ U2 y U1 ∩ U2 = ∅.

- T3, si X es T1 y para todo x ∈ X y para todo cerrado C ⊂ X \ {x},
existen U1, U2 ∈ τ tales que x1 ∈ U1 , C ⊂ U2 y U1 ∩ U2 = ∅.

- T4, si X es T1 y para cualesquiera dos cerrados A,B ⊂ X con A∩B = ∅,
existen U1, U2 ∈ τ tales que A ⊂ U1, B ⊂ U2 y U1 ∩ U2 = ∅.

- T5, si X es T1 y cada subespacio abierto de X es normal.

Observación 1.1.14. Directamente de las definiciones, se observa que ser
T4 implica ser T3, ser T3 implica ser T2, ser T2 implica ser T1 y ser T1implica
ser T0.

Un espacio topológico X es metrizable si existe una métrica d sobre X tal
que la topoloǵıa inducida por la métrica d coincide con la topoloǵıa original
de X.
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Sean (Z, d) un espacio métrico y M ⊂ Z. Definimos dM = d|M×M . Es
fácil probar que dM es una métrica para M .

Sean (X, τ) un espacio topológico metrizable y M ⊂ X. Consideremos
que d es una métrica para X tal que τ = τd. Se puede probar que τ |M = τdM ,
donde τ |M es la topologia relativa a M y τdM es la topoloǵıa induciva por la
métrica dM .

La prueba del siguiente resultado puede ser consultada en [5, Teorema
32.2, p. 230]

Teorema 1.1.15. Todo espacio topológico metrizable es T4.

La prueba del siguiente resultado puede ser consultada en [5, Teorema
32.3, p. 231]

Teorema 1.1.16. Todo espacio topológico T2 y compacto es T4.
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1.2. Funciones continuas, abiertas y cerradas

Sean X, Y espacios topológicos, {As}s∈S una cubierta de X y {fs : As →
Y }s∈S una familia de funciones continuas. Decimos que la familia {fs}s∈S
es compatible si para cualesquiera s1, s2 ∈ S, se tiene fs1(x) = fs2(x) pa-
ra cada x ∈ As1 ∩ As2 . Finalmente definamos la función f : X → Y como
f(x) = fs(x) para cada x ∈ As. A f se le llama la combinación de las
funciones {fs}s∈S y es denotada por 5s∈Sfs.

Lema 1.2.1. Sean {Us}s∈S una cubierta abierta de X y {fs : Us → Y }s∈S
una familia de funciones continuas compatible. Sea f = 5s∈Sfs. Entonces
para cualquier U ⊂ Y ,

f−1(U) =
⋃
s∈S

f−1
s (U).

Demostración. Consideremos x ∈ f−1(U). Como
⋃
s∈S

Us = X. Entonces exis-

te s ∈ S tal que x ∈ Us. De donde f(x) = fs(x) ∈ U . Aśı, x ∈ f−1
s (U). Por

lo tanto, f−1(U) ⊂
⋃
s∈S

f−1
s (U).

Por otro lado, si x ∈
⋃
s∈S

f−1
s (U), entonces existe s2 ∈ S tal que x ∈

f−1
s2

(U) ⊂
⋃
s∈S

Us. Sea s3 tal que x ∈ Us3 . Entonces f(x) = fs3(x) y fs2(x) ∈ U .

Dado que el dominio de f2 es U y f−1
s2

(U) ⊂ U2, x ∈ Us2 . Por definición de
f , para x ∈ Us2 ∩ Us3 , fs2(x) = fs3(x) = f(x). Aśı, f(x) ∈ U . Por lo que
x ∈ f−1(U). Por lo tanto,

⋃
s∈S

f−1
s (U) ⊂ f−1(U).

Aśı f−1(U) =
⋃
s∈S

f−1
s (U).

Proposición 1.2.2. Si {Us}s∈S es una cubierta abierta de X y {fs : Us →
Y }s∈S es una familia de funciones continuas compatible, entonces la combi-
nación de las funciones {fs}s∈S, f = 5s∈Sfs, es una función continua de X
a Y.

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de Y, por el Lema 1.2.1

f−1(U) =
⋃
s∈S

f−1
s (U).
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Sea s ∈ S. Dado que el dominio de fs es Us, el conjunto f−1
s (U) es un abierto

en Us y dado que Us es abierto en X, f−1
s (U) es abierto en X. Aśı, f−1(U)

es un abierto en X. Por lo tanto, f es continua.

La prueba del siguiente resultado puede ser consultada en [5, Teorema
18.2 (f), p. 122]

Lema 1.2.3. Sean X, Y espacios topológicos, f : X → Y una función y
{Uα}α∈Λ una cubierta abierta de X. Si cada función restricción f |Uα es con-
tinua, entonces f es continua.

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [15, Teorema 12.3,
p. 88]

Teorema 1.2.4. Sean f : X → Y y g : Y → X funciones continuas tales
que g ◦ f = 1X y f ◦ g = 1Y . Entonces f es un homeomorfismo y además
g = f−1.

A continuación presentamos algunos resultados sobre funciones abiertas
y cerradas.

Teorema 1.2.5. Sean X, Y espacios topológicos. Si f : X → Y es biyectiva,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es abierta.

2. f es cerrada.

Demostración. Supongamos que f es abierta. Sea F ⊂ Xun conjunto cerra-
do, demostraremos que f(F ) es un conjunto cerrado. Sabemos que f(X\F ) =
Y \ f(F ) y X \ F es un conjunto abierto. Dado que f es abierta, entonces
f(X \ F ) es un conjunto abierto de Y . Por lo que Y \ f(F ) es un conjunto
abierto. Aśı, f(F ) es un conjunto cerrado.

Por otro lado, supongamos que f es cerrada. Sea U ⊂ X un abierto.
Demostraremos que f(U) es un conjunto abierto. Sabemos que f(X \ U) =
Y \ f(U) y X \ U es un conjunto cerrado. Dado que f es cerrada entonces
f(X \ U) es un conjunto cerrado de Y . Por lo que Y \ f(U) es un conjunto
cerrado. Aśı f(U) es abierto.

El siguiente resultado lo podemos encontrar en [15, Teorema 12.2, p. 88]
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Teorema 1.2.6. Sea f : X → Y es biyectiva. Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes

1. f es un homeomorfismo;

2. f es continua y abierta;

3. f es continua y cerrada.
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1.3. Espacios cociente

Sea (X, τ) un un espacio topológico y R un relación de equivalencia sobre
X. El conjunto cociente Y = X/R es el conjunto de clases de equivalencia
de los elementos de X; es decir, Y = {[x] : x ∈ X}, donde [x] denota una
clase de equivalencia.

Sean X un espacio topológico, Y un conjunto y g : X → Y una función
suprayectiva. Consideremos la colección

τg = {G ⊂ Y |g−1(G) es abierto en X}.

Claramente τg es una topoloǵıa para Y , la cual llamaremos la topoloǵıa
cociente inducida en Y por g, y cuando no haya confusión, simplemente
nos referiremos como la topoloǵıa cociente. A la pareja (Y, τg) es llamado es-
pacio cociente. A la función g se le conoce como la función cociente. Todo
lo anterior quedará denotado como sigue (X, (Y, τg), g).

Proposición 1.3.1. Sean X un espacio topológico y A ⊂ X cerrado. En-
tonces la función cociente ρ : X → X/A dada por ρ(x) = [x] es cerrada.

Demostración. Sea K ⊂ X cerrado. Para probar que ρ(K) es cerrado en X/A
es suficiente ver que ρ−1(ρ(K)) es cerrado en X. Consideremos los siguientes
casos.
Caso I. Supongamos que K ∩ A = ∅.
Dado que ρ es inyectiva de X \A sobre X/A \ {A} , ρ−1(ρ(K)) = K. Por lo
que ρ−1(ρ(K)) es cerrado en X.
Caso II. Supongamos que K ∩ A 6= ∅.
Probaremos que ρ−1(ρ(K)) = A ∪K.
⊆c Sea x ∈ ρ−1(ρ(K)). Entonces ρ(x) ∈ ρ(K). Aśı, existe a ∈ K tal que
ρ(a) = ρ(x). Supongamos que x /∈ A ∪K. Si a ∈ A, ρ(a) = A = ρ(x) = {x}.
De donde x ∈ A, una contradicción. En el caso de que a ∈ K \ A, ρ(a) =
{a} = ρ(x) = {x}. De donde x = a ∈ K, contradicción. Por lo que x ∈ A∪K.
⊇c Dado que K ∩ A 6= ∅, ρ(A) = {A} ⊂ ρ(K). De donde ρ(A ∪K) ⊂ ρ(K).
Por lo que A ∪K ⊂ ρ−1(ρ(K).

De esta manera ρ−1(ρ(K)) = A ∪K y ρ−1(ρ(K)) es cerrada.
Por lo tanto, ρ es cerrado.
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1.4. Suma de espacios topológicos

Para esta sección consideremos una familia {Xs}s∈S de espacios topológi-
cos disjuntos dos a dos, es decir, si s 6= s′, Xs ∩ Xs′ = ∅. Veamos algunos
resultados que usaremos a lo largo del trabajo.

Lema 1.4.1. Sea A ⊂
⋃
s∈S

Xs y s′ ∈ S. Entonces

((
⋃
s∈S

Xs) \ A) ∩Xs′ = Xs′ ∩ (Xs′ \ A).

Demostración. Notemos que:

((
⋃
s∈S

Xs) \ A) ∩Xs′ = ((
⋃
s∈S

Xs) \ (Xs ∩ A)) ∩Xs′

= (
⋃
s∈S

(Xs \ (Xs ∩ A))) ∩Xs′

=
⋃
s∈S

((Xs \ (Xs ∩ A)) ∩Xs′).

De lo anterior y dado que Xs \ (Xs ∩ A) ⊆ Xs y Xs ∩ Xs′ = ∅ para cada
s ∈ S \ {s′}, (

⋃
s∈S

Xs \ A) ∩Xs′ = Xs′ ∩ (Xs′ \ A).

Si {Xs}s∈S es una familia de espacios topológicos disjunto dos a dos.
Definamos τ⊕ = {U ⊂

⋃
s∈S

Xs : U ∩Xs es abierto en Xs para cada s ∈ S}.

Lema 1.4.2. La familia de conjuntos τ⊕ es una topoloǵıa para
⋃
i∈S

Xi.

Demostración. 1) Vamos a probar que ∅ ∈ τ⊕. Tenemos que ∅ ⊆ X y
∅ ∩Xi = ∅ para todo i ∈ S. Aśı, ∅ ∈ τ⊕.
Hagamos X =

⋃
i∈S

Xi. Además Xi ∩ Xs = ∅ para todo i 6= j. Sea i ∈ S.

Tenemos que X ∩Xi = Xi es un abierto en Xi. Por lo tanto X ∈ τ⊕.

2) Sean U, V ∈ τ⊕. Demostraremos que U ∩ V ∈ τ⊕. Sea i ∈ S. Tenemos
que demostar que (U ∩ V ) ∩Xi es un abierto en Xi. Notemos que

(U ∩ V ) ∩Xi = (U ∩Xi) ∩ (V ∩Xi).
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Dado que U ∩ Xi y V ∩ Xi son abiertos en Xi, (U ∩ Xi) ∩ (V ∩ Xi) es un
abierto en Xi. Por lo tanto (U ∩ V ) ∩Xi es abierto en Xi.

3) Sean {Uα}α∈λ ⊂ τ⊕ e i ∈ S. Demostraremos que (
⋃
α∈Λ

Uα) ∩ Xi es un

abierto en Xi. Notemos que

(
⋃
α∈Λ

(Uα) ∩Xi =
⋃
α∈Λ

(Uα ∩Xi).

Por hipótesis tenemos que Uα ∈ τ⊕; esto es Uα ∩Xi es un abierto en Xi para
todo α ∈ Λ. Por lo que

⋃
α∈Λ

(Uα ∩Xi) es un abierto en Xi. Aśı, (
⋃
α∈Λ

Uα) ∩Xi

es un abierto en Xi.

De las condiciones 1), 2) y 3), podemos concluir que τ⊕ es una topoloǵıa
para

⋃
i∈S

Xi.

La unión
⋃
i∈S

Xi con la topoloǵıa τ⊕, se llama suma topológica de los

espacios {Xs}s∈S y es denotada por
⊕
s∈S

Xs.

Dada una familia de espacios topológicos {Xs}s∈S los cuales no son disjun-
tos dos a dos, le podemos asociar una familia {X ′s}s∈S de espacios disjuntos
a pares tales que X ′s es homeomorfo a Xs para cada s ∈ S.

Iniciamos con dicha construcción, por cada s ∈ S, consideramos al singu-
lar {s} con la topoloǵıa discreta y por cada s ∈ S, sea X ′s = Xs × {s} con
la topoloǵıa producto. Sea s ∈ S. Probaremos que X ′s es homeomorfo a Xs.
Definamos p1 : X ′s −→ Xs por p1((x, s)) = x. Veamos que p1 es un homeomor-
fismo. Dado que p1 es la proyección en el primer factor, p1 es continua,abierta
y suprayectiva. Ahora veamos que p1 es inyectiva. Sean (x, s), (y, s) ∈ X ′s ta-
les que p1((x, s)) = p1((y, s)). Entonces x = p1((x, s)) = p1((y, s)) = y. Por
lo que x = y. Aśı (x, s) = (y, s). Por lo que p1 es inyectiva. Por lo tanto p1

es un homeomorfismo. Finalmente, obtenemos la familia de espacios {X ′s}s∈S
con las condiciones requeridas.

Con lo anterior, a lo largo de la tesis supondremos que la familia de los
espacios {Xs}s∈S son disjuntos dos a dos y usaremos el śımbolo

⊕
s∈S

Xs para

denotar la suma topológica de los espacios {Xs}s∈S .
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Proposición 1.4.3. Sea s ∈ S. Si U ⊂ Xs es abierto, entonces U ∈ τ⊕.

Demostración. Dado que U = U ∩Xs y Xs ∩Xs′ = ∅ para todo s′ ∈ S \ {s},
tenemos que U ∩Xs′ = ∅ para todo s′ ∈ S \ {s}. Aśı, como U es abierto en
Xs y ∅ es abierto en cada Xs′ , U ∈ τ⊕.

Proposición 1.4.4. Un conjunto A ⊂
⊕
s∈S

Xs es cerrado si y sólo si A ∩Xs

es un conjunto cerrado en Xs para cada s ∈ S.

En particular Xs es un conjunto cerrado en
⊕
s∈S

Xs para cada s ∈ S.

Demostración. ⇒c Sea A ⊂
⊕
s∈S

Xs. Supongamos que A es cerrado en
⊕
s∈S

Xs.

Entonces
⊕
s∈S

Xs\A es abierto en
⊕
s∈S

Xs. Sea s′ ∈ S. Por definición, ((
⊕
s∈S

Xs)\

A)∩Xs′ es abierto en Xs′ . Por el Lema 1.4.1, ((
⊕
s∈S

Xs)\A)∩Xs′ = Xs′ \(Xs′∩

A). Aśı, Xs′ \(Xs′∩A) es abierto en Xs′ . Por lo que Xs′∩A es cerrado en Xs′ .

⇐c Sea s′ ∈ S y supongamos que Xs′∩A es cerrado en Xs′ . Por definición
Xs′ \ (Xs′ ∩ A) es abierto en Xs′ . Por el Lema 1.4.1, ((

⊕
s∈S

Xs) \ A) ∩Xs′ =

Xs′ \ (Xs′ ∩A). Aśı, ((
⊕
s∈S

Xs) \A)∩Xs′ es abierto en Xs′ . Aśı,
⊕
s∈S

Xs \A es

abierto en
⊕
s∈S

Xs. Por lo tanto A es cerrado en
⊕
s∈S

Xs.

Sea s ∈ S. Dado que Xs ∩Xs = Xs y Xs es cerrado en Xs, Xs es cerrado
en

⊕
s∈S

Xs.

Proposición 1.4.5. Para cada s ∈ S, Xs es abierto y cerrado en
⊕
s∈S

Xs.

Demostración. Por la Proposición 1.4.4, Xs es cerrado en
⊕
s∈S

Xs. Que Xs sea

abierto en
⊕
s∈S

Xs se sigue de la Proposición 1.4.3.

Consideremos a cada Xs como subespacio de la suma
⊕
s∈S

Xs. La función

inclusión de Xs en
⊕
s∈S

Xs, se denotará por is.

Si {Xs}s∈S es una familia de espacios topológicos disjuntos a pares y As
es un subespacio de Xs para cada s ∈ S. Por cada s ∈ S, denotemos por τs
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la topoloǵıa para Xs.
Definamos ρ⊕ = {U ⊂

⋃
s∈S

As : U ∩ As es abierto en As para cada s ∈ S}.

Proposición 1.4.6. Si {Xs}s∈S es una familia de espacios topológicos dis-
juntos a pares y As es un subespacio de Xs para cada s ∈ S, entonces
ρ⊕ = τ⊕| ⋃

s∈S
As.

Demostración. Primero demostraremos que ρ⊕ ⊂ τ⊕| ⋃
s∈S

As . Sea U ⊂
⋃
s∈S

As

tal que U ∩As es abierto en As para toda s ∈ S. Aśı, por cada s ∈ S, existe
Ws ∈ τs tal que U ∩As = Ws∩As. Sea W =

⋃
s∈S

Ws. Claramente W ∈ τ⊕. Ne-

cesitamos probar que W ∩
⋃
s∈S

As = U . Sea x ∈ W ∩
⋃
s∈S

As =
⋃
s∈S

Ws ∩
⋃
s∈S

As.

Entonces x ∈ Ws′ para algún s′ ∈ S y x ∈ As′′ para algún s′′ ∈ S. Aśı, dado
que Ws′ ⊂ As′ y la familia de {As}s∈S son ajenos a pares, s′ = s′′. Por lo que
x ∈ Ws′ ∩ As′ = U ∩ As′ . Concluimos, x ∈ U . Por lo tanto, ρ⊕ ⊂ τ⊕| ⋃

s∈S
As .

Ahora demostraremos que τ⊕| ⋃
s∈S

As ⊂ ρ⊕. Sea L ∈ τ⊕| ⋃
s∈S

As . Entonces

existe U ∈ τ⊕ tal que U ∩
⋃
s∈S

As = L. Necesitamos probar que L ∈ ρ⊕. Como

U ∈ τ⊕, por definición U ⊂
⋃
s∈S

Xs y U ∩Xs ∈ τs para toda s ∈ S. Hagamos

Ws = U ∩Xs para toda s ∈ S. Dado que, para toda s ∈ S, Ws es un abierto
en Xs, tenemos que Ws ∩ As es un abierto en As para toda s ∈ S. Notemos
que

⋃
s∈S

(Ws ∩ As) ⊂
⋃
s∈S

As y para s′ ∈ S, (
⋃
s∈S

Ws ∩ As) ∩ As′ = Ws′ ∩ As′ .

Aśı,
⋃
s∈S

(Ws ∩ As) ∈ ρ⊕. De lo anterior y de que

L = U ∩
⋃
s∈S

As =
⋃
s∈S

U ∩ As =

⋃
s∈S

(U ∩Xs) ∩ As =
⋃
s∈S

(Ws ∩ As),

tenemos que L ∈ ρ⊕. Por lo tanto, ρ⊕ = τ⊕| ⋃
s∈S

As .

Proposición 1.4.7. Sean (X, ρ) un espacio topológico y {Xs}s∈S ⊂ ρ dis-
juntos a pares. Si X =

⋃
s∈S

Xs, entonces ρ = τ⊕.
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Demostración. Sea U ∈ ρ. Entonces U ⊂
⋃
s∈S

Xs y U ∩ Xs es un abierto en

Xs para cada s ∈ S. De donde U ∈ τ⊕.

Por otro lado, tomemos V ∈ τ⊕. Claramente V ⊂ X y V ∩ Xs es un
abierto en Xs para cada s ∈ S. De esto y de que cada Xs es un abierto en
X, V ∩Xs es un abierto en X para cada s ∈ S. Aśı, como V =

⋃
s∈S

(V ∩Xs),

V ∈ ρ. Por lo tanto, ρ = τ⊕
Lema 1.4.8. Sean Y un espacio topológico y f :

⊕
s∈S

Xs → Y una función.

Entonces f = 5s∈Sf ◦ is.

Demostración. Notemos que para
⊕
s∈S

Xs, la familia {Xs}s∈S es una cubierta

abierta de
⊕
s∈S

Xs. Dado que los elementos de la familia {Xs}s∈S son ajenos

dos a dos, la familia {f ◦ is : Xs → Y }s∈S es compatible. Por lo que el
dominio de la función 5s∈S(f ◦ is) es

⊕
s∈S

Xs. Para probar la igualdad, sea

x ∈
⊕
s∈S

Xs. Entonces existe s ∈ S tal que x ∈ Xs. De donde5s∈S(f ◦ is)(x) =

(f ◦ is)(x) = f(is(x)) = f(x). Por lo tanto f = 5s∈S(f ◦ is).

Proposición 1.4.9. Sean Y un espacio topológico y f :
⊕
s∈S

Xs → Y una

función. Entonces f es continua si y sólo si f ◦ is : Xs → Y es continua para
cada s ∈ S.

Demostración. Dado que f y is son continuas, cada f ◦ is es continua.
Para la suficiencia, notemos que para

⊕
s∈S

Xs, la familia {Xs}s∈S es una cubier-

ta abierta de
⊕
s∈S

Xs. Dado que los elementos de la familia {Xs}s∈S son ajenos

dos a dos, la familia {f ◦ is : Xs → Y }s∈S es compatible. La continuidad de
f se sigue del Lema 1.4.8 y de la Proposición 1.2.2.

Proposición 1.4.10. Sean {Xs}s∈S una familia de espacios topológicos e
i ≤ 5. Si cada Xs es Ti, entonces

⊕
s∈S

Xs es Ti.

Demostración. Sólo demostraremos la propiedad para espacios T4.
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Primero, supongamos que cada Xs es T1. Vamos a probar
⊕
s∈S

Xs es T1.

Sean x1, x2 ∈
⊕
s∈S

Xs. Entonces x1, x2 ∈
⋃
s∈S

Xs. Consideremos dos casos.

Caso 1 Supongamos que existen s ∈ S tal que x1, x2 ∈ Xs.
Dado que Xs es T1, existen dos abiertos U1, U2 ⊂ Xs tales que x1 ∈ U1 \ U2

y x2 ∈ U2 \ U1. Por la Proposición 1.4.5, U1, U2 son abiertos en
⊕
s∈S

Xs. Aśı,

U1 y U2 son los abiertos en
⊕
s∈S

Xs requeridos.

Caso 2 Supongamos que existen s1, s2 ∈ S tal que x1 ∈ Xs1 y x2 ∈ Xs2 .
Dado que Xs1 ∩Xs2 = ∅, por la Proposición 1.4.5 se tiene que Xs1 y Xs2 son
los abiertos en

⊕
s∈S

Xs requeridos.

Por lo tanto
⊕
s∈S

Xs esT1.

Para probar que
⊕
s∈S

Xs es T4, sean A,B ⊂
⊕
s∈S

Xs cerrados ajenos. Sea s ∈ S.

Claramente A ∩Xs y B ∩Xs son ajenos. Por la Proposición 1.4.4, A ∩Xs y
B ∩ Xs son cerrados. Dado que Xs es T4, existen dos abiertos U s

1 , U
s
2 ⊂ Xs

tales que A ∩Xs ⊂ U s
1 , B ∩Xs ⊂ U s

2 y U s
1 ∩ U s

2 = ∅. Hagamos U1 =
⋃
s∈S

U s
1

y U2 =
⋃
s∈S

U s
2 . Claramente U1, U2 son abiertos ajenos en

⊕
s∈S

Xs. Finalmente

probaremos que A ⊂ U1 y B ⊂ U2. Sea x ∈ A. Dado que A ⊂
⋃
s∈S

Xs, existe

un s ∈ S tal que x ∈ Xs. Aśı, x ∈ U s
1 . Por lo que x ∈ U1. De esta forma

A ⊂ U1. De la misma manera se prueba que B ⊂ U2.

Teorema 1.4.11. Sea {Xi}i∈N espacios topológicos separables ajenos dos a
dos. Entonces

⊕
i∈N

Xi es separable.

Demostración. Sea Di un denso numerable de Xi. Demostraremos que
⋃
i∈N

Di

es numerable y denso en
⊕
i∈N

Xi. Sea U ∈ τ⊕\{∅} entonces U ∩Xi ∈ τXi
. Dado

que Di es denso en Xi tenemos que (U ∩Xi) ∩Di 6= ∅.
Aśı, ∅ = Xi ∩ U ∩Di ⊂ Xi ∩ (U ∩

⋃
i∈N

Di) = (Xi ∩ U) ∩
⋃
i∈N

Di ⊂ U ∩
⋃
i∈N

Di.

Por lo tanto subespacios abiertos de un espacio separable son separables .
Aśı,

⊕
i∈N

Xi es separable.

Teorema 1.4.12. La suma
⊕
s∈S

Xs es metrizable si y sólo si cada espacio Xs

es metrizable.
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Demostración. ⇒c Supongamos que la suma
⊕
s∈S

Xs es metrizable. Dado que

cada Xs es un subespacio de (
⊕
s∈S

Xs, τ⊕) y
⊕
s∈S

Xs es metrizable, cada Xs es

metrizable.

⇐c Supongamos que cada Xs es metrizable. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que para cada s ∈ S la topoloǵıa en Xs es inducida por
una metrica ds acotada por 1, es decir, ds(a, b) ≤ 1 para cada a, b ∈ Xs. Sean
x, y ∈

⊕
s∈S

Xs. Definimos la función d :
⊕
s∈S

Xs ×
⊕
s∈S

Xs −→ [0,∞) como

d(x, y) =


ds(x, y), si x, y ∈ Xs para algún s ∈ S,

1, en otro caso .

Veremos que d es una métrica sobre X.

Sean x, y ∈
⊕
s∈S

Xs. Probaremos que d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

Primero, supongamos que d(x, y) = 0. Entonces existe s ∈ S tal que x, y ∈
Xs. Aśı, 0 = d(x, y) = ds(x, y). Dado que ds es una métrica, x = y.

Ahora si x = y, por definición de suma, existe s ∈ S tal que x, y ∈ Xs. Aśı,
d(x, y) = ds(x, y). Dado que ds es una métrica y x = y, 0 = ds(x, y) = d(x, y).

Para probar la condición de simetŕıa, sean x, y ∈
⊕
s∈S

Xs.

Caso I. Supongamos que existe s ∈ S tal que x, y ∈ Xs.
Aśı d(x, y) = ds(x, y) y dado que ds es una métrica d(x, y) = ds(x, y) =
ds(y, x) = d(y, x). Por lo que d(x, y) = d(y, x).
Caso II. Sean s1, s2 ∈ S tales que x ∈ Xs1 y y ∈ Xs2 .
Aśı, d(x, y) = 1 = d(y, x).

Para probar la desigualdad del triángulo. Sean x, y, z ∈
⊕
s∈S

Xs. Demos-

traremos que d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). Consideremos los siguientes casos.
Caso I. Supongamos que x, z ∈ Xs para algún s ∈ S.
Entonces d(x, z) = ds(x, z). Para la otra parte de la desigualdad, tenemos los
siguientes dos subcasos.

Subcaso i. Si y ∈ Xs, entonces ds(x, z) ≤ ds(x, y) + ds(y, z). Por lo que
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d(x, z) = ds(x, z) ≤ (d(x, y) = ds(x, y)) + (d(y, z) = ds(y, z)). De donde
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Subcaso ii. Si y /∈ Xs, entonces d(x, y) = 1 = d(y, z). De donde d(x, z) =
ds(x, z) ≤ 1 < 2 = d(x, y) + d(y, z).
Caso II. Supongamos que existen s1 6= s2 ∈ S tales que x ∈ Xs1 y z ∈ Xs2 .
Entonces d(x, z) = 1. Ahora consideremos los siguientes subcasos.

Subcaso i. Supongamos que y /∈ Xs1 o y /∈ Xs2 .
Entonces d(x, y) = 1 o d(y, z) = 1. Por lo que 1 ≤ d(x, y) + d(y, z). Aśı
d(x, z) = 1 ≤ d(x, y) + d(y, z).

Subcaso ii. Supongamos que y ∈ Xs1 ∪Xs2 .
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que y ∈ Xs1 . Entonces d(y, z) =
1. Por lo que 1 ≤ d(x, y) + d(y, z). De donde d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

De lo anterior, d es una métrica para
⊕
s∈S

Xs.

Finalmente probaremos que τ⊕ = τd.
Primero, sean U ∈ τd y x ∈ U ⊂

⋃
s∈S

Xs. Aśı, existe ε > 0 tal que Bd
ε (x) ⊂ U .

Sea s ∈ S tal que x ∈ Xs. Claramente Bd
ε (x) ∩ Xs ⊂ Bd

ε (x). Necesitamos
probar que Bd

ε (x) ∩Xs = Bds
ε (x).

Sea y ∈ Bd
ε (x) ∩ Xs tenemos que d(y, x) = ds(y, x) < ε. Por lo tanto,

y ∈ Bds
ε (x). Aśı, Bd

ε (x) ∩Xs ⊂ Bds
ε (x). Por otro lado, sea z ∈ Bds

ε (x) ⊂ Xs.
Entonces ε > ds(x, z) = d(x, z). Por lo que z ∈ Bd

ε (x). Aśı, z ∈ Bd
ε (x) ∩Xs.

Por lo tanto Bd
ε (x) ∩Xs = Bds

ε (x).
Aśı, Bd

ε (x) ∩Xs ∈ τds . Por la Proposición 1.4.3, Bd
ε (x) ∩Xs ∈ τ⊕.

Concluimos que para cada x ∈ U , Bd
ε (x) ∩ Xs es un abierto en

⊕
s∈S

Xs que

contiene a x y está contenido en U . Por lo tanto U ∈ τ⊕.

Para ver la otra contención, sean U ∈ τ⊕, x ∈ U y s ∈ S tal que x ∈ Xs.
Por la definición de τ⊕, U ∩ Xs es abierto en Xs. Dado que la topoloǵıa de
Xs coincide con la topoloǵıa inducida por ds, existe ε′ > 0 tal que Bds

ε′ (x) ⊂
U ∩Xs. Sea 0 < ε < ε′ tal que ε < 1. Entonces Bds

ε (x) ⊂ Bds
ε′ (x) ⊂ U ∩Xs.

Necesitamos probar que Bd
ε (x) = Bds

ε (x). Sea y ∈ Bds
ε (x). Como y ∈ Xs y

ds(x, y) = d(x, y) < ε, y ∈ Bd
ε (x).

Por otro lado, sea y ∈ Bd
ε (x). En el caso de que y ∈ Xs′ para algún s′ ∈

S \ {s′}, entonces 1 = d(x, y) < ε < 1, una contradicción. Por lo que y ∈ Xs.
De donde d(x, y) = ds(x, y) < ε. Aśı, y ∈ Bds

ε (x). Por lo tanto Bd
ε (x) ⊂
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U ∩Xs ⊂ U .
Esto termina la prueba de que τ⊕ = τd y que

⊕
s∈S

Xs es metrizable.

Sean X un conjunto y S una familia de ı́ndices. Por cada s ∈ S, sea Xs

= X × {s}. Claramente {Xs}s∈S es una familia de conjuntos ajenos dos a
dos y X × S =

⋃
s∈S

X × {s}. Sean τ la topoloǵıa para X, τdis la topoloǵıa

discreta para S y τs la topoloǵıa discreta para {s} para cada s ∈ S. Dado
que X × S =

⋃
s∈S

X × {s}, es fácil probar que la topoloǵıa producto para

X × S coincide con la topoloǵıa τ⊕. Sin embargo, nosotros elegimos probar
el siguiente lema.

Lema 1.4.13. Entonces X × S es homeomorfo a
⊕
s∈S

Xs.

Demostración. Es fácil probar que, para U ⊂
⋃
s∈S

Xs, tenemos que . Ob-

servemos que, para V ⊂ X y L ⊂ S, se tiene que V × L =
⋃
s∈L

V × {s}.

Sea id : X × S →
⊕
s∈S

Xs la función identidad la cual esta definida como

id(x, s) = (x, s). Claramente id es biyectiva. Veremos que id es continua y
abierta.

Ahora sea U ∈ τ⊕. Entonces U ∩ Xs ∈ τXs para todo s ∈ S. Dado que
cada X ×{s} es abierto en X ×S, U ∩X ×{s} es un abierto en X ×S para
todo s ∈ S. De esto y de que i−1(U) = U =

⋃
s∈S

U ∩ Xs, i
−1(U) = U es un

abierto en X × S. Esto prueba la continuidad de id.
Ahora, veamos que id es abierta. Sea V × L un abierto básico de X × S.
Dado que id(V × L) = V × L =

⋃
s∈L

V × {s} y cada V × {s} es abierto en

Xs, V × L es abierto en
⊕
s∈S

Xs. Por lo que id es abierta. Por lo tanto id es

un homeomorfismo.

El conjunto de los números naturales N será considerado como espacio
topológico con la topoloǵıa discreta. Los espacios I = [0, 1] y H = {0}∪ { 1

n
:

n ∈ N} serán considerados como espacios topológicos con la topoloǵıa usual.
Para cada i ∈ N, sea Xi = I × {i}. Por el Lema 1.4.13, I × N es homemorfo
a
⊕
i∈N

Xi.
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Analogamente, para cada s ∈ N consideremos Xs = H×{s}. Por el Lema
1.4.13, H × N es homeomorfo a

⊕
s∈N

Xs.

A los espacios cocientes I×N/({0}×N) y H×N/({0}×N) los denotaremos
como J(N) y S(N) respectivamente.

Proposición 1.4.14. Los espacios I×N y H×N son métricos y separables.

Demostración. Únicamente haremos la prueba para I×N. Notemos que para
cada i ∈ N, Xi = I × {i} es homeormofo a I. Entonces cada Xi es métrico y
separable. Por lo Teoremas 1.4.11 y 1.4.12 , I×N es métrico y separable.

Sean {Xs}s∈S y {Zs}s∈S dos familias de espacios topológicos y {fs : Zs →
Xs}s∈S una familia de funciones. Definamos la función 4s∈Sfs :

⊕
s∈S

Zs →⊕
s∈S

Xs como 4s∈Sfs(z) = fs(z) si z ∈ Zs. Claramente 4s∈Sfs está bien defi-

nida.

En el siguiente resultado probamos algunas propiedades que cumple la
función 4s∈Sfs.

Lema 1.4.15. Sean {Xs}s∈S y {Zs}s∈S dos familias de espacios topológicos
y {fs : Zs → Xs}s∈S una familia de funciones. Entonces se cumplen lo
siguiente:

1. Para todo s ∈ S, (4s∈Sfs)
−1(Xs) = Zs.

2. Si cada fs es continua, cerrada y suprayectiva, entonces 4s∈Sfs es con-
tinua, cerrada y suprayectiva.

Demostración. Para probar 1., sean s ∈ S y z ∈ Zs. Entonces 4s∈Sfs(z) =
fs(z) ∈ Xs. Aśı, z ∈ (4s∈Sfs)

−1(Xs).
Ahora, por otro lado, sea z ∈ (4s∈Sfs)

−1(Xs). Entonces 4s∈Sfs(z) ∈ Xs. Si
z /∈ Zs, entonces existe s′ ∈ S \ {s} tal que z ∈ Zs′ , por lo que 4s∈Sfs(z) ∈
Xs ∩Xs′ , contradicción. Por lo tanto z ∈ Zs.
De lo anterior (4s∈Sfs)

−1(Xs) = Zs.

Para la segunda parte, notemos que {Zs}s∈S es una cubierta abierta de⊕
s∈S

Zs (ver Proposición 1.4.5).

De la definición de 4s∈Sfs, se sigue que 4s∈Sfs|Zs = fs para todo s ∈ S. Por
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el Lema 1.2.3, 4s∈Sfs es continua.
De la definición de 4s∈Sfs y de que cada fs es suprayectiva, 4s∈Sfs es su-
prayectiva.

Para probar que 4s∈Sfs es cerrada, sean K un cerrado en
⊕
s∈S

Zs y s ∈ S.

Por el Lema 1.4.4, es suficiente ver que 4s∈Sfs(K) ∩ Xs es cerrado en Xs.
Dado que K es cerrado en

⊕
s∈S

Zs, por el Lema 1.4.4, K ∩ Zs es cerrado en

Zs. Aśı, como fs es cerrada, fs(K ∩ Zs) es cerrado en Xs. Por definición
de 4s∈Sfs, 4s∈Sfs(K ∩ Zs) = fs(K ∩ Zs). Aśı, por 1. y por el Lema 1.1.5,
fs(K∩Zs) = 4s∈Sfs(K∩Zs) = 4s∈Sfs(K)∩Xs . Por lo que4s∈Sfs(K)∩Xs

es cerrado en Xs. Esto prueba que 4s∈Sfs es cerrada.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 23

1.5. Producto topológico

En esta sección veremos algunos resultados de espacios producto que usa-
remos a lo largo del trabajo.

Sea X un conjunto, {(Ys, τYs)}s∈S una familia de espacios topológicos y
{fs : X → Ys}s∈S una familia de funciones. Se puede definir una topoloǵıa
τ en X que está generada por la base que consiste de todos los conjuntos

de la forma
k⋂
i=1

f−1
si

(Vi), donde s1, . . . , sk ∈ S y Vi es un abierto de Ysi pa-

ra cada i ∈ {1, . . . , k}. Además τ es la mı́nima topoloǵıa que contiene a
{f−1

s (Vs) : s ∈ S, Vs ∈ τYs}.

Regularmente se dice que τ es la topoloǵıa topoloǵıa generada por la fa-
milia de funciones {fs}s∈S.

Sea {Xs}s∈S una familia de espacios topológicos. Definamos el producto
cartesiano de la familia {Xs}s∈S como:∏

s∈S

Xs = {x : S →
⋃
s∈S

Xs : x(s) ∈ Xs para cada s ∈ S}.

Por cada s ∈ S, definimos la función ps :
∏
s∈S

Xs → Xs como ps(x) = x(s).

Hagamos τprod la topoloǵıa generada por las funciones {ps}s∈S la cual se de-
nomina topoloǵıa de Tychonoff o topoloǵıa producto sobre

∏
s∈S

Xs; la función

ps es llamada la proyección de
∏
s∈S

Xs en Xs.

El producto cartesiano de una familia finita de espacios {Xi}ki=1 es de-
notada por X1 × · · · ×Xk. Si Xi = X para toda i ∈ {1, . . . , k}, entonces el
producto cartesiano X1 × · · · ×Xk es denotado por Xk.

Para toda i ∈ {1, · · · , k}, sea Wsi ⊂ Xsi . Definamos W(Ws1 , . . . ,Wsk) =∏
s∈S

Ys, donde Ys = Xs para toda s ∈ S \ {s1, . . . , sk} y Ysi = Wsi para toda

i ∈ {1, . . . , k}.

Lema 1.5.1. Si Wsi ⊂ Xsi para toda i ∈ {1, . . . , k}, entonces W(Ws1 , . . . ,Wsk) =
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k⋂
i=1

p−1
si

(Wsi).

Demostración. Sea x ∈
∏
s∈S

Ys. Entonces x : S →
⋃
s∈S

Ys. Claramente x tie-

ne contradominio
⋃
s∈S

Xs. Aśı, x ∈
∏
s∈S

Xs. Dado que psi(x) = x(si) ∈ Wsi ,

x ∈ p−1
si

(Wsi) para toda i ∈ {1, . . . , k}. Por lo tanto x ∈
k⋂
i=1

p−1
si

(Wsi). Aśı

W(Ws1 , . . . ,Wsk) ⊂
k⋂
i=1

p−1
si

(Wsi).

Por otro lado, sea x ∈
k⋂
i=1

p−1
si

(Wsi). Entonces x(s) ∈ Xs para toda

s ∈ S \ {s1, . . . , sk} y Psi(x) = x(s) ∈ Wsi para toda i ∈ {1, . . . , k}. Por
lo que x es una función cuyo contradominio es

⋃
s∈S

Ys, x ∈
∏
s∈S

Ys, y aśı

x ∈W(Ws1 , . . . ,Wsk).

Por lo tanto, W(Ws1 , . . . ,Wsk) =
k⋂
i=1

p−1
si

(Wsi).

Proposición 1.5.2. La familia {W(Ws1 , . . . ,Wsk) : s1, . . . , sk ∈ S, k ∈
N, (Ws1 , . . . ,Wsk) ∈ τXs1

× · · · × τXsk
} es una base para el producto carte-

siano
∏
s∈S

Xs.

Demostración. Consideremos β = {W(Ws1 , . . . ,Wsk) : s1, . . . , sk ∈ S, k ∈

N, (Ws1 , . . . ,Wsk) ∈ τXs1
× · · · × τXsk

}, y β′ = {
k⋂
i=1

p−1
si

(Vi) : s1, . . . , sk ∈

S, k ∈ N, Vi ∈ τXsi
para cada i ∈ {1, . . . , k}}. Por el Lema 1.5.1, β = β′. Aśı,

dado que β′ es una base para la topoloǵıa producto, β es una base para la
topoloǵıa producto.

La base β para
∏
s∈S

Xs es llamada la base canónica para el producto car-

tesiano.

Lema 1.5.3. Sean {Xs}s∈S una familia de conjuntos y As ⊂ Xs para toda
s ∈ S. Si A =

∏
s∈S

As y W ⊂ Xs, entonces

ps|−1
A (W ∩ As) = A ∩ p−1

s (W ).
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Demostración. Sea x ∈ ps|−1
A (W ∩ As) ⊂ A. Dado que cada As ⊂ Xs, el

contradominio de la función x es
⋃
s∈S

Xs. Aśı, como ps|A(x) = ps(x) = x(s) ∈

W ∩ As ⊂ W , x ∈ p−1
s (W ). Por lo que x ∈ A ∩ p−1

s (W ).

Para probar la otra contención. Sea y ∈ A ∩ p−1
s (W ). Entonces y ∈ A y

y ∈ p−1
s (W ). Aśı, ps|A(y) = ps(y) = y(s) ∈ W . De donde ps|A(y) = y(s) ∈

W ∩ As ⊂ As. Por lo que y ∈ ps|−1
A (W ∩ As).

Por lo tanto, ps|−1
A (W ∩ As) = A ∩ p−1

s (W ).

Por cada s ∈ S, sea As ⊂ Xs. Denotemos por τAprod a la topoloǵıa producto
para A =

∏
s∈S

As. Observemos que si x : S →
⋃
s∈S

As y x(s) ∈ As, dado que

cada As ⊂ Xs, el contradominio de x es
⋃
s∈S

Xs y x(s) ∈ Xs. Por lo que∏
s∈S

As ⊂
∏
s∈S

Xs. Recordemos que τprod|A es la topoloǵıa subespacio para A.

Proposición 1.5.4. Sea {Xs}s∈S una familia de espacios topológicos. Si As
es un subespacio de Xs para toda s ∈ S, entonces:

τprod|A = τAprod.

Demostración. Primero, sea W ∈ τprod tal que W∩A ∈ τprod|A. Queremos ver
que W ∩ A ∈ τAprod. Sea x ∈ W ∩ A. Como W ∈ τprod, existen s1, . . . , sn ∈ S

y Wsi ∈ τXsi
para todo i ∈ 1, . . . , n tales que x ∈

k⋂
i=1

p−1
si

(Wsi) ⊂ W. En-

tonces x ∈ (
k⋂
i=1

p−1
si

(Wsi)) ∩ A ⊂ W ∩ A. Por el Lema 1.5.3, p−1
si

(Wsi) ∩ A =

psi|−1
A (Wsi∩Asi) para todo i ∈ 1, . . . , n. Aśı, dado que psi |−1

A (Wsi∩Asi) ∈ τAprod

para todo i ∈ 1, . . . , n, x ∈
k⋂
i=1

psi |−1
A (Wsi ∩ Asi) ⊂ W ∩ A. Por lo tanto

W ∩ A ∈ τAprod

Por otro lado, sea U ∈ τAprod y x ∈ U . Por definición de τAprod, exis-
ten s1, . . . , sn ∈ S y Vsi ∈ τXsi

para todo i ∈ 1, . . . , n tales que x ∈
k⋂
i=1

psi |−1
A (Vsi ∩ Asi) ⊂ U . Por el Lema 1.5.3, psi |−1

A (Vsi ∩ Asi) = p−1
si

(Vsi) ∩ A

para todo i ∈ 1, . . . , n. De donde x ∈
k⋂
i=1

(p−1
si

(Vsi)∩A) ⊂ U . De lo anterior y
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de que (
k⋂
i=1

p−1
si

(Vsi)) ∩ A ∈ τprod|A, x ∈ (
k⋂
i=1

p−1
si

(Vsi)) ∩ A ⊂ U . Por lo tanto

U ∈ τprod|A.

Aśı, τprod|A = τAprod.

Proposición 1.5.5. Sea {Xs}s∈S una familia de espacios topológicos. Si As
es un subespacio de Xs para toda s ∈ S, entonces

cl(
∏
s∈S

As) =
∏
s∈S

cl(As).

Demostración. Primero, sea x ∈ cl(
∏
s∈S

As). Queremos ver que x ∈
∏
s∈S

cl(As).

Notemos que x ∈
∏
s∈S

Xs. Queremos ver que para toda s ∈ S, x(s) ∈ cl(As).

Sean s ∈ S y W ∈ τXs tal que x(s) ∈ W . Probaremos que W ∩As 6= ∅. Note-
mos que x ∈ p−1

s (W ) ∈ τprod. Por definición de cerradura, p−1
s (W )∩

∏
s∈S

As 6=

∅. Sea y ∈ p−1
s (W )∩

∏
s∈S

As. Entonces ps(y) = y(s) ∈ W y ps(y) = y(s) ∈ As.

Aśı, y(s) ∈ W ∩ As. Por lo tanto, W ∩ As 6= ∅. Aśı x(s) ∈ cl(As). De donde
el contradominio de x es

⋃
s∈S

cl(As) y por lo que x ∈
∏
s∈S

cl(As). Por lo tanto,

cl(
∏
s∈S

As) ⊂
∏
s∈S

cl(As).

Por otro lado, sea x ∈
∏
s∈S

cl(As). Dado que x(s) ∈ cl(As) ⊂ Xs para toda

s ∈ S, x tiene contradominio
⋃
s∈S

Xs . Por lo que x ∈
∏
s∈S

Xs. Queremos ver

que x ∈ cl(
∏
s∈S

As). Sean s1, . . . , sn ∈ S y Wsi ∈ τXsi
para todo i ∈ {1, . . . , n}

tales que x ∈
n⋂
i=1

p−1
si

(Wsi). Vamos a demostrar que
n⋂
i=1

p−1
si

(Wsi)∩
∏
s∈S

As 6= ∅.

Sabemos que psi(x) = x(si) ∈ Wsi y x(si) ∈ cl(Asi) para todo i ∈ {1, . . . , n}.
EntoncesWsi∩Asi 6= ∅ para todo i ∈ {1, . . . , n}. Sea ai ∈ Wsi∩Asi ⊂ Xsi . Por
el Axioma de Elección,

∏
s∈S

As 6= ∅. Sea z ∈
∏
s∈S

As. Definamos y : S →
⋃
s∈S

As

como

y(s) =


ai, si s ∈ {s1, . . . , sn},

z(s), si s /∈ {s1, . . . , sn}.

Claramente y ∈
∏
s∈S

As. Queremos ver que y ∈
n⋂
i=1

p−1
si

(Wsi). Notemos que
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psi(y) = y(si) = ai ∈ Wsi ∩ Asi para todo i ∈ {1, . . . , n}. Por lo que

y ∈ p−1
si

(Wi) para todo i ∈ {1, . . . , n}. De donde y ∈
n⋂
i=1

p−1
si

(Wsi) ∩
∏
s∈S

As.

Concluimos que x ∈ cl(
∏
s∈S

As) y que
∏
s∈S

cl(As) ⊂ cl(
∏
s∈S

As).

Por lo tanto cl(
∏
s∈S

As) =
∏
s∈S

cl(As).

Proposición 1.5.6. Sean {As}s∈S y {Bs}s∈S familias de conjuntos no vaćıos.
Entonces

∏
s∈S

As =
∏
s∈S

Bs si y sólo si As = Bs para toda s ∈ S.

Demostración. ⇒c Sea s0 ∈ S. Probaremos que As0 = Bs0 . Para probar que
Bs0 ⊂ As0 , sea b ∈ Bs0 . Tomemos x ∈

∏
s∈S

As. Dado que
∏
s∈S

As =
∏
s∈S

Bs,

x ∈
∏
s∈S

Bs. Definamos y : S →
⋃
s∈S

Bs como

y(s) =


b, si s = s0,

x(s), si s 6= s0.

Aśı, y ∈
∏
s∈S

Bs. De donde y ∈
∏
s∈S

As. Por lo que y(s0) = b ∈ As0 . Por lo

tanto Bs0 ⊂ As0 .

Análogamente se puede probar que As0 ⊂ Bs0 .

Por lo tanto As0 = Bs0 para toda s ∈ S.

⇐c Esta implicación es inmediata.

Corolario 1.5.7. Sean {Xs}s∈S una familia de espacios topológicos y As ⊂
Xs para toda s ∈ S. Entonces

∏
s∈S

As es cerrado en
∏
s∈S

Xs si y sólo si As es

cerrado en Xs para toda s ∈ S.

Demostración. Supongamos que As es cerrado en Xs para toda s ∈ S.
Entonces

∏
s∈S

cl(As) =
∏
s∈S

As. Aśı, por la Proposición 1.5.5, tenemos que

cl(
∏
s∈S

As) =
∏
s∈S

cl(As) =
∏
s∈S

As. Por lo tanto,
∏
s∈S

As es cerrado.

Por otro lado, supongamos que
∏
s∈S

As es cerrado. Entonces
∏
s∈S

As =

cl(
∏
s∈S

As). Por la Proposición 1.5.5, tenemos que
∏
s∈S

As =
∏
s∈S

cl(As). Por
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la Proposición 1.5.6, tenemos que As = cl(As) para toda s ∈ S. Por lo tanto,
As es cerrado en Xs para toda s ∈ S.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [1, Teorema
2.3.11, p. 80]

Teorema 1.5.8. Cualquier producto de espacios Ti es un espacio Ti para
toda i ≤ 3. Si el producto cartesiano

∏
s∈S

Xs es un espacio Ti para toda i ≤ 5,

entonces cada Xs es un espacio Ti para toda i ≤ 5

Demostración. Sólo haremos la demostración para espacios T1.
Sea {Xs}s∈S una familia de espacios T1, consideremos x, y ∈

∏
s∈S

Xs tales que

x 6= y. Entonces existe s0 ∈ S tal que xs0 6= ys0 ∈ Xs0 . Dado que Xs0 es T1,
entonces existen abiertos U0, V0 ⊂ Xs0 tales que xs0 ∈ U0 \V0 y ys0 ∈ V0 \U0.
Definamos U, V ⊂

∏
s∈S

Xs como

Us =


Xs si j 6= s0

U0 si j = s0

. . . Vs =


Xs si j 6= s0

V0 si j = s0

Donde U, V son abiertos en
∏
s∈S

Xs por definición y x ∈ U \ V y y ∈ V \ U .

Por lo tanto,
∏
s∈S

Xs es T1

Lema 1.5.9. Sea {Xs : s ∈ S} una colección de espacios topológicos.

1. Si U es una vecindad de x en
∏
s∈S

Xs, entonces existe {s1 . . . , sn} ⊂ S

tal que pi(U) = Xi para cada i ∈ S \ {s1, . . . , sn}.

2. Sean F ⊂ S finito y no vaćıo y x ∈
∏
s∈S

Xs. Supongamos que para

todo s ∈ S \ F , Xs es compacto. Si para cada s ∈ F , Ks es una
vecindad compacta de x(s) en Xs, entonces

⋂
s∈F

p−1
s (Ks) es una vecindad

compacta de x en
∏
s∈S

Xs.

Demostración. Para 1., sea U ′ un abierto en
∏
s∈S

Xs tal que x ∈ U ′ ⊂ U .

Consideremos {s1 . . . , sn} ⊂ S y abiertos Us1 , . . . , Usn en Xs1 , . . . , Xsn , res-

pectivamente, tales que x ∈
n⋂
i=1

p−1
si

(Usi) ⊂ U ′. Sea s ∈ S \ {s1, . . . , sn}.
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Dado que W(Us1 , . . . , Usn) =
n⋂
i=1

p−1
si

(Usi), se tiene que

Xs = ps(W(Us1 , . . . , Usn)) = ps(
n⋂
i=1

p−1
si

(Usi)) ⊂ ps(U ′) ⊂ ps(U) ⊂ Xs.

De donde ps(U) = Xs.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [7, Teorema 17.8,
p. 120]

Teorema 1.5.10. Sea {Xs : s ∈ S} una coleccion de espacios topológicos.
Entonces

∏
s∈S

Xs es compacto si y sólo si Xs es compacto para toda s ∈ S.

Es conocido el siguiente resultado.

Proposición 1.5.11. Sean {(Xs, τs)}s∈S familia no vaćıa de espacios to-
pológicos no vaćıos y X =

∏
s∈S

Xs. Entonces X es primero numerable si y

sólo si se cumplen las siguientes condiciones:
(1) Xs es primero numerable, para cada s ∈ S,
(2) el conjunto Λ = {s ∈ S : τs tiene por lo menos tres elementos} es nume-
rable.
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1.6. Estrella de un conjunto y refinamientos

Sean X un conjunto no vaćıo, M ⊂ X, x ∈ X, y B = {Bt}t∈T , A =
{As}s∈S dos cubiertas de X.
Decimos que B es un refinamiento de A o que B refina a A si para toda
t ∈ T existe s ∈ S tal que Bt ⊂ As.
La estrella de M con respecto a A es el conjunto St(M,A) =

⋃
{As :

M ∩ As 6= ∅}.
La estrella de {x} con respecto a A le llamaremos la estrella del punto x
con respecto a A y la denotaremos por St(x,A) en lugar de St({x},A) .
Decimos que B es un refinamiento estrella de A si para cada t ∈ T existe
s ∈ S tal que St(Bt,B) ⊂ As.
Decimos que B es un refinamiento baricéntrico de A si para cada x ∈ X
existe s ∈ S tal que St(x,B) ⊂ As.

Observemos que la estrella de {x} con respecto a A contiene al singular
{x}.
Claramente, cada refinamiento estrella es un refinamiento baricéntrico y cada
refinamiento baricéntrico es un refinamiento.

Para el caso en que B = {{x} : x ∈ X}, por cada x ∈ X, la estrella del
punto x con respecto a B es St(x,B) = {x}.

Ahora, si consideremos A = {As}s∈S una cubierta de X y B = {{x} : x ∈
X}, notemos que B es un refinamiento estrella de A pues si x ∈ X, existe
s ∈ S tal que x ∈ As. Aśı, St(x,B) = {x} ⊂ As. De esta manera B es un
refinamiento estrella de A.

A continuación presentamos dos resultados importantes.

Lema 1.6.1. Sean X un conjunto no vaćıo y A = {As}s∈S una cubierta de
X. Si N ⊂M , entonces St(N,A) ⊂ St(M,A)

Demostración. Dado que N ⊂M , {As : N ∩ As 6= ∅} ⊂ {As : M ∩ As 6= ∅}.
Aśı

⋃
{As : N ∩ As 6= ∅} ⊂

⋃
{As : M ∩ As 6= ∅}.

Por lo tanto St(N,A) ⊂ St(M,A)

Lema 1.6.2. Sean X, Y conjuntos no vaćıos tal que Y ⊂ X. Si x ∈ Y ,
A = {As}s∈S una cubierta de X y H = {A ∩ Y : A ∈ As}s∈S. Entonces
St(x,H) ⊂ St(x,A) ∩ Y
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Demostración. Claramente H es una cubierta de Y . Sea z ∈ St(x,H). En-
tonces existen A ∈ A tal que x, z ∈ A ∩ Y . Aśı x, z ∈ A ⊂ St(x,A).
Por lo tanto z ∈ St(x,A) ∩ Y .

Proposición 1.6.3. Sean X un conjunto, B = {Bt}t∈T y A = {As}s∈S dos
cubiertas de X. Entonces:

1. Si B es un refinamiento estrella de A, entonces B es un refinamiento
baricéntrico de A.

2. Si B es un refinamiento baricéntrico de A, entonces B es un refina-
miento de A.

Demostración. Para probar 1, sea x ∈ X. Como B es una cubierta de X,
existe t ∈ T tal que x ∈ Bt. Como B es un refinamiento estrella, existe s ∈ S
tal que St(Bt,B) ⊂ As. Por el Lema 1.6.1, St(x,B) ⊂ St(Bt,B) ⊂ As.
Por lo tanto, B es un refinamiento baricéntrico de A

Para probar 2, sean t ∈ T y x ∈ Bt. Por hipótesis, existe s ∈ S tal que
St(x,B) ⊂ As. Aśı, Bt ⊂ St(x,B) ⊂ As.
Por lo tanto, B es un refinamiento de A.



Caṕıtulo 2

Propiedades del tipo
hereditario

En este caṕıtulo se mostrarán resultados bajo los cuales algunas propie-
dades son hereditarias, aditivas, productivas o preservadas bajo funciones.

A continuación presentamos la notación necesaria para el desarrollo de
este caṕıtulo.

Dada una propiedad topológica P , diremos que:

(1) P es hereditaria si para cada espacio topológico X que tiene P y
cada subespacio Z de X, se cumple que Z tiene P ;

(2) P es aditiva si para cada familia de espacios topológicos {Xs}s∈S tal
que cada Xs tiene P , se cumple que

⊕
s∈S

Xs tiene P ;

(3) P es productiva si para cada familia de espacios topológicos {Xs}s∈S
tal que cada Xs tiene P , se cumple que

∏
s∈S

Xs tiene P .

Sean P una propiedad topológica y D una clase de funciones. Diremos que:

(4) P se preserva bajo la clase D si para cada espacio topológico X
que tiene P y para cada f : X → Y ∈ D, se cumple que Y tiene P .

32
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Definamos las siguientes clases de funciones:

Sea C la clase de las funciones continuas y suprayectivas;

Sea A la clase de las funciones abiertas, continuas y suprayectivas;

Sea S la clase de las funciones cerradas, continuas y suprayectivas;

Sea H la clase de homeomorfismos.

2.1. Espacios localmente compactos

En esta sección probamos que la propiedad de ser localmente compacto
es aditiva y se preserva bajo la clase A, sin embargo no es hereditaria ni
productiva.

A continuación presentaremos la definición de localmente compacto que
trabajaremos a lo largo de la tesis.

Definición 2.1.1. Decimos que un espacio topológico (X, τ) es localmente
compacto si cada uno de sus puntos tiene una vecindad compacta, es decir
si para cada punto x ∈ X, existen un conjunto compacto K y U ∈ τ tales
que x ∈ U ⊂ K.

Ejemplo 2.1.2. Sean X un espacio discreto. Entonces X es localmente com-
pacto

Demostración. Dado que todo subconjunto finito de X es compacto y abier-
to, X es localmente compacto.

Ejemplo 2.1.3. Todo espacio compacto es localmente compacto.

Demostración. Dado que un espacio topológico es vecindad de cada uno de
sus puntos, este es localmente compacto.

Existen espacios localmente compactos que no son compactos. Mostrare-
mos un ejemplo de un espacio localmemnte compacto que no es compacto.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos a R con a topoloǵıa usual. Entonces R es un
espacio localmente compacto que no es compacto.
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Demostración. Es conocido que R no es compacto. Para probar la compa-
cidad local de R, sea x ∈ R. Dado que [x − 1, x + 1] es compacto en R y
x ∈ (x − 1, x + 1) ⊂ [x − 1, x + 1], [x − 1, x + 1] es una vecindad compacta
de x. Por lo que R es localmente compacto.

Lema 2.1.5. Sea X un espacio topológico T2. Entonces X es localmente
compacto si y sólo si para todo x ∈ X, existe un abierto U tal que x ∈ U y
la cerradura de U es un compacto en X.

Demostración. ⇒c Sean x ∈ X y V una vecindad compacta de x. Como
V es una vecindad de x, existe un abierto U en X tal que x ∈ U ⊂ V .
Como X es T2 y V es compacto en X, V es cerrado en X. Dado que
ClX(U) ⊂ ClX(V ) = V y V es compacto de X, ClX(U) es compacto de
V . Por el Lema 1.4.12, ClX(U) es compacto de X.

⇐c Esta implicación es inmediata de la definición de compacidad local.

A continuación mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser lo-
calmente compacto no es hereditaria.

Ejemplo 2.1.6. Sea R con la topoloǵıa usual. Entonces Q como subespacio
de R no es localmente compacto.

Demostración. Notemos que R es localmente compacto. Supongamos que Q
es localmente compacto. Sea q ∈ Q. Entonces existe una vecindad compacta
K de q en Q. Como K es compacto en Q, K es compacto en R. Aśı, K es
cerrado en R. Sea (a, b) un intervalo abierto de R tal que q ∈ (a, b)∩Q ⊂ K.
Veamos que cualquier punto y ∈ (a, b) \Q es un punto de acumulación de K
en R que no pertenece a K. Sean x ∈ (a, b) \ Q y U ∈ τR tales que x ∈ U .
Por la densidad de Q en R, existe w ∈ ((a, b)∩Q)∩U . Aśı, U −{x}∩K 6= ∅.
De donde x es punto de acumulación de K en R. Como K es cerrado x ∈ K,
esto es una contradicción. Por lo tanto Q no es localmente compacto.

Sin embargo, para un subespacio cerrado se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.1.7. Sean X un espacio y Y un subespacio cerrado de X. Si X es
localmente compacto, entonces Y es localmente compacto.
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Demostración. Sea y ∈ Y . Como X es localmente compacto, existen un
abierto U en X y un compacto K en X tales que y ∈ U ⊂ K. Entonces
y ∈ U ∩ Y ⊂ K ∩ Y . Es claro que U ∩ Y es abierto en Y . Veamos que K ∩ Y
es compacto en Y . Consideremos {Uα}α∈I ⊂ τX |Y una cubierta abierta de
Y ∩K. Sea {Vα}α∈I ⊂ τX tales que Uα = Vα∩Y para todo α ∈ I. Ahora bien,
dado que Y es cerrado en X, {Vα}α∈I∪{X−Y } es una cubierta abierta de K
en X. Dado que K es compacto en X, existe {Vα1 , . . . , Vαn} ⊂ {Vα}α∈I tal que
K ⊂ Vα1∪. . . , Vαn∪(X−Y ). Notemos que la familia {Vα1∩Y, . . . , Vαn∩Y } ⊂
τX |Y es una cubierta abierta de K ∩Y . De lo anterior Y ∩K es compacto en
Y . Por lo tanto Y es localmente compacto.

Teorema 2.1.8. La propiedad de ser localmente compacto se preserva bajo
la clase A.

Demostración. Sean X un espacio localmente compacto y f : X → Y ∈ A.
Veremos que Y es localmente compacto. Sea y ∈ Y. Como f es suprayectiva,
existe x ∈ X tal que f(x) = y. Dado que X es localmente compacto, existe
una vecindad compacta K de x en X. Consideremos U abierto en X tal que
x ∈ U ⊂ K. Notemos que y ∈ f(U) ⊂ f(K). Dado que f es una función
continua y abierta, f(K) es un subconjunto compacto de Y y f(U) es abierto
en Y . De lo anterior, f(K) es una vecindad compacta de y en Y .
Por lo tanto Y es localmente compacto.

Para probar que la propiedad de ser localmente compacto no es produc-
tiva, necesitamos demostrar el siguiente resultado.

Proposición 2.1.9. Sea {Xs : s ∈ S} una coleccion no vaćıa de espacios
topológicos no vaćıos. Entonces

∏
s∈S

Xs es localmente compacto si y sólo si

(1) Xs es localmente compacto para toda s ∈ S, y
(2) todos los espacios Xs son compactos salvo un número finito.

Demostración. ⇒c Como cada proyección ps :
∏
s∈S

Xs → Xs es una función

continua, abierta y suprayectiva, entonces por el Teorema 2.1.8, cada espacio
Xs es localmente compacto.
Tomemos x ∈

∏
s∈S

Xs. Como
∏
s∈S

Xs es un espacio localmente compacto, exis-

te una vecindad compacta W de x en
∏
s∈S

Xs. Por el Lema 1.5.9, existen

s1, . . . , sn ∈ S tales que ps(W) = Xs para cada s ∈ S \ {s1, . . . , sn}. Ahora,
dado queW es compacto, Xs es compacto para todo s ∈ S \ {s1, . . . , sn}. Lo
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cual demuestra (2).

⇐c Sea F un subconjunto finito. Supongamos que para todo s ∈ S \ F ,
Xs es compacto. Supongamos que F es no vaćıo. Para probar que

∏
s∈S

Xs es

localmente compacto, tomemos x ∈
∏
s∈S

Xs. Ahora, para cada s ∈ F , elijamos

una vecindad compacta Ks de x(s) en Xs. Por el Lema 1.5.9,
⋂
s∈F

p−1
s (Ks)

es una vecindad compacta de x en
∏
s∈S

Xs. Por lo que
∏
s∈S

Xs es localmente

compacto.
En el caso de que F sea vaćıo, por el Teorema 1.5.10, tenemos que

∏
s∈S

Xs es

compacto y localmente compacto.

A continuación mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser lo-
calmente compacto no es productiva.

Ejemplo 2.1.10. Consideremos la familia de los espacios {Zn}n∈N. Entonces
cada Zn es localmente compacto y

∏
n∈N

Zn no es localmente compacto.

Demostración. Consideremos a R con la topoloǵıa usual. Para cada n ∈ N,
sea Zn = R. Claramente cada Zn es localmente compacto pero no compacto
(ver 2.1.4). Supongamos que

∏
n∈N

Zn es localmente compacto. Entonces por la

Proposición 2.1.9, todos los espacios Zn son compactos salvo un número finito
de estos, contradicción. Por lo que

∏
n∈N

Zn no es localmente compacto.

Del siguiente resultado se desprende que la propiedad de ser localmente
compacto es aditiva.

Proposición 2.1.11. Sea {Xs : s ∈ S} una coleccion no vaćıa de espacios
topológicos no vaćıos. Entonces

⊕
s∈S

Xs es un espacio localmente compacto si

y sólo si Xs es localmente compacto para toda s ∈ S.

Demostración. ⇒c Por el Lema 1.4.4, cada Xs es cerrado en
⊕
s∈S

Xs. Dado

que
⊕
s∈S

Xs es localmente compacto, entonces por el Lema 2.1.7, Xs es local-

mente compacto para toda s ∈ S.
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⇐c Sea x ∈
⊕
s∈S

Xs, entonces x ∈ Xs0 para algún s0 ∈ S. Como Xs0

es localmente compacto, existen un compacto K en Xs0 y un abierto U de
Xs0 tales que x ∈ U ⊂ K. Por la Proposición 1.4.3, U es abierto en

⊕
s∈S

Xs.

Dado que Xs0 es un subespacio de
⊕
s∈S

Xs, K es compacto en
⊕
s∈S

Xs. Aśı K

es una vecindad compacta de x en
⊕
s∈S

Xs. Por lo tanto
⊕
s∈S

Xs es un espacio

localmente compacto.

Corolario 2.1.12. La propiedad de ser localmente compacto es aditiva.

Demostración. La prueba se sigue de la Proposición 2.1.11
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2.2. Espacios de Las̃nev

En esta sección probamos que la propiedad de ser Las̃nev se preserva bajo
la clase S, es aditiva y hereditaria pero no es productiva.

Definición 2.2.1. Sea Y un espacio topológico. Decimos que Y es de Las̃nev
si existen un espacio métrico X y una función continua, cerrada y suprayec-
tiva f : X → Y .

Ejemplo 2.2.2. Todo espacio métrico es de Las̃nev.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [3, Teorema B,
p. 109].

Teorema 2.2.3. Si X, Y son espacios topológicos no discretos y X × Y es
de Las̃nev, entonces X × Y es metrizable.

A continuación probaremos que ciertos espacios cocientes son de Las̃nev.

Proposición 2.2.4. Si X es un espacio métrico y A ⊂ X es cerrado, en-
tonces X/A es de Las̃nev.

Demostración. Notemos que la función cociente ρ : X → X/A es continua
y suprayectiva. Por el Lema 1.3.1, ρ es cerrada. Aśı, X/A es un espacio de
Las̃nev.

El siguiente ejemplo muestra un espacio de Las̃nev que no es metrizable.

Ejemplo 2.2.5. Sea R con la topoloǵıa usual. Consideremos Y = R/Z, el
espacio cociente obtenido de R identificando los enteros a un punto. Entonces
Por la Proposición 2.2.4, Y es de Las̃nev. Para probar que Y no es métrico
es suficiente ver que Y no es primero numerable.

Vamos a probar que no existen bases locales numerables de Z en Y . Supon-
gamos que {Vn}n∈N es una base local de Z en Y . Notemos que Z ⊂ ρ−1(Vn)
para cada n ∈ N. Dado que Z no es abierto en R, Z 6= ρ−1(Vn) para toda
n ∈ N. Por cada n ∈ N, podemos tomar xn ∈ ρ−1(Vn) \ Z. Consideremos
U = R \ {xn}n∈N.
Necesitamos probar que ρ−1(ρ(U)) = U . Claramente U ⊂ ρ−1(ρ(U)). Para la
otra contención, sea x ∈ ρ−1(ρ(U)). Dado que Z ∩ {xn}n∈N = ∅, Z ⊂ U . En
el caso de que x ∈ Z, x ∈ U . Para el caso de que x /∈ Z, ρ(x) = {x} = ρ(u)
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para algún u ∈ U . Veamos que u /∈ Z. Si u ∈ Z, ρ(u) = Z = {x} y x ∈ Z,lo
cual es una contradicción. Aśı, u /∈ Z y ρ(x) = {x} = ρ(u) = {u}. Por lo
que u = x ∈ U. Esto prueba que ρ−1(ρ(U)) ⊂ U.
De lo anterior, ρ(U) es un abierto en Y que contiene a Z. Entonces, existe
n ∈ N tal que Z ∈ Vn ⊂ ρ(U). De donde xn ∈ ρ−1(Vn) ⊂ ρ−1(ρ(U)) = U,
contradicción. Por lo tanto, Y no es primero numerable.

Teorema 2.2.6. La propiedad de ser Las̃nev es hereditaria.

Demostración. Sean X un espacio de Las̃nev y Y un subespacio de X. Ve-
remos que Y es de Las̃nev. Dado que X es de Las̃nev, entonces existe un
espacio métrico Z y una función g : Z → X continua, cerrada y suprayec-
tiva. Sea Z ′ = g−1(Y ). Claramente, Z ′ es métrico y g|Z′ : Z ′ → Y es una
función continua y suprayectiva. Para probar que g|Z′ es una función cerrada.
Sean K un cerrado en Z ′ y A un cerrado en Z tales que K = Z ′∩A. Usando
que g(A) es cerrado en X y g(K) = g(Z ′ ∩ A) = g(g−1(Y ) ∩ A) = Y ∩ g(A)
(ver Lema 1.1.5), g(K) = g|Z′(K) es cerrado en Y .
Por lo tanto Y es de Las̃nev.

Teorema 2.2.7. La propiedad de ser Las̃nev se preserva bajo la clase S.

Demostración. Sean X un espacio de Las̃nev y f : X → Y ∈ S. Veremos
que Y es de Las̃nev. Como X es de Las̃nev, existe un espacio métrico Z
y una función g : Z → X continua, cerrada y suprayectiva. Consideremos
f ◦g : Z → Y . Entonces f ◦g es una función continua, suprayectiva y cerrada.
Por lo tanto Y es de Las̃nev.

Como consecuencia del siguiente resultado se tiene que la propiedad de
ser Las̃nev es aditiva.

Proposición 2.2.8.
⊕
s∈S

Xs es de Las̃nev si y sólo si Xs es de Las̃nev para

todo s ∈ S.

Demostración. ⇒c Como cada Xs es de Las̃nev y cada Xs es un subespacio
de

⊕
s∈S

Xs, entonces por el Teorema 2.2.6, cada Xs es de Las̃nev.

⇐c Para cada s ∈ S, consideremos un espacio métrico Zs y una función
continua, cerrada y suprayectiva fs : Zs → Xs. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que los elementos de la familia {Zs}s∈S son ajenos a pares.
Como cada Zs es métrico, entonces por el Lema 1.4.12,

⊕
s∈S

Zs es métrico.
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Aśı, dado que la función 4s∈Sfs :
⊕
s∈S

Zs →
⊕
s∈S

Xs es continua, cerrada y

suprayectiva (ver Lema 1.4.15),
⊕
s∈S

Xs es de Las̃nev.

Corolario 2.2.9. La propiedad de ser Las̃nev es aditiva.

Demostración. La prueba se sigue de la Proposición 2.2.8

A continuación mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser
Las̃nev no es productiva.

Ejemplo 2.2.10. Existe un espacio topológico Y de Las̃nev tal que Y × Y
no es de Las̃nev.

Demostración. Sea R con la topoloǵıa usual. Consideremos Y = R/Z. En el
ejemplo 2.2.5 se probó que Y es de Las̃nev y no es primero numerable. Dado
que la propiedad de ser primero numerable es una propiedad hereditaria bajo
subespacios, Y × Y no es primero numerable. Aśı, Y × Y no es metrizable.
De esta manera por el Teorema 2.2.3, Y × Y no es de Las̃nev.
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2.3. Espacios Cósmicos

En esta sección probamos que la propiedad de ser cósmico se preserva
bajo la clase C, es productiva y hereditaria pero no es aditiva.

Definición 2.3.1. Sean X un espacio topológico y N una familia de sub-
conjuntos de X. Decimos que N es una red en X si cada abierto U en X y
para todo x ∈ U , existe N ∈ N tal que x ∈ N ⊂ U .

Ejemplo 2.3.2. Sea X un espacio topológico.

1. Cualquier base en X es una red en X.

2. El conjunto potencia de X es una red en X.

3. El conjunto de los unipuntuales de X forman una red en X.

Definición 2.3.3. Decimos que un espacio topológico X es cósmico si tiene
una red numerable.

Ejemplo 2.3.4. Todo espacio numerable es cósmico.

Ejemplo 2.3.5. Todo espacio segundo numerable es cósmico.

Ejemplo 2.3.6. La ĺınea de Sorgenfrey, (R, τSorg), no es cósmico.

Demostración. Sea B una red en R. Probaremos que B no es numerable.
Para cada a ∈ R, existe Ba ∈ B tal que a ∈ Ba ⊂ [a, a + 1). Consideremos
la función f : R → B dada por f(a) = Ba. Veamos que f es una función
inyectiva. Sean a 6= b ∈ R. Supongamos sin pérdida de generalidad que a < b.
Entonces a /∈ [b, b+ 1). Aśı f(a) = [a, a+ 1) 6= [b, b+ 1) = f(b). Por lo tanto
f es inyectiva y B tiene al menos tantos elementos como los números reales.
De donde B es una red no numerable. Por lo que (R, τSorg) no es cósmico.

Proposición 2.3.7. Sean X un espacio y A ⊂ X, ∅ 6= A 6= X. Si X \ A es
cósmico, entonces el espacio cociente X/A es cósmico.

Demostración. Sea B una red numerable en X \ A. Sea ρ : X → X/A la
función cociente. Sea Q = {{A}} ∪ {ρ(B) : B ∈ B}. Veremos que Q es una
red numerable en X/A. Dado que B es numerable, Q es numerable. Tomemos
un abierto U en X/A y x ∈ X tal que ρ(x) ∈ U . Consideremos los siguientes
casos.



CAPÍTULO 2. PROPIEDADES DEL TIPO HEREDITARIO 42

Caso I. x ∈ A.
El elemento de Q que cumple con lo requerido es {ρ(x) = A}.
Caso II. x /∈ A.
Como U es un abierto en X/A, ρ−1(U) es un abierto en X y x ∈ ρ−1(U)∩(X \
A). Dado que ρ−1(U)∩ (X \A) es abierto en X \A y X \A es cósmico, existe
B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ ρ−1(U) ∩X/A ⊂ ρ−1(U). Aśı, ρ(x) ∈ ρ(B) ⊂ U .
De los anteriores dos casos, concluimos que Q es una red.
Por lo tanto X/A es un espacio cósmico.

A continuación presentamos ejemplos de
espacios que son cósmicos y no segundo numerables.

Ejemplo 2.3.8. Existe un espacio cósmico Y que no es segundo numerable.

Demostración. Consideremos a R con la topoloǵıa usual y Z ⊂ R . Hagamos
Y = R/Z. Veremos que Y es cósmico y que no es segundo numerable. Primero
veremos que R\Z es un espacio cósmico. Como todo subespacio de un espacio
segundo numerable es segundo numerable, R \ Z es cósmico. Aśı, por la
Proposición 2.3.7, Y es un espacio cósmico.
Por otra parte, por el Ejemplo 2.2.5, Y no es primero numerable y aśı Y no
es segundo numerable.

Consideremos los espacios J(N) y S(N) lo cuales fueron definidos en la
página 21.

Ejemplo 2.3.9. Los espacios J(N) y S(N) son espacios cósmicos.

Demostración. Por el Lema 2.3.7, J(N) y S(N) son espacios cósmicos. Por
[5, Ejemplo 2.3, p.123 ], J(N) y S(N) no son primero numerables y por lo
tanto tampoco son segundo numerables.

Teorema 2.3.10. La propiedad de ser un espacio cósmico es hereditaria.

Demostración. Sean X un espacio cósmico y Y ⊂ X un subespacio de X.
Veremos que Y es cósmico. SeaN una red numerable enX. HagamosN∩Y =
{N ∩ Y : N ∈ N}. Veremos que N ∩ Y es una red numerable en Y .
Sean U un abierto en X y y ∈ U ∩Y . Dado que N es red de X, existe N ∈ N
tal que y ∈ N ⊂ U . De aqúı, N ∩ Y ∈ N ∩ Y es tal que y ∈ N ∩ Y ⊂ U ∩ Y .
Por lo tanto, N ∩ Y es una red de X. Claramente N ∩ Y es numerable.
Por lo tanto, Y es cósmico.
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Teorema 2.3.11. La propiedad de ser cósmico se preserva bajo la clase C.

Demostración. Sean X un espacio cósmico y f : X → Y ∈ C. Veremos que Y
es cósmico. Sea N una red numerable en X. Hagamos f(N ) = {f(N) : N ∈
N}. Veremos que f(N ) es una red numerable en Y . Sean U un abierto en Y
y y ∈ U . Tomemos x ∈ X tal que f(x) = y. Como f es continua, f−1(U) es
un abierto en X tal que x ∈ f−1(U). Dado que X es cósmico, existe N ∈ N
tal que x ∈ N ⊂ f−1(U). De lo anterior f(x) = y ∈ f(N) ⊂ U . Por lo
que f(N ) es una red. Es claro que f(N ) es numerable. Por lo tanto, Y es
cósmico.

Veamos que ser cósmico no es una propiedad aditiva.

Ejemplo 2.3.12. Existe una familia {Xs}s∈S de espacios topológicos cada
uno de los cuales es cósmico pero la suma

⊕
s∈R

Xs no lo es.

Demostración. Consideremos a R con la topoloǵıa usual. Para cada s ∈ R,
sea Xs = R×{s}. Claramente {Xs}s∈S es una familia no numerable de con-
juntos ajenos dos a dos. Para toda s ∈ S, Xs es considerado con la topoloǵıa
producto, donde {s} tiene la topoloǵıa indiscreta. Claramente cada Zs es
homeomorfo a R. Aśı, dado que R es segundo numerable, Zs es cósmico para
todo s ∈ R.
Ahora, supongamos que

⊕
s∈R

Xs es cósmico. Consideremos B una red de
⊕
s∈R

Xs.

Por cada s ∈ R, tomemos xs ∈ Xs. Como cada Xs es abierto en
⊕
s∈R

Xs, existe

Bs ∈ B tal que xs ∈ Bs ⊂ Xs para toda s ∈ R. Dado que {Xs}s∈S es una
familia no numerable de conjuntos ajenos dos a dos, se tiene que el conjunto
{Bs}s∈S es no numerable. Aśı, cualquier red en B no puede ser numerable.

Por lo tanto
⊕
s∈R

Xs no es cósmico.

Sin embargo, cuando el conjunto de ı́ndices es numerable tenemos el si-
guiente resultado.

Proposición 2.3.13.
⊕
n∈N

Xn es cósmico si y sólo si Xn es cósmico para todo

n ∈ N.

Demostración.
⇒c Dado que cada Xn es subespacio de

⊕
n∈N

Xs, por el Teorema 2.3.10, Xn



CAPÍTULO 2. PROPIEDADES DEL TIPO HEREDITARIO 44

es cósmico para todo n ∈ N.
⇐c Para cada n ∈ N, consideremos una red numerable Bn de Xn. Sea B =⋃
n∈N
Bn. Es claro que B es numerable. Probaremos que B es una red de

⊕
n∈N

Xn.

Sean U un abierto en
⊕
n∈N

Xn y x ∈ U . Entonces x ∈ Xn para algún n ∈ N y

existe Bn ∈ Bn tal que x ∈ Bn ⊂ U ∩Xn ⊂ U . Aśı, B es una red en
⊕
n∈N

Xn.

Por lo tanto
⊕
n∈N

Xn es cósmico.

Veamos que la propiedad de ser cósmico no es productiva.

Ejemplo 2.3.14. Existe una familia {Xs}s∈S de espacios topológicos cada
uno de los cuales es cósmico pero el producto

∏
s∈S

Xs no lo es.

Demostración. Consideremos N como subespacio del espacio R (con la topo-
loǵıa usual). Sea S = R. Para cada s ∈ S, consideremos Xs = N×{s}. Dado
que N es un espacio discreto, Xs es un espacio discreto numerable para toda
s ∈ R.
Supongamos que existe B una red de

∏
s∈S

Xs. Por cada s ∈ S, tomemos

xs ∈ Xs. Observemos que xs 6= xs′ siempre que s 6= s′. Consideremos
A = {p−1

s ({xs}) : s ∈ S}. Vamos a probar que A es una familia no nu-
merable de abiertos distintos dos a dos

∏
s∈S

Xs. Por cada s ∈ S, definamos

αs : S →
⋃
s∈S

Xs como αs(t) = xs para cada t ∈ S. Claramente, por cada

s ∈ S, αs ∈ p−1
s ({xs}). Ahora, sean s, s′ ∈ S con s 6= s′. Como ps(αs) =

αs(s) = xs, se tiene que αs /∈ p−1
s′ ({xs′}). Por lo que p−1

s ({xs}) 6= p−1
s′ ({xs′}).

Finalmente vamos a probar que B es no numerable. Sea s ∈ S. Como B es
una red, existe Ls ∈ B tal que αs ∈ Ls ⊂ p−1

s ({xs}). Dado que αs ∈ Ls y
Ls′ ⊂ p−1

s′ ({xs′}) para toda s′ ∈ S \ {s}, αs /∈ Ls′ para toda s′ ∈ S \ {s}.
Por lo que L = {Ls}s∈S es una familia no numerable de conjuntos distintos
dos a dos. Concluimos que B es no numerable. Por lo tanto

∏
s∈S

Xs no es

cósmico.

Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.3.15. Sea {Xs : s ∈ N} una familia de espacios topológicos.
Entonces

∏
s∈N

Xs es cósmico si y sólo si Xs es cósmico para todo s ∈ N.
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Demostración.
⇒c Dado que cada Xs es homeomorfo a un subespacio de

∏
s∈N

Xs, entonces,

por el Teorema 2.3.10, Xs es cósmico para todo s ∈ N.
⇐c Por cada s ∈ N, consideremos una red numerable Bs de Xs. Sea S =
{π−1

s (A) : A ∈ Bs y s ∈ N}. Sea B la familia de las intersecciones finitas de
elementos de S. Por el Lema 1.1.6, B es numerable.
Veamos que B es una red de

∏
s∈N

Xs. Sean x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈
∏
s∈N

Xs y

U un abierto básico de
∏
s∈N

Xs tales que x ∈ U . Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer que U =
n⋂
i=1

π−1
ji

(Uji) para algún {j1, . . . , jn} ⊂ N y donde

cada Uji es un abierto en Xji . Sea ji ∈ {j1, . . . , jn}. Dado que xji ∈ Uji y Bji
es una red de Xji , existe Bji ∈ Bji tal que xji ∈ Bji ⊂ Uji . Entonces:

n⋂
i=1

π−1
ji

(Bji) ∈ B

y

x ∈
n⋂
i=1

π−1
ji

(Bji) ⊂
n⋂
i=1

π−1
ji

(Uji).

Esto prueba que B es una red de
∏
s∈N

Xs.

Por lo tanto
∏
s∈N

Xs es cósmico .
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2.4. ℵ0-Espacios

En esta sección probamos que la propiedad de ser ℵ0-espacio se preserva
bajo la clase S y es hereditaria, sin embargo no es aditiva ni productiva.

Definición 2.4.1. Sea X un espacio topológico. Una familia P de subcon-
juntos de X es una pseudobase en X si para cada compacto C de X y cada
abierto U en X tales que C ⊂ U , existe P ∈ P tal que C ⊂ P ⊂ U .

Lema 2.4.2. Sean X un espacio topológico y Y subespacio de X. Si X tiene
una pseudobase, entonces Y tiene una pseudobase. Si la pseudobase para X
es numerable entonces la pseudobase para Y es numerable.

Demostración. Sea B una pseudobase de X y consideremos B∩Y = {B∩Y :
B ∈ B}. Veremos que B ∩ Y es pseudobase de Y . Notemos que en el cado
de que B sea numerable, es claro que B ∩ Y es numerable. Para probar que
B ∩ Y es pseudobase, sean C compacto en Y y W un abierto en X tales que
C ⊂ W ∩ Y . Dado que C es compacto en X y C ⊂ W , existe B ∈ B tal que
C ⊂ B ⊂ W . Aśı C ⊂ B ∩ Y ⊂ W ∩ Y . Por lo tanto B ∩ Y es pseudobase de
Y .

Lema 2.4.3. Sea X un espacio topológico.

(1) Si β es una base para la topoloǵıa de X tal que es cerrada bajo uniones
finitas, entonces β es una pseudobase en X.

(2) Si β es una base numerable para la topoloǵıa de X, entonces la familia
de las uniones finitas de elementos de β es una pseudobase numerable
en X.

(3) Si β es una pseudobase numerable, entonces la familia de las uniones
finitas de elementos de β es una pseudobase numerable en X.

(4) La familia de los subconjuntos compactos de X es una pseudobase.

Demostración. (1) Sean C un compacto de X y U un abierto en X tales que
C ⊂ U . Para cada x ∈ C, existe Bx ∈ β tal que x ∈ Bx ⊂ U . Entonces
{Bx : x ∈ C} es una cubierta abierta de C. Dado que C es un compac-

to, existen x1, . . . , xm ∈ C tales que C ⊂
m⋃
i=1

Bxi . Entonces
m⋃
i=1

Bxi ∈ β y

C ⊂
m⋃
i=1

Bxi ⊂ U .
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Por lo tanto β es una pseudobase en X.

(2) Sea β′ la familia de las uniones finitas de elementos de β. Por el Lema
1.1.6, β′ es numerable. Dado que β′ es cerrada bajo uniones finitas, entonces
por (1), β′ es una pseudobase en X. Por lo que β′ es una pseudobase nume-
rable.

(3) Sea β′ la familia de las uniones finitas de elementos de β. Claramente
β ⊂ β′. Por el Lema 1.1.6, β′ es numerable. La prueba de que β′ es una
pseudobase se sigue directamente de la definición.

(4) Se sigue de la definición de pseudobase.

Corolario 2.4.4. Todo espacio topológico segundo numerable tiene una pseu-
dobase numerable

Definición 2.4.5. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un k-
espacio si para cada E ⊂ X tal que E ∩ K es cerrado en K para todo
subconjunto compacto K de X, implica que E es cerrado en X.

Proposición 2.4.6. Consideremos (X, (Y, τg), g). Si X es un k-espacio, en-
tonces para cada compacto K ⊂ X y para cada E ⊂ Y tal que E ∩ g(K) es
cerrado en g(K), se tiene que E es cerrado en Y .

Demostración. Sea E ⊂ Y tal que E∩F es cerrado en F para todo compacto
F de Y . Probaremos que E es cerrado en Y . Dado que (Y, τg) es un espacio
cociente, es suficiente probar que g−1(E) es cerrado en X. Para probar esto,
sea K un compacto en X. Como g es continua, g(K) es compacto en Y .
Veamos que g−1(E) ∩K es cerrado en K.
Por la Proposición 1.1.7, g|−1

K (E∩g(K)) = g−1(E)∩K. Dado que por hipótesis
E ∩ g(K) es cerrada en g(K), g|−1

K (E ∩ g(K)) = g−1(E) ∩K es cerrado en
K.
De lo anterior y de que X es un k-espacio, g−1(E) es cerrado en X.

Corolario 2.4.7. Consideremos (X, (Y, τg), g). Si X es un k-espacio, enton-
ces (Y, τg) es un k-espacio.

Proposición 2.4.8. Consideremos (X, (Y, τg), g). Supongamos que X es un
k-espacio con una pseudobase numerable. Si (Y, τg) es un espacio Hausdorff,
entonces (Y, τg) es un k-espacio con una pseudobase numerable.
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Demostración. Por el Corolario 2.4.7, (Y, τg) es un k-espacio.
A continuación, demostraremos que (Y, τg) tiene una pseudobase numerable.
Sea P una pseudobase numerable de X que es cerrada bajo uniones finitas
(ver Lema 2.4.3,(3)). Sea R = {g(P ) : P ∈ P}. Claramente R es numerable.
Ahora, mostraremos que R es una pseudobase para Y .
Para ello, necesitamos probar la siguiente afirmación.

Afirmación. Si C es compacto en (Y, τg) y A ⊂ C infinito, entonces existe
un compacto K ⊂ X tal que g(K) ⊂ C y g(K) ∩ A es infinito.

Como C es compacto, A tiene un punto de acumulación y ∈ C. Por lo que
A′ = A − {y} no es cerrado en C, ni es cerrado en Y . Aśı, dado que X es
un k-espacio, por la Proposición 2.4.6, existe un compacto H ⊂ X tal que
g(H) ∩ A′ no es cerrado en g(H). Si g(H) ∩ A′ es finito, como (Y, τg) es
Hausdorff, g(H) ∩ A′ es cerrado, una contradicción. Por lo que g(H) ∩ A′ es
infinito. Dado que g(H) ∩ A′ ⊂ g(H) ∩ A, g(H) ∩ A es infinito.
Finalmente, hagamos K = g−1(C) ∩H. Claramente g(K) ⊂ C. Como C es
cerrado en (Y, τg), K es cerrado en H. Aśı, dado que H es compacto, K es
compacto en H. Por lo que K es compacto en X. Ahora, dado que A ⊂ C
por el Lema 1.1.11 tenemos que g(K) ∩ A = g(H) ∩ A. De donde g(K) ∩ A
es infintio. Esto prueba la afirmación.

Para demostrar que R es una pseudobase para Y , sea C ⊂ Y compacto
y un abierto U en Y tal que C ⊂ U . Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Supongamos que C es finito.
Como P es pseudobase, por cada x ∈ g−1(C), existe Px ∈ P tal que x ∈ Px ⊂
g−1(U). Supongamos que {Px : x ∈ g−1(C)} = {P1, P2, . . .}. Por cada i ∈ N,
sea Ri = g(Pi). Dado que C es finito, sin pérdida de generalidad podemos

suponer que C ⊂
n⋃
i=1

Ri, para algún n ∈ N. Claramente
n⋃
i=1

Ri ⊂ U .

Dado que P es cerrada bajo uniones finitas y
n⋃
i=1

Ri =
n⋃
i=1

g(Pi) = g(
n⋃
i=1

Pi),

n⋃
i=1

Ri ∈ R.

Caso II. Supongamos que C es infinito.
Como P es pseudobase, por cada x ∈ g−1(C), existe Px ∈ P tal que x ∈ Px ⊂
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g−1(U). Supongamos que {Px : x ∈ g−1(C)} = {P1, P2, . . .}. Por cada i ∈ N,
sea Ri = g(Pi). Claramente Ri ⊂ U para cada i ∈ N. Necesitamos probar
que la familia {R1, R2, . . .} es una cubierta de C. Sean z ∈ C y x ∈ g−1(z).
Entonces existe Px ∈ P tal que x ∈ Px. Aśı, g(x) = z ∈ g(Px). Claramente
Px = Pi para algún i ∈ N. Esto prueba que {R1, R2, . . .} es una cubierta de C.

Por cada n ∈ N, sea R′n =
n⋃
i=1

Ri. Dado que P es cerrada bajo uniones

finitas y R′n =
n⋃
i=1

Ri =
n⋃
i=1

g(Pi) = g(
n⋃
i=1

Pi), R
′
n ∈ R.

Además, observemos que R′n ⊂ U para cada n ∈ N.
Finalmente, probaremos que C ⊂ R′n para alguna n.

Dado que C es infinito, podemos suponer que, para toda n ∈ N, C \R′n 6=
∅. Dado que C \R′1 6= ∅, sea y1 ∈ C \R′1 y n1 = 1. Como {R1, R2, . . .} es una
cubierta de C, existe n2 ∈ N tal que y1 ∈ Rn2 . Entonces y1 ∈ R′n2

. Dado que
C \ R′n2

6= ∅, consideremos y2 ∈ C \ R′n2
. Claramente y1 6= y2. Continuando

con este proceso, existen dos sucesiones:

a) {nk}∞k=1 ⊂ N tal que n1 < n2 < · · · y

b) {yi}∞i=1 ⊂ C tal que:

- yi 6= yj si i 6= j;

- para cada i ∈ N, yi /∈ R′ni
;

- para cada i ≥ 2, yi−1 ∈ R′ni
.

Hagamos A = {yi}∞i=1. Claramente A es infinito. Necesitamos probar que
R′nk
∩ A = {y1, . . . , yk−1}. Para k = 1, se tiene R′n1

∩ A = R1 ∩ A = ∅.
Ahora, sean k ≥ 2 y l ≥ k. Como ynl

/∈ R′nl
y R′nk

⊂ R′nl
, ynl

/∈ R′nk
. Aśı

R′nk
∩ A = {y1, . . . , yk−1}.

Usando la Afirmación, existe un compacto K ⊂ X tal que g(K) ⊂ C y
g(K) ∩ A es infinito.

Por otra parte, dado que K ⊂ g−1(C) ⊂ g−1(U), K ⊂ P ⊂ g−1(U) para
alguna P ∈ P . Por lo que g(K) ⊂ g(P ) ⊂ U . Entonces g(P ) = Rm para
alguna m. Por a), existe k ∈ N tal que m < nk.

Aśı g(K) ⊂ Rm ⊂ R′m ⊂ R′nk
. De donde, g(K)∩A ⊂ R′nk

∩A. Por lo que
R′nk
∩ A también es infintio, contradicción.

Por lo tanto C ⊂ R′n. Aśı, R es una pseudobase para Y
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Proposición 2.4.9. Todo espacio métrico es un k-espacio.

Demostración. Sea X un espacio métrico con métrica d. Consideremos E ⊂
X no vaćıo tal que para todo compacto K, se cumple que K ∩ E es cerrado
en K. Probaremos que E es cerrado en X. Dado que E ⊂ cl(E), es suficiente
probar que cl(E) ⊂ E. Sea p ∈ cl(E). Supongamos que p /∈ E. Entonces para
toda n ∈ N, existe xn ∈ B 1

n
(p) ∩ E. Entonces 0 < d(p, xn) < 1

n
para toda

n ∈ N. Aśı, xn → p. Por lo que cl({xn}∞n=1) = {xn}∞n=1 ∪ {p}. Claramente
K = {xn}∞n=1 ∪ {p} es compacto en X. Por hipótesis, K ∩ E = {xn}∞n=1 es
cerrado en K. Aśı, dado que K es cerrado en X, {xn}∞n=1 es cerrada en X,
contradicción. Concluimos que p ∈ E y E es cerrado en X.
Por lo tanto, X es un k-espacio.

Definición 2.4.10. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un ℵ0-
espacio si X es T3 y tiene una pseudobase numerable.

Proposición 2.4.11. Todo ℵ0-espacio es un espacio cósmico.

Demostración. Se sigue de que toda pseudobase numerable es una red nu-
merable.

Proposición 2.4.12. 1. Todo espacio T3 y segundo numerable es un ℵ0-
espacio.

2. Todo espacio métrico y separable es un ℵ0-espacio.

3. Todo espacio de Hausdorff, compacto y segundo numerable es un ℵ0-
espacio.

4. Todos los espacios cocientes T3 de un espacio métrico separable son
ℵ0-espacios.

Demostración. Para 1., sea X un espacio T3 y segundo numerable. Dado que
X es segundo numerable, entonces por el Corolario 2.4.4, X tiene una pseu-
dobase numerable. Por lo tanto X es un ℵ0-espacio.

Para 2., sea X un espacio métrico y separable. Por la Proposición 1.1.12, X
es segundo numerable. Por el Corolario 2.4.4, X tiene una pseudobase nume-
rable.
Por otra parte, por el Teorema 1.1.15, X es T4. Entonces X es T3.



CAPÍTULO 2. PROPIEDADES DEL TIPO HEREDITARIO 51

Por lo tanto X es un ℵ0-espacio.

Para 3., sea X un espacio de Hausdorff, compacto y segundo numerable. Por
el Teorema 1.1.16, X es T4. Entonces X es T3.
Ahora, por el Corolario 2.4.4, X tiene una pseudobase numerable.
Por lo tanto, X es un ℵ0-espacio.

Para 4., consideremos (X, (Y, τg), g) tal que X es un espacio métrico separable
y (Y, τg) es T3. Dado que X es métrico, entonces por 2., X es un ℵ0-espacio,
y por la Proposición 2.4.9, X es un k-espacio. Aśı, dado que (Y, τg) es T3,
entonces por la Proposición 2.4.8, (Y, τg) es un k-espacio con una pseudobase
numerable.
Por lo tanto, (Y, τg) es un ℵ0-espacio.

Teorema 2.4.13. La propiedad de ser un ℵ0-espacio es hereditaria.

Demostración. Sean X un ℵ0-espacio y Y es subespacio de X. Veremos que
Y es un ℵ0-espacio. Dado que la propiedad de ser T3 es hereditaria, Y es T3.
Por el Lema 2.4.2, Y tiene una pseudobase numerable. Por lo tanto Y es un
ℵ0-espacio.

Lema 2.4.14. Si C es compacto en
⊕
s∈S

Xs, entonces C ∩Xs es compacto en

Xs para cada s ∈ S.

Demostración. Sea s ∈ S. Probaremos que C ∩Xs es compacto en Xs. Su-
pongamos que C ∩Xs es no vaćıo. Consideremos U una cubierta abierta de
C ∩ Xs en Xs. Dado que cada Xs es un abierto en

⊕
s∈S

Xs y cada elemento

de U es un abierto en
⊕
s∈S

Xs, la familia U ∪ {Xi : i ∈ S \ {s}} es una cu-

bierta abierta de C en
⊕
s∈S

Xs. Dado que C es compacto en
⊕
s∈S

Xs, existen

{U1, . . . , Un} ⊂ U y {i1, . . . , im} ⊂ S \ {s} tales que C ⊂
n⋃
l=1

Ul ∪
m⋃
k=1

Xik .

Veamos que C ∩Xj ⊂
n⋃
l=1

Ul. Sea c ∈ C ∩Xs. Entonces c /∈
m⋃
k=1

Xik , de donde

c ∈
n⋃
l=1

Ul. Por lo tanto C ∩Xs es compacto en Xs.

A continuación mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser ℵ0-
espacio no es aditiva.
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Ejemplo 2.4.15. Existe una familia {Xs}s∈S de espacios topológicos cada
uno de los cuales es un ℵ0-espacio pero la suma

⊕
s∈S

Xs no lo es.

Demostración. Consideremos un conjunto de ı́ndices arbitrario. Para cada
s ∈ R, consideremos Xs = R×{s}. Como R es segundo numerable, regular y
cada Xs es homeomorfo a R, Xs es ℵ0-espacio para todo s ∈ R. Probaremos
que

⊕
s∈R

Xs no es ℵ0-espacio. Si
⊕
s∈R

Xs tiene una pseudobase B y C es un

compacto en
⊕
s∈R

Xs tenemos por el Lema 2.4.14, que C ∩Xs es compacto en

Xs para todo j ∈ R. Como cada Xs es abierto en
⊕
s∈R

Xs, existe Bs ∈ B tal

que C ∩ Xs ⊂ Bs ⊂ Xs. Notemos Bs ∩ Bj = ∅ para s 6= j. De lo anterior
Bs 6= Bj para s 6= j. De donde {Bs : s ∈ R} ⊂ B es no numerable. Por lo
tanto B no puede ser numerable .
Por lo que

⊕
s∈R

Xs no es ℵ0-espacio.

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado para la suma numerable de
ℵ0-espacios.

Proposición 2.4.16.
⊕
s∈N

Xs es un ℵ0-espacio si y sólo si Xs es un ℵ0-espacio

para todo s ∈ N.

Demostración. Notemos primero que por 1.4.10,
⊕
s∈N

Xs es regular si y sólo

si Xs es regular para todo s ∈ N.

⇒c Dado que cada Xs es un subespacio de
⊕
s∈N

Xs, entonces por el Teorema

2.4.13, Xs es ℵ0-espacio para todo s ∈ N.
⇐c Para cada s ∈ N, consideremos Bs una pseudobase numerable de Xs.
Sea B = {B ⊂

⊕
s∈N

Xs : B =
⋃
k∈N

Bk y cada Bk ∈ Bk}. Es claro que B

es numerable. Probaremos que B es una pseudobase de
⊕
s∈N

Xs. Sean C un

compacto en
⊕
s∈N

Xs y U un abierto en
⊕
s∈N

Xs tales que C ⊂ U . Por el Lema

2.4.14, C∩Xs es compacto en Xs para todo s ∈ N. Por cada k ∈ N, tomemos
Bk ∈ Bk tal que C ∩Xk ⊂ Bk ⊂ U ∩Xk. Aśı, C =

⋃
k∈N

C ∩Xk ⊂
⋃
k∈N

Bk ⊂ U .

Por lo que B es pseudobase numerable de
⊕
s∈N

Xs.

Por lo tanto
⊕
s∈N

Xs es ℵ0-espacio
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Definición 2.4.17. Sea U una colección de subconjuntos abiertos de un es-
pacio X. Entonces la colección P de subconjuntos de X es llamada una
U-pseudobase si, para C ⊂ U con C un compacto y U ∈ U , tenemos
C ⊂ P ⊂ U para todo P ∈ P

Proposición 2.4.18. Sea S una sub-base de un espacio X Hausdorff. Enton-
ces X tiene una pseudobase numerable si y sólo si, tiene una S-pseudobase.

Demostración.
⇒c Claramente cualquier pseudobase de X es una S-pseudobase.
⇐c Por otro lado, supongamos que P es una S-pseudobase de X. Sea R la
colección de uniones de intersecciones finitas de elementos de P . Entonces
P ⊂ R y R es cerrada bajo la formación de uniones finitas e intersecciones.
Demostraremos que R es una pseudobase para X. Entonces, sea C ⊂ U ,
con C compacto y U abierto en X, y debemos encontrar R ∈ R tal que
C ⊂ R ⊂ U .
Primero, supongamos que U ∈ B, donde B es la base para X generada por
S. Entonces U = S1 ∩ . . . ∩ Sn, donde cada Si ∈ S. Por hipótesis, existen
P1, . . . , Pn ∈ P tales que C ⊂ Pi ⊂ Si para todo i = 1, . . . , n. Ahora, si
R = P1 ∩ . . . Pn, entonces R ∈ R y C ⊂ R ⊂ U .
Ahora, sea U un conjunto abierto arbitrario. Cubramos a C con un número
finito de elementos B1, . . . , Bn de B, todos los cuales son subconjuntos de U .
Como C es normal, es la unión de subconjuntos cerrados C1, . . . , Cn tales que
Ci ⊂ Bi para toda i. Aplicando el resultado del parrafo anterior, podemos
encontrar R1, . . . , Rn ∈ R tal que Ci ⊂ Ri ⊂ Bi para toda i. Ahora, si
R = R1 ∪ . . . ∪ Rn, entonces R ∈ R y C ⊂ R ⊂ U . Por lo tanto R es una
pseudobase de X.

Definición 2.4.19. Sea X un espacio topológico y U una familia de subcon-
juntos de X. Decimos que U es una familia localmente finita si y sólo si
cada x ∈ X posee una vecindad que intersecta a lo más una colección finita
de elementos de U .

Definición 2.4.20. X un espacio topológico es paracompacto si cualquier
cubierta abierta de X tine un refinamiento abierto localmente finito.

Definición 2.4.21. Una función continua f : X → Y es llamada cober-
tura compacta si cada subconjunto compacto de y es la imagen de algún
subconjunto compacto de x.
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Las Proposiciones 2.4.22, 2.4.23 y 2.4.24 se prueban en [4, (7), p. 987].

Proposición 2.4.22. Si X es un ℵo-espacio, entonces X es un espacio pa-
racompacto.

Proposición 2.4.23. Si X es un espacio paracompacto y f : X → Y es
continua, cerrada y suprayectiva, entonces f es una cobertura compacta.

Proposición 2.4.24. Si f : X → Y es compactamente cubierta y X tiene
una pseudobase numerable, entonces Y tiene una pseudobase numerable.

Proposición 2.4.25. Todo producto numerable de ℵ0-espacios es un ℵ0-
espacio.

Demostración. Sea X =
∏
s∈N

Xs, donde cada Xs es ℵ0-espacio. Como cada

Xs es regular, entonces X es un espacio regular por el Teorema 1.5.8. Sea
S la subbase para X formada por todos los subconjuntos π−1

s (Us), donde Us
es abierto en Xs para todo s ∈ N. Por la Proposición 2.4.18, es suficiente
encontrar una S-pseudobase numerable.
Para cada s ∈ N consideremos Ps pseudobase numerable para Xs y P =
{π−1

s (Ps) ⊂ X : Ps ∈ Ps, s ∈ N}. Probaremos que P es una S-pseudobase.
Sean C compacto de X y Us abierto en Xs tales que C ⊂ π−1

s (Us). En-
tonces πs(C) ⊂ Us y πs(C) es compacto de Xs. Dado que Ps es pseudo-
base numerable para Xs existe Ps ∈ Ps tal que πs(C) ⊂ Ps ⊂ Us. De
aqúı, C ⊂ π−1

s (Ps) ⊂ π−1
s (Us). Por lo tanto, P es S-pseudobase y X un

ℵ0-espacio.

Teorema 2.4.26. La propiedad de ser ℵ0-espaciose preserva bajo la clase S.

Demostración. Sean X un ℵ0-espacio y f : X → Y ∈ S. Veremos que Y es
un ℵ0-espacio. Como X es un ℵo-espacio se sigue de la Proposición 2.4.22, X
es paracompacto y por lo tanto X es normal. Dado que toda imagen continua
y cerrada de un espacio normal es normal, Y es normal y por lo tanto regular.
Por las Proposiciones 2.4.23 y 2.4.24, Y tiene una pseudobase numerable. Por
lo tanto, Y es un ℵo-espacio.



CAPÍTULO 2. PROPIEDADES DEL TIPO HEREDITARIO 55

2.5. Espacios Desarrollables y de Moore

En esta sección probamos que la propiedad de ser desarrollable se preserva
bajo la clase H, es hereditaria y aditiva pero no es productiva. Además
veremos que la propiedad de ser de Moore es hereditaria y aditiva pero no se
preserva bajo la clase S y no es productiva.

Definición 2.5.1. Un espacio topológico X es desarrollable si existe una
sucesión {Gm}∞m=1 de cubiertas abiertas de X tal que para cada x ∈ X,
{St(x,Gm)}∞m=1 es una base local de x. Llamaremos desarrollo de X a la
familia {Gm}∞m=1.

Es claro de la Definición 2.5.1 que todo espacio desarrollable es primero
numerable.

Proposición 2.5.2. Todo espacio métrico es desarrollable.

Demostración. Sea X un espacio métrico con métrica d. Por cada n ∈ N,
sea Wn = {B 1

n
(z) : z ∈ X}. Claramente cada Wn es una cubierta abierta

de X. Sea x ∈ X. Para probar que {St(x,Wm)}∞m=1 es una base local de x,
consideremos ε > 0 y n ∈ N tal que 1

n
< ε

2
. Demostraremos que St(x,Wn) ⊂

Bε(x). Sea y ∈ St(x,Wn) =
⋃
{B 1

n
(z) : x ∈ B 1

n
(z), z ∈ X}. Entonces

existe z ∈ X tal que x, y ∈ B 1
n
(z). Veremos que y ∈ Bε(x). Notemos que

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 1
n

+ 1
n

= 2
n
< ε. Por lo que y ∈ Bε(x). Aśı

St(x,Wn) ⊂ Bε(x). Por lo tanto {Wn}n∈N es un desarrollo de X.

En el siguiente teorema probaremos que la propiedad de ser desarrollable
es hereditaria.

Teorema 2.5.3. La propiedad de ser un espacio desarrollable es hereditaria.

Demostración. Sean X un espacio desarrollable y Y un subespacio de X.
Probaremos que Y es desarrollable. Dado que X es desarrollable, existe una
sucesión {Gm}∞m=1 de cubiertas abiertas de X tal que para cada x ∈ X,
{St(x,Gm)}∞m=1 es una base local de x. Para cada m ∈ N, consideremos
Hm = {G∩Y : G ∈ Gm}. Claramente {Hm}∞m=1 es una sucesión de cubiertas
abiertas de Y . Sea y ∈ Y . Probaremos que {St(y,Hm)}∞m=1 es base local de
y en Y . Para ello, tomemos un abierto W en X tal que y ∈ W ∩Y . Entonces
existe m ∈ N tal que y ∈ St(y,Gm) ⊂ W . De aqúı, existe G ∈ Gm tal que
y ∈ G. Aśı, y ∈ G ∩ Y ∈ Hm. Por lo que y ∈ St(y,Hm).
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Finalmente, veremos que St(y,Hm) ⊂ W ∩ Y . Dado que St(y,Gm) ⊂ W y
St(y,Hm) ⊂ St(y,Gm)∩Y (ver Lema 1.6.2), se tiene que St(y,Hm) ⊂ W ∩Y .
Concluimos que {St(y,Hm)}∞m=1 es base local de y en Y .
Por lo tanto Y es un espacio desarrollable.

Ahora, consideremos una sucesión {Vm}∞m=1 de familias de subconjuntos
de X. Definamos las siguientes familias como sigue. Para m = 1, hagamos:

G1 = V1.

Y para cada m ≥ 2, definimos:

Bm = {
m⋂
j=1

Vj : (V1, . . . , Vm) ∈
m∏
j=1

Vj}.

Lema 2.5.4. Sean X un espacio topológico.

1. Si {Vm}∞m=1 es una sucesión de cubiertas abiertas de X, entonces cada
Bm es una cubierta abierta de X;

2. Si {Vm}∞m=1 es un desarrollo de X, entonces la sucesión {Bm}∞m=1 es
un desarrollo de X.

Demostración. Para probar 1., observemos que B1 es una cubierta abierta
de X. Sean m ≥ 2 y x ∈ X. Probaremos que Bm es cubierta abierta de X.
Dado que todo elemento en Bm es una intersección finita de abiertos en X,
se tiene que cada elemento en Bm es un abierto en X.
Como V1, . . . ,Vm son cubiertas de X, por cada j ∈ {1, . . . ,m}, existe Vj ∈ Vj
tal que x ∈ Vj. Aśı, x ∈

m⋂
j=1

Vj ∈ Bm. Por lo tanto Bm es una cubierta abierta

de X.

Para ver 2., se tiene por 1. que {Bm}∞m=1 es una sucesión de cubiertas
abiertas de X. Ahora, sea x ∈ X. Veremos que {St(x,Bm)}∞m=1 es una base
local de x. Sea W un abierto en X tal que x ∈ W . Como {St(x,Vm)}∞m=1 es
una base local de x, existe m ∈ N tal que x ∈ St(x,Vm) ⊂ W . Claramente
x ∈ St(x,Bm). Para probar que St(x,Bm) ⊂ W . Sea y ∈ St(x,Bm). Entonces

existe (V1, . . . , Vm) ∈
m∏
j=1

Vj tal que y ∈
m⋂
j=1

Vj. Aśı, dado que x ∈ Vm ∈ Vm,

y ∈ Vm ⊂ St(x,Vm). De lo anterior y de que St(x,Vm) ⊂ W se tiene que
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y ∈ W . Por lo que, St(x,Bm) ⊂ W .
Concluimos que {St(x,Bm)}∞m=1 es una base local de x en X.
Por lo tanto {Bm}∞m=1 es un desarrollo de X.

Teorema 2.5.5. La propiedad de ser desarrollable se preserva bajo la clase
H.

Demostración. Sean X un espacio desarrollable y f : X → Y ∈ H. Veremos
que Y es un espacio desarrollable. Sea {Gm}∞m=1 un desarrollo de X. Para
cada m ∈ N consideremos f(Gm) = {f(G) : G ∈ Gm}. Como f es abierta,
{f(Gm)}∞m=1 es una sucesión de cubiertas abiertas de Y . Ahora, sea y ∈
Y . Probaremos que {St(y, f(Gm))}∞m=1 es base local de y en Y . Para ello,
tomemos W un abierto en Y tal que y ∈ W . Sea x ∈ X tal que f(x) = y.
Usando que {St(x,Gm)}∞m=1 es base local de x en X, f−1(W ) es un abierto en
X y x ∈ f−1(W ), se tiene que existe m ∈ N tal que x ∈ St(x,Gm) ⊂ f−1(W ).
Claramente y ∈ St(y, f(Gm)). Finalmente probaremos que St(y, f(Gm)) ⊂
W . Sea z ∈ St(y, f(Gm)). Entonces existe G ∈ Gm tal que y, z ∈ f(G).
Tomemos w ∈ G tal que f(w) = z. De donde w ∈ St(x,Gm) ⊂ f−1(W ). De
lo anterior f(W ) ∈ f(f−1(W )). Por lo que z ∈ W . Aśı, St(y, f(Gm)) ⊂ W .
Concluimos que {St(y, f(Gm))}∞m=1 es base local de y en Y . Por lo tanto Y
es un espacio desarrollable.

Para probar que la propiedad de ser desarrollable es aditiva necesitamos
introducir la siguiente terminoloǵıa.
Sea {Xs}s∈S una familia de espacios topológicos. Para cada s ∈ S, consi-
deremos {Gsm}∞m=1 una sucesión de cubiertas de Xs. Para cada m ∈ N, sea
Gm =

⋃
s∈S
Gsm. Es claro que {Gm}∞m=1 es una sucesión de cubiertas de

⊕
s∈S

Xs.

Observemos que si {Gsm}∞m=1 una sucesión de cubiertas abiertas de Xs, en-
tonces {Gm}∞m=1 es una sucesión de cubiertas abiertas de

⊕
s∈S

Xs.

Para s ∈ S, x ∈ Xs y m ∈ N, el śımbolo St(x,Gsm) denota la estrella del pun-
to x con respecto a Gsm en Xs, lo mismo sucede para el śımbolo St(x,Gm), el
cual denotará la estrella del punto x con respecto a Gm en

⊕
s∈S

Xs.

Con lo anterior enunciaremos el siguiente lema.

Lema 2.5.6. Sean s ∈ S y x ∈ Xs. Para toda m ∈ N,

St(x,Gsm) = St(x,Gm).
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Demostración. Sea w ∈ St(x,Gsm). Entonces existe G ∈ Gsm tal que x,w ∈ G.
Dado que Gsm ⊂

⋃
s∈S
Gsm = Gm, x,w ∈ G ∈ Gm. Aśı w ∈ St(x,Gm). Por lo que

St(x,Gsm) ⊂ St(x,Gm).

Para probar la otra contención, sea w ∈ St(x,Gm). Entonces existe D ∈
Gm tal que x,w ∈ D. Como Xs∩Xs′ = ∅ para toda s′ ∈ S \{s}, Gsm∩Gs

′
m = ∅.

Dado que x ∈ D, se tiene que D ∈ Gsm. Por lo tanto x,w ∈ D ⊂ St(x,Gsm).
De donde w ∈ St(x,Gsm). Por lo que St(x,Gm) ⊂ St(x,Gsm).

Por lo tanto St(x,Gsm) = St(x,Gm).

El siguiente resultado es de nuestra autoŕıa. Desconocemos si se encuentra
en la literatura.

Proposición 2.5.7. Sea {Xs : s ∈ S} una familia de espacios topológicos.
Entonces

⊕
s∈S

Xs es desarrollable si y sólo si cada Xs es desarrollable.

Demostración.
⇒c Sea s ∈ S. Dado que Xs es un subespacio de

⊕
s∈S

Xs, por el Teorema

2.5.3, Xs es un espacio desarrollable.
⇐c Para cada s ∈ S, consideremos {Gsm}∞m=1 un desarrollo de Xs. Entonces
{Gm}∞m=1 es una sucesión de cubiertas abiertas de

⊕
s∈S

Xs.

Sean x ∈
⊕
s∈S

Xs y U un abierto en
⊕
s∈S

Xs. Probaremos que {St(x,Gm)}∞m=1

es base local de x en
⊕
s∈S

Xs. Sea s ∈ S tal que x ∈ Xs. Como U ∩ Xs es

abierto en Xs y {Gsm}∞m=1 es un desarrollo de Xs, existe m ∈ N tal que
x ∈ St(x,Gsm) ⊂ U ∩ Xs. Dado que St(x,Gsm) = St(x,Gm) (ver 2.5.6), se
tiene que x ∈ St(x,Gm) ⊂ U ∩Xs ⊂ U . Por lo tanto, {St(x,Gm)}∞m=1 es una
base local de x en

⊕
s∈S

Xs y
⊕
s∈S

Xs es un espacio desarollable.

Corolario 2.5.8. La propiedad de ser desarrollable es aditiva.

Demostración. La prueba se sigue de la Proposición 2.5.7

A continuación mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser de-
sarrollable no es productiva.
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Ejemplo 2.5.9. Existe una familia no numerable de espacios topológicos
desarrollables tal que su producto topológico no es desarrollable.

Demostración. Sea S = R. Para cada s ∈ S, consideremos Xs = R y τs la
topoloǵıa usual de R. Notemos que para cada s ∈ S, Xs es desarrollable.
Ahora, dado que cada τs contiene más de tres elementos, por la Proposición
1.5.11,

∏
s∈S

Xs no es primero numerable. De donde
∏
s∈S

Xs no es desarrollable.

Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.5.10. Sean X1, . . . , Xn espacios topológicos. Entonces
n∏
i=1

Xi

es desarrollable si y sólo si cada Xi es desarrollable.

Demostración. ⇒c Sea i ∈ {1, . . . , n}. Es fácil ver que Xi se puede encajar

en
n∏
i=1

Xi. Aśı, por el Teorema 2.5.3, Xi es desarrolllable.

⇐c Sea (x1, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

Xi. Por cada i ∈ {1, . . . , n}, sea {Gim}∞m=1 una

sucesión de cubiertas abiertas de Xi que satisface la Definición 2.5.1. Sean
i ∈ {1, . . . , n} y m ∈ N. Consideremos

Gi
m = {

m⋂
j=1

Gi
j : Gi

j ∈ Gij para todo j ∈ {1, . . . ,m}}.

Entonces por el Lema 2.5.4, {Gi
m}∞m=1 es un desarrollo de Xi para todo

i ∈ {1, . . . , n}. Es claro que Gi
m+1 ⊂ Gi

m y St(x,Gi
m+1) ⊂ St(x,Gi

m) para
cada m ∈ N. Por cada m ∈ N, sea

Hm = {H1 × · · · ×Hn : Hi ∈ Gi
m para cada i ∈ {1, . . . , n}}.

Probaremos que {Hm}∞m=1 satisface la Definición 2.5.1. Primero veamos

que {Hm}∞m=1 es una sucesión de cubiertas abiertas de
n∏
i=1

Xi. Sean m ∈ N

y (x1, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

Xi. Sea i ∈ {1, . . . , n}. Dado que Gi
m es una cubierta de

Xi, existe Hi ∈ Gi
m tal que xi ∈ Hi. De donde (x1, . . . , xn) ∈ H1 × · · · ×Hn.

Por lo que {Hm}∞m=1 es una cubierta abierta de
n∏
i=1

Xi.
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Ahora, sea (x1, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

Xi. Probaremos {St((x1, . . . , xn),Hm)}∞m=1

es una base local de (x1, . . . , xn). Tomemos U1 × · · · × Un abierto en
n∏
i=1

Xi

tal que (x1, . . . , xn) ∈ U1 × . . .× Un. Por cada i ∈ {1, . . . , n}, sea mi ∈ N tal
que xi ∈ St(xi,Gi

mi
) ⊂ Ui. Sean m = max{mi : i ∈ {1, . . . , n}}. Veamos que

St((x1, . . . , xn),Hm) ⊂ U1×· · ·×Un. Sea (z1, . . . , zn) ∈ St((x1, . . . , xn),Hm).
Entonces existe H1 × · · · ×Hn ∈ Hm tal que

(x1, . . . , xn), (z1, . . . , zn) ∈ H1 × · · · ×Hn.

Ahora, sea i ∈ {1, . . . , n}. Dado que xi ∈ Hi ∈ Gi
m, zi ∈ St(xi,G

i
m) ⊂

St(xi,G
i
mi

) ⊂ Ui. Por lo que (z1, . . . , zn) ∈ U1 × · · · × Un.

Por lo tanto
n∏
i=1

Xi es desarrollable.

Definición 2.5.11. Decimos que un espacio topológico X es un espacio de
Moore si es un espacio regular y desarrollable.

Lema 2.5.12. Todo espacio métrico es un espacio de Moore.

Demostración. Como todo espacio métrico es regular y desarrollable (Lema
2.5.2), entonces todo espacio métrico es un espacio de Moore.

Ejemplo 2.5.13. Sea X la ĺınea de Sorgenfrey. Es sabido que X es separable,
normal y no metrizable. Entonces la ĺınea de Sorgenfrey no es un espacio de
Moore y no es desarrollable.

Teorema 2.5.14. La propiedad de ser un espacio de Moore es hereditaria

Demostración. Sean X un espacio de Moore y Y un subespacio de X. Vere-
mos que Y es un espacio de Moore. Claramente Y es regular. Por el Teorema
2.5.3, Y es desarrollable. Aśı, Y es un espacio de Moore.

A continuación mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser un
espacio de Moore no se preserva bajo la clase S.

Ejemplo 2.5.15. Los espacios cociente J(N) y S(N) son imagenes cerradas
bajo funciones cociente de los siguientes espacios métricos I × N y H × N,
respectivamente (ver Proposiciones 1.4.14 y 1.3.1). Notemos que I × N y
H ×N son espacios de Moore (Lema 2.5.12). Dado que J(N) y S(N) no son
primero numerables, estos no son desarrollables y consecuentemente J(N) y
S(N) no son espacios de Moore.
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Ahora, con el siguiente resultado tenemos que la propiedad de ser Moore
es aditiva.

Proposición 2.5.16. Sea {Xs : s ∈ S} una familia de espacios topológicos.
Entonces

⊕
s∈S

Xs es un espacio de Moore si y sólo si cada Xs es un espacio

de Moore.

Demostración.
⇒c Sea s ∈ S. Dado que Xs es un subespacio de

⊕
s∈S

Xs, por la Proposición

2.5.7, Xs es un espacio desarrollable. Claramente Xs es un espacio regular.
Por lo tanto Xs es un espacio de Moore.
⇐c Por la Proposición 2.5.7,

⊕
s∈S

XS es un espacio desarrollable. Por la Pro-

posición 1.4.10,
⊕
s∈S

Xs es un espacio regular. Aśı,
⊕
s∈S

Xs es un espacio de

Moore.

Corolario 2.5.17. La propiedad de ser Moore es aditiva.

Demostración. La prueba se sigue de la Proposición 2.5.16

A continuación mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser es-
pacio de Moore no es productiva.

Ejemplo 2.5.18. La familia de espacios topológicos presentada en el Ejemplo
2.5.9, muestra que el producto topológico no numerable de espacios de Moore
no es un espacio de Moore.

Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.5.19. Sean X1, . . . , Xn espacios topológicos. Entonces
n∏
i=1

Xi

es un espacio de Moore si y sólo si cada Xi es un espacio de Moore.

Demostración. ⇒c Sea i ∈ {1, . . . , n}. Como Xi puede encajarse en
n∏
i=1

Xi,

Xi es regular. Por la Proposición 2.5.10, Xi es desarrollable. Aśı, Xi es un
espacio de Moore.

⇐c Es claro que
n∏
i=1

Xi es regular (ver 1.5.8). Por la Proposición 2.5.10,
n∏
i=1

Xi

es desarrollable. Por lo tanto
n∏
i=1

Xi es un espacio de Moore.
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