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Proposito General

Proposito General de la Unidad de Aprendizaje

Manejar los conceptos fundamentales del calculo integral y
aplicarlos en forma colaborativa en diversas areas haciendo
énfasis en aplicaciones fisicas y geométricas.

Manejar los diferentes métodos de integracion. Analizar la
importancia del teorema fundamental del calculo.
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Presentacion

|
El presente material didactico de solo visién proyectable, tiene
como finalidad, desarrollar en los estudiantes la habilidad de la
observacion, reflexion y analisis sobre:

Integrabilidad de funciones.

Dentro del enfoque por competencias se pretende desarrollar en
el estudiante la capacidad de analisis.
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Especificaciones

|
La metodologia que se sugiere para el mejor aprovechamiento

del material respecto a cada tema, se describe a continuacion,
sin embargo a los jovenes les resulta agradable el uso este tipo
de recurso didéactico, especificamente las diapositivas
considerandolas como notas de clase, para efectuar el repaso que
fortalezca su aprendizaje.
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Recursos que se utilizaran

Caifion,

N

Software: Cualquier visor de archivos pdf,

Computadora,

w

'S

Pizarrén,

i

Material impreso.
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Indicaciones de uso

|
El uso del presente material es de facil acceso:

Abra el dispositivo de almacenamiento con doble clic.
Solo de clic para dejar pasar las diapositivas.
Con la tecla ESC se interrumpe la presentacion.

Con las teclas de Redpag y Avpég puede avanzar y
retroceder las diapositiva.
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Competencias a desarrollar

De conocimientos
Funciones Elementales.
Métodos de Integracion.
De Habilidades
Identificacion de postulados, hipotesis y conclusiones.
Intuicién sobre la veracidad o falsedad de una afirmacion.
De Actitudes y Valores

Disciplina, orden, tenacidad, gusto por enfrentar nuevos
retos, paciencia y rigor en el razonamiento.
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Indice General

Funciones Trigonométricas

Integracién en Términos Elementales
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Funciones Trigonométricas

=2 fil(\/l — 22)dx.
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Funciones Trigonométricas
=2 f_ll(\/l — z?)dx.
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Funciones Trigonométricas

Ahora, para x € [—1, 1], sea A(z) el area del sector limitado por
la circunferencia unidad, el eje horizontal y el segmento de recta
que une a los puntos (0,0) y (z,v1 — z2).
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Ahora, para x € [—1, 1], sea A(z) el area del sector limitado por
la circunferencia unidad, el eje horizontal y el segmento de recta
que une a los puntos (0,0) y (z,v1 — z2).

Caso 1 z € [0,1]
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Funciones Trigonométricas

Ahora, para x € [—1,1], sea A(z) el area del sector limitado por
la circunferencia unidad, el eje horizontal y el segmento de recta
que une a los puntos (0,0) y (z, V1 — z?).

Caso 1 z € [0,1]
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Funciones Trigonométricas

A(z): area del sector limitado por la circunferencia unidad, el
eje horizontal y el segmento de recta que une a los puntos (0, 0)

y (z,vV1—1x?).
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Funciones Trigonométricas

A(z): area del sector limitado por la circunferencia unidad, el
eje horizontal y el segmento de recta que une a los puntos (0, 0)

y (z,vV1—1x?).

Caso 2 x € [—1,0]
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Funciones Trigonométricas

A(z): area del sector limitado por la circunferencia unidad, el
eje horizontal y el segmento de recta que une a los puntos (0, 0)

y (z, V1 —22).

Caso 2 x € [—1,0]
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Funciones Trigonométricas

Definicion

Si z € [—1, 1], entonces

Az) = @ + f:cl(\/l — 22)dz.
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Funciones Trigonométricas
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Si z € [—1, 1], entonces




Calculo Integral

Funciones Trigonométricas

Definicion

Si z € [0, 7], entonces cos(x) es el Gnico nimero en [—1, 1] tal
que

A(cos(z)) = %.

sen(z) = /1 — cos?(z).
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Funciones Trigonométricas

Definicion

Si z € [0, 7], entonces cos(x) es el Gnico nimero en [—1, 1] tal
que

A(cos(z)) = %.

sen(z) = /1 — cos?(z).
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Funciones Trigonométricas

Siz € (0,7), entonces

cos'(x) = —sen(x)
sen/(x) = cos(x).
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para = € [, 27|, definimos

cos(z) = cos(2m — x).
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para z € [, 2], definimos

cos(z) = cos(2m — x).

v

N
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para z € [, 2], definimos

cos(z) = cos(2m — x).

\ 4

N
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para = € [, 27|, definimos

sen(z) = —sen(27 — x),
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para x € [r, 2], definimos

sen(z) = —sen(27 — ),

A\
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para x € [r, 2], definimos

sen(z) = —sen(27 — ),

\4

N
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para x = 2k + 2/, donde 2’ € [0, 27], definimos

cos(x) = cos(z').
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Funciones Trigonométricas

Definicién
Para x = 2k + 2/, donde 2’ € [0, 27], definimos

cos(z) = cos(a’).

A
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para x = 2k + 2/, donde 2’ € [0, 27], definimos

sen(z) = sen(z’),
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Funciones Trigonométricas

Definiciéon

Para x = 2k + 2/, donde 2’ € [0, 27], definimos

sen(z) = sen(z’),
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Funciones Trigonométricas

Definicion

Para z # km + 5, definimos

tan(z) = S5,
sec(z) = Cosl(x)



Calculo Integral

Funciones Trigonométricas

Definicion

Para x # km + 7, definimos

tan(z) = izlslg;,
sec(x) = Cosl(x)




Calculo Integral

Funciones Trigonométricas

Definicion

Para x # km + 7, definimos

tan(z) = izlslg;,
sec(x) = Cosl(x)
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Funciones Trigonométricas

Definicion

Para x # km, definimos
cot(x) = 2,
1

cse(x) = @)
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Funciones Trigonométricas

Definicion

Para x # km, definimos

cot(x) = 24,
csc(x) = senl(x) .
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Funciones Trigonométricas

Definicion

Para x # km, definimos

cot(z) = ggﬁgg,
csc(x) = senl(w .

~
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Funciones Trigonométricas

Teorema 15

Para:z:;éknr+%,
tan’(z) = sec?(x),
sec’(x) = sec(z)tan(x).
Para x # kr,
cot (x) = — csc?(x),
csc’(z) = — esce(x) cot(x).
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Integracion en Términos Elementales

Si F(xz) = z - log(z) — z, entonces F'(x) = log(x).
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Integracion en Términos Elementales

Si F(xz) = z - log(z) — z, entonces F'(x) = log(x).
Asi que,

b
I log(xz)dx = F(b) — F(a) = b(log(b)) — b — [alog(a) — a,

donde 0 < a,b.
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Integracion en Términos Elementales

Si F(xz) = z - log(z) — z, entonces F'(x) = log(x).
Asi que,

b
I log(xz)dx = F(b) — F(a) = b(log(b)) — b — [alog(a) — a,

donde 0 < a,b.
Notacion

F(2)], = F(b) - F(a).
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Integracion en Términos Elementales

Si F(xz) = z - log(z) — z, entonces F'(x) = log(x).
Asi que,

b
I log(xz)dx = F(b) — F(a) = b(log(b)) — b — [alog(a) — a,

donde 0 < a,b.
Notacion

F(2)], = F(b) - F(a).

Entonces

b
[ log(z)dz = (x - log(x) — x)|5.
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Integracion en Términos Elementales

Definicion

A la funcion F que satisface F' = f, recibe el nombre de
primitiva de f.
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Integracion en Términos Elementales

Definicion

A la funcion F que satisface F' = f, recibe el nombre de
primitiva de f.

Observacion

Una funcion continua f tiene siempre una primitiva, a saber,

F(m):Ixf.

Objetivo

Hallar una primitiva que pueda expresarse en términos de
funciones conocidas, tales como sen, log, etc.
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Integracion en Términos Elementales

Definicién

Una funcion elemental es una funcion que puede obtenerse
mediante suma, multiplicacn, division y composicion a partir de
las funciones racionales, las funciones trigonométricas y sus
inversas y las funciones log y exp.
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Integracion en Términos Elementales

Definicién

Una funcion elemental es una funcion que puede obtenerse
mediante suma, multiplicacn, division y composicion a partir de
las funciones racionales, las funciones trigonométricas y sus
inversas y las funciones log y exp.

Observacion

En general no es posible encontrar primitivas elementales, por
ejemplo, no existe ninguna funcion elemental F tal que

Fl(z) = e
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Integracion en Términos Elementales

Definicién

Una funcion elemental es una funcion que puede obtenerse
mediante suma, multiplicacn, division y composicion a partir de
las funciones racionales, las funciones trigonométricas y sus
inversas y las funciones log y exp.

Observacion

En general no es posible encontrar primitivas elementales, por
ejemplo, no existe ninguna funcion elemental F tal que

F'(z) = e (existe un teorema (dificil) que establece que dicha
funcion no existe).
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Integracion en Términos Elementales

Observacion

Integracion: método para hallar primitivas.
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Observacion

Integracion: método para hallar primitivas.

La integracion constituye un tema cldsico del cdlculo
infinitesimal, del cual todo mundo debe estar algo enterado.
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Integracion en Términos Elementales

Observacion

Integracion: método para hallar primitivas.

La integracion constituye un tema cldsico del cdlculo
infinitesimal, del cual todo mundo debe estar algo enterado.

En ocasiones puede ocurrir que sea preciso calcular una
integral, en condiciones en que no sea posible consultar
ninguna de las tablas corrientes de integrales.
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Integracion en Términos Elementales

Observacion

Integracion: método para hallar primitivas.

La integracion constituye un tema cldsico del cdlculo
infinitesimal, del cual todo mundo debe estar algo enterado.

En ocasiones puede ocurrir que sea preciso calcular una
integral, en condiciones en que no sea posible consultar
ninguna de las tablas corrientes de integrales.

Los "métodos" mds tiles de integracion son en realidad
teoremas muy importantes (aplicables a todas las funciones,
no solamente a las elementales).
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Integracion en Términos Elementales

Notaciéon

El simbolo

[ 1o [

significa "una primitiva de f" o, més precisamente, el "conjunto
de todas las primitivas de f".
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Integracion en Términos Elementales

Notaciéon

El simbolo
ffo ff(a:)dx

significa "una primitiva de f" o, més precisamente, el "conjunto
de todas las primitivas de f".

Observacion

La letra que aparece a la derecha de la ecuacion debe ser la
misma letra que aparece después de la "letra d" en el primer
miembro.
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Integracion en Términos Elementales

Notaciéon

El simbolo
ffo ff(a:)dx

significa "una primitiva de f" o, més precisamente, el "conjunto
de todas las primitivas de f".

Observacion

La letra que aparece a la derecha de la ecuacion debe ser la
misma letra que aparece después de la "letra d" en el primer
miembro.

u? f ta? f xt?
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Integracion en Términos Elementales

Definicion

Una funcion f(x)dx, es decir, una primitiva de f, recibe con

frecuencia el nombre de integral indefinida de f, mientras que

b
f f(z)dz es llamada integral definida.
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Integracion en Términos Elementales

Definicion

Una funcion f(x)dx, es decir, una primitiva de f, recibe con

frecuencia el nombre de integral indefinida de f, mientras que

b
f f(z)dz es llamada integral definida.

f +1
1
fro el
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Integracion en Términos Elementales

T T

efdr=e

sen(z) dx = — cos(x)

cos(x) dx = sen(zx)

J
J
J
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Integracion en Términos Elementales

Teorema (16 Integracion por partes)

Si [y g son continuas, entonces
ffg —fgff’g,
[ s do = st~ [ 0

fbaf(w)g’(x) dx = f(z)g(x)[y — f f(@)g(x) da.
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Integracion en Términos Elementales

Trucos
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Integracion en Términos Elementales

Trucos

Considerar la funcion ¢’ como igual a 1.

flog(ac) dz
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Integracion en Términos Elementales

Trucos

Considerar la funcion ¢’ como igual a 1.

flog(ac) dz

Utilizar la integracion por partes para hallar [h en
términos, otra vez, de [h, y después despejar a [h de la
ecuaciéon resultante.

f(l/:v) log(z) dx
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Integracion en Términos Elementales

Teorema (17 Integracion por sustitucion)

Si f y g son continuas, entonces

9(b) b
f f=f(fog)-g’,
9(a) a
g(b) b
fg(a) f(uw) du = f (fo@) - ¢ (@).
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Integracion en Términos Elementales

f arcsen(,/r) dx
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Integracion en Términos Elementales

Pasos de integraciéon por sustituciéon
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Integracion en Términos Elementales

Pasos de integraciéon por sustituciéon

Sea

u=g(z)
du = ¢'(x)dx;

(después de esta manipulacion solamente debe aparecer la
letra u, no la letra ).
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Integracion en Términos Elementales

Pasos de integraciéon por sustituciéon

Sea
u=g(x)
du = ¢'(x)dx;
(después de esta manipulacion solamente debe aparecer la
letra u, no la letra ).

Hallar una primitiva (como expresion en u).
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Integracion en Términos Elementales

Pasos de integraciéon por sustituciéon

Sea
u=g(x)
du = ¢'(x)dx;
(después de esta manipulacion solamente debe aparecer la
letra u, no la letra ).
Hallar una primitiva (como expresion en u).

Sustituir g(x) por u.
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Integracion en Términos Elementales

Ejercicios
fsecQ(x)tan5(x) dz
f(cos(a:))esen(x) dz

el’
J——
V1 —e2

f dx
T+ 3
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Integracion en Términos Elementales

Mas ejercicios

fe‘% dzx
fcos(4a;) dx
fsen(Qx +1) dz
f dx

| 1+ 42?2
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Integracion en Términos Elementales

Uno mas

1+e*
fl—ex dr
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Integracion en Términos Elementales

Ahora el truco es expresar a x en funcion de u, y dz en funcion

de du
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Si aplicamos la sustitucion
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Integracion en Términos Elementales

Ahora el truco es expresar a x en funcion de u, y dz en funcion
de du
Si aplicamos la sustitucion

u=g(z), v =g '(u), dz = (g7")' (u)du

f flo(@)) d,

a la integral

obtenemos



Calculo Integral

Integracion en Términos Elementales

Ahora el truco es expresar a x en funcion de u, y dz en funcion
de du
Si aplicamos la sustitucion

a la integral

f flo(@)) d,

f F) g™ () du

obtenemos
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Integracion en Términos Elementales

Por otra parte, si aplicamos la sustitucién



Calculo Integral

Integracion en Términos Elementales

Por otra parte, si aplicamos la sustitucién
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Integracion en Términos Elementales

Por otra parte, si aplicamos la sustitucién

a la misma integral

[ sty o= [ st0ten- la) -/ (a) da,

obtenemos
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Integracion en Términos Elementales

Por otra parte, si aplicamos la sustitucién

a la misma integral

[ sty o= [ st0ten- la) -/ (a) da,

obtenemos

1
f ) Ty ™
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Integracion en Términos Elementales

Ejemplos
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Integracion en Términos Elementales

Ejemplos

e2x
——— dx
et +1

Lf\/l—x2 dx
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Integracion en Términos Elementales

Formulas de Reduccién

1 =1
sen”(z) dz = ——sen™ " !(z) cos(z) + z fsen”_Q(:c) dx,

n n

1 -1
fcos”(a:) dr = —cos™ !(z)sen(z) + n fcos"_2(a;) dx,
n
1
- im=
f @2+

1 . L3 f 1 .
— X.
2n—2(@2+1)1  2n—2dJ (22+1)n1
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Integracion en Términos Elementales

Toda funcion polinomica

Teorema (18)

4(&) = ™~ bpaa™ 4t by
puede escribirse como producto
q(z) = (x—a1)™ ... (z—ag)™ (22 +Lrz+A1)% ... (22 + B+ )%,

donde ri+ -+ -+ 1 +2(s1+ -+ s1) =m.
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Integracion en Términos Elementales

Teorema (19)
Sin<my

()—x —an 12v 14+ 4 ap
q(a:) 1L Tyt by =
(x—a)™...(x— ak)’”k (:1: + iz + )\1)31 co (@ B+ NS

entonces p(x)/q(x) puede escribirse en la forma
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Integracion en Términos Elementales

p(x) [ a1l a1 ]
= S ] 4+t
q(z) (x —aq) (r —aq)n
ag1 o Ak 1y,
[(z —an) T o am]
biix+cia b1s, T+ c1.5
9 9 + e . + 9 9 + .
[($2+ﬁ1$+>\1) (2 + frz + A1)%

2 + Oix + )\l> (x2 + Gz + )\l)sl

[ biir+c b s, + ¢
24 Gt ) .
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