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Resumen. Se estudian ciertas soluciones de ecuaciones no lineales que modelan procesos fisicos, que tienen

Semejanzas con estructuras coberentes del tipo de esferas duras, modelo de particulas muy wsado en varias

ramas de la fisica. Estas soluciones compactas (gotas, kinks, etcétera.) interactiian entre si solo a cortas

distancias, porque no poseen colas infinitas como los solitones cldsicos.
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Compactions, Solutions for Non Linear Equations with a Hard Sphere Structure

Abstract. This paper studies certain solutions of non linear equations that model physical processes having

similarities with coberent structures of the bard sphere type —a model for particles that is widely used in various

branches of physics. These compact solutions (drops, kinks, etc.) interact among themselves only across short

distances, because they do not possess infinite tails live classical solitons.
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Introduccion

En mecanica cudntica, aparte de la interpretacién ortodoxa
de las llamadas “funciones de onda”, existe otra interpreta-
cién de estas variables debido a Louis De Broglie quien con-
siderd a las particulas subatémicas como paquetes de ondas
reales. La dificultad que salt6 a la vista en los inicios de la
creacién de la mecanica cudntica para no considerarlas como
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paquetes de onda de algiin campo material, fue precisamente
la propiedad lineal de la ecuaciéon de Schrédinger. Como es
bien conocido, esta propiedad de linealidad sélo inducia la pro-
duccion de paquetes de onda que se dispersaban con el tiempo.
Retomando las ideas de De Broglie, las distintas ecuaciones no
lineales de la fisica en casos muy interesantes producen solu-
ciones solitonicas, como resultado de la interaccion de dos fuer-
zas antagonicas: no linealidad + dispersion. La primera produce
el reforzamiento de los componentes del paquete de mayor am-
plitud en comparacion con las del menor. Ia segunda produce
la descomposicion del paquete al forzar a cada componente a
viajar con su propia velocidad intrinseca distinta de los demas.
Entonces, los solitones aparecen de un delicado equilibrio entre
estas dos fuerzas. Pero también pueden surgir del delicado equi-
librio entre otras dos fuerzas antagénicas, por ejemplo en las
ecuaciones de difusion de materia condensada, la no linealidad
compensa la difusion de particulas y se origina un patrén tipo
soliténico en la dinamica del material en estudio (KKolmogorov,
Piskunov, Petrovsky (KPP), 1937; véase Fillipov, 1988).

VoL. 8 Numero TrRes, NoviemBre 2001-Fesrero 2002



ComMPACTONES, SOLUCIONES DE

EcuaclioNES NO

LINEALES cCcON

En esencia, lo que se publicé en aquella época fue un modelo
simple del impulso nervioso. Sélo después de 20-30 afios se
pudieron entender mejor las implicaciones cientificas del traba-
jo de KPP. Existe una vasta literatura referente a las estructuras
soliténicas (por ejemplo se puede consultar Makhankov, 1990;
Ablowitz y Segur, 1981; Infeld y Row-lands, 1990).

Una caractetistica importante de las ondas soliténicas es que
mantienen su velocidad y forma constantes, por ende su energfa
es finita y concentrada. Pero cominmente los solitones poseen
colas infinitas (véase la figura 1).

A diferencia de los solitones comunes, los compactones
son estructuras compactas sin colas infinitas. Pero antes,
veamos un tema que es comun en fisica teérica cuando se
analiza y se modela el comportamiento de materia
condensada, sea gas o liquido, por ejemplo. Es comun que
en fisica estadistica se estudie a un conjunto de particulas
confinadas en algin recipiente bajo condiciones de
temperatura y presion adecuadas: se modela asi al gas real.
Inicialmente al gas real se le considera como un conjunto de
esferas duras, es decir, un conjunto de particulas con un
potencial de interaccién de la forma (véase la figura 2).

0,r=2a
=0 O
%o, 7 <af]

U

donde a es el radio de la esfera.

Las esferas entran en interaccion solamente cuando chocan
entre si, es decir que un contacto explicito debe de existir
entre ellas. De la misma manera interaccionan los compac-
tones, es decir, a diferencia de los solitones que pueden
interaccionar a largas distancias entre si debido a sus colas,
éstas solo interaccionaran al entrar en contacto directo con
otras de su especie.

I. Compactones en la familia de ecuaciones
tipo Kdv

Veamos ahora cémo aparecen los compactones. Empecemos
con un solitén de la ecuacién de Kortweg y De Vries (KdV)

ut + (uz):v + Uy

@

Una solucién solitonica estd localizada en el espacio y tiene
la forma proporcional a Sech? (x — vt + ), por lo que
posee colas infinitas.

Rosenau y Hyman (1993) hicieron un analisis de la
dispersion no lineal en la formacion de patrones en liquidos
y se encontr6 una familia de ecuaciones de Kdv (K (m, n)):
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FIGURA 1. ASPECTO TiPICO DE UN SOLITON NORMAL
EVOLUCIONANDO A TRAVES DEL TIEMPO, SIMILAR A UNA
CAMPANA, PERO CON COLAS INFINITAS EN LA COORDENADA
ESPACIAL.

MODELO DEL POTENCIAL DE INTERACCION
FUERA DEL RADIO DE LAS

FIGURA 2.
ENTRE ESFERAS DURAS.

ESFERAS @, LA INTERACCION ES CONSTANTE, JUSTO EN EL
RADIO SE ENCUENTRA UNA BARRERA INFINITA.

T

il

@), + (W), =0, m>0,1,1<n <3 @)

Para K (2, 2) se considera una cuerda densa inarmonica
con muchas interacciones entre vecinos. Esto consiste en
que no sélo fueron tomadas en cuenta las interacciones
entre los primeros vecinos, sino también las interacciones
entre los segundos (es decir el problema del SNI, por sus
siglas en ingles Second Neighbour Interaction). Al final, ellos
obtuvieron la ecuacién no lineal
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u, + (), + (%), = 0 €

Las ondas viajeras u (§ = x — At) de la ecuacién (3)
satisfacen A

p,=ué’+p (u,p)

MW p,
P @

donde p,y p, son constantes. Igualando p, y p, a cero se
obtiene una onda no lineal con soporte compacto.

u(z,t) = %0052[(13 -At)/ 4] ©)

donde |z — At| < 2Tty u, = 0 fuera de este intervalo.

Las propiedades importantes que soportan estas solucio-
nes son: 1. No tienen colas infinitas como los solitones co-
munes; 2. Se asemejan a esferas duras, elasticas; 3. Sélo
pueden interaccionar al entrar en contacto entre ellos; 4. La
invariancia ante transformaciones u— —u y t— —t produ-
ce anticompactones.

Durante la realizacién de experimentos numéricos con
dos, o hasta con cinco compactones, se observo la estabilidad
de las soluciones y no se percibieron pérdidas por radiaciones
o de otra indole.

Por otro lado, en la teotia clasica de solitones la integra-
bilidad del sistema y la interacciéon elastica entre las
soluciones se interpreta en muchos casos como propiedades
sinénimas. Como se puede observat, el sistema K (2, 2)
no es un sistema integrable en términos clasicos de
integrabilidad. Pero aqui tenemos interacciones entre
soluciones del sistema que si son elasticas. Entonces, el
mecanismo de elasticidad entre las soluciones podtia no
ser originado por la integrabilidad. De la féormula (5)
podemos inferir que los compactones podrian jugar el papel
de una base no lineal local de funciones y cualquier dato
inicial compacto podria ser descompuesto en compactones
y anticompactones.

1. Ecuacion no lineal de Klein-Gordon con
interaccion inarmonica

Ahora haremos una pequefia introduccién al método de
campos efectivos de particula analoga. Cominmente, la
ecuacion clasica de Klein-Gordon toma la siguiente forma

Uy — Uy, + P (w) =0, —00 <z, t < +00 (6)
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con un potencial suficientemente continuo. La ecuacién (6)
se obtiene del principio variacional

Ofdt [dxL(u, u,, u)=0
con densidad de Lagrange
L =2 -u?) - d(u)

Al encontrar soluciones tipo ondas viajeras u(2) = u(z — ct),
¢ = const, se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria o
ecuacién de Newton para una “particula analoga”.

@ =Du, +d (2)=0

Seguidamente analizaremos un sistema simple discreto que
ha sido un modelo donde se han encontrado soluciones
soliténicas tipo compactones.

Supongamos que tenemos una serie de patticulas cuyo
comportamiento estd modelado por un sistema del tipo
Klein-Gordon. Las particulas pueden estar acopladas por el
potencial de interacciéon U (®,,; — @,) vy sujetas a un
potencial no lineal de sustrato en cada punto V (®,). La
magnitud @, (t) es el grado de libertad en cada punto, que
representa el resultado de la influencia de los demds dtomos
en la red y efectos externos (Paulin, 2000).

Consideramos ahora el potencial no lineal de sustrato de
la forma

v(©@,)="2 -0 ©)

y al potencial de interaccién entre vecinos como:

C
- ((Dn+l -, )4 (8)

C
U((Dn+l - (])") = ?Z(CD"_‘_]_ - q)n)z + 4

Aqui 15, C;y C,,; son constantes y controlan la batrera de
potencial de doble pozo y las fuerzas de acoplamiento lineal
y no lineal, respectivamente. Entonces el Hamiltoniano
tendrd la forma

_ ECD" Vol _ a2 B
H_EED dt g-'- 2(1 CDTL)2+U(¢”+1 q)n)] (9)
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La ecuacién de movimiento en caso general serd:

A’ : ,
W_[U (q)7z+l _q)n)_u (¢7z—1_¢n)]+v (q)n) =0 (1())
Sustituyendo aqui los valores de los potenciales para la #-
ésima particula tendremos

d’o¢
dt?

= Ol(q) 1 +¢n—1_2¢)n) +2V0(¢n _CD?L) +

n+.

+Cnl[(¢n+1_¢’n)3+(¢71—1_¢)n)3]+' (l 1)

Cuando las interacciones U' entte particulas son lineales, las
soluciones tipo kink pueden ser calculadas. Cuando U’ incluye
interacciones inarmonicas, aparecen nuevas estructuras.

En la aproximacion estindar continua ®,, (1) — @ (X, t)

. . , X
y extendiendo ®, ., haciendo ademis = = v (que es la me-

dida de la distancia X en unidades de distancia entre los
puntos discretos de la red a), se obtiene la siguiente ecua-
cion diferencial no lineal:

q)tt - Clq):m; + 3cnlq)§¢’:m; - 2VO (CD - CDS): 0 (1 2)

donde C| representa el cuadrado de la velocidad de onda
lineal. Para C,;= 0 la ecuacién se reduce al modelo continuo
de ¢* con acoplamiento lineal, el cual admite soluciones tipo
kinks de la forma tanh.

2. Condicién de frontera trivial

Considerando ondas viajeras con velocidad u, hacemos un
cambio de variables: £ =  — ut y con la condicién de
frontera trivial:

E—to0, D—0, PE—0, v PE=P(x—ut), (13)

se puede simplificar la ecuacién (12) usando las relaciones
(13) y considerando ®,= —fuqu, .= (DE que después de
integrar tenemos:

(oe)t-rlocf+c3-% ot =0 a4
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con los nuevos parametros

FZZ!UZ_CI) y G= VO
3C ? 3Cn,l :
nl

Para integrar la ecuacion (14), es necesario el cumplimiento
de la siguiente relacion:

2 (u? = C)? = 3V,C,y =0 (15)

En seguida expondremos las distintas soluciones que se
obtienen para el modelo.

Gotas compactas. La ecuacién no lineal que las produce
es

®E = —EW

de donde obtenemos la solucién:

®=2/2sen(( -o) (16)

E
con ¢ =\EE y estando @ acotado entre —~/2 y +/2.. Sabe-

mos que @ = 0 cuando § — F00 y esti definido solamen-

T
te en el sector ‘Z +Zo‘ <E' El valor de {, se determina al

centrar la solucién. La solucién (16) también puede escri-
birse como #-/2cos({), donde el argumento de la funcién
coseno estd definido en el intervalo —17/2 < { < 717/2.
Como es obvio, la anchura de la solucién toma el aspecto

A este tipo de solucién le damos el nombre de “gota-
compacta”. ¢Por qué el nombre? Es facil de verificar que
- "

U2 - Cl
incrementa su valor) y fijamos el valor de V en la ecuacién

cuando #? se aproxima a C, (esto es, cuando

(15), el “area” del compacton tipo gota decrece. En el caso
opuesto, cuando la velocidad se aleja del parametro Cj, la
magnitud F' decrece mientras su anchura aumenta. En am-
bos casos la altura es constante (véase la figura 3), es decir
s6lo aumenta o disminuye de tamafio a lo largo de la
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FIGURA 3. DROP-COMPACTONS. ELLAS CAMBIAN SU FORMA
A LO LARGO DEL ESPACIO {, MIENTRAS SUS AMPLITUDES

PERMANECEN COSTANTES. PRESENTAMOS AQuUi TRES
CURVAS FIJANDO LOS VALORES: Vo = %, U = 3 v
HACIENDO VARIAR EL PARAMETRO ;. ENTONCES TENEMOS
PARAA) C;=28B)C;=5vyc)(C,;=8.
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coordenada &,como una gota comun sobte una supetficie
lisa. El tercer parametro C; se define de la ecuacién (15).
Los anti-compactones tipo gota surgen al tomar el signo
negativo de (16). La energfa se calcula haciendo uso de la
siguiente expresion:

Bl =117 07 +5C10% 440, 01

1 0
-5 Voll- ®?)p? pdz 17

Donde los valores de los puntos z; estin determinados
por la regién de existencia en cada caso concreto de las
estructuras soliténicas. Finalmente obtenemos:

=g ol s 8)

Cuando u?>—Cj, la energia (18) tiende a infinito. Por lo
que las velocidades no utilizadas para estas soluciones son

u, =t _[C, . Hstos valores habilitan la existencia de los

compactones tipo kink (podemos llamarlas del “primer
tipo”) descubiertas con el mismo modelo (Dusuel e 4/,
1988).

Aqui podemos inferir que gotas compactas no pueden
coexistir con los kinks compactos del primer tipo, ya que
ambos compactones viven en diferentes regiones de los
parametros principales delimitados por sus velocidades. Este
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crucial valor puede ser considerado como un punto de
bifurcaciéon. Cuando las velocidades de onda viajera se
aproximan al valor de u,, los kinks compactos surgen. En
consecuencia, este sistema caracteristico nos sugiere la
apariencia de transicién de fase de segundo orden en este
punto de bifurcacion. Esto es asi porque fuera del valor de
Ug, el sistema estd situado en un estado que muestra
compactones de tipo gota y exactamente para el valor u,
tenemos compactones tipo kink, que es el segundo estado
del sistema.

3. Kink compactones
Como en el caso de gotas compactas, para soluciones tipo
ondas viajeras escribimos

P(0) = P(r-ut), tal que
a) P—+£ly

b) ®;—0 cuando {—=+o0, (19)

Retornamos a la ecuacion (12), integramos con respecto
a @ y tomamos en consideracion la condicion de frontera
(19), y obtenemos

(12 = 1)} =30, ©F +2(1-0%)2 =0 (20)

La ecuacion (20) puede ser integrada cuando u? — C; = 0.
Se tienen dos casos: a) si C; = 0 (acoplamiento lineal cero,
no existiran ondas lineales); entonces u = 0; by u = £ \/a las
soluciones correspondientes son del tipo de kinks con so-

porte compacto o compactones (Dusuel e al., 1988)

®(z) =tsen o @1

%VOB%
g

que existen solo en el sector

1
(Vo!6C,) 4z —zo| <1/ 2y D =1

fuera de este sector, x,, define la posicion del centro del

kink. Para el caso { =x —./C)t tendremos
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] 1
- Vo _
0@ = sen (F 0 H (¢ ~2o)] @)

[mim -]

en el segmento

1
(Vo!6C,)% le—[Cif|<m/2,y o =1

fuera de este sector. Estas soluciones fueron llamados kink-
compactones. Desde las ecuaciones (21) y (22) podemos
calcular la anchura de la onda:

1
L=m an .
Vo

Entonces cuando estd presente el acoplamiento no lineal en
los términos de la energia potencial se descubre al solitén

dindmico con velocidad: /C (—ﬂ) (Dusuel ez al., 1988).

La energfa total se obtiene facilmente usando la férmula:

zp OL 1 1 1
Bota =1,/ @(Dt2+§C|d>§+ZCn|C[)§+§VO(1—d)2)2%dX (23)

Donde z, y x, determina la region de existencia de la

estructura soliténica del campo P.

s 3T, a., 37
Eyotar =ay C 27 ay®c,, 2" v Vo TS

Para el caso de ondas estiticas: u =./C; =0 se obtiene

3, a, 31
E =ay’C, =+,
Iqotal Y Cnl 32 y 16

1
donde y = %Eﬂ ,
nl

y podemos notar que la energia esta estrictamente
localizada. Como es conocido, un kink con sus largas colas
puede interaccionar con un antikink, pero en el caso del
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compactén la interaccién es mas local, es decir, sélo existe
en contacto directo con el anticompactén. Este
comportamiento es similar a las esferas duras usado en
varias ramas de la fisica.

Conclusiones

Como se ha analizado, la existencia de soluciones y
especialmente cierta version particular de estructuras
compactas en ecuaciones no lineales (diferenciales y
discreto-integro diferenciales) implica estrictos requisitos
que deben ser satisfechos. Debido a que las estructuras
soliténicas son soluciones muy especiales, en la segunda
parte de este trabajo hemos obtenido nuevas condiciones
referentes a los parametros del modelo de Klein-Gordon
no lineal para integrar la correspondiente ecuacién no lineal
evolutiva. Hemos demostrado que la anarmonicidad en la
interaccion entre “particulas” puede llevar a la aparicién
de una rica variedad de estructuras solitonicas estacionarias
viajeras. Las configuraciones obtenidas aqui estan
determinadas especificamente aplicando las condiciones
de frontera trivial, ademads, considerando los signos de los
acoplamientos de los términos inarmoénicos del potencial
en cada punto que proporciona una interaccion atractiva
o repulsiva entre puntos de la red. Las condiciones de
frontera trivial permiten la aparicién de compactones tipo
gota, cuando los parametros han satisfecho las ecuaciones
algebraicas especificas (15). Estas estructuras comple-
mentan la rica familia de estructuras soliténicas ya re-
portadas en la literatura.

Las gotas compactas no pueden coexistir con los kinks
compactos del “primer tipo” (compactones tipo kink), ya
que ambos compactones existen en diferentes regiones de
los parametros principales delimitados por sus velocidades.
El valor de la velocidad cuando u?>—C;) en (12) habilitan la
existencia de los compactones tipo kink descubiertas con el
mismo modelo en Dusuel ¢7 4., (1998). Para el caso cuando
u?—C,#0, segtin las condiciones de frontera, las estructuras
viajan con distintas velocidades de acuerdo a las ecuaciones
(15) para condicion de frontera trivial.

La caracteristica esencial de solitones es su regién de
estabilidad, la cual determina las condiciones de validez de
tal descripcién y la transiciéon de fase a un nuevo estado.
Todavia no hemos tocado la parte correspondiente a las
interacciones de estas estructuras nuevas solitonicas. Hsta
clase de problemas seran abordados en otras publicaciones.
Ademads, la aplicaciéon practica de estos resultados en
fenémenos 6pticos setfa un tema relevante con posibilidades
de aplicaciones futuras. N

=
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