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Resumen

En este trabajo, desde el punto de vista computacional, se introdujo la historia
del desarrollo de las ciencias de la informacién y de la computacon, los limites
fisicos que se encuentran hasta el dia de hoy en el desarrollo de componentes
computacionales, y poner a vista un posible camino alternativo: la informacion
cuantica y la computacion cuantican areas surgidas recientemente.

Con base a lo visto en el area se estudiaron los pozos cuanticos de una y dos
dimensiones, cabe mencionar que no es facil para un ingeniero en computacion to-
mar estas metodologias, y especialmente se obtienen las entropias de informacion
cuanticas de dichos sistemas cudnticos y se analizan los resultados obtenidos.
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Abstract

In this work, from a computational point of view, the history of the develop-
ment of computer science and information science is introduced. Considering the
problem faced in the development of the computer components, there is a pos-
sible alternative solution with knowledge of quantum information and quantum
computation.

This thesis deals with the determination of the position and momentum in-
formation Shannon entropy of the lower states for the infinite potential well in
one dimensional and two dimensional spaces. The obtained results are analyzed
and compared.
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Capitulo 1
Introduccion

La computacion es la ciencia encargada del estudio de los sistemas computacio-
nales, mas en concreto de las computadoras, las cuales manejan la informaciéon
de manera automatica. El concepto computacion proviene del latin computatio,
que se refiere al computo como cuenta. La teoria de la computacién es una de
las areas que mas se distingue dentro de la ciencia de la computacién, en ella se
clasifican los problemas segun el origen de los algoritmos,los cuales pueden ser
simples, complejos, 6 muy complejos, lo que genera consumo de recursos compu-
tacionales. Otro sector de estudio importante es el de la estructura de los datos,
en esta area el andlisis matematico resulta elemental para poder obtener datos y
manipularlos adecuadamente, ya que si no se hace de forma correcta la informa-

cién obtenida no sera relevante (30).

No se puede dejar de mencionar a los sistemas operativos, los cuales son
la parte de la computadora que interactia con el usuario. La arquitectura de
computadoras es el drea de la ciencia de la computacién que se encarga de los
componentes fisicos, en los componentes que la atencién es centrada suele ser
las memorias, unidad central de procesamiento (CPU) y los periféricos, tanto de

entrada como de salida, otra area elemental en el estudio de la computacién son




1. INTRODUCCION

los lenguajes de programacion, el objetivo es crear nuevos lenguajes de progra-

macién, que sean mas eficaces y veloces.

La ciencia de la computacion ya tiene una larga historia, desde las antiguas
civilizaciones, como los romanos y griegos utilizaban instrumentos mecanicos pa-
ra contabilizar. En el siglo XIX se creé la primer computadora que recibio el
nombre de maquina analitica, esa computadora fue creada para elaborar tablas
matematicas, anos después en Inglaterra se utilizaron para realizar calculos. En
el siglo XX a fines de los anos cuarenta en la universidad de Harvard se cred la

computadora llamada Mark I (26).

Cuando la cantidad de disenos aumentaron, comenzaron a ser clasificadas por
sus caracteristicas en generaciones. Las méaquinas que pertenecian a la primera
generacién (a lo largo de los anos cincuenta) se caracterizaban porque su pro-
gramacion era mediante lenguaje maquina y eran disenadas con tubos de vacio;
ocupaban habitaciones enteras por su gran tamano y resultaban demasiado ca-
ras. En la segunda generacién (década de los sesenta) las computadoras podian
procesar méas datos y eran un poco mas pequenas. Fue durante estos anos que
comenzaron a surgir las comunicaciones entre maquinas; aparecen las primeras
computadoras personales; aunque eran complejas de utilizar era necesario cono-
cer de programacion (50). Tanto en la primera como en la segunda generacion
la informacién que ingresaba a la maquina era mediante tarjetas perforadas. Fue
durante la tercera generacion cuando la produccién comenzo a ser en serie; las
computadoras podian ser manejadas por medio de los sistemas operativos; algu-
nas de las tecnologias utilizadas en esos anos se convirtieron en estandares que

hasta el dia de hoy todavia estan utilizados. La cuarta generacién es reconoci-




da por la aparicion de los microchips; esto significa un hito en las ciencias de la
Computacion; los circuitos no sélo comenzaron a ser mas pequenos y veloces, sino
que a su vez resultaban mas econémicos. Es por ello que la fabricaciéon aumento de
manera notable y més personas tuvieron acceso a las mismas. Esta generacion es

también conocida como la Revolucién de la Computacién (26).

Al hablar de las ciencias de la computaciéon y de la informacion se debe re-
montar a etapas muy antiguas, sin embargo se puede identificar que su etapa mas
fuerte de progreso es durante la década de los anos 60; pero en los anos 90 desa-
rrollé una espectacular aceleracién (36), atin cuando surgieron como disciplinas
independientes; lograron una alianza indisoluble para el progreso. Y es justo re-
conocer que, en realidad, hubiese sido muy dificil que la ciencia de la informacién
alcanzara sus objetivos y metas, sin la ayuda de la ciencia de la computacion,
considerando el crecimiento acelerado de la cantidad de informacién disponible y
necesaria, asi como el nivel de procesamiento que se proponia sin la existencia de

las computadoras.

Esta alianza puede considerarse la segunda revolucién de las ciencias de la in-
formacion, precedida de la que introdujo los conceptos y métodos de las ciencias
sociales durante la década de los anos 50 y seguida por la que posibilit6 la adqui-
sicion de los enfoques de las ciencias econdmicas y gerenciales; no obstante, sin
lugar a dudas, la mas espectacular sigue siendo la segunda, que ademas sustenta
a la tercera o ultima, Asi, las ciencias de la informacion se han convertido, como
otras tantas disciplinas, en una zona de confluencia de aplicaciones, métodos, en-
foques y teorias procedentes de varias disciplinas, donde se mezcla arte, ciencia,

tecnologia, innovacién y practica diaria (54).




1. INTRODUCCION

Si hay algo de cierto en esta revolucién de las ciencias de la informacion es la
caida de parte de los conceptos tradicionales, el surgimiento y la renovacién de
la teoria y la préctica de estas disciplinas; dicha revolucién adquirié una signifi-
cacion especial con la masificacién del uso de Internet durante la década de los

anos 90 (8).

En algunos casos, el grado de interrelacion de los productos de informaética y
las ciencias de la informacion, utilizados por profesionales y la poblacién en gene-
ral, que es dificil discernir si el producto es el resultado de una o de otra, porque
con frecuencia es el resultado de la fusién de los avances de una y otra discipli-
na. Asi, la alfabetizacion por ejemplo, en computacién, aunque no es igual a la
alfabetizacién en informacion en las condiciones actuales, debido a la necesidad
de ambas para explotar correctamente los recursos de informacion; el dominio de
una de ellas por si sola careceria de valor. Ambas ciencias conforman hoy un par
dialéctico y contradictorio, unido e indisoluble en la etapa actual de desarrollo,
aunque, en ocasiones no puede negarse y cuyas consecuencias negativas se han
senalado algunas veces, que la informatica ha avanzado con un acelerado ritmo
de desarrollo y que es parte de su propia dindmica, sin considerar el conocimiento
acumulado por las ciencias de la informacién. La informatica, por su propio ritmo
de avance, arrastra tras de si a disciplinas y a la ciencia en general, salvo algu-
nas areas, tan impresionante como ella en el avance del conocimiento, como son

los casos de la biotecnologia, la genémica, la industria farmacéutica, etcétera (48).

Los avances tecnolégicos han logrado reducir de manera significante el tamano

de las partes de la computadora, en especifico del procesador; éste estéd llegando




1.1 Objetivos

a su limite fisico de reduccion de tamano. La ley de Moore predice que el niimero
de transistores en un microprocesador sera el doble cada 18 meses, del ano 2020
al ano 2030 los circuitos se encontraran a una escala atomica. Debido a esto, el
siguiente paso serd crear computadoras las cuales puedan aprovechar la potencia
de los atomos y moleculas para realizar las tareas de memorias y procesamientos,
estos dispositivos son las computadoras cudnticas, lo que da lugar al desarrollo

de la Computacion Cuantica (40).

1.1. Objetivos

A partir del desarrollo de la fisica cudntica surge el interés de poder utilizarla
en las tecnologias de la informaciéon y computacién, por lo que se plantearon los

siguientes objetivos.

1.1.1. General

El principal objetivo de este trabajo es dar a conocer las bases de la ciencia
de la informacién cuantica y de la ciencia de los pozos infinitos en una y dos
dimensiones. Determinar las entropias de la informacion cuantica de los pozos
infinitos en una y dos dimensiones, comparar y analizar los resultados obtenidos,

para contribuir al desarrollo del computo cuantico.

1.1.2. Especificos

= Comprender los conceptos basicos en la ciencia de la informacién cuantica.
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» Identificar los limites de la computacion e informacion clasica.

= Obtener las entropias cuanticas de los pozos infinitos en una y dos dimen-

siones.

» Demostrar el cumplimiento de la desigualdad de Bialynicky-Birula-My-cielski

(BBM).

= Comparar y analizar las entropias cuanticas de los pozos infinitos en una y

dos dimensiones.

1.2. Planteamiento del problema

Al dia de hoy, conforme al desarrollo en el almacenamiento y procesamiento de los
datos 6 informaciones se esta llegando al limite con base en el material y tamano
que se maneja, los cientificos en diversas areas estan buscando otros caminos para
poder seguir avanzando en las ciencias de la informacién y de la computacién. es
por eso que surgen ideas como la de la bio-computadora y computadoras cuanti-
cas, en un sentido natural por el tamano del chip que se esta utilizando. El
tamano del chip ya casi se reduce al tamano del atomo, es decir, ya esta llegando
al mundo cuantico, por lo que urge encontrar sistemas cuénticos manipulables
para construir una computadora cuantica en verdad. Es por eso, que los inves-
tigadores se dedican a estudiar diferentes sistemas cuanticos, para conocer bien
sus propiedades relacionados a la informacién cuantica para poder ocuparse en
la construccion de la computadora cuantica. Los pozos infinitos son unos de los
sistemas cuanticos confinados mas conocidos, no son complicados pero siempre

han sido de interés en la investigacién, ya que una computadora cuantica es fisica,

10



1.3 Contribuciones

se debe de poder manipular particulas en espacios confinados. Con base en esto
interesa estudiar las propiedades de entropia cudntica que poseen estos sistemas

para ofrecer resultados interesantes a los experimentales para su soporte tedrico.

1.3. Contribuciones

La principal contribucién de este trabajo es frente al problema del desarrollo de
la computacién clasica, la intencién es buscar una alternativa para poder salir
adelante en la ciencia de la computacion. Se investigd una area alternativa: la
ciencia de la informacién cuantica y computacion cudntica, asi que se estudiaron
los pozos infinitos, unos sistemas cuanticos de los mas conocidos para obtener sus
propiedades importantes nuevas de las entropias de la informacién cuanticas vy,
analizar y comparar, los resultados para contribuir en la computacién cuantica,
con estudios para que los experimentales lo tomen en cuenta en el desarrollo de

la computadora cuantica.

11






Capitulo 2

Marco teodrico

2.1. Ciencias de la informaciéon cuantica

En este capitulo se presenta la fundamentacion tedrica, se inicia con los topicos
de las ciencias de la informacion cuantica, como son la computacion, encriptacion
y comunicacién cuantica, para continuar con las entropias de la informacion, para

finalmente, describir los pozos infinitos en una y en dos dimensiones.

Las nociones de informacion que emplean por una parte, la Ciencia de la In-
formacion y por la otra, la Informatica y la Computacién, no son iguales. En
1948 C. Shannon di6é a conocer una de las primeras definiciones del término “in-
formacién”, la cudl resulté util para fundamentar el estudio y el desarrollo de la
transmisién de informacién en canales los cuales producian algtin tipo de ruido;
sin embargo, su cardcter cuantitativo impidié la generalizacion como definicion en
el area de las ciencias sociales por ser incapaz de caracterizar su valor desde pers-
pectivas como calidad, utilidad y significacién; los cuales son rasgos primordiales

para su valoracion en dimension cualitativa del hombre y la sociedad. A excepcion

de aplicaciones puramente tecnoldgicas, el concepto cuantitativo de informacion

13



2. MARCO TEORICO

carece de un valor primario por no poder expresar el verdadero valor de la infor-

macién: su correspondencia con los valores de los atributos de las necesidades (8).

Se puede decir que existen dos perspectivas bésicas en el tratamiento de la
informacion las cuales se pueden denominar “cuantitativa“ y “cualitativa‘ res-
pectivamente. La primera comprende la informacion como la define C. Shannon
y sus sucesores; es una nocion fisica que incluye estados, senales u otras denomi-
naciones de la Fisica; que sirve para soportar la obtencién, el almacenamiento,
el procesamiento y uso de la informacién al nivel de las tecnologias de informa-
cién y la comunicacion; la segunda, que es un aporte de las llamadas ciencias de
la informacién, es una nocién subjetiva, que no es contradictoria con la nocién
fisica, pero que agrega los requerimientos cualitativos necesarios para tratar a la
informacion en una escala humana y social. La interrelacion que existe entre la
dimensién cualitativa, que ocupa la ciencia de la informacién y la cuantitativa,
que desarrolla la informaética; es necesaria e imprescindible para adecuar a las

necesidades de sus usuarios los productos informaticos y de la informacién.

Existen diferencias por una parte entre la informatica y la computacion, y por
otra la informética con la ciencia de la informacion, esto con respecto a su unidad
bésica de tratamiento; las primeras trabajan fundamentalmente con informacién-
conocimiento mientras que la segunda lo hace con datos; aunque ambos concep-
tos se encuentran profundamente interrelacionados, es mas, simplemente son dos
niveles contiguos de la piramide de elaboracién ”dato-informacién-conocimiento-
accion”. Precisamente son los datos la parte principal para elaborar la informa-
cién. Un dato es considerado la unidad o cantidad minima de informacién no

elaborada, sin sentido en si misma, pero que al ser tratado de forma adecuada se
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puede utilizar en la realizacion de calculos o la toma de decisiones. El concepto de
dato es importante, porque los sistemas computacionales e informaticos trabajan
principalmente, con datos y no con informacién-conocimiento como las ciencias
de la informacién. Para poder manejar esta informacién, los sistemas informaticos
y computacionales deben descomponerla (decodificarla, traducirla), y convertirla

en datos que ellos puedan almacenar y manipular.

Al percibir los datos mediante los sentidos, los cuales los integran y generan
la informacién necesaria para producir el conocimiento que permite finalmente
tomar decisiones para realizar las acciones cotidianas. Datos e informacién, en
este caso, no es mas que el producto de la codificacion o recodificacién de la in-
formacion para su manejo en el nivel fisico. Se puede decir que un sueno de la
computacién es crear una maquina capaz de emular las funciones del ser humano,
por lo menos en materia cognitiva, esto en relacion a que el cerebro humano es
una gran fuente de informacién y aunque ya se han creado maquinas que hacen
ciertas funciones propias de él con mayor efectividad y eficiencia, todavia no es

equiparable.

Buscando precisamente una forma de poder hacer los procesos de manera
eficientes y con gran cantidad de informacién en espacios mas reducidos, surge la

computacién cuantica.

2.1.1. Computacién cuantica

Conforme ha evolucionado la tecnologia, la integracién de sus componentes au-

menta y caben més transistores en un menor espacio; asi se fabrican microchips
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cada vez mas pequenos, y mientras mas pequeno mas velocidad de proceso al-
canzan. El problema radica en funcion de que se esta llegando al limite fisico, ya
no se va a poder seguir reduciendo de tamano en forma infinita; ya que dejan de
funcionar de manera correcta. Al llegar a la escala de nanémetros, los electrones
se escapan de los canales por los que deben de circular, lo que se conoce como

efecto tunel.

Una particula, cuando se encuentra con un obstaculo, no lo puede atravesar y
por ende rebota. Pero al hablar de los electrones, los cuales son particulas cuanti-
cas y se comportan como ondas, en ellos existe la posibilidad de que una parte
pueda atravesar las paredes si es que estas son demasiado finas, por lo que la senal
pasaria por canales donde no deberia circular, haciendo que el chip no funcione

de manera correcta.

En consecuencia, la computacién digital tradicional, no tardard en llegar a
su limite, la Ley de Moore se refiere en especifico a los transistores, que pren-
den y apagan las senales eléctricas en los dispositivos para que puedan procesar
la informacién y ejecutar tareas. Funcionan como la base del cerebro dentro de

teléfonos, tabletas y todo tipo de gadgets.

Mientras més transistores haya en un chip mas rapido puede éste procesar la

informacion.

Para lograr que la Ley de Moore contintie, los fabricantes deben seguir redu-
ciendo el tamano de los transistores para para lograr colocar mayor cantidad de

ellos dentro de un espacio mas pequeno. El tamano original de un transistor era
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de aproximadamente media pulgada (unos 1.3 cm). Hoy en dia, los procesadores
mas nuevos contienen transistores que son mas pequenos que un virus, un tamano

casi inimaginable.

A modo de contexto, un virus como la gripe tiene unas dimensiones de 75 nm
(nanémetros). Los transistores que estan integrados actualmente en la compu-
tadora o smartphone son més pequenos que ese virus. Por ese motivo los cientifi-
cos coinciden en que el la Ley Moore llegard a su fin entorno al 2020. En ese
momento ya estariamos disenando transistores de 7 nm, equivalente a 7 molécu-

las de glucosa.

Obviamente, el fin de la Ley Moore no acabara con la innovacién (figura 2.1),
pero lo que no esta claro es si esta volvera a ser exponencial, aunque el departa-
mento de Defensa de EEUU o empresas como Intel estén buscando ya soluciones
para cuando llegue el anunciado fin. Entre las alternativas disponibles, destacan
especialmente: las capas de transistores 3D, la computacién neuromorfica y la

computacion cudntica (40).

= Las capas de transistores tridimensionales consisten en conseguir que la im-
presién de microprocesadores con ldser (hasta ahora plana), sea capaz de
superar esa barrera. Si estas obleas fuesen capaces de relacionarse entre si se

conseguiria una potencia de procesamiento nada desdenable.

= La computacién neuromorfica responde a la interconexién de millones de

transistores entre si, tal como sucede con las neuronas en el cerebro humano.
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Esta posibilidad ya fue probada por IBM en 2011, cuando desarrollo un
procesador con 256 transistores con 1024 conexiones entre si. Pero aunque
esperanzadora, esta tecnologia abriria las puertas a la inteligencia artificial,

y eso es algo que a dia de hoy sigue generando controversia.

= La computacion cuantica también es una posibilidad, ya que basa su arqui-
tectura en los qubit, bits que pueden ser 0 o 1 al mismo tiempo. Aun asi es
un modelo que se encuentra todavia en sus primeros estadios de desarrollo,
por lo que se desconoce si para 2020 estara listo para sustituir a la Ley de

Moore.
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Figura 2.1: Ley de Moore, ntimero de transistores en relacién por ano.

En general, se puede decir que la computacion cuantica es una ciencia inter-
disciplinaria de la fisica cuantica y las ciencias de la computacion que con las
propiedades de las particulas cuanticas tales como fotones, electrones, etc. bus-
ca hacer computo. El Procesamiento Cudntico de la Informacién (PCI) obedece
las leyes fundamentales y métodos acordes para lograr el procesamiento de la
informacion utilizando las leyes de la mecanica cuantica. De manera formal el
estudio de la computacién cuantica y el PCI comienza con las preguntas sobre
computabilidad hechas por Richard Feyman a finales de los anos 60’s; en parti-

cular para simular sistemas cudnticos en tiempos razonables (tiempo polinomial).
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La idea de computacion cuantica surge en 1981 cuando Paul Benioff expuso
su teoria para aprovechar las leyes cuanticas en el entorno de la computacion.
En vez de trabajar a nivel de voltajes eléctricos, se trabaja a nivel de cuanto. En
1985 David Deutsch publicé un articulo en el que demostré que era posible la
construcciéon de una maquina universal de Turing usando la teoria de la mecanica
cuantica. En ese mismo documento, Deutsch demostré que la solucion de ciertos
problemas utilizando una computadora cudntica (esto es, un sistema fisico capaz
de realizar célculos de acuerdo a las leyes de la mecdnica cuantica) era mas rapida
que cualquier solucién propuesta para su ejecucion en una computadora clédsica.
A partir de ese trabajo, el desarrollo tedrico y experimental de la computacion

cuantica y el PCI ha crecido exponencialmente.

En el modelo clédsico de computacion el bit es la unidad bésica de informacion.
Un bit puede tener dos valores distintos que se representan como 0 y 1 respecti-
vamente. Desde un punto de vista un poco mas formal, un bit es un elemento del
conjunto V' = 0, 1. Una cadena de n bits se puede considerar como un elemento

del producto cartesiano: V"=V x...xV

Una cadena de bits puede representar cualquier informacién. Para ello basta
establecer un mecanismo de codificacion. Por otra parte, en el modelo clasico
de computacion, un algoritmo es un mecanismo para manipular cadenas de bits,
y desde el punto de vista formal se puede considerar como un mecanismo para
evaluar funciones booleanas. Asi, dada una cadena de n bits, «, el algoritmo la
modifica generando otra cadena de n bits, 8 la cudl es el resultado 6 la informa-

cion requerida.
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En el modelo cuantico de computaciéon la unidad de informacion béasica es el
qubit o bit cuantico. El qubit puede estar en una superposicion de estados base
que se denotan |0) y |1). Fisicamente se representa por un sistema cudntico de
dos estados. El sistema cuantico de dos estados mas conocidos o intuitivo es el de
un electrén. En un sistema de este tipo se puede representar el spin -(1/2) por el
estado |0) y el spin +(1/2) por el estado |1). El qubit es un elemento del espacio de
Hilbert de funciones de onda més simple no trivial de dos dimensiones, generado

por los kets |0) , |1), elementos de la base, y que convencionalmente pueden
elegirse en una representacion particular como:

m=(,) m-=(}) (2.1)

Estos dos vectores son ortonormales, lo cual significa que bajo el producto escalar

(x|y) definido en el espacio, los vectores base se comportan de la siguiente forma:
En las dos tltimas ecuaciones los vectores bra (0], (1|, duales de los ket |0), |1),
se obtienen como los traspuestos hermiticos de los ket y se representan de la

siguiente manera:

Ol=@ 0 1f[=(0 1) (2.2)

Un qubit, en general, se presenta como una superposiciéon o combinacion lineal

de los estados bésicos |0) y [1) tal que:
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[¥) = al0) + 5[1) (2.3)

donde las amplitudes de probabilidad « y 8 son nimeros complejos, esto es, con-
tienen informacion de fase. Como en cualquier medida en mecanica cudntica, los
moédulos cuadrados de estos coeficientes determinan respectivamente la probabili-
dad de obtener en una medida los resultados |0) y |1) . Puesto que la probabilidad

total tiene que ser la unidad, v y 8 se deben relacionar por la ecuacion:

o + (8] =1 (2.4)

Esta ecuacién simplemente asegura que en la medicién se obtiene un estado o el
otro. Debido a su naturaleza cuantica, cualquier medicién del qubit altera inevi-
tablemente su estado, se rompe la superposicion y colapsa en aquel estado de base

que ha resultado de la medida, y {«, 8} se transforma irreversiblemente en {0, 1}.
Alternativamente, el qubit también puede describirse por medio de una matriz

densidad. Para un qubit en el estado [¢) el operador proyeccién correspondiente

es:

py = V) (Y] (2.5)

El espacio de los estados del qubit se puede representar mediante espacio vec-

torial complejo bidimensional de modulo 1. Se pueden representar puntos en la
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superficie de una esfera; esta superficie se llama esfera de Bloch (figura 2.2). Cada
estado del qubit corresponde a un punto de la superficie de una esfera unitaria.
Esto esencialmente significa que un qubit tiene dos grados de libertad locales. Es-
tos grados de libertad podrian ser la longitud y latitud, o como es més habitual,

dos angulos © y ¢ en coordenadas esféricas.

Figura 2.2: Esfera de Bloch

Naturaleza Probabilistica de la Medida de Qubits: Siempre es posible medir el
valor de un bit, pero por lo general no es posible medir el estado de un qubit. Se

va a estudiar lo que ocurre al medir el qubit definido por la expresién:

v=tm+ L 20

Para ello se empleard el dispositivo esquematizado en la figura 2.3. El proceso
de medida consiste en hacer pasar al electrén a través de la rendija del panel 1.

Cuando pasa por la rendija el electron atraviesa un campo magnético que desvia
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su trayectoria segun el valor de su spin, hasta que finalmente el electrén atraviesa

una de las dos rendijas del panel.

|12

[w>

0>

Figura 2.3: El qubit [¢)) no tiene spin definido.

Como el qubit no tiene spin definido, tiene cierta probabilidad de salir por la

rendija superior o por la inferior.

Las caracteristicas que presentan los qubit proporcionan herramientas que se
pueden utilizar en distintas dreas de la computacién, una de ellas importante es

la seguridad (encriptacién).

2.1.1.1. Encriptacion cuantica

La humanidad, a lo largo de su historia por distintas razones, se ha visto en la
necesidad de trasmitir mensajes cuyo contenido permanezca oculto para aquellos

a los que no va dirigido. Debido a esto es, por lo que nace la criptografia, que
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inicialmente, era la habilidad para esconder informacion.

La criptografia clasica esta basada en la complejidad, esto quiere decir, que
para mayor seguridad, superior debe de ser lo complejo de su estructura. La
criptografia cuantica estd con base en "no clone heurem”de mecanica cuantica,

tedricamente es una ”seguridad incondicional”.

Las actuales técnicas de la criptografia cuantica permiten a dos personas crear
de forma segura una clave secreta que se puede compartir con la persona a enviar
el mensaje. La seguridad de la criptografia cudntica descansa en las bases de la
mecanica cuantica. La mecénica cuantica describe la dinamica de cada particula
en términos de estados cuanticos, asignando una probabilidad a cada posible es-

tado de la particula por medio de una funcion.

El protocolo mas importante desde el punto de vista practico es el QKD
(Quantum Key Distribution, Distribucién de claves Cudnticas). La seguridad de
la QKD se basa en las leyes de la mecanica cuantica. El propédsito de QKD es
establecer una secuencia aleatoria de bits compartida por dos entidades, en donde

cada uno puede estar altamente seguro de que el espia no sabe sobre la clave.

La promesa de la criptografia cudntica fue anunciada por primera vez a prin-
cipios de los anos setenta en trabajos de S. Wiesner. Entre las contribuciones a
esta disciplina destaca la creacién del primer esquema de la distribucion de claves
cuanticas (QKD) por Ch. Bennett y G. Brassard (1984), conocido como proto-
colo “BB84”, asi como la invencién del protocolo basado en pares entrelazados,

contribucién de A. Ekert en 1991 (45).
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Por el contrario, la Distribucién de Claves Cuantica (DCC o QKD por sus
siglas en inglés) permite a emisor y receptor intercambiar una serie de qubits
(unidad minima de informacién cuantica) codificados en fotones. En caso de que
un tercero intentara interceptar la informacién secreta, el proceso se alteraria co-
mo consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg, que establece que

un adversario no puede acceder al mensaje sin cambiarlo o destruirlo.

“En este caso, no importa la tecnologia del adversario, pues nunca sera capaz
de romper las leyes de la fisica”, segin el fisico Richard Hughes, del Laboratorio
Nacional de Los Alamos en Nuevo Meéxico, Estados Unidos, quien trabaja también

en criptograffa cuantica (45).

2.1.1.2. Comunicacién cuantica

Las compuertas cuanticas son una parte importante para la computacion y la
comunicacion cuantica. Por esta razon actualmente se han logrado avances expe-
rimentales significativos en cuanto a la implementacién de éstas. En el siguiente
apartado se muestra como ha sido posible experimentalmente la realizacion de

una compuerta importante: la Hadamard.

Compuerta Hadamard: para pasar de la teoria a la aplicacion se implemento la
tecnologia de circuito onda de luz plana, en inglés Planar Lightwave Circuit
(PLC). Esta tecnologia logra combinar caracteristicas importantes de la fibra
Optica y circuitos integrados, que asemeja canales de luz guiados en una platafor-

ma de silicio, que son fabricados mediante la deposicién secuencial de capas de
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vidrio en obleas de silicio y cuenta con nicleo de indice de refraccién elevado (me-
jor emisién del fotén) utilizando el patrén de fotolitografia y técnica de grabado
en seco (dry-etching). El silicio se utiliza por que proporciona un soporte sélido a
las guias de onda. De este modo PLC es un componente de interfaz para las redes
de fibra 6ptica, haciendo que esta tecnologia sea un soporte complejo y versatil
que al ser implementada en las compuertas cudnticas optimizara su aplicacion

para la comunicacion.

El modelo propuesto para la compuerta Hadamard puede realizarse bajo dos
modos de guia de onda, en el cual el qubit puede tener el estado légico |0) el es-
tado légico |1). Recordando siempre que un espacio de estado de qubits es aquel
en el cual estdn contenidas todas las superposiciones de los modos bésicos |0) y
|1). Es importante aclarar que la compuerta Hadamard cuenta con una entrada y
una salida. Por lo tanto para la realizacion de esta compuerta se requiere utilizar
un splitter, que es un elemento utilizado en algunos sistemas de comunicacién de
fibra optica, el cual puede combinar senales de diferentes fuentes 6 separarlas en

dos 6 mas canales (13).

2.2. Entropia de la informacién

2.2.1. Entropia

La “Entropia” puede ser considerada como una medida de la incertidumbre y
de la informacién necesaria para, en cualquier proceso, poder acotar, reducir o

eliminar la incertidumbre. Ben-Naim conduce al lector a la conclusiéon de que
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la entropia es “Missing information”; la informaciéon que falta, la carencia o la
pérdida de informacién, término que prefiere al de incertidumbre (uncertainty).
La informacion le parece a Ben-Naim una magnitud cientifica bien definida, que
expresa de manera mas clara y exacta que la idea de “desorden” qué es la entropia.
La entropia es una medida de la ignorancia, sin que esto pueda interpretarse en
términos subjetivistas o relativos al conocimiento humano de los sucesos, sino a

la indeterminacién probabilistica (61).

Resulta fundamental comprender que la informacién que proporciona un men-
saje, en el proceso de transmision, disminuird, méas no podrda aumentar, porque
si se transfiere cierta informacién a un destinatario equivocado, no se puede pre-
tender que sea la misma informacion. La entropia de informacién de Shannon
(o, simplemente, entropia) asociada a una distribucién de probabilidad discreta

P = py,pa, ..., pn se define como

H(P)=— Zpilogpi (2.7)

De acuerdo con el teorema de Shannon la entropia de informacién constituye la
unica medida cuantitativa rigurosa de la incertidumbre asociada a un proceso
aleatorio regido por una determinada distribucion de probabilidad. La base del
logaritmo es arbitraria, siendo las elecciones més habituales 2, e y 10. La primera
se suele dar en contextos donde las distribuciones de probabilidad binarias juegan
un papel especialmente relevante. Como este no es el caso y, ademas, la base 10

hace mas sencillas las manipulaciones matemaéticas, en lo que sigue se adopta esa

28



2.2 Entropia de la informacién

base y solo se representa como log. El término entropia se debe a la conexion de
esta magnitud con la entropia de la termodinamica y la mecénica estadistica. Co-
mo el propio Shannon senalaba H es, por ejemplo, la H del célebre teorema H de
Boltzmann cuando P representa la probabilidad de que un sistema de particulas

se encuentre en cualquiera de sus micro estados accesibles (60).

El término informacién responde a una de las posibles interpretaciones de la
entropfa. Ademds de como una medida de incertidumbre (o falta de informacién)
acerca de un experimento aleatorio, H se puede entender como la cantidad de
informaciéon que uno espera ganar en promedio al llevar a cabo el experimen-
to. En este contexto es interesante senalar otra interpretacion alternativa de la
entropia como el nimero minimo de preguntas binarias (i.e. cuya respuesta es
si 0 no) que es necesario hacer en promedio para determinar el resultado de un
experimento aleatorio utilizando una estrategia éptima, lo que se relaciona con
la cantidad minima de recursos fisicos que se necesitan para almacenar la infor-
macién producida por una fuente y que da lugar al teorema de codificacion sin
ruido (“noiseless coding”) de Shannon. De hecho, Shannon introdujo la entropia
en el estudio de cémo transmitir y almacenar informacion. Esta se mostré como
una herramienta tan sumamente 1til en este contexto que ha dado lugar a una
rama propia de la investigacién conocida como Teoria de la Informacién, siendo
uno de sus primeros grandes resultados el teorema antes referido. Asi, la entropia,
ademas de constituir una medida rigurosa de la incertidumbre, tiene multitud de

aplicaciones en muy diversas ramas de la Ciencia (9).

La entropia es subaditiva. Esto significa que la entropia conjunta asociada a

dos procesos aleatorios es menor o igual que la suma de sus entropias, H(P, Q)
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< H(P) + H(Q), con igualdad (aditividad) si y sélo si P y ) son sucesos in-
dependientes, {P,Q} = {pi¢;}. Esta propiedad resulta de nuevo muy natural,
pues nuestra incertidumbre conjunta acerca de procesos aleatorios que no tie-
nen ninguna relaciéon entre si debe ser obviamente la suma de las incertidumbres

individuales.

2.2.2. Entropia generalizada

La entropia puede ser la magnitud fisica termodindmica que permite medir la
parte no utilizable de la energia contenida en un sistema. Esto quiere decir que

dicha parte de la energia no puede usarse para producir un trabajo.

Se entiende por entropia también a la medida del desorden de un sistema. En
este sentido, estd asociada a un grado de homogeneidad. La entropia de forma-
cién de un compuesto quimico se establece midiendo la que conforma a cada uno
de sus elementos constituyentes. A mayor entropia de formacién, mas favorable

sera su formacion.

En la teoria de la informacion, la entropia es la medida de la incertidumbre
que existe ante un conjunto de mensajes (de los cuales sélo se recibird uno solo).
Se trata de una medida de la informacion que es necesaria para reducir o eliminar

la incertidumbre.

Otra forma de definir a la entropia es como la cantidad media de informa-
ciéon que contienen los simbolos transmitidos. Palabras como “el” o “que” son

los simbolos mas frecuentes en un texto pero, sin embargo, son los que aportan
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menos informacién. El mensaje tendra informacién relevante y maxima entropia

cuando todos los simbolos son igualmente probables.

La entropia en el campo de la lingiiistica:

La forma en la que se organiza y difunde la informacién en un discurso es uno de
los temas relevantes y susceptibles de investigacion para la lingiiistica. Y gracias

a la entropia puede realizarse un analisis mas profundo de la comunicacion.

En el caso de la comunicacién escrita el problema es sencillo de analizar (las
unidades bésicas, las letras, se encuentran bien definidas); si se desea comprender
a fondo el mensaje es posible decodificarlo con exactitud y comprender tanto lo
dicho literal como figurado. Pero en el lenguaje oral, la cosa cambia un poco,

presentando algunas complicaciones.

No es sencillo determinar en el discurso oral los elementos fundamentales del
c6digo; las palabras suenan diferentes segiin por quién las pronuncie y, de igual
modo, pueden tener significados diversos. No es suficiente por tanto clasificarlas
en fonemas vocalicos y consonanticos porque esto no permitiria entender como se
organiza la informacién porque, por ejemplo, si se suprimen fonemas vocélicos,

no es posible comprender el mensaje.

Segun un estudio realizado en la Universidad de Wisconsin-Madison, una bue-
na forma de aislar y comprender el cédigo oral es a través de la descomposicion
espectral de las senales sonoras. Gracias a esta técnica se intenta comprender

cémo la céclea filtra y analiza lo que llega. La coclea es la parte del oido que tiene
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la funcién de transformar los sonidos en senales eléctricas y enviarlas directamen-

te al cerebro.

Para llevar a cabo este experimento se utilizé una unidad de medida que se
conoce como entropia espectral en escala coclear (CSE), la misma permite esta-
blecer conexiones entre una senal y la que la precede; decidiendo qué posibilidades

hay de predecir una senal partiendo de la anterior.

Los resultados devolvieron que cuanto més parecidas son dos senales, mas facil
es predecir la segunda; esto significa que la informacion que se toma de la segunda
es casi nula. Asi mismo, cuanto mas difieran entre si, mayor sera la informacion
que aporte la segunda senal, por lo que si es eliminada provocara consecuencias

considerables en la comprension del discurso.

2.2.3. Entropias conocidas

En 1927 Von Neumann definié la entropia como

S(p) = —tr(plogp), (2.8)

para estados p de un sistema cudntico (28), donde tr(-) denota la traza, y con-
tinué la discusion de las propiedades e interpretacion fisica de esta cantidad en
su libro (63). Si (e;); es la base ortonormal de vectores propios de p con valores

propios asociados (p;);, entonces se tiene que
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S(p) = =D _ pilogp; (2.9)

considerando que 0log0 = 0, que se justifica con la condicién f(x) = —zlogr si

x>0y f(0) =0 es continua en x = 0.

Von Neumann nunca relacioné su entropia con la teoria de la informacién.
Aunque la definicién de s(p) data de 1927, no se usé mucho durante varias déca-
das.

Entropia relativa de Von Neumann
Para dos distribuciones de probabilidad f(x) y g(z), la entropia relativa clasica

se define como

D(f,g) = /Oo f(x)logggg dz. (2.10)

esta entropia fue definida en el contexto de dlgebra de Von Neumann por Ume-

gaki en 1962, (58). Limblad la aplicé en fisica matemadtica en 1967, (38), pero su

relevancia en informacién cuantica se descubrié hasta después de 1980.

Si p y 1 son dos estados, la entropia relativa de Von Neumann se define como

S(p, o) = tr(plogp — plogo), (2.11)
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si ker(o) C ker(p) y S(p,0) = oo en otro caso, donde el Ker, es el conjunto de

todos los operando cuya imagen sea el vector nulo.

La entropia relativa es una medida de la distinguibilidad estadistica de dos
estados y por esta razon decrece bajo transformaciones estocasticas, ver el Teo-

rema de Uhlmann-Petz abajo.

El concepto de entropia relativa (cldsica o cudntica) tiene aplicaciones muy
importantes en la teoria de la informacion, en mecanica estadistica y, en general,
en el estudio de estructuras disipadoras y sistemas complejos en fisica, biologia y

otras areas.

Su relacién estrecha con nociones de la fisica estadistica como el balance deta-
llado introducido por Boltzmann, permite realizar un estudio matematicamente
riguroso de nociones como irreversibilidad y estados estacionarios fuera de equi-
librio, conceptos que son central en el estudio de estructuras disipadoras en el

sentido de Prigogine (44).
Si se compara con la entropia de Shannon

S(z) =7 plx)logp(z) (2.12)

Las definiciones son parecidas. Los elementos de la diagonal de la matriz de den-
sidad desempenan el papel de las probabilidades de que X tome cada valor. Un

sistema cudntico en el estado |x), descrito por el valor del observable X . La matriz
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densidad se escribe:

p= Zx p(x) | ) (x| (2.13)

Los estados |z) no tienen por qué ser ortogonales. S(p) se demuestra que es un
limite superior para la informacién mutua 7(X;Y") clasica entre X y el resultado

Y de la medida del sistema.

Ahora considerando los recursos necesarios para almacenar y transmitir la
informacion de un sistema cuantico ¢ cuya matriz de densidad es p. Al igual que
hicimos con la informacién clasica, nos gustaria reunir un nimero elevado de sis-
temas de este tipo (lo que en el otro caso llamamos secuencia tipica) y utilizar

un nombre que caracterice al conjunto, compactando asi la informacion.

Para simplificar el estudio, se limita al uso de unidades binarias de informa-
cién: sistemas de dos estados. Para un conjunto de n sistemas de 2 estados existe
un vector en un espacio de Hilbert de 2" dimensiones que especifica por completo
su estado. Esperando que el vector de estado caiga dentro de un subespacio tipico
del espacio de Hilbert, analogamente como los arreglos de bits tomaban valores
de secuencias tipicas en el caso clasico. Schumacher y Jozsa demostraron que la
dimensién de ese subespacio es 2°() lo que por analogia con el caso anterior
conduce a que sélo son necesarios n.S(p) qubits para transmitir la informacién de
los n sistemas. La dimension del espacio sobre el que se representan los estados
crece exponencialmente con el nimero de qubits (el qubit es una medida de in-

formacion).
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Importante es tener en cuenta que las operaciones de codificacion y decodifi-
cacion no dependen del conocimiento que tengamos sobre el estado del sistema.
Esto nos salva del problema de la no clonacion, y nos libera del hecho de tener
que medir para transmitir informacion. En el caso de que los estados a transmitir
fueran ortogonales entre si el problema se reduciria al caso clasico. Hay contrapar-
tidas cuanticas a las otras cantidades que vimos antes: la informacién coherente
desempena el mismo papel que la informaciéon mutua (42), y podemos desarrollar

c6digos andlogos al de Huffman (31) para comunicacién de informacién cuéntica.

2.2.4. Entropia de informacion cuantica

Existen autores que han relajado la axiomatica de Shannon para una medida de
la incertidumbre, lo que ha dado lugar a un abanico mas amplio de medidas que
se conocen como entropias generalizadas. Basicamente, estas explotan la libertad
a la que da lugar la Schur-concavidad como unica restricciéon para una medida
de incertidumbre. Si bien las entropias generalizadas, como se revisaran a con-
tinuacién, no posee en todas las propiedades matematicas que caracterizan a la
entropia de Shannon y que le otorgan un lugar central en Teoria de la Informa-
cién, su interés y utilidad resultan incuestionables. Las entropias de Rényi de una

distribucion de probabilidad discreta P = py, pa, ..., p,, se definen como (8)

H,(P) = ——log (Z(Pm) (a > 0). (2.14)

1—gq i=1

Basicamente, se puede entender como el resultado de sustituir el axioma de Shan-

non por la condicién més débil de aditividad. Estas entropias también se pueden
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derivar exigiendo la Schur-concavidad junto con alguna condicién mas de indo-
le técnica (65). Puesto que proviene de una relajacién de los axiomas originales
de Shannon y no de una axiomatica diferente, la entropia de Rényi contiene co-
mo caso particular a la de Shannon; concretamente cuando ¢ = 1, lo cual puede
comprobarse tomando el correspondiente limite en 2.14. Otro caso particular des-

tacable es:

Ho(P) = —log méx P, (2.15)

que también se demuestra con el correspondiente limite. Como funcién del parame-
tro q, H,(P) es no creciente, lo cual es 1til para acotar la entropfa de Shannon.
Como se ha mencionado, las entropias de Rényi son siempre aditivas. Sin embar-
go, la subaditividad se da si y sélo si ¢ = 1 (i.e. en el caso Shannon). Ademsds,
H,(P) es concava si 0 < ¢ < 1 (si n = 2 la concavidad también se cumple para
0 < ¢ < 2), mientras que para ¢ > 2 H,(P) no es ni céncava ni convexa (22).
Como rasgo positivo de estas entropias, cabe senalar que para ¢ > 1 estan libres
de problemas de continuidad que sufre la entropia de Shannon cuando se permite

un conjunto infinito de posibles sucesos (49).

La entropia de Tsallis (57) de una distribucién de probabilidad discreta P =

P1, P2, ..., Pn € puede definir como

H,(P) = —— (Zw - 1) (q>0). (2.16)

_1—q i=1

Notese que estas entropias también se reducen a la de Shannon en el caso ¢ = 1.
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Si bien las entropias de Tsallis son céncavas para todo ¢, no son ni subaditivas ni
aditivas dejando aparte el caso especial ¢ = 1. A pesar de que la falta de aditividad
puede resultar sorprendente e inapropiada para una medida de la incertidumbre,
este es el ingrediente bésico de su axiomatica (67) y la razén principal de su
interés en termodindmica y estadistica de sistemas complejos. Andlogamente al
caso de Shannon, para distribuciones de probabilidad continuas, las correspon-

dientes entropias de Rényi y Tsallis se definen como

H,(X) = y—log (/A(p(x))qu) . (2.17)

L (X) = —— < /A (p(x))%dz — 1> . (2.18)

el poder identificar cual es la herramienta que mejor se adapta a las necesidades
que se tienen y poder ocuparla en forma adecuada, permitira poder hacer calculos

mas eficientes y rapidos.

Las desviaciones estandar de dos observables no conmutables A y B se utili-
zaron en la relacion de incertidumbre de Heisenberg generalmente escrita en la
formula (64)

AAAB > = | (V| [A,B]| D) | (2.19)

| —
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2.2 Entropia de la informacién

donde AA y AB representan la raiz cuadrada del segundo momento central (des-
viacién estandar o varianza) de A y B, respectivamente, y [121, E] es su colector.
Se destaca que principalmente se puede utilizar en lugar de los segundos momen-
tos centrales de estadistica més altos momentos estadisticos de observables no

conmutan al formular una relacién de incertidumbre de Heisenberg (3).

La vasta literatura sobre la relacién de incertidumbre de Heisenberg sigue cre-

ciendo y contiene criticas, notables en los siguientes puntos (20).

Si uno de los dos observables no conmutables A o B se encuentra en su estado
propio entonces A =0 o B = 0 y por lo tanto el lado izquierdo de 2.19 es tam-
bién igual a cero aunque el lado derecho para estos observables es por definicion,

diferente de cero.

Si X y P son dos observables no conmutables con densidades de probabilidad
continuas, en seguida, sus desviaciones estandar no pueden representar a la me-
dida apropiada para la incertidumbre de estos observables, especialmente si sus

densidades de probabilidad exhiben varios picos distantes agudos (59).

Para algunos sistemas cuanticos las desviaciones estandar de los observables
no conmutables conducen a una relacién de incertidumbre en el que la desviacién
estandar de una de las observables es independiente de la desviacion estandar de
la observable complementaria (60).Tal relacién de incertidumbre no cumple con

la demanda poner en cualquier forma de relacién de incertidumbre.

Las desviaciones estandar de la posiciéon y el momento fueron utilizados por
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Heisenberg en 1927 en su famosa relaciéon de incertidumbre (UNSCH) (65). En
ese momento la desviacion estandar representa la medida generalmente aceptada

de la imprecision de la medicion.

Desde su aparicion, la relacion de incertidumbre de Heisenberg ha sido objeto
de cientos de articulos en los que se determinaron las desviaciones estandar y las
relaciones de incertidumbre correspondientes de varios observables no conmuta-
bles. Mientras tanto, sin embargo, nuevas disciplinas cientificas han surgido que
dan nuevas posibilidades para expresar la medida de la incertidumbre de una

cantidad mecanica clasica y cuantica.

Inspirado por el trabajo de Boltzmann-Gibbs Shannon publicé el trabajo fun-
damental en la teoria de la comunicacién (8) en la que se introdujo la medida
entropica més importante de la incertidumbre de una variable aleatoria, es de-
cir, la entropia de la informacion. En las ultimas décadas, algunos autores han
demostrado que las relaciones de incertidumbre, en los que se utilizan en lugar
del momento en que las medidas entrépicos de incertidumbre, no sufren de las
deficiencias mencionadas anteriormente. Las relaciones de incertidumbre donde
se emplean las entropias de informacién para la incertidumbre de observables no
conmutan se llaman relaciones de incertidumbre entrépicos. Principalmente, otras
medidas entrépicas se pueden usar en la formulacién de ’entrépicos’, relaciones
de incertidumbre de los observables no conmutables. El méas simple parece ser la

denominada informacién «energia» se define como (25)

40



2.2 Entropia de la informacién

Ho(#) = Y P2, (2.20)

=1

Esta medida entropica de incertidumbre, similar a la entropia de informacion,
también da el grado de la difusién de la distribucién de probabilidad de obser-
vables. Sin embargo, la entropia de informacion tiene una posicién privilegiada
entre las medidas entrépicos de incertidumbre. Aparte de su significado como una
medida de incertidumbre de un observable, la entropia de informacion permite a
uno determinar la cantidad de informacion obtenida a partir de una cierta medi-
da. Uno sdlo tiene que saber la entropia de informacién de un observable antes
y después de su medicion. La diferencia de estos dos entropias de informacion se

obtiene la cantidad de informacién obtenida en la medicién (36).

En la formulacion matematica de la relaciéon de incertidumbre entrépica, se
considera que el vector de estado |¢) en el espacio de Hilbert N-dimensional y
dos observables no conmutables A y B que tiene un espectro no degenerado de
sus vectores propios |a;) y |b;). La relacién de incertidumbre entrépica es una
desigualdad de la forma (24)

Sa+Sp > Sap

donde

SAI—ZHIN(W |21H|<¢‘ai> |2
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SB=—2|<w|bi>|21n|<w|bi>|2

son las entropias de la informacion de los observables A y B, respectivamen-
te. S4p es una constante positiva que representa el limite inferior de la suma de
la informacién entropias Sx y Sp (27). Para los observables X, y P, continuo,
descritos por las funciones de onda ¥ (z) y ¢(p), la relacién de incertidumbre

entrépica se lee (60)

Six.) + Sy = Sxp

Sy == [ o) Pl o) P ds
representan las entropias diferenciales de X, y P., respectivamente. Sxp es el
limite inferior de la suma de estas entropias de informacién (Biatynicki-Birula y

Mycielski) (24).

Maassen y Uffink (21), Sdnchez-Ruiz (27) han demostrado que existen limites

inferiores no triviales para Sag y Sxp para dos observables sin estados propios
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comunes. En consecuencia, la relacién de incertidumbre entrépica para la posicion
y el momento de un sistema cudntico descrito por su funcién normalizada 1 (z)

tiene la forma (24)

S(a) + Sp) 2 Sap
donde

s;:—i[m\w@>ﬁkg|wm>ﬁdx

y (2.21)
&=—/\¢@Pmmwmﬁw

respectivamente, donde ¢(p) es la transformada de Fourier de la funcién de onda
Y(x). Syp representa el limite inferior de la suma de las entropias de informacién
de posicién y del momento. Biatynicki-Birula y Mycielski y Maassen y Uffink
(21) encontraron que el menor no trivial con destino a la suma de posicién y el

momento entropias existe y se da como (h = 1)

Sz + Sy, > D(1+ In7) donde D es la dimensidn.

Recientemente, ha habido un considerable interés en encontrar las dependencias

de S;(n), Sp(n) y Sizp(n) en los estados cuanticos de un sistema cudntico (61).

Dado que los limites de la capacidad de mediciéon colocados en la posiciéon y
el momento de una particula depende del sistema cudntico concreto es necesario

investigar mas a fondo estos limites para cada sistema y sus estados cuanticos. Di-
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rigiéndose a la pregunta: jcudles son los valores de S;(n) y S,(n) para el conjunto
de estados estacionarios de un potencial infinito asi? Hay una motivacién especifi-
ca para el estudio de este sistema, de una caja unidimensional de longitud L y
unas infinitamente altas paredes potenciales a menudo se sirve como un sistema
modelo para el andlisis de los diferentes tipos de relacién de incertidumbre (54).
Considerando que los limites a las posiciones y capacidad de medicién impulso
del oscilador armonico, en forma de sus entropias y desviaciones estandar, ya se
han determinado en funcién de sus estados cuanticos los limites correspondientes

para el pozo de potencial infinito (60) se conocen sélo parcialmente.

2.3. Pozo infinito

El pozo de potencial infinito es un tépico en la mecanica cudntica, uno de los pri-
meros problemas que se ensenan a los estudiantes de Fisica Cuédntica. Enunciado
de forma mas intuitiva, este problema no es otra cosa que una particula dentro
de una caja para la que no actiia ninguna otra fuerza (como la gravedad) més
alla de las que ejerceran las paredes de la caja cuando la particula se acerque a
ellas, haciendo imposible que se salga de la caja. El hecho de no haber conside-
rado la gravedad o un modelo més realista de la fuerza (o, equivalentemente, del
potencial del que deriva la fuerza) ejercida por las paredes tiene la tnica funcién
de hacer el problema més sencillo de resolver; sin embargo, otro mas realista lle-

gard a conclusiones similares a las estudiadas en este.

La solucién de la ecuacién de Schrodinguer (del cual "habla”la teoria de la

mecdnica cuantica) a este problema mostrard, ademas de otras cosas més ttiles,
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que la particula dentro de una caja no puede tener cualquier energia, sino que
dichos valores posibles se encuentran ¢uantizados”. Es decir, que el valor de la
energia total que tiene la particula no puede ser cualquiera, sino que siempre (que
un observador lo mida) podra tinicamente tener determinados valores singulares

que dependeran de las dimensiones de la caja, sin importar nada mas.

2.3.1. Pozo infinito en una dimensién

Por lo general, un pozo de potencial infinito de una dimension, tiene una pared
izquierda x = a y la derecha en = b, siendo (a < b). Lo que equivale a decir
que la pared izquierda se encuentra en el punto a y que el pozo tiene anchura L.
Siendo por lo tanto L = b — a. Normalmente, se plantea este problema dejando
como variable tinicamente la anchura del potencial, pero no su posicién en el eje

de coordenadas, el cudl por lo general lo impone el problema figura 2.4.

V(x)=0
{pozo)

Figura 2.4: Pozo de potencial infinito (o caja) unidimensional de anchura L con
la primera pared en x=0.

Resolvamos la ecuacion de Shrodinger independiente del tiempo
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— %Wm(r) +U(r)¥(r) = E¥(r), (2.22)

con el potencial de pozo infinito

0 a<z<b
Ux) = (2.23)
+o00 z<ayzx>b

se obtiene simplemente

_ ;—m\ll”(:v) + U(2)0(x) = BU(x), (2.24)
o lo que es lo mismo
V() + %(E ~ U(2)U(z) = 0. (2.25)

Fuera del pozo, la funciéon de onda debe ser igual a cero ya que, por hipdtesis, al
decir que la altura del pozo es infinita, queremos indicar que es completamente
seguro que las particulas no pueden atravesar dichas barreras de potencial. Dado
que la funcién de onda es una funcién continua, por muy poco que nos alejemos
de a por la izquierda o de b por la derecha el valor de la funcién sera igual a

cero, por lo que también debe serlo en los extremos a y b para que se trate de
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una funcién continua. Sin embargo, a muy poco que nos introduzcamos dentro

del pozo, la funcién de onda tomara otros valores distintos de cero.

La ecuacién de Schrodinguer dentro del pozo, donde U(z) = 0:

2mE
72

U (2) + 22 W(x) = 0. (2.26)

Si se toman a a y b genéricos, lo méas sencillo es usar una solucién general de esta

ecuacién diferencial en términos de exponenciales complejas.

U(x) = Ae™* + Be ™", (2.27)
donde se define
w? = QZLQE (2.28)
Si U(a) =0
0=V(a) = Ae™" + Be ™" = B = — Ae*™", (2.29)

sustituyendo en la solucion general
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\I/(l') — Aeiwx . Ae%wae—iwx
— Aeiwm[l - eina€72iwm] (230)

— Aeiwx[l . e2iw(afz)]
ahora tomar la segunda condicién, ¥(b) =0

A=0 = U(x) =0,Vz

2=t — 1 = 2iw(a — b) = 04 2mik, k€ Z.
(2.31)

En este tltimo caso que es el nico no trivial, se deja w de la ecuaciéon anterior

w = - keZ (2.32)

Se puede coincidir que, para tener una solucion a la ecuacién de Schodinguer con
las condiciones de contorno impuestas por el potencial, los valores de w necesaria-
mente deben estar cuantizados. Es decir, que solo puede tomar valores discretos
y equi-espaciados 7/(b — a) unidades, en vez de poder tomar cualquier valor en
un intervalo determinado, como es el caso de la coordenada x, que puede tomar
cualquier nimero entre a y b. Como consecuencia de esto, las energias del opera-

dor Hamiltoniano, también estan cuantizadas de la siguiente forma

h?w? B2 , Rm?

E pu— pu— pu—
2m  2m(b — a)? omL?"

nent. (2.33)
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Notese que para las energias solo considera el sentido de los niimeros naturales
en lugar de los enteros, puesto que —k y k definen la misma energia. Ademas se

descarta el valor 0 ya que su autofuncion es nula.

La forma que toma la funcién de onda

-2k

U(z) = Ae'Te [1 _ i) (2.34)

Ahora se calcula el factor de normalizacién A por

/OO W) 2 do = 1. (2.35)

o0

Como

2

| U () [2= ‘Aei%’“ﬂc [1 - ﬂfk(aﬂ

:|A|2-1- {1%—1—2008(?(@—@)}

—2]4) {1 — cos <¥(a - fv))] :

donde se ha usado el coseno es una funcién par.

| U(x) |?=2|A) [1 — cos (?(a — x))} : (2.36)
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El moédulo cuadrado de la funcion de onda depende solo de la posicion del pozo
mediante una traslacién espacial de la funcién una cantidad a. Esto era completa-
mente esperable ya que la probabilidad de encontrar la particula en un intervalo

relativo al pozo.

Integraremos solo de a a b ya que ]\P(x)\2, al igual que la funcién ¥(z), son

siempre nulas fuera del pozo de potencial.

a

|

= 9|4 (b—a— b;a [sen 27K a) —senOD
( _
L

-2 o]

1 -k 27k (m—a)

U(x) = et |l —e" , keZ-{0}. (2.37)

La funcién de onda depende directamente de en qué posicién concreta se en-
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cuentra el origen del pozo (y también de la la anchura de este). Para dos pozos
de las mismas caracteristicas pero localizados en posiciones diferentes, serda ne-
cesario utilizar funciones distintas para representar sus funciones de onda. Sin
embargo, esto no quiere decir que la fisica del pozo de potencial sea distinta, sino
que la expresion matematica de la funcién de onda debe ser escrita de acuerdo a

la posicién del pozo.

Sia=0y b= L:

)
0 six <0
sia=0yb=L: U(z)= \/%sen(%x), neN*t si0<az<[ (2.38)
0 siz>L
\

Sta=—-L/2yb=1L/2
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L

-tk . _;27k
i x[l_ezﬂkez x]

— [eifm - e—iwke—i%kx]

[eiﬂfkm —(=1)*- e_ifx} , keZ—-{0}

Para obtener una forma mas clara, es necesario separar los valores pares e impares

de k para analizar las autofunciones en términos de senos y cosenos

L

Sll‘<—§

0
2 ™ :
Zcos (®x), sin par
U(x) = \/: (%) , neNtsi —L<p<i
2
%
0

sen (%x) , sinimpar

. L
\ siz >3
O, de otra forma,
4
0 six < —%
V(r) = 2 cos (2"—“1:) 2gen ((Zntlm, neNt s —L<cgp<i
L L A/ T L ) 2 2
. L
siz >3

(2.39)

Se observa que las energias permitidas, como cabe esperar, solo dependeran de
cual es la anchura del pozo, un eje de coordenadas paralelo al pozo de potencial

y de que a alguno de sus puntos se llamara x=0.
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2.3.2. Pozo infinito en dos dimensiones

La ecuacién de Schrodinger para una particula que se mueve en una caja de dos
dimensiones de tamano axb , tal que en el interior V' = 0 y en el exterior V = oo,

tiene la forma:

2m

h? ( o* 0

HY = —— pr) + 8y2> U(z,y) = EV(x,y) (2.40)

Esta ecuacién diferencial tiene solucién de la forma ¥(z,y) = U(z)¥(y) , siendo
la energia total del sistema E = E, + £, . La ecuacién diferencial sobre cada
coordenada puede ser resuelta de forma independiente, obteniéndose soluciones

idénticas a las del apartado anterior, por lo tanto:

2 NGTT Ny, TY
U, op = sen ( ) sen ( Y ) 2.41
sty \/a\/g a b ( )
siendo la energia,
B2 (n?2 n?
E = (=24 2 2.42
tet 8m (a2 * b2> ( )

y donde n, , y n, , son dos niimeros cudnticos independientes, los cuales pueden
tomar valores enteros 1, 2, 3, etc. Es de destacar como cada nimero cuantico
aparece asociado a una coordenada del sistema. Este hecho es una propiedad
general de cualquier sistema cuantico. Existiran tantos nimeros cuanticos como

coordenadas posea el sistema, si bien en ocasiones pueden aparecer mas nimeros
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2. MARCO TEORICO

cuanticos originados por alguna coordenada interna del sistema, como el spin.

En este trabajo interesa mas el pozo circular. Un pozo infinito en dos dimen-
siones se puede estudiar también como una superficie circular (pozo circular), ya
que se reducen el numero de variables en la funcién, y el cual queda definido
por V(r) = 0(r < R) y V(r) = oo (r > R). La ecuacién de Schrédinger en

coordenadas polares puede escribirse como

(0P 10 10
ol e e e =E . 2.4
o (W o T s aSOQ) b(r, ) = Ev(r, o) (2.43)

Al tomar ¥(r, ) = R(r)er™ / /2r(m = 0,1,2,...) y sustituyendo en ec (4.8),

se tiene
d*R(r)  1dR(r) m? ) ) 2uE

- — —R(r)=—-k*R(r) = k"R k= : 2.44
s+ TR = PR = —RR(r), 2

Al definir z = kr, se convierte en la ecuacion diferencial de Bessel

d’R(z) 1dR(z) m?
- 1—— =0. 2.4

dz? + z dz + 22 h(z) =0 (245)

Tiene dos soluciones linealmente independientes para cada valor de m, es decir,
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2.3 Pozo infinito

la regular J,,(z) y la singular Y;,(z). Sélo el J m de buen comportamiento (z) es
fisicamente aceptable, con los valores propios determinados por J,,(kR) = 0. Es
decir, kR es la enésima raiz a mn de la funcién de Bessel J,,,(x). A partir de esta

condicién, los valores propios son entonces dados por

R, R
2u  2uR2 ™™

Epn (2.46)

Aqui, se grafica la isolinea del k,,, en la figura 2.5 para mostrar la relacién entre
el nivel de energia E,,, y los nimeros cuanticos m y n. Los diferentes valores de
los nimeros cuanticos m y n corresponden a los valores iguales de la k,,, en la

misma linea.

14+ “; 7

Figura 2.5: Isolineas de parametro k,,, con radio R = 10.

Las eigenfunciones correspondientes a la enésima raiz estan dadas por
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2. MARCO TEORICO

Uy (1, 9) = NI () €57, by = 2 (2.47)

donde el factor de normalizacién

1

N, = )
RWl/Q | Jm+1(amn) ‘

(2.48)

Es obvio ver que el espectro completo corresponde a un conjunto de m = 0 so-
luciones, pero es doblemente degenerado para cada valor de m > 0, por que +m
dan las mismas contribuciones. Esto corresponde fisicamente a la equivalencia en
sentido contrario de las manecillas del reloj. Como la parte angular se conserva
la simetria, sélo se tomara la parte radial. Las funciones de onda radiales estan

dadas por

B V2
R | Jys1(amn) |

R (1) = Nop o (Bnr), N, (2.49)

Las funciones de onda radiales para m = 0,1 se muestran en la figura 2.6. Dado
que este sistema cuantico se limita, todas las funciones de onda son iguales a cero

para r = R.
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2.3 Pozo infinito

R(1)

Figura 2.6: Funciones de onda para los estados m = 0, 1 como una funcién de la
posicién r con respecto a los niimeros cudnticos radiales n = 1-3.
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Capitulo 3

Metodologia

En este capitulo se presentan los aspectos metodoldgicos de la investigacién. Se
exponen la perspectiva metodologica que se ha adoptado, la estrategia de inda-
gacion y el diseno metodolégico de las diferentes fases de la investigacion desa-

rrolladas.

Se tiene un objetivo principal, y para llegar a él se implementaré la investiga-

ciéon documental, descriptiva, analitica y experimental.

s Documental

En una primera etapa se empleo la investigacién documental y explicativa,
debido a que en un inicio el trabajo se enfocé en una exhaustiva recopilacion
bibliografica, misma que comprendié tanto la recoleccion como la asimila-
cién de conceptos tedricos con los que es posible distinguir y analizar los

elementos esenciales de la entropia de la informacion y el pozo infinito.

= Descriptiva
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3. METODOLOGIA

En la segunda etapa se seleccionaron los elementos de estudio adecuados,

en funcién de las caracteristicas encontradas en la investigacion documental.

= Analitica

Se hicieron los calculos pertinentes para obtener las entropias y asi poder
compararlas entre ellas y para poder hacer uso de ellas cuando se tenga la

tecnologia necesaria.

= Experimental

Se utilizé un el software WolframMathematica para el desarrollo de las gra-
ficas de las entropias de los pozos en una y dos dimensiones, mathematica
es un programa utilizado en areas cientificas, de ingenieria, matematicas y
areas computacionales. Originalmente fue concebido por Stephen Wolfram,
quien continia siendo el lider del grupo de matematicos y programadores
que desarrollan el producto en Wolfram Research, compania ubicada en
Champaign, Illinois. Comtinmente considerado como un sistema de algebra
computacional, Mathematica es también un poderoso lenguaje de progra-

macién de propésito general.

En el programa Mathematica se pueden distinguir dos grandes partes, una
de ellas, llamada ntcleo (Kernel), es la encargada de ejecutar todos los
comandos y realizar los calculos necesarios. La otra parte es la interfaz
del usuario (Front-End). Existe un tipo especial de Front-End que permite

generar documentos interactivos en los que se mezclan gréaficos y textos y
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en el que se incluirdn todos los comandos a evaluar por el ntcleo; a ese
tipo de documentos se los denomina Notebooks. La forma de interaccionar
entre estas dos partes la dirige el usuario, es decir, que el nticleo no realiza
ninguna accion hasta que el usuario no se lo indique y para ello se puede
pulsar las teclas Shift y Enter simultaneamente. En caso de pulsar la tecla
Enter unicamente, la entrada no se evaluard, simplemente se cambia de
linea para poder introducir otro input. Una vez pulsado Shift y Enter, se

evaluaran todos los inputs introducidos.
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Resultados de los calculos de las entropias

de la informacion

4.1.1. Pozo en una dimension

Recordando que el pozo de potencial infinito es un sistema cuantico con el po-

tencial U(z) que se define como (A= 1) (9):

0 para |z|<a
Ulx) = (4.1)

+oo para |z |>a

Sus funciones de onda, los valores propios de la energia y las funciones de onda

de movimiento son
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4. RESULTADOS

sen |7 (& — a)] FIE
—=sen |—(x —a)| para |z|<a
dn(a) = 4 VO 2 (42)
0 para |z|>a
22
En = 57; 7r2 con n=1,23,.. (4.3)
ma

Un(p) =/ gz; Si;iaf ;é?) exp(in) (4.4)

4a?

respectivamente.

Con el fin de determinar la posicién-momento relaciones de incertidumbre
entrépicos para el pozo de potencial infinito se tienen que evaluar las integrales
correspondientes 2.21. Insercién de las funciones de onda de posiciéon 9, en la
ecuacion 2.21 se obtiene la dependencia de la entropia informacion de posiciéon
del infinito pozo de potencial en su anchura y un nimero cuantico n. Estas inte-
grales se calculan analiticamente para toda la gama de a y n por Sanchez-Ruiz

(27) que obtuvo el siguiente resultado simple:

Se(n,a) =1In(4a) — 1 (4.5)

se nota que S;(a,n) no depende del niimero cuéntico n. Insercién de las funciones

de onda de momento U, (p) en 2.21 se obtiene la correspondiente informacién de
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4.1 Resultados de los cédlculos de las entropias de la informacién

entropia de momento

> rn?sen?(ap — In mn?sen®(ap — T

)
— 2| dp. 4.6
7y 2 (g — ) ] p (4.6)

3(p2 _ m2n? m2n2Y2
oo 2a3(p o

P
4a?

El calculo analitico de la entropia de informaciéon de momento representa un pro-
blema mucho mas dificil que la de la entropia informacion de posicién. Por lo

tanto, se calcula numéricamente.

Las funciones de onda de posicion con respecto a los niimeros cuanticos n=1-3

se presentan en la figura 4.1 (a) y (b).
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4. RESULTADOS

(%)

x (a=1)

Figura 4.1: Funciones de onda de posicion con n=1,2 y 3 y diferente anchura 1 y
5.

Las funciones de onda de momento respecto a los niimeros cuanticos n=1-3
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4.1 Resultados de los célculos de las entropias de la informacién

se representan en la figura 4.2 (a) y (b).

. (p)

@,(p)

Figura 4.2: Funciones de onda de momento.

Las densidades de posiciéon como una funcion de posicion estan representadas

67



4. RESULTADOS

en la figura 4.3 (a) y (b).

x(a=1)

=5)

x(a

123ya=1yb5.

Figura 4.3: Densidades de posicién con n

Las densidades de momento como una funciéon de momento se representan en
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4.1 Resultados de los célculos de las entropias de la informacién
la figura 4.4.

PP

n=1
n=2
n=3

n=1

n=2
n=3

Figura 4.4: Densidades de momento.

tran en la figura 4.5.

Las densidades de entropia de posicién como una funciéon de posicion se mues-
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x (a=1)

2
3

-

X (a=5)

== p=

1,2,3.

Figura 4.5: Densidades de entropia de posiciéon con n

Las densidades de entropia de momento como una funcién de momento se

muestra en la figura 4.6 (a) y (b).
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4.1 Resultados de los célculos de las entropias de la informacién

4.7.

o

[oh]

W
[

I
@
(=

e

[N

3
R AR

ps(p)
o
8

P Y B |

(=]
(=
=3
n
k.
(=]
-
tn
[ ]
(=]
N
[
w
(=]

Figura 4.6: Densidades de entropia de momento con n=1,2,3 ya =11y 5.

Las entropias de posicién como funcién de a y de n se muestran en la figura
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15+ - n=1
— p=

mum  p=3

1.0

0.5

\ o
b \ -
00 K

longitud a con ntimeros cuanticos n=1,2,3.

entropia de momento respecto a la
[T T T T T T
04 - / ‘ - a=l
03 | ‘ - e
02 2 ‘ o eslo
r .-__...---.-----------..._-.. 7
L ..’ “ » 4
w01 J s \ “;'-‘ 1
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[
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a1
]
L
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o [ T S S N L L
0 50 100 150 200
n

Figura 4.7: Entropias de momento respecto a los nimeros cuanticos con a= 1, 5

10.

Los procesos se presentan en el anexo 6.3.1.

En la tabla 4.1 se presentan los resultados numéricos de las entropias de in-
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4.1 Resultados de los cédlculos de las entropias de la informacién

formacién S, y S, y su suma para diferentes valores del nimero cudntico n, Se
encuentra que S, es independiente de los niimeros cuanticos n y Sp aumenta con
el nimero cuantico n. Este tipo de fenémeno no se han aparecido en los trabajos
anteriores con otros potenciales. Ademas su suma cumple las desigualdades de

BBM son mayores del valor 1(1 + In).

Sy Sp Sy + Sy 1(1 + Inm)
1.99573 0.108153 2.103883 2.14473
1.99573 0.305636 2.301366 2.14473
1.99573 0.378705 2.374435 2.14473
1.99573 0.416729 2.412459 2.14473
1.99573 0.440033 2.435763 2.14473
1.99573 0.455774 2.451504 2.14473

SO W N B

Tabla 4.1: Entropias de la informacién del estado m = 0 con respecto a diferentes
numeros cuanticos n y R = 6.

4.1.2. Pozo en dos dimensiones

Como se menciond anteriormente en el pozo infinito circular se reduce el nimero
de variables en la funcién, por lo que conviene estudiar este tipo de pozo infinito

en dos dimensiones.

El potencial se define como

0 para r< R
U(z) = (4.7)
400 para r >R

la ecuacién de Schrodinger
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4. RESULTADOS

/0> 10 1 02
— ﬂ (ﬁ + ror + 58_902) U(r, o) = EY(r, ¢). (4.8)

las soluciones correspondientes son

V2

R, (r) = Npdm(kpnr), N = )
( ) ( ) R ‘ Jerl(amn) ’

donde J,, y Jni1 es la funcion de Bessel.

Las entropias de informacion de los espacios de posicién y de momento para el
potencial unidimensional se pueden calcular, sin duda, en términos de las formulas
dadas en la ecuacién ec (2.21). Sin embargo, en el caso arbitrario dimensional, se

deben utilizar las siguientes formulas:

&z—/MNN“MwWPWn

(4.10)
&z—/wmm%mmmﬁfp

Para el presente caso, también hay que considerar la condicién confinada J,,,(kR) =
0. En general, derivaciones explicitas de la entropia de informacién son bastan-
te dificil, en particular, es casi imposible la derivacion de la expresion analitica
para la S,. Debido a la complicacién de la funcién especial J,, involucrada en
las integrales ecuaciones (4.10), no se puede obtener sus férmulas analiticas. Por
otra parte, hay otras dos razones principales. Una de ellas es desde el espacio
confinado, a diferencia del caso normal en el que el espacio integral r es de cero

a infinito. Otra razon es por la diferente k y p involucrado en funciones de Bessel
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4.1 Resultados de los cédlculos de las entropias de la informacién

de primer . Los libros de texto generales sobre las tablas de integrales no pueden

encontrar las integrales correspondientes en este estudio.

Con el fin de calcular la entropia de la informacién del momento S,, uno
debe transformar las funciones de onda obtenidos en el espacio de posicién al
espacio de momento usando la transformada de Fourier. Por otro lado, también
se estudian las densidades de informacién de entropia y de momento p(r) =|
D) PIn | ¥r) >y pp) =] ¢(r) ? In | ¢(r) |?, ya que desempeiian funciones
similares a las de densidad de probabilidad de carga p(r) =| ¥(r) |* (también
nombrado como “nube”de electrones) y las densidades de probabilidad del mo-
mento p(p) =| ¢(p) |*. Cabe senialar que la p(r) describe la probabilidad de la
masa reducida que se encuentra en la posicién (r, ¢), mientras que la distribucién
de probabilidad radial describe la probabilidad de que la masa reducida se puede
encontrar entre r y r + dr, definida como Q(r) = 27r | ¥(r) |%. Lo mismo ocurre
con la Q(p) = 2mp | ¥(p) |* para describir la probabilidad entre P y P + dp.
Debido a la dificultad en el calculo de las funciones de onda en el espacio impulso

obtenido por la transformada de Fourier, sélo se toman en cuenta dos casos de

altitud bajam =0, 1.
Usando la transformada de Fourier

o) = 5= [ Rotr)e s

N R 21 )
) / / Jo(Four) e~ drdip
2 Jo Jo

I6)



4. RESULTADOS

kOnJl(OéOn)Jo(pR) - PJO(OéOn)Jl (PR)
kgn - p2

= NoR , (4.11)

donde ky,, estd definida en la ecuacién (2.47).En el cdlculo también se utiliza la

ecuacion kR = o, y la siguiente férmula

/ ePes@eos(na)de = i"wJ,(6). (4.12)
0

Por lo que el caso m = 1, desafortunadamente no se puede obtener su transfor-
mada de Fourier a través de la integracion directa como lo anterior. En este caso,
sin embargo, se usa la expansion de serie de la funcion de Bessel, para calcular la

transformada de Fourier. Su expresion de serie estd dada por

Jo(z) = i e (4.13)
e e 2%tnsl(n + s)! ' '

De este modo, podemos obtener la funcién de onda de m = 1 en el espacio de

momento como

1 [B .
o1(p) = %/o Ri(r)e " d*r
N R 2 '
— 2—;/ Jl(k’lnr)e*lpmos(@)rdrdgo
o Jo
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_ Nli (—1)532(a1n)25+1

2s5+1 | |
= 2251 (25 + 3)sl(s + 1)!

1
x 1F, (3 + §; s+ >, ——p2R2) , (4.14)

donde también se ha utilizado la ecuacién (4.12) y la siguiente férmula integral

R 2 ¢
R*(kR t t 1
/0 Jo(pr) (kr)trdr = %qﬁ’z (5 +1;1, 5t 2; —1p2R2) . (4.15)

Para m = 1, se observa que esta serie se converge rapidamente cuando el re-
corrido del nimero s se forma hasta 15 (4.16). Para cualquier entero m, también
se puede obtener su transformada de Fourier a partir de la forma anterior. Esto

es,
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N R 2 )
=" / / Ty (En )€~ dp
2 Jo Jo

_ f: <_1)SR2(amn)28+m
oo — 22stm(2s + m + 2)s!(s + m)!

1
1 F (s+%+1;1,3+%+2;—1p2R2). (4.16)

Sin embargo, se tiene que reconocer que los calculos para valores grandes de s
se vuelven méas largo y muy pesado. Las funciones de onda correspondientes en
el espacio de momento se ilustran en la figura 4.8. Parece que disminuyen a cero
rapidamente con respecto al momento p. Esto significa que el comportamiento

del momento p es local.
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R=10]

o(p)

m=0 ]

| 1 1 1 L I_

0.0 0.5 1.0 L5 2.0
P

T ]

= n=]

- p=2 ]

=* n=3 ]

gt

- _

- m=1 ]

| L 17

1:5 2.0

Figura 4.8: Funciones de onda en el espacio de momento para diferentes ntimeros
cuanticos n = 1-3.
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0.00 F
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Figura 4.9: Las densidades de entropia de posicién como una funcién de posicién
T

Los rasgos caracteristicos de la informaciéon de las densidades de entropia de in-
formacién de posicién y de momento ps(r) y ps(p) se muestran en las figuras 4.9
y 4.10 para m = 0,1. El radio R = 10 se da por conveniencia. Las densidades
correspondientes de posicién y de momento (la nube de electrones) p(r) y p(p) de

la particula en movimiento se ilustran en las figuras 4.11 y 4.12. Se encuentra que
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4.1 Resultados de los cédlculos de las entropias de la informacién

la amplitud de las densidades de n = 1 son mayores que los de n = 2,3. En las
figuras 4.13 y 4.14 se ilustran las distribuciones radiales y probabilidad impulso
Q(r) v Q(p) para describir el hallazgo de sus probabilidades entre r y r + dr,

asi como entre la Py P + dp, respectivamente.

120} R=10
100 ]
80 1
B ;
g %
a0 .
20f 1
L "-"-" Qz-.v‘..‘ -~ = S~ — - m=0 4
I 7 et A R ey T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
p
140: - p=1 7
L - =2
120: ey °]
100 | .
80 .
60 .
40} ]
20 - - m=1 7
0.6 0.8

Figura 4.10: Densidad de entropia de momento como una funcién de momento p.
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025}

0.00 [

- n=3

0.10

0.08 —
0.06 |
0.04 |

0.02 |

0.00 |

—_— p=2

- n=3

Figura 4.11: Distribucién de probabilidad de carga como una funcién de la posi-

cion r.
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R=10]
o) ]
=% &
m=0 ]
1.4

P
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- p=1 4
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301 -
20} J
10} .
p— \ 4
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P

Figura 4.12: Densidad de momento como una funcién de momento p.
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Figura 4.13: Distribucién de probabilidad radial Q(r) como una funcién de la
84

posicién r.




4.1 Resultados de los cédlculos de las entropias de la informacién

z = ol |
35 L =
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Figura 4.14: Distribucién de probabilidad de momento Q(p) como una funcién
de momento p entre el Py P+ dp.

En las figuras 4.11 y 4.12 se muestran las variaciones de las entropias de infor-
macién de posicién S, y de momento S, para los nimeros cudnticos magnéticos
m = 0,1. Sus variaciones con respecto al nimero cuantico m se ilustra en la

figura 4.17. Tenga en cuenta que la entropia de posicion S, aumenta con el radio
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R, pero primero aumenta y luego disminuye con el niimero cuantico m. Es intere-
sante encontrar que el S, también disminuye con el nimero cudntico magnético
m. También se observa que la tendencia general de la entropia de momento S, en
el radio R primero incrementa al final disminuye, pero la tendencia general de la
Sp en el nimero cuantico m es primero disminuye y al final incrementa. Ademas,
la densidad de probabilidad p(p) es mayor que 1 y llega a 35 (m = 0) y 40(m = 1)
como se muestra en la figura 4.12. Esto es porque la mayoria de las densidades
son casi cero para p > 0.4, las curvas tienen que subir mas alto que 1 con el
fin de tener un area total de 1 como se requiere para todas las distribuciones de

probabilidad.
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Figura 4.15: Entropias de posiciéon de momento como una funcién de el radio R
con nimero cuantico m = 0.
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Figura 4.16: Entropia de posicién y de momento como una funcién de la radio R
con nimero cuantico m = 1.
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20

- n=2]

n=3

0 2 4 6 8 10

Figura 4.17: Posiciéon de entropia para R dada como una funcién del ntimero
cuantico m.

Los procesos se presentan en el anexo 6.3.2.

En la Tabla 4.2, se presentan los resultados numéricos de las entropias de
informacién S,, S, y su suma para diferentes valores del ntimero cuantico n en
el caso del nimero cudntico m = 0. Una vez mas se encuentra que el S, es casi
independiente de los niimeros cudnticos m y 5, aumenta con el niimero cuantico n.

Este nuevo tipo de fendmeno no se ha aparecido en estudios anterior. Ciertamente,
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4. RESULTADOS

su suma se mantiene por encima del estipulado limite inferior del valor 2(1+In7).

Sy Sy Sy + Sy 2(1 + lnm)
16.0594 -10.1317 5.927700 4.28946
15.3482 -2.36618 12.98202 4.28946

15.0484 0.295818 15.34422 4.28946
14.8826 0.999659 15.88225 4.28946
14.7773 0.619260 15.39656 4.28946
14.7044 0.437933 15.14233 4.28946

S U W N B

Tabla 4.2: Entropias de la informacién del estado m = 0 con respecto a diferentes
numeros cuanticos n y R = 6.

Los avances de la tesis se presentaron en el cuarto y quinto coloquio inter-
nacional de computo e informéatica en la UAEM y en el primer encuentro de
ingenierfa en informatica del Tecnolégico de Estudios Superiores de Chalco (Evi-
dencias 6.2.1).

Como parte de la formacién en ciencias de la computacion se acudio a los
cursos de aplicaciones modernas en la mecanica cuantica realizado en el Doctorado
en Ciencias en Fisica, en el Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenieria
de la Universidad de Guadalajara, al taller de 6ptica Cuantica en el Instituto
Nacional de Astrofisica, ()ptica y Electrénica y al curso taller de Aplicaciones de

robética industrial en la Universidad Auténoma de Hidalgo (Evidencias 6.2.2).
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Capitulo 5

Conclusiones/Trabajos futuros

5.1. Conclusiones

La enorme potencia generada por los fabricantes de computadoras ya no alcanza
la necesidad del céalculo en velocidad y en capacidad. La ley de Moore predice
que el nimero de transistores en un microprocesador continie a ser el doble cada
18 meses, al ano 2020 o 2030 encontrara los circuitos en una escala atéomica. El
siguiente paso logicamente serd crear computadoras cuanticas, las cuales aprove-
charan la potencia de a&tomos y moléculas para realizar las tareas de memorias y
procesamientos. ;Cémo se almacenan y cuantos se almacenan las informaciones
cuanticas en diferentes sistemas cuanticos y especificamente sistemas cudnticos
confinados? son tareas que urge estudiar para contribuir a la preparacion de la

era de la computadora cuantica.

Con base en esta hipotesis, entre muchos potenciales, se realizo este trabajo,
ya que el problema de pozos infinitos es un tépico muy estudiado en mecanica
cuantica por su sencillez y amplia aplicaciéon un ejemplar del punto cuantico, una

nanoestructura semiconductora que confina el movimiento de los electrones, es-
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5. CONCLUSIONES/TRABAJOS FUTUROS

pecificamente en la prueba de construir computadoras cuanticas.

En este trabajo, se estudian los pozos infinitos de una y dos dimensiones,
aunque sus soluciones exactas ya habian sido resueltas, pero se contribuye en
obtener sus entropias de informaciones de posicién y momento, una propiedad
recientemente descubierta de los sistemas cudnticos para conocerlos mejor, ya
que se requiere conocer aun mas a los sistemas cudnticos para llevar a cabo su
manipulacién con la esperanza de encontrar sistemas cuanticos que seran viables

para la construir una computadora en sentido real.

A parte se analizan los resultados obtenidos, no se sorprende que en ambos
sistemas la desigualdad de incertidumbre BBM fue comprobada, aunque en el
sistema unidimensional no se aumenta tan rapido las sumas de las entropias
de posicién y de momento como las del sistema en dos dimensiones. En ambos
casos, cuando la longitud L esta fija, la entropia de posicién casi no tiene nada
de cambio respecto al aumento del niimero cuantico n, lo que aumenta bastante

son las entropias de momento respecto al aumento de n.

5.2. Trabajos futuros

No basta con estos resultados, como trabajo futuro se estudiara el pozo infinito
en tres dimensiones obviamente serda mucho mas dificil, pero con la metodologia

que se aprendio en este trabajo. lo hara posible.
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Capitulo 6

Glosario/Evidencias/Anexos

6.1. Glosario

Atomo Particula mas pequena de un elemento. Esta for-
mado por protones y neutrones en un ntcleo ro-

deado de electrones.

Criptografia Se considera una disciplina que ayuda a transmitir
cuantica informacion en forma segura.
Cuanto Cantidad mas pequena de algo. Un cuanto de

energia luminosa es el fotén.

Difraccion Desviacién de una onda debido a la presencia de

una barrera.
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Dualidad onda-

particula

Ecuacién de

Schrédinger

Efecto foto-

eléctrico

Electrén

Energia

Energia Cinética

Esfera de Bloch

Estados de Bell

Teoria que explica que la luz puede ser vista como

onda 6 como particula segiin convenga.

Determina la energia total de la onda, los elemen-
tos que componen la ecuacion indican la energia

en movimiento.

Extraccién de electrones de cierto metal cuando

sobre ellos incide luz.

Particulas sub atomicas de carga negativa.

Propiedad de un objeto 6 sistema en virtud de la

cual puede realizar trabajo; se mide en Joules.

Energia del movimiento. Es igual a la mitad del
producto de la masa por el cuadrado de la veloci-

dad.

Constituye una manera de visualizar y representar

geométricamente el estado de un qubit simple.

Representan los posibles estados de un entrelaza-
miento, es decir representan el estado cuantico de

dos qubits.
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6.1 Glosario

Foton Modelo corpuscular de la radiacion electro-
magnética, particula que viaja con la rapidez de
la luz y cuya energia esta relacionada con la fre-

cuencia en el modelo ondulatorio.

Frecuencia Numero de vibraciones por unidad de tiempo; se

mide en Hertz.

Funcién de onda Tiene un valor complejo y contiene toda la infor-
macion que puede conocerse acerca de una particu-

la.

Impulso Producto de la fuerza por el intervalo de tiempo

durante el cual se ejerce.

Longitud de on- Distancia entre la cima de una cresta a la cima de
da la siguiente cresta.

Luz coherente Luz que tiene misma fase y frecuencia.

Momento Producto de la masa de un objeto por su velo-

cidad. Es una cantidad con direcciéon ademas de

magnitud.
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Nanociencia

Qubit

Spin

Teleportacion

cuantica

Es el estudio del fenémeno y manipulacién de ma-
teriales a escala atémica, molecular y macromole-

cular.

Elemento bésico para el tratamiento de la infor-

macion.

Propiedad fisica de las particulas que proporciona
una medida del momento angular y de la accion

de la particula.

Proceso separadas mediante el cual dos personas
geograficamente se quieren comunicar y emplean

el uso de superposicién de qubits para lograrlo.
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6. GLOSARIO/EVIDENCIAS/ANEXOS

A\
////__' \\\}E\\\\\ El Instituto Nacional de Astrofisica,

= Optica y Electrénica

fhAQ

otorga la presente

CONSTANCIA

Fabidn Soberanes Martin

por su participacion en el
Taller de Opfica Cudntica,
levada a cabo del 10 al 4 de octubre del afio 2014,
en Tonontzintlo, Puebla.

e

Dr. David Sénche? de la Liave Dr. Blos M. Rocriguez Lara
Coordinador de Optica Organizador
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6. GLOSARIO/EVIDENCIAS/ANEXOS

6.3. Anexos

6.3.1. Pozo infinito en una dimensién

Needs["PlotLegends "]

T n? Sin[aP—gn]

%l[a ,n ,P ] = _——
- T 2al p2_ 2=
4a?

mn~2Sin[ap-nn/2]"*2
8l2[a_, n_,p_] = —r
2a"3 (p"Z—%)"Z

nmi2

nZJ'rSin[ap— =

]

Plot[{®l2[1, 1, p], ®12[1, 2, p], ®12[1, 3, P]}, {pP, -10, 10},
PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large] , Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},

Frame - True, FrameLabel - {"p(a=1)", "p(p)"}, PlotLegend » {"n=1", "n=2"
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2| 1D (1).nb

o(P)

o(P)

Export[“pp2-1.eps™, %]
pp2-1.eps

spdenfa_, n_, p_] = &12[a, n, p] Log[&l2[a, n, p]]

2 n2nsin[ap7n72rr]2 ) -
n nLog[ - (pz_ﬁ)z ]Sln[ap_7]
4 a2

4 a2

2as (pz_ﬁ)Z

1

N

[—= x-a]
a 2a
Sin[%]

Va



1D (1).nb |3

1 7N 2
Tnx2[a_, n_, X_] =— (Sin[— (x—a)])
a 2a

Sin[nng:m) }2

a

Plot[{&znx2[5, 1, Xx], &nx2[5, 2, X], enx2[5, 3, X1}, {X, -5, 5},
PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FramelLabel -» {"'Xx(a=5)", "o(X)"}, PlotLegend » {"'n=1", "'n=2", "n=3""}]

020 F P e T
L RS N _'—n: 4
- S = n=2 |

St I in=3

pX)

p(X)

X(@a=1)

Export["eznx2-5_eps", %]

Tnx2-5.eps

sxden[a_, n_, X_] = &nx2[a, n, X] Log[Enx2[a, n, X]]

- nn(-a+x) 12
{S'”[ aZa ] ]Sin[nﬁ(—am)}z

Log 7a

a



4| 1D (1).nb

Plot[{-sxden[5, 1, X], -sxden[5, 2, X], -sxden[5, 3, x]}, {X, -5, 5},
PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FramelLabel -» {"'X (a=5)", "ps(X)"}, PlotLegend » {"'n=1"", "n=2", "'n=3"}]

ps(X)

Ps(X)

Export["posx-5.eps", %]

oSX-5.eps

PIOt[{§l[51 1, P] ’ §1[5, 21 P] ’ §l[51 31 P]}’ {P1 _2: 2}1

PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FramelLabel -» {"'p (a=5)", "&,(p)"}, PlotLegend -» {''n=1"", ""n=2", "n=3"}]
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p (a=1)

Export[*enx-1_eps", %]
Tnx-1.eps
Plot[{enx[5, 1, X], &nx[5, 2, x], enx[5, 3, X1}, {X, -5, 5},

PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FramelLabel -» {"'x (a=5)", "@,(x)"}, PlotLegend » {"'n=1"", "n=2", "'n=3"}]
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Plot[{-spden[5, 1, p], -spden|[5, 2, p], -spden[5, 3, pl}, {p, 0, 3},
PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel » {"'p (a=5)", "ps(p)"}, PlotLegend -» {"'n=1", "n=2"", "n=3"}]
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ps(P)

EXport["posp5.eps', %]

osp5.-eps
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PIot[{NIntegrate[ -spdenf[a, 1, pl1, {p, O, 20}1,
NIntegrate[ -spden[a, 2, p], {p, 0, 20}1,
NIntegrate[ -spdenia, 3, pl, {p, 0, 20}1}, {a, 0.001, 10},
PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame » True, FrameLabel » {""a", "Sy"}, PlotLegend -» {"'n=1", "'n=2", "n=3"}]

PIot[{NIntegrate[ -spdenfa, 1, pl, {p, O, 20}1,
NIntegrate[ -spden[a, 2, p], {p, 0, 20}1,
NIntegrate[ -spden[a, 3, pl, {p, 0, 20}1}, {a, 0.1, 10},
PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame » True, FrameLabel » {""a", ""Sy"}, PlotLegend - {"'n=1", "'n=2", "n=3"}]

Export[*"Spl.eps", %]

Spl.eps

PIot[{NIntegrate[ -spden[l, n, pl, {p, 0, 20}1,
NIntegrate[ -spden[5, n, p], {p, 0, 20}1,
NIntegrate[ -spden[10, n, pl, {p, 0, 20}1}, {n, 1, 180},

PlotStyle » {{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame » True, FrameLabel » {""n", "'S,"}, PlotLegend » {"a=1", "a=5", "a=10"}]
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6.3.2. Pozo infinito en dos dimensiones

2efay a1
dp~dd
.r.[rt(p *2+1)~2 } R E

Jd Exp|-dk rCos[g]] de
)

1

d o
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2E8in|kr]

KEr

a*2 k™2 f238in[kr]
r dk
ra“~2+k"2 [ ke ]

a‘a N m Har
CopditlonalExpraasion) —————, r & Raals && |Fe|ar
v Abs| E|

ale 17 @
Eilplif}'[T[I]

a¥e

- T e
HORE]

J“[ L) 0 ez
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J‘Eﬂllll.]'[ﬂ, kr] (ZmBessalJ[0, pr]) rdr /f FullSinmplify
"

2mE(kBasaald|d,; pR| BessalJ|1l, KR] -pBassalJI|ld, LR| Basseld|i, pR|]

e
ZAR (kBassell[0, pR] BesselJ[1l, kR] - pEBasseld[0, kK] BasselJ[1l, pR])

k- pt

o

Full3implify
2R ikBassald[d,; pR] BasselJ|1l, KR] - pBasgalI [0, kB] Bassald|1, pE]]

K - B’

Heads [ "Plotlegends " "]
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2 | circular well.nb

V2

B R Abs[BesselJ[m+ 1, N[BesselJZero[m, n]]]]

V2

R Abs [BesselJ[1 +m, BesselJZero[m, n]]]

NNN[R _, m_, n

BesselJ[0+ 1, N[BesselJZero[0, 1]]1]
0.519147

NINNN[2, 0, 21]

2.07811

R=.

NINNN[2, 1, 1]]

0.137687

(* k=3Ff“ ,ann IS the zeros of
Bessel for the nth root of order ms)

N[BesselJZero[m, n]] ]
r
R

R[R_,m_,n_, r_]1=N[NNN[R, m, n]] BesselJ[m,

r BesselJZero[m,n] }

1.41421 BesselJ|[m, -

R Abs[BesselJ[1. +m, BesselJZero[m, n]]]

N[BesselJZero[m, n]]
KIR_,m ,n_]-= -

BesselJZero[m, n]
R

Plot3D[k[10, m, n], {m, O, 5}, {n, 1, 10}]

DensityPlot[Sin[x] Sin[y], {x, -4, 4}, {y, -3, 3}]
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DensityPlot[k[10, m, n], {m, O, 4}, {n, 1, 4}]

4.0

35

3.0

2.0

ContourPlot[k[10, m, n], {m, O, 10}, {n, 1, 15}, FrameLabel -» {"'m", "n"}]

[T T T T T T T T T T T T T T T T T

=

Export["isoline-kmn.eps", %]

isoline-kmn.eps
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NIntegrate[R[13, 0, 1, r]®r, {r, 0, 13}]
1.

NIntegrate[R[13, 0, 1, r]®r, {r, 0, 13}]
1.

Plot[{R[10, 0,1, r], R[10,0, 2, r], R[10,0, 3, r]},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"r', "Ro(r)"}, PlotLegend -» {"'n=1", ""'n=2"", "n=3"}]

0-5:’ "'. - N=1
’ n=2 1

0.4F .
L . + n=3
03F “. E

0.2F

Ro(n)

0.1f

0.0F

-01F ~, ~." 1

|- Ls “ 4
L ., . ]
—02F ]

Plot[{R[10, 1,1, r], R[10,1,2,r],R[10,1,3,r]},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"r', "Ry (r)"}, PlotLegend -» {"'n=1", "'n=2"", "n=3"}]

03F - n=1 J

i n=2 1

0.2 L n=3 |

- o0af ]

o [ ]
00Ff

01; ]

_02 :\ L L L L L L L L L L L L L L L L L L L \;

0 2 4 6 8 10

Export["wave-m=1.eps", %]

wave-m=1_eps
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Plot[{R[10, 2,1, r], R[10, 2,2, r], R[10, 2, 3, ]},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel » {"'r", "R, (r)"}, PlotLegend -» {''n=1", "n=2"", "n=3"}]

03F AP — — ———
L R - el
[ - B n=2
0.2 r R - ' n=3
01
S 1.
0.0 =
-01f ]
-0.2 :\ S B ‘.' “U P B \;
0 2 4 6 8 10

Export["wave-m=2._eps", %%]

wave-m=2._.eps

Plot[{R[10, 4,1, r],R[10, 4,2, r], R[10, 4, 3,r]},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"r', "R4(r)"}, PlotLegend -» {"'n=1", ""'n=2"", "n=3"}]

02b ]

o1l ]

R3(r)

00f

n=2 . . . | . . . | . . . | . . . \;

n=3

(* R is normalized wave function, r is from O to Rx)

eX[R_, m _,n_,r_]=R[R,m,n, ri"2

r BesselJZero[m,n] ] 2

2. BesselJ[m, o

R2 Abs[BesselJ[1. +m, BesselJZero[m, n]]]2
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eXQ[R_,m ,n ,r 1=2nrR[R, m, n, r}"2

12.5664 r BesselJ [m, f2essezerol.nl BesselJZero(m,n] ]2
) , :

R2 Abs[BesselJ[1. +m, BesselJZero[m, n]]]2

Plot[{px[10, O, 1, r]1, px[10, O, 2, r], px[10, O, 3, r1},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel - {"'r", "p(X)"}, PlotLegend -» {"'n=1", "n=2", "n=3"}]

0.25 - n=1 ]

n=2 ]

0.20 ©n=3 A

~ 015 ]
K3
Q

0.10 ]

005}

0.00

Export["denx-m=0.eps", %]

denx-m=0.eps

Plot[{px[10, 1, 1, r], px[10, 1, 2, r], px[10, 1, 3, r1},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"'r", "o(x)"}, PlotLegend » {"'n=1", ""'n=2", "n=3"}]

0.10 — n=1 ]

[ n=2 |

0.08| n=3

— 006f ]

\)_(/ L 4
QL

0.04f ]

0.02f ]

0.00 1 \ . . | . . . | . . . | . . . | . . ) il
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Export["denx-m=1_eps", %]

denx-m=1.eps

Plot[{pxQ[10, O, 1, r], pxQ[10, O, 2, r], pxQ[10, O, 3, r]},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"r", "Q(r)"}, PlotLegend » {"'n=1", "'n=2", "n=3"}]

T —— —— —— T T —T
' st 1

12} .
tof
08}

06}

Q)

oaf ;

T

00 ¥ |

Export["den-radial-m=0.eps", %]

den-radial-m=0.eps

Plot[{pxQ[10, 1, 1, r], pxQ[10, 1, 2, r], pxQ[10, 1, 3, r]},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel » {"'r", "Q(r)"}, PlotLegend -» {"'n=1", "n=2", "n=3""}]

l.4j‘ T T T T T T T T T T T T T T T t
12}
10}

08}

Q)

06
04f
0.2}

0.0f

Export["den-radial-m=1_eps", %]

den-radial-m=1.eps

|7
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r BesselJZero[m, n] ]2

R
r BesselJZero[m, n] ]2)/

R

Sox[R_,m ,n_,r_]-= (2-0000000000000004‘BesselJ[m,

Log[(2-0000000000000004‘BesselJ[m,

(R* Abs[BesselJ[1." +m, BesselJZero[m, n]]]z)])/

(R* Abs [BesselJ[1.~ +m, BesseldZero[m, n]]]?)

r BesselJdZero[m, n] .2

R

2. BesselJ[m,

]

r BesselJZero[m,n] ] 2

2. BesselJ[m, .

Log|

RZ Abs[BesselJ[1. +m, BesselJZero[m, n]] ]2] /
(R? Abs [BesselJ[1. +m, BesselJZero[m, n]]]?)
(*spX[R_,m_,n_,r_J]=pXx[R,m,n,rjLog[px[R,m,n,r]]x*)

r BesselJZero[m, n]
R

2
2. BesselJ[m,

]

r BesselJZero[m,n] ] 2

2. BesselJ[m, .

Log /
{RZAbs[BesselJ[l- +m, BesselJZero[m, n]] ]2]

(R? Abs [BesselJ[1. +m, BesselJZero[m, n]]]?)

Plot[{spx[10, 0, 1, r], spx[10, 0, 2, r], spx[10, 0, 3, r1},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"r', "ps(X)"}, PlotLegend -» {"'n=1", ""'n=2"", "n=3"}]

e — — — ———
—0.05[ 1
-0.10F 1

-0.15[ 1

ps(X)

—0.20F ]
—025F

[ = n=1
030 [ n=2 4

[ n=3 |
-03%p ]

Export[“sdenx-m=0.eps", %]

sdenx-m=0_.eps
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Plot[{spx[10, 1, 1, r], spx[10, 1, 2, r], spx[10, 1, 3, r]},
{r, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel - {"'r", "ps(X)"}, PlotLegend -» {''n=1", "n=2"", "n=3"}]

0.00 [,
-005f -

-0.10f

ps(X)

-01s[ - 1
[ - : - n=1
-020] P n=2
[ : n=3
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10

Export["sdenx-m=1._eps", %]
sdenx-m=1.eps

(» the following momentum function is obtained by
traditional Fourier transform, the result is not good. )

g[R_,m_,n_, p_1=NNN[R, m, n]
N[BesselJZero[m, n]]
(ZJTR(

R

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] -

p BesselJ [0, BesselJZero[0O, n]] BesselJ[1, pR]))/

[(N[BesselJZero[m, nl] )2 2]
R

1
[2\/?7T (7p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] =

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero[m, n]

|

/

BesselJZero[m, ni2
RZ

,p2+

Abs [BesselJ[1 +m, BesselJZero[m, n]]]
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[R_,m_,n_,p_1=

1
[2\/2 7 L—pBesselJ[O, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR]+~§BesselJ[0, p R]

BesseIJ[l,BesseIJZero[O,n]]BesseIJZero[m,n]]]//

BesselJZero[m, n]?
Abs[BesselJ[1 +m, BesselJZero[m, n]1]] |-p®+

R2

1
[Zxﬁfdr(presselJ[O,BesselJZero[O,n]]BesselJ[l,pFﬂ -

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero[m, n]

|

/

BesselJZero[m, ni2
RZ

2

Abs[BesselJ[1 +m, BesselJZero[m, n]]] |-p° +

8[3, 0, 1, p]

2+/2 nBesselJ[0, 3p] BesselJZero|[0, 1]

3 <—p2+-% BesselJZero [0, 1]?)
NIntegrate[&[3, 0, 1, p]1™2p, {p, 0, 10}]
39.47669748621508"

(» we have to do normalization for m=0 after get the phi (p),
cannot use the original normalization constants)

JRBesselJ[O, k r] BesselJ[O, pr] rdr // FullSimplify
0

1
k2_p2

R (kBesselJ [0, pR] BesselJ[1, kR] - pBesselJ[0, kR] BesselJ[1, pR])

TeXForm[
k2_p2

R (kBesselJ[0, pR] BesselJ[1, kR] -pBesselJ[0, kR] BesselJ[1, pR])]

\frac{R (k J_1(k R) J_0(p R)-p J_OCk R) J_1(p R))MHk" 2-p 2}
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Jm((R ((BesselJZero[0, n] /R) BesselJ[0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] -
0

p BesselJ [0, BesselJZero[0O, n]] BesselJ[1, pR])) /
((BesselJZero[0, n] /R)?-p?)) "2 (2x) pdp

ConditionalExpression[
1

" A/ R? {BesselJ[l, BesselJZero[0, n] ]2 BesselJZero[0, n]2
BesselJZero[0, n]

MeijerG[{{g}, {}}, {{1, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?| -

2 BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]
BesselJZero[0, n] MeijerG[{{g}, {}}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?| +
BesselJ [0, BesselJZero[0, n]]?

MeijerG[{{g}, {1}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero|O, n]z]),

BesselJZero[0, n]2 BesselJZero[0, n]2
| <01 ¢ Reals| |
R? R2

Re[R] = 0&& IM[R] == 0&& (Re]
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Solve[

1
[ vV R? [BesselJ[l, BesselJZero[0, n]]2BesselJZero[0, n]?
BesselJZero[O, n]*

- 3 ,
MeuerG[{{E}’ {}}, {{1, 2}, {1}}, -BesselJZero|[0, n] ] -
2 BesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]
. 3
BesselJZero[O0, n] MEIJEFG[{{E}, {}}, {{2, 2}, {1}},
-BesselJZero[O, n]z] +BesselJ[0, BesselJZero[0, n]]?

MeijerG[{{g}, {}}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero[O, n]z]]] XN2 =1, x]

(x--1/
f

3
[x/?RZ BesselJ[1, BesselJZero[O, n]]zMeijerGH{E}, {3}, ({1, 2}, {1}},

1

-BesselJZero|[O0, n}z}]/ BesselJZero[0, n]? -
BesselJZero[0, n]3

2+/7n R?BesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]

3
MeijerGH{E}, {3}, ({2, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?| +
5
[\/7 R? BesselJ [0, BesselJZero[0, n] 12MeijerGH{£}, {1},

({2, 3}, {2}}, -BesselJZero]|O0, n}z])/ BesselJZero[0, n]*

}s

3
[\H R? BesselJ[1, BesselJZero (O, n]]ZMeijerG[{{E}, {1},

e/ ]

{{1, 2}, {1}}, -BesselJZero|O, n]z])/ BesselJZero[0, n]? -

1
2~/ R?BesselJ [0, BesselJZero[0, n]]

BesselJZero[0, n]3
BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]
3
MeijerGH{E}, {}}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?| +

5
(\/? R2 BesselJ [0, BesselJZero[0, n] }ZMeijerG[{{E}, {1},

}

{{2, 3}, {2}}, -BesselJZero|O, n}z])/ BesselJZero[O, n]?
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NN =

1/ (\/([F R® BesselJ[1, BesselJZero|[O, n]]2MeijerG[{{§}, 0}, 111, 23, (1,

-BesselJZero]|O, n]z]]/ BesselJZero[0, n]? -
[ZN/?RZ BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]
MeijerG[{{E}, {}}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero[O, n]z]]/
2
BesselJZero[0, n]°%+ (\/7 R? BesselJ[0, BesselJZero[O, n]]? MeijerG[

{{g} 0}, 142, 3}, {2}}, -BesseldZero[0, n]2]]/ BesselJZero [0, n]“]]

3
1/ (J((W R2BesselJ[1, BesselJZero|O, n]]ZMeijerG[{{E}, {1},
({1, 2}, {1}}, -BesselJZero|O, n]z])/ BesselJZero[0, n]? -
(ZWRZ BesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]

3
MeijerG[{{E}, {}}, {12, 2}, {1}}, -BesselJZero|[O, n}z]]/

BesselJZero[0, n]%+ (\/? R? BesselJ[0, BesselJZero[0, n] % MeijerG]|

5
HE} {}}, ({2, 3}, {2}}, -BesselJZero[O, n}z])/ BesselJZero|[O, n}“)

TeXForm [1/

1 3
[\/( V7 R?BesselJ[1, BesselJZero[0, n]1? MeijerG[{{—}, {}},
BesselJZero[0, n]? 2

1

{{1, 2}, {1}}, -BesselJZero[O, n]Z] - 5 137 [0, n3
esse ero[0, n

24/ 7 R?BesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]
3
== et _ 2
MeljerG[{{z}, {}}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n] ]+

1
V7 R?BesselJ[0, BesselJZero[O, n]]?

BesselJZero[O, n1*

MeijerG[{{g}, {}}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero]O, n]z]]]]

(» the original result"s normalization constant is not goodx)
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g[R_,n_,p_]-=
NN (R ((BesselJZero[O, n] /R) BesselJ[0O, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0O, n]] -
p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR]1)) /

((BesselJzero[0, n] /R)? - p?)

(R (—p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +

/

J((\/? R?BesselJ[1, BesselJZero[0, n] ]2 MeijerG]

1
R BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero[0, n]

[[ , BessellZero|[O, nj2
-p°+
RZ

3
{{5} {}}, {{1, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n] ]/BesselJZero[O nj?
(Z\ERZ BesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[O, n]]
3
MeijerG[{{E}, {3}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero|O, n]Z]J/

BesselJZero[O0, n] (WRZ BesselJ [0, BesselJZero[0, n]]2MeijerG|

5
{{5} {}}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero[0O, n] )/BesselJZero[O nj ]

[R (—p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +

1
= BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero|O, n]]]/

[[ ) BesselJZero[0, n]?
-pT+

. \/((\/7 R? BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]? MeijerG|
R

3
{{E} {3}, {{1, 2}, {1}}, -BesselJZero[0O, n] ]/BesselJZero[O nj?
(ZWRZ BesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]
3
MeijerG[{{E}, {}}. {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero[O, n]2]J/
BesselJZero[0, n] (\/_ R? BesselJ [0, BesselJZero[0, n] ]2 MeijerG]|

5
{{E} {}}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero[0, n] ]/BesselJZero[O n#

N[&[10, 2, p]]
(0311437 + 2.63175 x 1014 i) BesselJ (0., 10. p]

0.304713 - 1. p2
N[g[10, 3, p]]
(0.488234 + 8.49684 x 107! i) BesselJ[0., 10. p]

0.74887 - 1. p?

(» the normalization is based on the area d™2 r= p dp (2pi) )
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NIntegrate[g[3, 1, p] Conjugate[&[3, 1, p]1p (27), {p, 0, 2}]
0.991963

NIntegrate[&[2, 0, 1, p]1™2p, {p, O, 10}]
39.4725

Plot[{Re[&[10, 1, p]], Re[2[10, 2, p]], Re[2[10, 3, p]1},
{p, 0, 2}, PlotRange -» All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"p", "&,(p)'}, PlotLegend » {"'n=1"", "n=2", "'n=3"}]

T

20F N

! n=2 ]

15} n=3 |

10[ 1

& os[ \ ’ ]
0.0Ff — v —

-05F ]

-1.0 }\ L L L L L L L L L L L L L L L L L L L \E

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Export["wave-p-m=0.eps", %]

wave-p-m=0.eps
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ep[R_, n_, p_1 = &[R, n, p] Conjugate[&[R, n, p]]

1
R (7p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +—R

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero[0, n]

1
Conjugate[ (R [7p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +E

|

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero|[O, n}]]/

3
(\ERZ BesselJ[1, BesselJZero[O, n]]zMeijerGH{E}, {3}, ({1, 2}, {13},

1

-BesselJZero|O, n}z}]/ BesselJZero[0, n]? -
BesselJZero[0, n]3

2/ RZBesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n] ]

3
MeijerGH{E}, {}}. {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero [0, n}?] +
5
[\/7 R? BesselJ [0, BesselJZero[0, n] 12MeijerG[{{E}, 0}

{{2, 3}, {2}}, -BesselJZero|O, n]z])/ BesselJZero[O, n]?

1)/

Conjugate [BesselJZero[0, n] ]2 J

BesselJZero[0, n]2 i
“p?+ -Conjugate([p]? +

J :

Conjugate [R]?
1

\/7 RZBesselJ[1, BesselJZero[0, n] ]2

BesselJZero[0, n]2

3
MeijerG[{{E}, {}}, {{1, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?| -

1
2 /7 RZBesselJ[0, BesselJZero[0, n]]

BesselJZero[0, n]3
BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]

3
MeijerG[{{E}, {1}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?]| +

1
/7 R2BesselJ[0, BesselJZero[0, n]]?2

BesselJZero[0, n]*

5
MeijerG[{{E}, {}}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero|0, n]z]]]

Plot[{pp[10, 1, pl, pp[10, 2, p1, pp[10, 3, p1},
{p, 0, 1.5}, PlotRange - All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FramelLabel -» {"'p", "o(p)'}, PlotLegend » {""'n=1", "'n=2", "n=3""}]
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= n=1 f
n=2 |
v n=3 ]

P(p)

Export["den-p-m=0.eps", %]

den-p-m=0.eps
Spp[R_,Nn_,p_1= [R (—pBesselJ[O, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +
1
E BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero[O, n])

Conjugate[[R [—p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +

ol [

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0O, n]] BesselJZero[O, n]]]/

V7 RZBesselJ[1, BesselJZero[O, n]]ZMeijerG[{{g}, {}},

I

—_—

{{1, 2}, {1}}, -BesselJZero|[O, n]z]]/ BesselJZero[O, n]? -

[2 V7 R2 BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]
MeijerG[{{E}, 0}, 2. 23, an,
2
-BesselJZero[O, n]2])/ BesselJZero[0, n]1%+
5

(«/; R? BesselJ [0, BesselJZero[0, n]]? MeijerG[{{E}, {}},

{{2, 3}, {2}}, -BesselJZero][O, n]z])/ BesselJZero]O, n]4]]]

1
Log[[R [—p BesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +E BesselJ[0, pR]

BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero|[O, n]) Conjugate[
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1
[R [—p BesselJ [0, BesselJZero[0O, n]] BesselJ[1, pR] +E BesselJ [0, pR]

BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero|[O, n]]]/

3
(\/ [[\/? R? BesselJ[1, BesselJZero[O, n]]ZMeijerG[{{E}, {}}, {{1, 23,

{1}}, -BesselJZero|[O0, n]Z]J/ BesselJZero[O, n]? - [2 vV R?
BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]

MeijerG[{{Z}, {}}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero]O, n]z]]/
BesselJZero[O0, n]°%+ (\/; R? BesselJ[0, BesselJZero[O, n]1?
MeijerG[{{g}, {}}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero[O, n]z]J/

BesselJZero[0, n]?
BesselJZero[O, n]“]]]]/ -p%+ "
R

(-Conjugate[p]?® + Conjugate [BesselJZero[0, n]]% / Conjugate [R]?)

\/[[\/? R? BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]?
MeijerG[{{E}, {}}, {{1, 2}, {1}}, -BesselJZero[O, n]z]]/
2
BesselJZero[0, n]? - [ZN/;RZ BesselJ[0, BesselJZero[0, n]]
BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] MeijerG[{{E}, {}}, {{2, 23,
2
{1y}, -BesselJZero[O, n]z]]/ BesselJZero[O, n]%+

(w/? R? BesselJ [0, BesselJZero[O, n]]? MeijerG[{{g}, {}},

{{2, 3}, {2}}, -BesselJZero|[O, n]Z]J/ BesselJZero|[O, n]4]]]]/

[[ ) BesselJZero[O, n]?
_p +

Conjugate[BesselJZero[0, n] ]2]
RZ

] (—Conj ugate[p]? +
Conjugate[R]?

3
\/[[W/; R? BesselJ[1, BesselJZero[O, n]]zMeijerG[{{E}, {}},
{{1, 2}, {1}}, -BesselJZero][O, n]z])/ BesselJZero[O, n]? -

(2 V7 R?BesselJ[0, BesselJZero[O, n]] BesselJ[1, BesselJZero[O, n]]

MeijerG[{{g}, {}}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero[O, n]z])/
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BesselJZero[O, n]®+ («/7 R? BesselJ [0, BesselJZero[0, n]]? MeijerG[
5
{{E} {}}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero[O, n]z]]/ BesselJZero[O, n]4]]

1
[R (—p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +—R

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero|[O, n])

1
Conjugate[ (R [—p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +E

|

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero|[O, n}]]/

3
(\/7R2 BesselJ[1, BesselJZero|[O, n]]ZMeijerG[{{E}, 0}, (1, 23, {13},

1

-BesselJZero|[O0, n}z}]/ BesselJZero[0, n]? -
BesselJZero[0, n]3

2+/7n RZBesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n] ]

3
MeijerG[{{E}, {}}. {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero ([0, n}?] +
5
[\/7 R? BesselJ [0, BesselJZero[0, n] }zMeijerGH{E}, {1},

}

({2, 3}, {2}}, -BesselJZero|O0, n}z])/ BesselJZero[0, n]*

1

Log[ R [7p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +E

BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero[O, n]]
1
Conjugate[ (R (—p BesselJ [0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, pR] +E
BesselJ [0, pR] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]] BesselJZero|[O, n]))/
. 3
[\/ ((\/7 R2 BesselJ[1, BesselJZero[O, n] JZMeljerG[{{E}, {3},

{{1, 2}, {1}}, -BesselJZero][O, n]z}]/ BesselJZero[0, n]? -
1

2/ R?BesselJ[0, BesselJZero[0, n]]
BesselJZero[0, n]3

BesselJ[1, BesselJZero [0, n]] MeijerG[

3
{{E}, {}}, {{2, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?] +

5
[\/? R2 BesselJ [0, BesselJZero|[O, n]]ZMeijerG[{{E}, {1},

({2, 3}, {2}}, -BesselJZero][O, n]z}]/ BesselJZero[O, n]*

1)/
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) ) Conjugate [BesselJZero[0, n] ]2
-Conjugate[p]“ +

[[ 5 BesselJZero[0, n]2
-p°+

J =

Conjugate[R]2

3
(\/?RZ BesselJ[1, BesselJZero[O, n]]zMeijerG[{{E}, 0. ({1, 23, (1)},

1

~-BesselJZero|[O0, n]z}]/ BesselJZero[0, n]? -
BesselJZero[0, n]3

2 /7 RZBesselJ[0, BesselJZero[0, n]] BesselJ[1, BesselJZero[0, n]]

3
MeijerGH{E}, {3}, ({2, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?| +
5
[\/7 R? BesselJ [0, BesselJZero [0, n] }zMeijerGH{E}, {1},

{{2, 3}, {2}}, -BesselJZero|O, n}z})/ BesselJZero[0, n]*

1)/

-Conjugate[p]? +

[[ BesselJZero[0, n]?
_p2+
R2

Conjugate [BesselJZero[0, n] ]2

Conjugate [R]?
1

\/7 RZBesselJ[1, BesselJZero[0, n] ]2

!

BesselJZero[0, n]2
3
MeijerG[{{E}, {3}, ({1, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?| -

1
2+/n R?BesselJ[0, BesselJZero[0, n]]

BesselJZero[0, n]3
BesselJ[1, BesselJZero [0, n]]

3
MeijerG[{{E}, {1}, {12, 2}, {1}}, -BesselJZero[0, n]?]| +

1
v/ R?BesselJ[0, BesselJZero[0, n]]?

BesselJZero[0, n]*
5
2

MeijerG[{{—-1}, {}}, {{2, 3}, {2}}, -BesselJZero|[O, n]z]]]

Plot[{NIntegrate[-spp[R, 1, p], {p, 0, 1.2}],
NIntegrate[-spp[R, 2, p], {p, 0, 1.2}]1, NIntegrate[-spp[R, 3, p], {p, 0, 1-2}]},
{R, 1, 16}, PlotRange - All, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame » True, FrameLabel » {"R", "Sy"}, PlotLegend -» {""n=1", "n=2", "'n=3"}]
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b

Export[''sp-R-m=0.eps", %]
sp-R-m=0.eps

- n=1
- Nn=2 _
=3 ]

ps(P)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
p

Export["sden-p-m=0-re.eps", %]

sden-p-m=0-re.eps
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ps(P)

Export[''sden-p-m=0.eps", %]

sden-p-m=0.eps

Plot[{spp[10, 1, p], spp[10, 2, p], spp[10, 3, p1},
{p, 0, 1.2}, PlotRange - All, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel » {"'p", "pos(p)"}, PlotLegend -» {"'n=1", "n=2", "n=3"}]

(» let us study the m=1 casex)

JﬂBesselJ[l,I<r]BesseIJ[O, pr]rdr
0

JRrBesselJ[O,plq (kny~r(2L+1)dr
0

1
3+2L

ConditionalExpression|

3 5 1
k R3 (kR)ZLHypergeometricPFQHE +L}, {1,-5 +L}, 2 p?R?|,

}

Re[pR] 20&& (ImM[pR] >0 || Re[pR] >0) & Re[L] > -

N w

15 N
(-1)~L 1
g8l[R_,n_,p_]= E: BesselJZero[1, n] R?
S2n@L+1) Ly (L+1)t 3+2L

(BesselJZero[l,n])ZLHypergeometricPFQ[{g +L},{1q 2 +L}, —% szZ];
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(-1)"L
27 (2L+1) Lt (L+1)! 3+2L

TeXForm[ BesselJZero[1, n] R?

(BesselJZero[l,n])2LHypergeometricPFQ[{g +L}, {1,-2 +L}, —% szz]]

\frac{(-1)"L 2~{-2 L-1} R*2 \left(j_{1,nA\right){3~{2 L+1} \, _1F 2\left(L+\Frac{3}{2};1,
(L+1)1}

Plot[&l1[10, 1, p], {p, 0, 2}]

0.5 1.0 15 2.0

|
N
LI B

NIntegrate[81[10, 1, p] Conjugate[&1[10, 1, pl1]1p (27x), {p, 0, 3}]
50.9545

(*N1=7.13824 for m=1,n=1, R=10%)

Sqrt[%]

7.13824

NIntegrate[#1[10, 2, p] Conjugate[81[10, 2, pl11p (27x), {p, 0, 3}]
28.2838

Sqre[%]

(¥*N1=5.318248033286422 for m=1,n=2, R=10%)
5.318248033286422~
NIntegrate[81[10, 3, p] Conjugate[&1[10, 3, pl1]1p (2x), {p, 0, 3}]
19.5625
Sqre[%]
4.42295
gnl[R_, n_, p_] =
(-H"™L
2A(2L+1) Lty (L+1)! 3+2L

15
(7.1382406618221745") ' BesselJZero[1, n] R2

L=0

(BesselJZero[l,n])ZLHypergeometricPFQ[{g +L}, {1,-2 +L}, -% pZRZ];
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sn2[R_, n_, p_1 =

15 AN

R (-1)~L 1

(5.3182480332864227) z: BesselJZero[1, n] R?
Z2n@2L+1) Ly (L+1)1 3+2L

(BesselJZero[1, n])2t HypergeometricPFQ[{iz3 + L}, {1, 2 + L}, -% p? RZ];

an3[R_, n_, p_] =

15 N
. (-1)~L 1 5
(4.4229539149854747) E BesselJZero[l, n] R
02N (2L+1) Ly (L+1) 1 3+2L

(BesselJZero[1, n])2* HypergeometricPFQ[{Z + L}, {1, 2 + L}, _;, p? RZ];

(#N1=4.422953914985474~ for m=1,n=3, R=10%)

Plot[{Re[&nl[10, 1, p]], Re[&n2[10, 2, p]], Re[&n3[10, 3, p1]1},
{p, 0, 2}, PlotRange -» All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"p", "&,(p)"}, PlotLegend » {"'n=1"", "n=2", "'n=3"}]

S5 S5 S
1o

W N -

®1(p)

Ppl[R_, n_, p_] =&nl[R, n, p] Conjugate[anl[R, n, p]];
PpP2[R_, n_, p_] =&n2[R, n, p] Conjugate[an2[R, n, p]];
ep3[R_, n_, p_1 =&n3[R, n, p] Conjugate[&n3[R, n, pl];

Plot[{ppl[10, 1, p], pp2[10, 2, p], pp3[10, 3, p]},
{p, 0, 1}, PlotRange -» All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FramelLabel -» {"p", "o(p)'}, PlotLegend » {""'n=1", ""'n=2", "n=3""}]
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T
15000 = n=l g
L n=2
' n=3 |
10000 b
s L i
%
5000 B
I P e LT T T T T T T i
0 ; . ; ’ - i | ) ! . - ! .H.I—I—-l_-‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

sppl[R_, n_, p_] =ppl[R, n, p] Log[epl[R, N, p]1]1;

Spp2[R_, n_, p_] =pp2[R, n, p] Log[pp2[R, n, p11;
Spp3[R_, n_, p_1 = pp3[R, n, p] Log[pp3[R, n, p11;

Plot[{sppl[10, 1, p], spp2[10, 2, p], spp3[10, 3, pl},
{p, 0, 0.8}, PlotRange - All, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"p", "ps(p)'}, PlotLegend » {"'n=1"", "n=2", "'n=3"}]

150000 -

= R Jen §
WN -

100000 -

ps(p)

50000 -

Export[“'sden-p-m=1.eps", %]

sden-p-m=1.eps

Export[''sx-m.eps", %]
sSX-m.eps

SX-m.eps
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Plot[{NIntegrate[ -spx[R, 0, 1, r], {r, O, R}1,
NIntegrate[ -spx[R, O, 2, r], {r, O, R}1,
NIntegrate[ -spx[R, 0, 3, r], {r, O, R}1}, {R, 1, 6}, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FramelLabel -» {"'R", ""S¢""}, PlotLegend -» {"'n=1", '""'n=2"", "n=3"}]

0.0F

-10F ]

15] : ==l
N n=2 ]
-2.0 ; N o n=3 7:

Export[''sx-R.eps", %]

sx-R.eps

Plot[{NIntegrate[ -spx[10, O, 1, r], {r, O, 10}1,
NIntegrate[ -spx[10, O, 2, r], {r, O, 10}],
NIntegrate[ -spx[10, O, 3, r], {r, O, 10}1}, {m, O, 10}, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FrameLabel -» {"m", 'S¢}, PlotLegend » {"'n=1"", ""'n=2", "'n=3""}]

Plot[{NIntegrate[ -spx[10, O, n, r], {r, O, 10}1,
NIntegrate[ -spx[10, 1, n, r], {r, O, 10}],
NIntegrate[ -spx[10, 2, n, r], {r, 0, 10}1}, {n, 1, 2}, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},

Frame -» True, FramelLabel - {''n"", "S«"}, PlotLegend -» {"'m=0", "m=1"", "m=2"}]

Plot[{psp[0.05, 0.1, 2, p], psp[0.05, 0.1, 8, p], pp[0.05, 0.1, 16, p]},
{p, -6, 6}, PlotRange » All, PlotStyle -
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame -» True, FramelLabel -» {"'p", "os(p)'}, PlotLabel » "a=0.05,0=0.1",
PlotLegend -» {''D=2"", "'D=8", "D=16""}]

Export["densp.l1-D.eps", %]

densp.l1l-D.eps

NIntegrate[ -posp[0.08, 0.2, 8, p], {p, -, ®}]
1.51022 - 1.54074x 103 1
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Plot[{Re[NIntegrate[ -psp[a, 0.2, 2, p], {p, -», ®}11,
Re[NIntegrate[ -psp[a, 0.2, 8, p], {pP, -®, ©}]1]1,
Re[NIntegrate[ -psp[a, 0.2, 16, pl, {p, -©, ©}11}, {a, 0.01, 0.8}, PlotStyle »
{{Red, Thick}, {Green, Dashing[Large], Thick}, {Blue, Dotted, Thick}},
Frame » True, FrameLabel » {"a", "'S,"}, PlotLabel » "0=0.2",
PlotLegend -» {""D=2", "D=8", "D=16"}]
(* a=0.8 0=0.1 6=0.2,3,10 x)
Sx[0.8, 0.1, 0.2] + Re[NIntegrate[ -psp[0-8, 0.1, 0.2, p]l, {p, —», ©}]]
2.4219

Sx[0.8, 0.1, 3] + Re[NIntegrate[ -psp[0.8, 0.1, 3, pl, {P, ~©, ©}]1]
2.22173

Sx[0.8, 0.1, 9] + Re[NIntegrate[ -psp[0.8, 0.1, 9, pl, {P, -, ©}]1]
2.1772

(* a=0.8 0=0.1,0.4,0.9 6=3%)

Sx[0.8, 0.1, 3] + Re[NIntegrate[ -psp[0.8, 0.1, 3, pl, {P, ~©, ©}]1]
2.22173

Sx[0.8, 0.4, 3] + Re[NIntegrate[ -psp[0.8, 0.4, 3, p], {pP, -©, ©}]]
2.2445

Sx[0.8, 0.6, 3] + Re[NIntegrate[ -psp[0-8, 0.6, 3, p]l, {P, —©, ©}]1]
2.31454

(» a=0.8,10,40 0=0.1 6=0.8)

Sx[0.8, 0.1, 0.8] +Re[NIntegrate[ -psp[0.8, 0.1, 0.8, p], {pP, -, ©}]]
2.30152

Sx[10, 0.1, 0.8] +Re[NIntegrate[ -psp[10, 0.1, 0.8, p], {pP, -, ©}]]
2.30152

Sx[40, 0.1, 0.8] +Re[NIntegrate[ -psp[40, 0.1, 0.8, pl, {p, -», ©}]]
2.30152

(» the maxium of nx)

Do[Print[n, "™ ', NIntegrate[-spx[10, 0, n, rlr, {r, 0, 10}1] +
Nlntegrate[_Spp[los n, p] p! {ps 01 2}] ] {ny 11 8}]
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0o N o o b~ W N P 0o N o a b~ W N P 0o N O g b~ W N P

o N o o b~ W N P

W W W W W w w w

O O O O o o o o

-36146
.32623
.31616
-31142
-30867
.30687
.30561
-30467

Do[Print[n, ™ ', NIntegrate[-spx[10, 1, n, r], {r, 0, 10}11, {n, 1, 8}]

.732902
.844874
.898666
.929793
.94941

.962314
.970945
.97669

Do[Print[n, " ", NIntegrate[-spp[10, n, p] p, {p, 0, 2}11, {n, 1, 8}]

-0.124748

W W W W w w w w

0.0813893
0.173774
0.23002
0.
0
0]
8

265466

-272829
-0120177

.97598 x 10°°

Do[Print[n, " ', NIntegrate[-spx[10, 0, n, r]r, {r, 0, 10}1] +
NIntegrate[-spp[10, n, p] p, {p, 0, 2}1, {n, 1, 8}]

.36146
-32623
.31616
-31142
-30867
.30687
.30561
.30467

(» analytical result for Sx, n=1%)
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