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Introduccion

"There is always going to be an element of doubt, as one is
extrapolating into areas one doesn't know about", Richard
said. "But what EVT is doing is making the best use of

whatever data you do have about extreme phenomena."

Richard Smith (Universidad del Norte de Carolina)

Una de las incognitas que ha causado mayor intriga en diversos campos de
estudio, es la prediccion de aquellos eventos que por su magnitud, no suceden con
frecuencia y que a su vez tienen un gran impacto en nuestro entorno.

El poder calcular con gran certeza la posible ocurrencia de estos sucesos y/o
catastrofes que suelen pensarse irrealizables, tales como: inundaciones, terremotos,
huracanes, caidas bursatiles, etc., ha captado cada vez mas la atencién de
académicos, pues se ha observado que este tipo de fendmenos han sucedido un
poco mas a menudo de lo esperado.

No obstante, en muchos estudios de analisis de datos estos “eventos
extremos ”, han sido nombrados como observaciones atipicas (outliers) y por ende
ignorados, pues con ello se dice que se “ajusta de mejor manera” a algun modelo.

Dentro de la “Probabilidad y la Estadistica”, estos fenomenos inusuales o raros
son conocidos como valores extremos o0 simplemente extremos . Dicho nombre
podria estar bien aludido pues si graficaramos en un histograma la frecuencia de
este tipo de sucesos, uno encontraria a estas observaciones situadas en las colas
de una distribucion.

Hoy en dia se ha encontrado que para muchas series de datos, estas
“situaciones de cola” son mas pesadas de lo que las clasicas distribuciones
predicen; y que este tipo de eventos sorpresivos que no siguen ninguna regla
aparente, tienen a su vez una gran influencia en el comportamiento total de un
modelo.

Ahora bien, si quisiéramos modelar de mejor manera a tales series de datos de
colas pesadas, tendriamos que encontrar el método matematico apropiado para
explicar la distribucién con la cual tales eventos ocurren. Una respuesta tentativa es
la Teoria de Valores Extremos (TVE), la cual provee los fundamentos teoricos
sobre los cuales podemos construir modelos estadisticos para describir eventos
extremos fuera del alcance de los datos que se tengan y que suceden mas a

menudo de lo que se piensa.



De manera general, la TVE se encarga de modelar el comportamiento de los
valores maximos y/o minimos de una serie de datos, tratando de encontrar la forma
de la distribucién limite a la cual estos valores se pueden aproximar. Las tres
distribuciones limite a las cuales tales valores pueden converger son conocidas
como distribuciones de valor extremo (DVE), y es justo el propdsito de este trabajo el
proporcionar los fundamentos tedricos asi como el desarrollo necesario para la
obtencidn de estas tres ultimas distribuciones.

Esta teoria asintotica posee cierta semejanza con el Teorema del Limite Central
(TLC), pues mientras este Ultimo se ocupa del comportamiento limite de sumas
parciales normalizadas, la TVE se enfoca en el comportamiento limite de una
muestra extremos (maximos y/o minimos) propiamente normalizados.

Sabemos que el hablar de la TVE implica elaborar un documento muy completo y
riguroso, no obstante y dada la naturaleza de este trabajo, los objetivos se centraran
en lo siguiente:

t Establecer los conceptos de probabilidad suficientes para facilitar la
comprension de textos mas complicados que hablan sobre TVE.

t Proporcionar al lector una vision general y un poco comprensible sobre la
TVE.

t Dar el las condiciones suficientes para la convergencia de las tres
distribuciones valores extremos.

Tomando en cuenta los objetivos anteriores, en el primer capitulo de este trabajo
expondremos la teoria matematica subyacente a la TVE. En el segundo capitulo,
expondremos las matematicas e ideas fundamentales de la teoria de valores
extremos. Y finalmente en el tercer capitulo daremos el sustento suficiente para la
convergencia de las tres distribuciones de valores extremos.

Dado que toda la teoria descrita en los proximos capitulos puede ser encontrada
en diversos libros y monografias, no se incluyen todas las pruebas para los
resultados expuestos en este trabajo pues el desarrollo de cada uno de estos, sale
del alcance de la presente tesina.

Asi mismo, dentro del presente texto las siguientes notaciones/abreviaturas son
usadas:

v.a. variable aleatoria
i.i.d. independiente e idénticamente distribuidas

f.d.  Funcién de distribucién



f.p.d. Funcion de probabilidad de densidad

TVE Teoria de valores extremos

ssi siysolo si

{ } sucecion

N Notacion para distribucion Normal

i.e.  Abreviacion de la frase en latin “id est” que significa “esto es”

e.g. Abreviacion de la frase en latin “exempli gratia,” que significa “por ejemplo
[ ] Notacion para terminar una demostracion

v Notacién que significa: para todo

0] Conjunto vacio



Objetivo del trabajo

El objetivo principal de este trabajo es el de brindar al lector una comprension
funcional de los conceptos basicos en la TVE. Dicho de otro modo, nuestro objetivo
se centra en simplificar la mayoria de los conceptos implicitos en la TVE, a fin de
gue pueda servir como un texto inicial de referencia, para recién graduados
interesados en conocer mas a detalle a las distribuciones de valor extremos. No
pretende ser un trabajo riguroso ni exhaustivo, pues se requeriria de una disertacion
mucho mas amplia y saldria de los limites de la presente tesina.

Asi mismo, pretendemos brindar al lector una visiobn general sobre las
distribuciones implicitas en la Teoria de Valores Extremos, y proporcionar los
conceptos probabilisticos suficientes para poder obtener tales distribuciones.

Esperamos que este trabajo sirva de motivacion para adentrarse a un estudio mas
profundo sobre la TVE, y que al mismo tiempo esta tesina les sea de apoyo cuando

consulten otros textos relacionados con la TVE.



Antecedentes

En el inicio de las ciencias probabilisticas los fundadores se encontraban
mayormente preocupados por el comportamiento general de las masas de las
poblaciones que de los extremos, por lo tanto, los primeros estudios relacionados, se
hicieron a partir de la distribucion normal.

De acuerdo a lo mencionado por Gumbel en [5], Nicolas Bernoulli fue
histéricamente el primer personaje en introducir en 1709 ciertas discusiones sobre
distancias medias mas grandes desde el origen. Posteriormente, en la década de
1920, el matematico inglés y fundador de la teoria estadistica moderna R.A. Fisher,
junto con otros estadistas, descubrieron que no solo el promedio de las variables
puede seguir una distribucién predecible sino que también los valores extremos de
un conjunto, siguen a su vez familias especiales de curvas.

En 1922, L. von Bortkiewicz introdujo por primera vez el concepto de “distribucion
del valor mas grande”, ademas de que en su trabajo resaltdé el aporte de la ley de
Poisson (1898), que al igual que la TVE trata con probabilidades pequefias, pero que
a diferencia de ésta, esta ley nos da el nimero de eventos extraordinarios que
puedan ocurrir, mientras que la TVE, considera también su tamafio o valor.

El afio siguiente (1923) R. Von Mises, evalué el valor esperado para la
distribucion encontrada por Bortkiewicz e introdujo las caracteristicas del valor mas
grande (sin haber usado ese nombre) y mostré su relacién asintética con la media
de los valores normales mas grandes. Ese mismo afio, Dodd calculé a su vez la
mediana para la misma distribucion que Von Mises, discutiendo algunas
distribuciones asintoticas no normales.

En 1927 el matematico francés Maurice Fréchet [6] obtuvo la primera distribucién
asintética para los estadisticos de orden méximos, razén por la se le dio su hombre,
i.e. la distribucion Fréchet.

El siguiente afio Fisher y Tippett establecieron el teorema que quizas sea el mas
importante dentro de la TVE [7]; basandose en la publicacion de Fréchet, ellos
encontraron que existen otras dos distribuciones asintéticas validas para los
supuestos planteados en su trabajo. Es decir, mientras Fréchet habia identificado
una posible distribucion limite para el estadistico de orden mas grande, Fisher y
Tippett demostraron que la distribucidbn encontrada, era solo una de las tres

existentes.



Posteriormente en 1936, Von Mises presentd algunas simples y utiles
condiciones suficientes para la convergencia en distribucion del estadistico de orden
mas grande para cada una de las tres distribuciones limite planteadas por Fisher y
Tippet.

En 1943, Gnedenko se encargd de clasificar las distribuciones asintéticas de
valores extremos, y de dar las condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales
las tres distribuciones asintéticas son validas [8].

Posteriormente Juncosa (1949) [9], se encargd de extender los resultados de
Gnedenko al caso de: “no necesariamente i.i.d”, sin embargo, a pesar del gran
interés teodrico que esto pueda tener, tales resultados pueden no tener mucha
utilidad practica.

Fue en década de los 50°'s, que las ultimas 2 figuras que dieron nombre a las
distribuciones de valor extremo restantes hicieron sus aportaciones. Tales
personajes fueron el ingeniero y matematico sueco Ernst Hjalmar Waloddi Weibull
y el matematico y escritor politico aleman Emil Julius Gumbel. EI primero, us6 una
de las tres distribuciones para resolver algunos problemas relacionados con el
desgaste de materiales y su “enlace mas débil”; el segundo por su parte, baso su
trabajo en problemas de ingenieria, y publico un libro [5] que es considerado por
muchos autores como uno de los principales textos de referencia para la Teoria de
Valores Extremos.

En 1970 Laurens de Haan, economista y probabilista holandés, expuso por
primera vez las propiedades probabilisticas y estocasticas de una muestra de
extremos en su disertacion doctoral [10]. Ademas de este trabajo de Haan participd
en un proyecto de investigacion (“Overschrijdingslijnen”- Lineas excedentes) para el
gobierno holandés, el cual se basé en el andlisis de los valores extremos, para
ofrecer nuevos estandares en las defensas maritimas holandesas.

Posterior a este trabajo fue cuando un gran numero de publicaciones
comenzaron a surgir (90°'s) y la TVE comenzé a difundirse ampliamente en los
diversos &mbitos cientificos.

Actualmente existe una literatura muy diversa [7,8,9] que trata de dar empuje a la
teoria asintética de valores extremos y sus aplicaciones; asi pues, esperamos que el
presente trabajo provoque la curiosidad necesaria para que el lector se adentre mas
en la TVE.



Casos y Aplicaciones

“The key message is that EVT cannot do magic —but it can
do whole lot better than empirical curve— fitting and
guesswork. My answer to the skeptics is that if people
aren’t given well-founded methods like EVT, they’ll just use
dubious ones instead.”

Jonathan Tawn

Es notable que en la actualidad eventos como terremotos, huracanes,
inundaciones, caidas bursatiles, etc., estén ocurriendo mas a menudo de lo que
anteriormente sucedian. Esto no es mera coincidencia, pues el calentamiento global
y la alta volatilidad en los mercados financieros, ha favorecido a que se incremente
la frecuencia de estos fendmenos. Es por lo anterior que la motivacion por el estudio
de estos eventos “extremos” ha crecido y por ende la aplicacion de la TVE se ha
incrementado.

A continuacidn mencionaremos algunos campos de estudio en donde dicha

teoria fue o podria ser aplicada.

Aplicaciones en Hidrologia

Dentro de la hidrologia, existe un analisis sobre la frecuencia de inundaciones y el
nivel de agua alcanzado cada “T- afios”; cuando dicho limite es superado las
consecuencias pueden ser desastrosas... Como fue el caso sucedido en los Paises-
Bajos, en donde aproximadamente el 40% de la regidén se encuentra por debajo del
nivel medio del mar, y por ende la mayoria de su territorio esta protegido por diques
que tratan de contener la fuerza de la naturaleza; sin embargo, el 1 de febrero de
1953, después de una marea y tormenta severa, varias zonas de los Paises Bajos
(principalmente Holanda y Zelanda) quedaron inundadas, pues los diques se
rompieron y como resultado casi dos mil personas murieron.

Puesto que era evidente que los diques eran demasiado bajos, el gobierno
holandés form6 un comité (Delta) que se encargd de brindar un nivel adecuado para
los diques haciendo uso de la Teoria de Valores Extremos [13].



No obstante, este no es el Unico uso que puede tener la TVE dentro de este
ambito; adicionalmente y solo por mencionar otro caso, la TVE también puede ser
usada para determinar la capacidad adecuada que deben de tener los sistemas de

drenaje en las ciudades que son vulnerables a lluvias intensas. [14]

Aplicaciones en Meteorologia

La aplicacion de la TVE en la meteorologia va muy relacionada con la afectacion
gue los cambios climaticos causan en nuestro entorno; como fue lo ocurrido el 25 de
enero del afio 2000, cuando una nevada de 20.3in cubri6 el aeropuerto de Raleigh-
Durham, Carolina del Norte. Fue una nevada excepcional para esta parte de los
Estados Unidos, la cual provocé afectaciones en los viajes de turistas, fuentes de
alimentacién y en el sistema local escolar. Varias estimaciones que aparecieron en
la prensa de la época indicaron que un evento de este tipo podria esperarse que
ocurra una vez cada 100-200 afios. La pregunta que consideramos aqui es que tan
bien podria estimarse la probabilidad de que tal evento pudiera volver a suscitarse,
basandonos en los datos que estaban disponibles antes del evento real. Ante esta
pregunta una respuesta tentativa la podria dar la TVE. [15]

Aplicaciones en Seguros

Un incremento en la frecuencia e intensidad de catastrofes naturales tales como,

ciclones, huracanes, tsunamis, terremotos, etc. (www.theguardian.com/world/2011/jun/13/extreme-

weather-flooding-droughts-fires), ha traido como consecuencia un aumento en el ndmero

reclamos en empresas aseguradoras; poniendo en juego la solvencia del portafolio e

10



inclusive una parte substancial de la compafiia, tal y como ocurrié en los siguientes

casos: [10]

t Terremoto en Tangshan, China (28-Jul-1976)

t Terremoto en Cd. de Méx. (19-Sep-1985)

t Huracan Andrew, E.U.A (24-Ago-1992)
Ante estas situaciones surgen los siguientes cuestionamientos:
- ¢,.Cudl es la distribucion de los reclamos asociados a estas catastrofes?
- ¢ Existe alguna evidencia de un cambio de distribucion en la cantidad y frecuencia
de reclamos a lo largo del tiempo?
- ¢Cudl es la influencia que tiene los reclamos asociados a catastrofes en la
distribucion total de la cantidad de reclamos?
-¢,Cual es la distribucion de probabilidad adecuada para calcular la cantidad de
dinero necesaria para hacer frente a los grandes reclamos que se puedan suscitar
en el futuro?

Estas y otras preguntas podrian ser resueltas por la TVE.[15]

Aplicaciones en Finanzas

El gran potencial que tiene la aplicacion de la TVE en problemas financieros ha
sido reconocido recientemente, pues es en estas Ultimas décadas que los mercados
financieros se han caracterizado por una alta volatilidad y una inestabilidad
significante. Esto nos lleva a criticas sobre los sistemas existentes para administrar
el riesgo, al tiempo que motiva la busqueda de metodologias mas apropiadas y
capaces de brindar datos mas exactos sobre la cantidad que podria perderse en una
cartera de activos durante un periodo de tiempo determinado y con una baja
probabilidad especificada. La conciencia que ha surgido sobre estos temas, se
sustenta por una serie de incidentes catastroficos que han traido pérdidas
significativas e inclusive la quiebra de algunas entidades; tal y como fue el caso del
Banco Britanico Barings, el cual en febrero de 1995, perdi6 cerca de $ 1.3 mil
millones de ddolares como resultado de malas inversiones especulativas (ademas de
actividades licitas) principalmente en contratos de futuros y realizadas por un
empleado llamado Nick Leeson en su oficina de trabajo en Singapur. Como
resultado, el banco se derrumbd, y fue vendido al banco holandés ING

posteriormente por una libra.
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Dos buenas referencias sobre aplicacion de la TVE en el ambito financiero son: [10]
y [52].

Aplicaciones en Metalurgia

En cuestiones de metalurgia, la TVE es usada para determinar la calidad de
algun metal pues se sabe que cuando un metal es sometido a alguna carga ciclica,
en algun punto, dicho metal se rompera. Lo anterior es mejormente conocido como
fatiga de materiales, y es tratando de encontrar el punto maximo en el cual un metal

0 material es resistente a una carga ciclica que aplicamos la TVE. [14, 16]

Aplicaciones Diversas

Otro estudio sobresaliente, fue el realizado en la Universidad de Erasmus por
Laurens de Haan y uno de sus estudiantes (Karin Aarssen), para probar el
cuestionamiento de la longevidad del ser humano. Ellos investigaron la edad maxima
gque un hombre o mujer pueden vivir usando como muestra a la poblacion
holandesa. Dentro de su trabajo, encontraron que a pesar de que una curva
Gompertz trabaja perfectamente para la mayor parte de la poblacion, esta comienza
a fallar cuando se trata con los valores extremos. El analisis computacional mostré
qgue los datos para la variable “mas vieja - oldest old” ajustan una distribucién de
valor extremo un poco diferente.

Haan mencioné que le fue dificil establecer claramente el valor preciso del
periodo maximo de vida para los humanos, debido a la relativamente pequefia
cantidad de informacion con la que contaba, pero concluyé lo siguiente: “El cuadro
no es totalmente claro, pero podemos decir que una opcién razonable del intervalo
limite es 113 a 124”". A pesar de haber basado su estudio solo en la longevidad
holandesa, este resultado ciertamente reitera muy bien el hecho de que a la fecha
ningun ser humano ha vivido mas del nivel maximo en el limite encontrado mediante
el analisis del EVT. [17]

En conclusion, este y otros resultados resaltan el gran valor de la TVE, al tiempo
que despierta el interés de aquellos que buscan resultados mas solidos en otros

ambitos cientificos. Para consultar otros ejemplos recomendamos consultar [33].
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. Preambulo de Probabilidad

Introduccién “It is an old maxim of mine that when you have excluded
the impossible, whatever remains, however improbable,
must be the truth”

Sherlock Holmes Quote

Antes de adentrarnos en el estudio formal de la TVE y sus distribuciones limite,
es necesario establecer las bases probabilisticas sobre las cuales estan planteados
los supuestos de dicha teoria. Para ello, en este primer capitulo expondremos
aguellos conceptos de probabilidad que consideramos necesarios para poder
abordar y definir las distribuciones de valor extremo.

En esta linea en el presente capitulo se expondran conceptos como: espacios de
probabilidad, variables aleatorias, modos de convergencia de variables aleatorias,
asi como algunos conceptos aislados que nos seran de utilidad para nuestro

segundo capitulo.
I.1. Espacios de Probabilidad

Sea Q un conjunto arbitrario no vacio el cual contienen los resultados “{4}" de un
experimento aleatorio' y donde P{A} denota la probabilidad p asociada con el
conjunto de resultados {A}2. Ahora bien el modelo matematico para estudiar a P{A},
es conocido como espacio de probabilidad ; el cual consta de la terna ordenada
(QA , P), donde Q es llamado espacio muestra®, A una o —algebra* de

subconjuntos de Q, y P una medida de probabilidad definida sobre A.

Una o — algebra es una estructura que nos permitira agrupar a los subconjuntos
de Q de interés y que a su vez satisface las siguientes propiedades:

I. Que al realizar el experimento algo ocurra, es decir, Q € A .

ii. Si A ocurre, también pediremos que “no ocurra A”, es decir,

A €A entonces A¢ € A

1Se entiende por experimento aleatorio todo aquel experimento tal que cuando se le repite n veces y bajo las mismas condiciones
iniciales, el resultado que se obtiene no siempre es el mismo.
2 Los { } indicaran que el argumento P{A} = F{A} es la probabilidad de un intervalo o conjunto y los () indicaran que el argumento
P(a) = f(a) es la probabilidad de asociada a un punto.

El espacio muestral es el conjunto que agrupa a todos los posibles resultados del experimento aleatorio en cuestion.

4 . .
Se lee como “sigma-dlgebra”.
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ii. Si A4, A4,,... son elementos de A, entonces que “ocurra alguno de los A,
también es un elemento de A, es decir,
{A, Ay, ..} EA entonces U2 4; EA Yy N2, 4; EA
Una medida de probabilidad P, es una funcion P :A — [0,1] que cumple las

siguientes condiciones:

I. P{Q} =1 = el evento cierto tenga probabilidad igual a 1.
. P{A} >0 paratodaA € A = la probabilidad de cualquier evento sea un R
no negativo.
. Si{A4,},>1 SOn conjuntos mutuamente disjuntos (o ajenos)’ en A entonces P

es llamada o-aditiva, Si
P{UflozlAn} = Z;lep{An}

|.2.  Variables Aleatorias y Funciones de V.A.

Cuando hablamos de una coleccion muy grande de elementos, normalmente no
estaremos interesados en la particularidad de cada elemento, sino en ciertas
cantidades descriptivas de todo el conjunto de los elementos. Tales cantidades
descriptivas seran mejor conocidas como variables aleatorias y estaran definidas de

la siguiente manera:
Una funcion X: Q — R es llamada variable aleatoria (v.a.).

Si el rango de X es finito o infinito numerable, es llamada v.a. discreta y si el rango
es un continuo contenido en los reales, sera llamada v.a. continua. Por otra parte y
de aqui en lo sucesivo a los elementos de A los denotaremos por {X = x]-} y seran
llamados eventos.

En diversas ocasiones analizar directamente a alguna v.a. X resulta ser muy
complejo, por lo que usualmente trataremos de estimar el comportamiento de esta a
través de otras v.a. mas simples y que son mas faciles de estudiar. Dicho conjunto
de v.a. mas simples X;,X,,.. - a menudo también denotado por {X,}- seran
conocidas como sucesiones de variables aleatorias

Una funcién de densidad o funcién de masa de probabilidad , es una funcién

no negativa y definida para el caso discreto como

Conjuntos mutuamente disjuntos son aquellos cuya interseccion es el conjunto vacio, esto es, A; N A; = 0 para valores de iy j distintos

14



N — P{X = x]-}, conj=1,2,.. (1)
f(4) { 0, otro caso

La suma extendida de estas funciones sobre el eje x ( R!) son la unidad; por lo

que para el caso discreto tenemos que };f(x;) =1 y para el caso continuo
[27 fGodx = 1[2].

Asi pues, la suma de los valores de la funcién de densidad denotan a la funcion

de distribucion de probabilidad , la cual se escribe como:
Fx)=P{weQX(@) <x) =PX<x}=["_f(»dy con —o<x<ow ()
y satisface las siguientes propiedades [2]:

i. F esno decreciente, esto es, a < b implica F(a) < F(b)
ii. F es continua por la derecha, esto es, F(a) = F(a+)
iii. F(—0) =0y F(0) =1

Dado lo anterior podemos concluir que una funcion de densidad y su funcion

de distribucion F estan concentradas en un intervalo I°® donde I = a,_b =
{a < x < b} sif(x) =0 paratoda x fuera de I. Luego entonces, F(x) =0 parax < a

y F(x) =1 parax > b.

1.2.1 Variable Aleatoria Degenerada

Una v.a. degenerada , es una constante que posee probabilidad 1. Por tanto X es
degenerada si para alguna c € R, la P(X =c¢) = 1. Una v.a. es no-degenerada si
PX=c)<1.

Decimos que una funcion de densidad f y su funcidon de distribucion  F son
degeneradas cuando estan concentradas en un intervalo o soporte que es igual a
un solo valor I = c.

1, para x=c,

Luego entonces, para alguna c € R, f(x) = {0 para x # ¢

0, para x<cg,

F(x) = {1, para x = c. G)

En otro caso, es llamada no degenerada .

De acuerdo al uso comun en la literatura matematica el intervalo cerrado I (el conjunto de valores que una variable puede asumir) es
llamado soporte de f.
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Ejemplos de estas distribuciones degeneradas incluyen casos como: una moneda

con la misma cara, un dado cuyos lados muestren el mismo nimero, etc.

1.2.2 Variable Aleatoria Independiente

La independencia es uno de los conceptos centrales en la teoria de probabilidad,
pues en muchos de los analisis de datos que realizamos, buscamos que la
probabilidad de ocurrencia de los eventos de estudio no dependan de la ocurrencia
de otros, esto con el fin de que asi sea mas sencilla su modelacién; dicho de otro
modo buscamos que la probabilidad de ocurrencia de un evento (4‘)‘A”,
independientemente que ocurra un evento “B”, sea igual a la probabilidad del evento
‘A", i.e.,

P(A|B) = P(A).

A manera de ejemplo podemos llamar “independientes” a los resultados obtenidos
de repetidos lanzamientos de dados y monedas pues estos no tienen memoria; por
el contrario, los resultados sucesivos de repartir cartas (sin remplazo) de un mazo no
es independiente, ya que una carta dada no puede volver a repartirse.

Si quisiéramos trasladar la definicion (4) a variables aleatorias, intuitivamente
podriamos decir que, las variables aleatorias X AY son independientes si cada
acontecimiento que implica solamente a X es independiente de cada evento que
involucra solo Y. Dado que para dos variables aleatorias discretas X AY, cualquier
evento que involucre XAY es la union de eventos tipo P{X =a,Y = b}, una

definicion adecuada de la independencia seria
PX=aY=b)=PX=a)-P(Y=>0) (5)

para todos los posibles valores a 'y b. [18]
Sin embargo, esta definicion es inudtil para variables aleatorias continuas por lo
gue a continuaciéon se dara una definicion que engloba ambos caso casos, tanto el

discreto como el continuo.

Definicién. Las variables aleatorias X AY, con funcién de distribucién conjunta
F, son independientes si P(X < a,Y <b) =P(X <a)-P(X < b) esto es, [18]

F(a,b) = Fx(a) - Fx(b) para todos los valores posibles a y b. (6)
Asi también, si X A'Y son independientes, entonces

P(X€EAY€EB)=P(X€A)- P €B) (7)
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Para toda A A B adecuadas.
Equivalentemente decimos que una sucesion de v.a. es independiente si la

funcién de distribucion conjunta es igual al producto de las marginales, i.e.:
Fx(x) = TT¢, fx, (xi) paratoda x € R™ (8)

No obstante, surge la pregunta:
¢ La trasformacién de v.a.i resulta nuevamente en v.a.i.?
Y la respuesta es “Si”, para lo cual expondremos el siguiente ejemplo:
Sean X AY dos v.a.i. con funcion de distribucidn conjunta F, si tomamos un
intervalo I = (a, b] y definimos v.a. U y V como sigue:

1 siXel, (1, sivel,
U_{o, six er. " V_{o, siY &1,

Mediante el uso de (7) la independencia de X y Y, la podemos escribir como

PU=0V=1) =P(X€eEIYEI
=P(X€I)-P(YED
= P(U=0)-P(V=1)

Y usando un razonamiento similar se encuentra que para todos los valores a y
b,
P(U=aV =b)=PWU=a) PV =>b)

Lo cual ilustra el hecho de que dadas las v.a.i. X;, ..., X, ylasv.a. Y;,...,Y,; si Y;
es determinada solamente por X;, entonces Y; heredara la independencia de X;; mas
formalmente tenemos la siguiente definicion:

Definicién. Sea X,,X,,...,X,, variables aleatorias independientes. Para cada i,

sea h;: R - R una funcién y definamos la variable aleatoria [18]

Y = hi( X)) (9)

Luego entonces Y;,Y,,..., Y, también seran independientes.

Por dltimo, decimos que una sucesién de v.a.{X,} es independiente e
idénticamente distribuida (en lo futuro i.i.d.) si todas las variables X;,X,,.. son
mutuamente disjuntas y si tienen la misma distribucion de probabilidad. Una
sucesion i.i.d. no siempre implica que las probabilidades para todos los elementos
del espacio muestral deben ser iguales. Por ejemplo, repetidos tiros de dados
cargados produciran una sucesion de v.a. i.i.d., a pesar de que los resultados estén

sesgados.
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1.3. Conceptos de Convergencia

Como ya mencionamos, estudiar el comportamiento de v.a. X es mucho mas
sencillo a través de sucesiones de v.a. {X,,}, esto es cierto dado que estas v.a. al ser
reordenadas en sucesiones {X,,} se convierten en mejores aproximaciones de X a
medida que n se incrementa; y es aqui donde entra el concepto de convergencia,
pues cuando dos variables convergen o se aproximan al mismo punto podemos
concluir que el comportamiento limite o asintotico (i.e. cuando n tiende a infinito) de

ambas variables sera muy similar.

Ahora, si queremos hablar de la convergencia de sucesiones de v.a., sera
necesario exponer de las diversas formas de medir la cercania de la sucesion con el
limite propuesto y la probabilidad asociada a esta distancia. En esta linea, a
continuacion desarrollaremos sélo los conceptos de convergencia necesarios para
desarrollar el tema de este trabajo, comenzando por la definicion mas estricta hasta

llegar a la mas laxa.

Convergencia
en
Probabilidad

& Convergencia Convergencia
Puntual Casi Segura

Asi mismo y por fines practicos, lo que resta de este capitulo la variable aleatoria
X, Yy la sucesién {X,}, seran re expresadas en términos de elementos w del espacio

muestral.

1.3.1 Convergencia Segura (Puntual o donde quiera)

Sean X, X,, ... una sucesion infinita de variables aleatorias definidas en el espacio
de probabilidad (Q,A, P), y sean X;(w),X,(w), ... una sucesion numérica resultante
de la evaluacion de las variables anteriores en un elemento w, si la sucesion {X,(w)}
converge a cierto niamero real denotado por X(w) y ademéas esta condicion se
cumple para todos y cada uno de los elementos  de Q, entonces podemos decir

que la sucesion de v.a. converge puntualmente.

Definicion. Dada una sucesién de v.a. {X,} definidas en (Q, A, P), decimos que

la sucesidn converge puntualmente a X si (para cada w en Q)

{w € Q|lim, e Xp(w) =X(w)} = Q obien, X,(w)— X(w) (10)
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1.3.2 Convergencia Casi Segura (casi donde quiera 0  casi siempre)

La condicion de que {X,,(w)} converja para toda w € Q establecida en la definicion
(10), podria ser considerada demasiado fuerte o restrictiva, por lo que dicho
requerimiento puede ser suavizado por la condicion de que {X,(w)} converja sélo
para la mayoria de los valores  excepto para algun subconjunto de  Q el cual

debe de tener probabilidad cero

Definicion. Sea {X,(w)};-; una sucesion de v.a. definidas en (Q, A, P), decimos
que esta sucesién converge casi seguramente ’ o con probabilidad 1 a la v.a. X(w)
Sii

V w € Q\@: lim,,_,, X, (w) = X(w) [29]
o analogamente, (1)
P(w: lim X, () = X(w)) =1[21]

Ejemplo. Supongamos que se tiene algun dispositivo que mejora con el tiempo;
lo cual implica que cada vez que lo usamos, la probabilidad de que este falle es
menor que antes. La convergencia casi segura nos dice que: a medida que
utilizamos el dispositivo cada vez mas y mas, encontraremos que después de un
namero finito de usos, habremos agotado todos los fracasos y a partir de entonces el
dispositivo funcionara a la perfeccion. Dicho de otro modo, estamos asegurando que

el evento “funcionara a la perfeccion” es seguro, solo que no sabemos cuando.

1.3.3 Convergencia en Probabilidad

Una forma de convergencia aun menos restrictiva que la “convergencia c.s.” es la
“convergencia en probabilidad”; pues mientras la primera establece que “en definitiva
un evento es cierto”, la segunda establece que, la probabilidad de que un evento
inusual se sucite va disminuyendo (pero nunca llega a 0) a medida de que . (“algo”
= una sucesion de variables aleatorias que convergen a un valor particular). Siendo

mas formales tenemos la siguiente definicion:

Definicion. Una sucesion {X,} de v.a. en (Q, A, P), se dice que converge en

probabilidad ®alav.a. X si para cada € > 0, cuando n — oo.

7 5.
Usualmente también se puede escribir como X,,(w) = X(w)
8 £l término convergencia en probabilidad a menudo también se escribe como: P(X, » X) =1 6 P(lim,_, X, =X) =1
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lo que matematicamente se escribe como:

P
limP(w: | X (w) —X(w)]|>e)=0 &6 simplemente X,-X (12)
n—-0oo

Ejemplo. En contraste con ejemplo anterior, supongamos que se tiene el mismo
dispositivo(“mejora con el tiempo”). La convergencia en probabilidad nos dice que
la posibilidad de que nuestro dispositivo falle tiende a cero a medida que nuestro
namero de usos tiende a infinito. Es decir, mientras que el evento “funcionara a la
perfeccion” es mas probable con el nimero de usos, la probabilidad de que
suceda el evento “falla del dispositivo” disminuye a su vez con el nUumero de usos.
En conclusién, para este tipo de convergencia podemos decir que, si usamos el
dispositivo a un gran namero de veces, podemos estar muy seguro de que este

funcionara correctamente, todavia puede fallar, solo que es muy poco probable.

1.3.4 Convergencia en Distribucién (o débil)

Finalmente hemos llegado a la convergencia menos restrictiva de todas (por eso
convergencia débil), pues este tipo de convergencia limita sélo a las funciones de
distribucion dejando que las v.a. puedan estar definidas en diferentes espacios de
probabilidad. Es decir, mientras en las definiciones anteriores hablamos de que una
sucesion de variables aleatorias converge a alguna v.a., en este tipo de
convergencia lo que converge es la funcién de distribucién de la v.a. y no la v.a.
perse.

Definicién. Decimos que una sucesién de v.a. {X,} converge en distribucién °

a la v.a. X si se sostiene que para todo punto x en donde la funciébn Fy(x) es

continua
d
limp e Fy, (x) = Fy(x) 0 bien X, = X, X, > X [30] (13)

Para aclarar las definicion anterior propongamos el siguiente ejemplo:
Supongamos que tenemos una moneda balanceada en la que X,, denota la fraccion
de “aguilas” obtenidas después de haber lanzado la moneta n veces. Entonces X,
tendra una distribuciéon Bernoulli con valor esperado u = 0.5 y varianza g% = 0.25 y
por ende, las v.a. posteriores X,, X5, .. todas se distribuiran binomialmente.
Finalmente, a medida que n se incrementa, esta distribucion gradualmente,

comenzara a tomar una forma similar a la curva acampanada de la distribucion

9 ) e - ) 4. 4
La convergencia en distribucion a menudo también se escribe como: Fy —Fx 6 X, - Fx
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normal. Por lo que podriamos concluir que las v.a. anteriores con funcion de

distribucion binomial, cuan n — oo, convergen a la distribucion normal.

.4. Teoremas Limite

Una vez entendida la convergencia de sucesiones de variables aleatorias, es
natural preguntarnos si dicha convergencia se mantiene cuando las mismas
variables son modificadas; y en caso de que sea cierto, cuales serian las
condiciones para que lo anterior se cumpla.

Pues resulta que lo anterior se cumple y de hecho es muy util en muchas
aplicaciones por lo que a continuacion exponemos algunos teoremas que lo

sustentan y que nos seran de utilidad en lo posterior.

1.4.1 Teorema de Mann-Wald (Teorema del mapeo conti nuo)

Dada una funcién continua g: R - R. Sea {X,,} una sucesiéon de v.a., entonces si
X,, converge a X en probabilidad, casi seguramente y en distribucion; asi también,

g(X;,) converge a g(X) en probabilidad, casi seguramente y en distribucion [20].

a) SiX, » Xc.s.entonces g(X,,) » g(X) c.s.
b) SiX, 5a para alguna constante a € R, entonces g(X,,) 5 g(a). (14)
c) Si Xnix entonces g(X,) 5 gXx).

da d
d) SiX, - X entonces g(X,) - g(X).

1.4.2 Teorema de Slutsky *°

d
Sean X, X,,.. y Y, Y,, ... sucesiones de variables aleatorias. Suponga X,,»X vy

Y, %, ¢ donde ¢ es una constante finita. Entonces [19]
(Xn) d <X) (15)
ﬁ
Y, c

d
X, T, > X*c

es decir,

d
X, Y, > cX,

. -1 4 o1
XYy 22X ¢ ,Vec+0

10
De acuerdo con [19] este teorema fue desarrollado por Slutsky (1925) y popularizado por Cramér (1946).
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En resumen este teorema extiende algunas propiedades de operaciones
algebraicas de sucesiones convergentes de R a sucesiones de v.a., de ahi su

importancia.

1.4.3 Teorema de la Convergencia a tipos

Una consecuencia del teorema anterior (15) es que si una sucesion de v.a.
converge en distribucion y una sucesion transformada linealmente también lo hace,

entonces, la distribucion limite debe ser la misma para ambos casos [3].

da
Matematicamente tenemos que dada una sucesion de v.a. {X,} tal que X, - X, si
cada v.a. X se reescribe como X* = b, X, +a, conb, >0y a, e Rtalquea, - ay

b, — b, entonces tenemos que

d
b, X, +a,—>bX +a

Dicho de otro modo, la convergencia es una propiedad de tipos en el sentido de
gue un cambio respecto al origen (parametro de localizacion) y la unidad de medida
(parametro de escala) no afectaran el tipo de la distribucién limite a la que se
converja [2].

Mas formalmente tenemos el siguiente teorema:

a. Teorema de la convergencia a tipos (Khinchin) %

Sean U y V dos distribuciones de probabilidad del mismo tipo*?, es decir,
V(X)=UBX+A4) con B>0yA€eR (16)

las cuales no estan concentradas en un solo punto, i.e. son no-degeneradas. Si para
una sucesion de distribuciones de probabilidad {FE,} y constantes a, a, €R y
by, Bn € R*

(17.a) E,(b,X + a,) - U(X), E,(BnX + ayp) = V(X) (17.b)

en todos los puntos de continuidad, entonces,

%—>B>O y %QAE]R cuando n - o (18)

n n

y (16) es cierta.

11
De acuerdo con [28] y otros autores, este teorema fue desarrollado por Aleksander Khinchin (1938) quien fue un estudiante de Andrei
Kolmogorov. Una prueba adicional a este teorema se puede consultar en [40], [43] y en [45].

12 o ) .
En el apéndice [A4] se define una forma alternativa.
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Para que (17.a) y (17.b) cumplan (16) entonces (18) cumple lo siguiente,

Bn

an—a
In=dn _,
bn

-y bn (19)

Y por ende

4 UX)-4

UX)2ZBV(X)+ A 0 equivalentemente V(X) -

El teorema anterior no se cumple si IV esta concentrada en un solo punto, i.e. si es

degenerada.

Prueba. Primero exhibimos que (19) y (17.a) implican (17.b), para numeros

reales.

Sean x,x,,y x, puntos donde F(x) es continua tales que x; < x < x,. Entonces,

por (18) tenemos que
x < Zx + a;n
byxq +ay < fpx + ap < bpx, +ay
Aplicando F, a la desigualdad anterior, tenemos que
Fy(bnx1 + an) < Fy(Bnx + an) < Fy(byx; + ay)

En los limites cuando n —» o nos da

lim F,(byx; + a,) < limF,(Bx + @) < lim E,(b,x, + a,,)
n—->oo n—->oo n—-oo
Dado que el limE,(x) = F(x), i.e., las F, convergen, entonces
n—00
lim F, (x) = lim F, (x).
n—-oo n—oo
Y por ende tenemos que lim E,(x;)=F(x;) y lim E,(x,)= F (x,).
n—oo n—oo
Ahora dado que lim E,(x) < lim F,(x), entonces resulta que
n—->oo n—-oo
F(xl) S li_an(ﬁnx + an) S hm Fn(ﬁnx + an) S F(xZ)'
n—-oo n—»oo

Como x; —» x Yy x, — x, la cadena de desigualdades se convierte en (17.b).

Ahora probaremos que (17.a) y (17.b) implican (19); luego entonces hagamos que

f_: — B, “nb‘nan = A, Y E,(b,X + a,) = G,(X).

Por hipétesis E,(X) —» F(X), y entonces
Gn(X) = Fn(bnx + an) - F(X)
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5 Gy (X) = F(X)

asi por (17.a) y (17.b) tenemos que

G,(BpX+A4,) =F(b,(B.X+A4,)+a,)

a, —a
o (o) )
n n

=F(BnX + an — a, + ay)
=F(fnX + ay) » F(X)
G (BpX + Ay ) = F(X)

Ahora probaremos que B = 1, por contradiccidn, es decir suponiendo que B # 1.

Caso B<1
F(x) = F(Bx + 4) (20)
F(Bx + A) = F(B(Bx + A) + 4)
= F(B?x+BA+ A) = F(B?x + A(B + 1))
F(Bx+A) =F(B*(Bx +A) + A(B + 1))

= F(B3x + B?A+ AB + A)

=F(B3x + A(1+ B + B?))

F(Bx+A)=FB"x+A(1+B+ -+ B"1))

Ahora, la suma en el argumento anterior la podemos escribir como
1—-B"

14+B+--+B"1=
+B+ -+ —>

y como B™ es menor a 1, ya que B < 1, cuando n — oo entnces B™ = 0; por lo que

L o1-BT 1
%
now 1—B 1—B
A

Finalmente como F es no degenerada, este caso no es posible y por ende B no

puede ser menor a 1.

Caso B>1
Dado que F(x) = F(Bx + A), evaluamos en %x —%
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F(lx—é>=F<B<%x—%)+A>=F(x—A+A)=F(x)

~r=r (-4

Si aplicamos el proceso anterior a la funcion de arriba, y dado que

B>1=1> %, entonces tenemos que

F(Bx+A) = F(Binx —A(%+ +B_1n))

Ahora, la suma en el argumento anterior la podemos escribir como

1
1 1 1-gam
E + s + ﬁ — 1_—1
B
1 1 - 1
y como — es menor a 1 cuando n — o, — = 0 por lo que lim 1’3"1“ - —
noo 1o B
A
“FO)=F|—
-3

Y nuevamente como F es no degenerada, este caso no es posible y por ende B no

puede ser mayor a 1.
Una vez que probamos que B =1, nos queda probar que A =0, para lo cual
asumamos que A # 0, y sustituyamos en (20),

F(x) =F(x+ A)
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Si evaluamos F(x) en (x + A) tenemos que
Flx+A) =F((x+A) +A) = F(x + 24)
Si continuamos de manera inductiva tendremos que
F(x) = F(x + nA),

Dado que A # 0, esta puede asumir valores en R~ y R* por lo que si evaluamos en

—oo0, tenemos que,

F(—) = Aiin_looF(x + nA) = F(x)

Por otra parte si evaluamos en +o, tenemos que,
F(4o) = Alim (x +nd) = F(x)
n—0o
Las dos ecuaciones anteriores no pueden ser ciertas para funciones de distribucion

puesto que cuando F(—) =0y cuando F(+wx) =1, i.e., F(—o) =F(x) # F(x) =
F(40).

Por lo tanto A solo puede ser igual a cero.

Por dltimo demostraremos que las sucesiones de A, y B, convergen a 0 y 1

respectivamente cuando n — c. Para esto, escojamos una sucesion de numeros

naturales n; <n, < -+ <n, < - tal que cuando k — 13
Ap, > AyB, - B

Ahora, si cada sub-sucesion de A4,, y B, converge a A y B respectivamente, se sigue
gue ambas sucesiones

A,—>AyB,—->B
DondeA=0AB =1.

Una prueba adicional se puede consultar en [50].

Observaciones
De acuerdo con [45]:

1) Elteorema muestra que cuando

13 Lo . . . L. L. L.
En otras palabras lo anterior implica que si cualquier subsucesion A,, de la sucesién A, converge a A, entonces la sucesion 4,
convergerd también a A; y andlogamente para B.
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Xn - bn
an

=>U

y U no es una constante, siempre podremos centrar por la eleccién de
b, = E,“ (y,) y siempre podemos escalar por la elecciéon de a, = E,” (y,) —
E,” (y,). Por lo tanto los cuantiles siempre pueden ser usados para construir
el centrado y la ampliacion necesaria para producir la convergencia en
distribucion.

2) Considere el siguiente ejemplo que muestra la importancia de asumir que los

limites son no degenerados en el teorema de la convergencia a tipos.

Sea
0, sit<ec,
UCx) = {1, sit>c
Entonces
—00, sit=0
U (t) =inf{y: U(y) = t} = {c, sio<t<1,
co sit> 1.

Por ultimo, antes de pasar a nuestro siguiente apartado, definamos (16) de dos
maneras alternativas diferentes que nos ayudaran en lo posterior a comprender la

convergencia de funciones con constantes normalizantes.

b. Teorema de la convergencia a tipos (formulacion alternativa).

Sea {F,} una sucesién de f’s.d. y sea G una f.d. no degenerada. Sea b, >0V a,

constantes tales que
w
E,(b,x + a,) - G(x).

entonces para alguna f.d. no degenerada G, y constantes a,, > 0y S,

w
Fy(Bnx + ay) = G,(x)
si y solo si

para alguna a > 0y b, y entonces

G.(x) = G(bx + a).
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c. Teorema de la convergencia a tipos (formulacién alternativa).

Las funciones de distribucién F, (x) y F,(x) pertenecen al mismo tipo, si para algunas

contantes b > 0y a, la siguiente ecuacién se sostiene:
F,(x) = F;(bx + a)

O, que es lo mismo,
b

F,(x) = F, (g ——).

a

Dado que la propiedad de que pertenezcan al mismo tipo es simétrica y transitiva, la
totalidad de funciones de distribucion cae dentro de tipos mutuamente disjuntos. [25]

Teorema. Si una sucesion de funciones de distribucién {F,(x)} convergen a una
distribucion no degenerada F(x) cuando n — oo, entonces para cualquier eleccion de
constantes b, >0 y a, la sucesion {E,(b,x+ a,)} puede converger a una
distribucion no degenerada ssi es del mismo tipo que F(x).

Prueba. Suponga que cuando n - o, {E,(x)} » F(x) y E,(b,x + a,) - U(x),y que F
y U son “adecuadas”, Debemos probar que existe una b > 0 y una a tal que
U(x) = F(bx + a).

Ahora una secuencia de enteros n; <n, < -+ <mn, <-- tal que los limites lima,, =

n—oo

a y,{ij{}obnk =b(—w0<a< +,0<bh < +) existen.

Con el fin de simplificar la notacion, sera suficiente considerar y sin pérdida de
generalidad la sucesion de indices que cumplen lo siguiente

e = @Y lghe=b

Probemos ahora que 0 < b < +c0. Supongamos que b = +c. Denotemos por v el

supremo del niumero x para el cual
lim (by,x + a,) < +o
n—-oo
Parav<x <wv
lim (b,v + a,) < lim (v — x)b,, + lim (b,x + a,)
n—-oo n—-oo n—-oo
Entonces por los supuestos mencionados arriba tenemos que, para cadav < v
lim (b,v + a,) = —
n—-oo

Por consecuencia, G(v) = 0 parav < v. Parav > v,
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lim (b,v + a,) = oo,
n—-oo

Entonces G(v) =1 parav > v.

El supuesto de que b = « contradice el hecho de que U(x) sea no degenerada. Por

lo que debe de ser rechazado.
Se sigue que a también debe de ser finita. De hecho los supuestos

lim (b,x + a,) = +ooy lim (b,x + a,) = —
n—oo n—-oo

Nos llevan a que en el primer caso U(x) = 1y en el segundo U(x) = 0.
Ahora supongamos que a = 0. En este caso paratodaxy e >0
b—e<byx+a,<b+¢
Para una n suficientemente grande. Entonces
E,(b—¢) <E,(byx+a,) <E,(b+¢)
Y si € es escogida tal que F(x) es continua en los puntosb —ey b + ¢
F(b—¢)<Gx) <F(b+¢).
Ya que x es arbitraria, tenemos que
F(b—¢)=0,F(b+¢)=1,
Esto es, F(x) es degenerada, lo cual contradice la condicién del teorema.

Finalmente, sea x elegida tal que F(x) es continua en los puntos bx +a y G(x) es

continua en el punto x. Entonces, por una parte,

lim E,(b,x + a,) = U(x),
n—-oo

Y por otra parte,

lim E,(b,x + a,)) = F(bx + a).
n—-0oo

La dltima ecuacion requiere ser aclarada. Ya que

lim (b,x + a,) = (bx + a),
n—oo

Para una n suficientemente grande

bx+a—e<b,x+a, <bx+a-+se,
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Donde € > 0 es elegida tal que la funcion F es elegida en los puntos bx +a —¢y

bx + a + . Entonces
E,(bx+a—¢) < E,(byx+a,) <E(bx+a+¢)
Y en el limite cuando n —» o«

F(bx 4+ a—¢) < limE,(b,x + a,) < limF,(b,x + a,) < F(bx + a + €).
n—oo n—oo

Ya que bx + a es un punto de continuidad de F(x), y dado que ¢ es arbitraria, de la

desigualdad anterior obtenemos

U(x) = F(bx + a).
|.5. Distribuciones Estables

Estamos ahora en posicion de exponer una rica clase de distribuciones de
probabilidad cuyas propiedades analiticas y la diversidad de sus aplicaciones en
diferentes campos como la fisica y las finanzas, han captado el interés de muchos
cientificos.

De acuerdo con [2] y [22], esta clase de distribuciones fue desarrollada por Paul
Lévy en su monografia “Théorie de I'addition des variables aléatories” y Aleksander
Yakovlevich Khinchine en “Limit laws for sums of independent random variables”
durante la década de 1920; posteriormente fueron cubiertas en detalle por
Gnedenko, Kolmogorov y Feller, y actualmente se explican en diversos textos de
probabilidad de nivel de posgrado.

Debido a la amplitud de este tema en particular, solo se cubriran los conceptos
necesarios para poder abordar el objetivo del presente trabajo; no obstante si se
desea ahondar mas en este topico, se sugiere consultar la siguiente bibliografia [22],
[23], [24] y sobre todo [25].

1.5.1 Definicion y Parametros de las Distribuciones Estables

Las distribuciones estables pueden ser pensadas como una generalizacion de la
distribucion normal, donde dicha generalizacibn permite ya sea mayores
concentraciones cercanas a la media, mas valores extremos o0 una posible asimetria.
No obstante, la importancia de este tipo de distribuciones radica en la “estabilidad ”,
la cual consiste en que si un nimero de v.a. iid. poseen una distribucién estable,

entonces la combinacion lineal de estas variables tendran la misma distribucion,
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excepto posiblemente por los diferentes parametros de desplazamiento y de escala

[27]. Para ser mas precisos tenemos lo siguiente:

a
Definicion. Dada una sucesiéon de v.a. X;,X,, ... tal que X,, » X, si cada v.a. X es
re expresada en términos de X* = b, X,, +a, con b, >0y a, € R talque a, = ay

b, — b, entonces tendremos que
da
b, X, +a,->bX +a (21)

Lo que en palabras significa que un cambio respecto al origen (parametro de
localizacion) y la unidad de medida (parametro de escala) de X no afectaran el tipo
de la distribucién limite a la que X y X* converjan, pues las funciones de distribucion
de dichas variables F(X)y F(X™) son del mismo tipo [2].

Cabe sefalar que dada la evolucion historica que han tenido este tipo de
distribuciones, tanto la definicion como la parametrizacion de las distribuciones
estables, puede variar de un autor a otro, no obstante, todas las definiciones de
distribuciones estables parten del siguiente teorema:

Teorema (Lévy). Sean X;,X,, .. v.a. i.i.d. y dejemos que existan constantes

b, > 0y a, talque

P{W<X}:R(X),n—>oo (22)

Para alguna funcién R(x) que es no degenerada. Entonces R(x) es una ley
estable [24].

Asi mismo y a pesar de no estar explicitos en la definicion anterior, esta familia de
distribuciones esta caracterizada por cuatro parametros®, los cuales se describen a
continuacion:

» a€(0,2] - pardmetro de estabilidad o0 exponente caracteristico '’ -
Determina el peso en las colas, entre mas pequefio el valor de a mas
grande es el tamafio y frecuencia de los valores extremos.

* - Una beta igual a cero,

= B e[-1,1]] - parametro de asimetria o sesgo
implica que la distribucidbn es simétrica. Una beta positiva o negativa
implican que la distribucion esta sesgada hacia la izquierda o hacia la

derecha, respectivamente.

14 ) . .. ‘s _— .

Estos cuatros parametros son solo encontrados en conjunto en la funcién caracteristica de las distribuciones estables.
15 . — I .. . .

Dado que ay 3 determinan el disefio o estructura de la distribucidn, estos son considerados parametros de forma.
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= y >0 - parametro de escala — es un parametro siempre positivo que mide
la dispersion de los datos, por lo que cuanto mas grande el parametro de la
escala, mas amplia sera la distribucion.

* § € R - parametro de localizacion ~— parametro determina donde se ubicara
el origen, por lo que si § es positiva, el origen se desplazara a la derecha, y

Si 6 es negativa, se desplazara a la izquierda.

1.5.2 Definiciones Equivalentes de Distribuciones e  stables

No obstante de la definicion (22), a continuacion expondremos 4 definiciones
alternas que nos seran de utilidad para aclarar las propiedades que tienen este tipo

de distribuciones.

Definicion |I. Se dice que una v.a. X tiene una distribucion estable si para
cualquier numero positivo A y B, existe un namero positivo C y un numero real D

talque,
AX;+BX,2CX+D (23)

donde X; y X, son copias independientes de X y donde “2” denota igualdad en
distribucion [22]

La v.a. X concentrada en un solo punto siempre es estable, por lo que este caso
degenerado no tiene ningun interés especial, asi que, a menos que sea explicito,
siempre asumiremos de aqui en adelante que X es no-degenerada.

Notemos que la palabra estable es usada porque la forma es “estable” o “no
cambia” bajo las sumas de tipo (23); es por lo anterior que algunos autores usan la
frase suma estable para enfatizar el hecho de que (23) es estable sobre la suma y
asi hacer distincion entre estas distribuciones y las estables maximas, estables
geomeétricas, etc.

Una v.a. X es llamada estrictamente estable ° si (23) se sostiene con D = 0.
Una v.a. estable es llamada simétrica estable si su distribucion es simétrica, i.e. si
X y -X tienen la misma distribucién. Una v.a. simétrica estable es obviamente
estrictamente estable.

Teorema. Para cualquier v.a. estable X existe un nimero «a € (0, 2] tal que el

namero C en (23) satisface

16 S . [ A
Una definicién adicional estd en el apéndice A3.
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C* =A%+ B* (24)
El nimero «a es llamado indice de estabilidad o exponente caracteristico. Una

v.a. X con indice a es llamada a — estable. [22]
Ahora bien, si tomamos en cuenta (23) y (24) tenemos la siguiente definicion:

Definicién Il. Decimos que una v.a. X definida como S, = X; + -+ X,,, tiene
una distribucién estable R si para cualquier n > 2, existen constantes C,, >0, y
nameros reales D,,, tal que

S, % CoX + D, (25)
y donde C,, sera entonces de la siguiente forma
C, =n'% con a € (0,2]. (26)
Dicha a es por supuesto la misma que aparece en (24) [2].

Para entender mejor (25) y (26), proponemos la siguiente definicibn que es

equivalente:

Definicion 1l-bis. Decimos que una funcion es estable, ssi dadas dos

constantes arbitrarias C; y C,, existen constantes C y D tal que
Ci X, + C,X, 4 CX + D, [2]. (27)
donde X; y X, son independientes y X; ¢ X, £ X. [24]
Para verificar lo anterior supongamos que
Sman = LI X; Y Span LCmanX €ON Sy L0 X1,
y que
Sman = Sm + Sman = Sm)s €ON Sppn = Sn) = TiemsnXi Y Sman — Sm) 2CuXo;
dado lo anterior podemos decir que
S+ Sman — Sim) 4C X1 + C X5
Cintn LCminX

Y por lo tanto

CrnnX gcmxl + G X (28)
Dado quem =1yn =2, con C, — C entonces, tenemos que

CiX,+CX, 8 CX+D
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Ahora, para verificar que C,, = n'/%, propondremos lo siguiente:
Sea S;; el término que denote la suma de las variables aleatorias {X; + - + X;<}.

Ahora si dividimos la suma S;5 en m bloques independientes con n términos cada
uno, podremos ver que la sucesion es multiplicativa, i.e., S;5 = S;.5, donde S35 =
X;+ -+ X3+ {Xg+ -+ X0} +{X;; + -+ X;c}. Ahora, si asumimos que cada
blogue seré& igual a una C de cinco términos cada uno, S;s también la podemos ver

como a Ss.c = C3.5 = C3 - Cs; por lo que podemos concluir que
Coon = Cp - C, paratodan,meN (29)

Por otro lado, asumamos ahora una Sg que sera igual a la suma de las variables
aleatorias {X; + --- + Xg}.

De igual, modo si dividimos dicha suma en a bloques independientes con r
términos, también la podremos ver como Sg = 5,3 = S, +1)

Por ultimo si hacemos el cambio de variable como en (29), tendremos que

Cg = Cy3 = C,+n; PpOr lo que podemos concluir que dicha C también es de la

siguiente forma
C, = C,v paratodan,v € N (30)
y donde n =r".

Ahora hagamos v = m+n y notemos que si asumimos la misma simetria de

(28), tenemos que parat > 0
P{X >t} > %P{Xz >tC,/Cpl.
Se sigue que para toda v > n, los ratios C,,/C, permanecen acotados.
Para cualquier entero r existe una Gnica « tal que C, = r/¢.

Para probar que C, = n'/* es suficiente mostrar que si C, = p'/F entonces B = a.

Ahora por (30)

Sin = r/ entonces C,, = n'/¢
Siv = p* entonces C, = v/F.
Pero para cada v = p* existe unan = r/ tal que n < v < rn. Entonces

c, = v¥B < (rn)/F = yY/BC, /P
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Ya que los ratios C,/C, permanecen acotados esto implica que S <a.

Intercambiando los roles de r y p similarmente encontramos que f > a y entonces
p = a.
C, =n'/% paraa > 0. (31)

Ejemplo . Una distribucion estable es Gaussiana cuando a = 2; en este caso, y

es equivalente a la desviacion estandar (o), f es tomada como cero y § es la media

w. [2, 22]
Sp = ?=1Xi

Sp 2 C,X + D,
n_ X,=C,X+D, Donde C, =n"*cona =2
Tko1 Xk =n2X + Dy

Yh—1 Xk — Dp = n'/2X

Z;clzlxk — Dy - X
nl/2 -
p(x) = e™/?

De acuerdo con [2], la importancia de la distribucion normal “Jt” se debe al
Teorema de Limite Central (TLCY'), el cual establece que dada una sucesién de v.a.
X1,X5, ..., X, iid con una media yu finita y varianza ¢? finita positiva, si S,, es el
conjunto que contiene la suma X; + -+ X,,, con n = 1, entonces

_ da
Y, = % — 91(0,1) cuando n — o (32)

Dicho de otro modo este teorema provee las constantes a,, >0y b,, € R con

m € N, talque

lim, P (< X) =%,  X€ER (33)

m

donde a,,, b,,, son iguales a o2, u —E[X], E[X?]- respectivamente.

Lo sobresaliente de este teorema, es que, no hace ninguna distincion sobre el
tipo de distribucion que posea S,; siempre y cuando dicha sucesion sea iid y posea
media y varianza finita, la distribucion a la que convergera sera a la Normal.

De manera genérica el teorema del limite central prueba que la distribucion

normal es la Unica distribucion estable con varianza [2]. Para distribuciones sin

17 . - . .
Referencias histéricas y tedricas del TLC pueden encontrarse en muchos libros de texto, sin embargo recomendamos [2, 36 y 43]

35



varianza, se pueden formular teoremas limites similares, solo que las constantes

normalizantes seran diferentes.

La relacién (28) fue derivada de (25) bajo el supuesto de que D,, =0 y por lo

tanto se sostiene para todas las distribuciones estrictamente estables. Esto implica

que [2]
st/ex, +tVex, & (s+t)v/ex (34)
siempre que el ratio s/t es un racional, i.e. s < t pues si s = k - t entonces
AKX + X) = ktVeX + ¢1/2x = st/ay, + cV/ay, (35)
Equivalentemente, (34) lo podemos expresar como
s(X; +ylogs) + t(X, +ylogt) ¢ (s +t)(X + ylog(s + t)) (36)

Un simple argumento de continuidad nos lleva a lo siguiente

Teorema. Si F es estrictamente estable con exponente caracteristico a, entonces

(34) se sostiene paratodas >0yt > 0.

Para el caso de la distribucién normal (34) meramente reitera la regla de adicion
para las varianzas. En general (34) implica que todas las combinaciones lineales
b, X, + b, X, pertenecen al mismo tipo [2], y a su vez, todas las distribuciones limite
de estas combinaciones también lo hacen. Un ejemplo muy claro de esto es el ya
mencionado TLC (27), el cual nos reafirma el hecho de que las distribuciones
estables son las Unicas posibles distribuciones limite de sumas debidamente

normalizadas y centradas.

El punto interesante de esto es que, todas las distribuciones estables y ninguna
otra, pueden ocurrir como limites de ellas mismas [24]; esto reafirma el hecho de
todas las funciones estables, y solo estas, convergen a alguna distribucion, i.e.

tienen un dominio de atracciéon no vacio.

Para dejar mas claro este punto, sera necesario exponer la siguiente definicion:

Definicion I1l. Decimos que una v.a. X tiene una distribucién estable R si tiene
un dominio de atraccion; o bien, una distribucién R(X) posee dominio de atraccion

Ssi esta es estable.

Dicho de otro modo, si existe una sucesion de v.a. i.i.d. X;,X,,... con funcién de

distribucion F(X). Dejemos que S, =X; + -+ X,. Luego, si existen constantes
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¢, >0yd, talque c¢,”1(S,, — d,) tiende a R(X), entonces decimos que F(X) es
atraida a R(X). La totalidad de funciones de distribucion atraidas a R(X) se le
conoce como dominio de atraccion de R(X).

En efecto, por la propia definicion, cada distribucion estable pertenece a su
propio dominio de atraccion, tal que ninguna otra distribucién puede aparecer como
limite de esa distribucion [2].

Sean ahora X;,X,, ... independientes e idénticamente distribuidas. ¢ Cual son las
condiciones necesarias y suficientes en su funcién de distribucion F(x) tal que S,
adecuadamente estandarizada converge en distribucion a X, donde X es no
degenerada y por supuesto estable?

De acuerdo con [50] y tomando en cuenta (25) y (26), la respuesta esta en el
siguiente teorema:

Teorema. F(X) esta en el dominio de atraccibn de una ley estable con
exponente caracteristico a(0 < a < 2), si y solo si, existen constantes C*, €~ = 0,

C*+C~ >0, tal que cuando y — oo:

F(-y) _C.

i) lim rG) o

ii) Para cada constante £ > 0,

C">0= hm—l—F(y) = Za
_ . F(=ky) _ 1
C->0=> llm—F(_y) =2

1-”()’) N ka
1-F(ky)+F(—ky)

donde (ii) se puede resumir en [25]: cuando y = o

La demostracién de este teorema se puede ver en [25, 43 y 50]. También se puede
consultar una formulacién equivalente en términos de variacion regular'® en [47,

pag.15].

Finalmente, dado que la funcién caracteristica’® de cualquier variable aleatoria de
valor real define completamente su distribucion de probabilidad, a continuacién

definiremos a la funcién caracteristica de las distribuciones estables:

8 En términos muy generales, las funciones de variacion regular son aquellas funciones que se comportan asintéticamente como
funciones de potencia [39]; estas pueden ser definidas en su forma mas bésica como [41]:
fOx)/f(x) —> g(A) € (0,0) (x > o) VA>0,
19 Las funciones caracteristicas son aquella clase de funciones de la forma {e®**},u € RD, las cuales son particularmente importantes y
utiles en el estudio de convergencias en distribucidn [43]; de hecho, muchas pruebas resultan mas facil realizarlas mediante este tipo de
funciones.
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Definicion IV. Decimos que una v.a. X tiene una distribucion estable si existen

parametros 0 < a <2, f € [—1, 1]], y >0y ¢ real tal que su funcion caracteristica

tiene la siguiente forma:[22]

exp {—y“l@l“ (1 — iB(sin 0) tannz—a) + i69} sia # 1,

Eei@X —
exp{—vl0l(1-ip2(sino) i) + 66}  sia=1.

(37)

El pardmetro a es el indice de estabilidad y

1 si@>0
sind =40 sif=0
-1 sif <0

Los parametros a, B y 1 son Unicos (B es irrelevante cuando a = 2).

La prueba de esta definicion se puede encontrar en [25 y 43].

Asi mismo, este tipo de funciones pueden ser definidas como la transformada inversa de Fourier de la funcion de densidad de probabilidad.
Este hecho, proporciona la base de una ruta alternativa a los resultados analiticos en comparacién con los que trabajan directamente con
las funciones de densidad de probabilidad o funciones de distribucién acumulada.

Existen resultados particularmente simples para las funciones caracteristicas de las distribuciones definidas por las sumas ponderadas de
variables aleatorias. Para mas detalle sugerimos [24, 43, 45 y 50].
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II. Vision General de la Teoria Clasica
de Valores Extremos

“the key message is that EVT cannot do magic — but it can do
whole lot better than empirical curve - fitting and guesswork. My
answer to the sceptics is that if people aren’t given well-founded
methods like EVT, they’ll just use dubious ones instead.”
Jonathan Tawn

Introducciéon

En el capitulo anterior nos encargamos de establecer los conceptos suficientes
para poder exponer las distribuciones con las cuales trata la teoria de valores
extremos, por lo que ahora nos encontramos en posicidn de poder establecer el
comportamiento limite de alguna muestra de valores extremos al tiempo que n
tiende a infinito.

La teoria asintética de valores extremos se ha desarrollado en paralelo con la
teoria del limite central; de hecho las dos teorias tienen cierta semejanza, pues
mientras la primera establece las condiciones bajo las cuales el comportamiento
limite de los estadisticos de suma S, = X; + ---+ X,, es asintéticamente normal, la
segunda teoria establece las condiciones bajo las cuales una muestra de variables
aleatorias maximas y/o minimas (max(Xy, X3, ..., X,) AV min(Xy, X5, ..., X)) converge
a una de las tres distribuciones de valor extremo.

Dado lo anterior y para poder establecer las distribuciones asintoticas de los
valores extremos, sera necesario estudiar en primera instancia algunos conceptos
qgue en libros propiamente de valores extremos son relegados a apéndices; sin
embargo, dado que estos temas deben ser bien comprendidos antes de llegar al
ndcleo de la TVE, parece razonable exponerlos aunque sea superficialmente.

Sin mas preambulos, en este capitulo comenzaremos por exponer algunos
conceptos asociados con el comportamiento limite de una muestra de extremos,
tales como: convergencia uniforme, funciones monétonas inversas y los estadisticos
de orden. Posteriormente daremos una muy breve discusion sobre las posibles
distribuciones limite para v.a. maximas normalizadas i.i.d., y al final expondremos
algunos hechos bésicos de la teoria de la variacion regular, la cual de acuerdo con
[39], es una herramienta basica para la comprension de los dominios de atraccion en
la TVE; no obstante, debido a que este ultimo tema es bastante amplio y complejo,

solo expondremos de manera muy general a aquellos conceptos que nos seran de
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utilidad para comprender y exponer la TVE, en caso de que el lector quiera

adentrarse mas en este tema sugerimos [2], [39], [41], [42], [47] y [48].

lI.1. Conceptos preliminares

2.1.1 Convergencia Uniforme

La convergencia uniforme esta muy ligada al concepto de convergencia puntual,
sin embargo para poder ver esta relacion, escribiremos ambas definiciones en
términos de sucesiones de funciones. Adicionalmente, en ambos casos
consideraremos una sucesion de funciones f,: X - R, n = 1,2,3, ... cada una definida
en el mismo conjunto subyacente X, y otra funcion f: X - R (el candidato para el
limite). [46]

Definicion. Suponga que {f,} converge puntualmente a f en X si, para cada
x € X, tenemos f,(x) - f(x) cuando n —» «; de este modo, por cada x € X y cada
€ > 0, podemos encontrar un entero N (que dependa de ¢ y el cual también pueda
depender de x) tal que |f,,(x) — f(x)| < € siempre que n > N. [46]

Una abreviacion conveniente para la convergencia puntual es:
lim,_ f,(x) = f(x) o bien f,, = f puntualmente en X (38)

Ejemplo 1. Para cada n = 1,23,.., considera la funcion f,(x) =e* +% para
x € R. Notemos que para cada x (fija) la sucesion {f,,(x)}n-, converge a f(x) = e*
porque

_, 0 cuando n —» . x

lfn(x) — f(x)] = |e* +%_ eX

T

En este caso decimos que la sucesion de funciones {f,} converge puntualmente a
la funcion f en R. Pero notemos también que la velocidad de la convergencia
depende de x. En particular, si queremos obtener |f,(x)—f(x)|<1/2 sera
necesario tomar n > 2|x]|.

Entonces, en x = 2, la desigualdad se satisface para toda n > 4,
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n  x fu(x) f(x) |f.(x) = f(x)l

1 2 7.3890561 9.3890561 2

2 2 7.3890561 8.3890561 1

3 2 7.3890561 8.05572277 2/3
4 2 7.3890561 7.8890561 1/2
5 2 7.3890561 7.7890561 2/5
6 2 7.3890561 7.72238943 1/3
7 2 7.3890561 7.67477038 2/7

mientras que cuando x = 1000, la desigualdad se satisface solo para n > 2000.

n_x fa(x) fx) () - fF)
1997 1000 0 0.50075113  0.500751127
1998 1000 0 0.5005005 0.500500501
1999 1000 0 0.50025013  0.500250125
2000 1000 0 0.5 1/2
2001 1000 0 0.49975012  0.49975012
2002 1000 0 0.4995005  0.49950050
2003 1000 0 0.49925112  0.49925112

Ejemplo 2. Considere la misma sucesion de funciones de arriba, pero ahora
restrinjamos los valores de x al intervalo [—5,5]. Desde luego, todavia tenemos que
frn(x) = f(x) para toda x (fija) en [-5,5]; en otras palabras, tenemos que {f,}
converge puntualmente a f en [-5,5]. Pero notemos que la velocidad de
convergencia es ahora uniforme sobre x en [—5,5]. Para ver esto, solo reescribamos

el calculo inicial:

@) = F)I <= <2 parax € [-5,5],
y notemos que la cota superior 5/n tiende a 0, cuando n — oo, independientemente
de la eleccién de x. En este caso, decimos que {f,} converge uniformemente a f en
[—5,5].
El punto aqui es que la nocién de convergencia uniforme depende del dominio

subyacente, asi como de la sucesion de funciones disponibles.
Con este segundo ejemplo en mente, a continuaciéon daremos la definicion de la
convergencia uniforme

Definicion. Decimos que {f,} converge uniformemente a f en X si, para cada

e > 0, podemos encontrar un entero N (qQue depende en e pero no en X) tal que
Ifn(x) — f(x)| < € para cada x € X, dado que n > N. [47]

Notemos que la frase “para cada x € X” ahora ocurre después de la frase “para

cada e > 07, y en particular, la velocidad de convergencia N no depende en x.
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El punto crucial en esta definiciébn es que N depende solo sobre € y no de x € X,
mientras que en una sucesion que converge puntualmente, N puede depender de
ambos € y x. Una sucesion que converge uniformemente siempre converge
puntualmente (al mismo limite), pero lo opuesto no es cierto. En otras palabras, la
convergencia uniforme es “mas fuerte” que la convergencia puntual.

Ahora bien, dado que la frase “|f,(x)—f(x)|<e para cada x € X" es

(esencialmente) equivalente a la frase “sup.__.|f,,(x) — f(x)| < €”: Por consiguiente,

XEX
nuestra definicion puede ser reformulada como sigue: aqui me quede

Definicion. Una sucesion {f,} converge uniformemente a f en X si, dada € > 0,

existe un entero N tal que
sup, ., 1fu(x) — f(x)| < € paratodan > N (39)
0 equivalentemente si

SUP, x| fn(x) — f(x)| = 0 cuando n — oo,

Ahora, si U,,n = 0 es una funcidn de valor real en R no decreciente, entonces es
un bien conocido y util hecho que si U, es continua y U,(x) —» Uy(x) cuando n — oo

para toda x € R, entonces U, — U, localmente uniforme, i.e., para toda a < b

Una prueba®® de este hecho se describe como sigue: Si U, es continua en [a, b] ,
entonces es uniformemente continua. A partir de la convergencia uniforme, para
cualquier x, existe un intervalo-vecindario 0, en el que U,(+) oscila por menos de una
e dada. Esto nos da una cubierta abierta de [a, b]. Compacidad de [a, b] nos permite
podar { O, ,x € [a, b] } para obtener un subcubierta finita {(ai, bi),i = 1,...,K}. El uso
de este conjunto finito y la monotonia de las funciones nos conduce inmediatamente
a la convergencia uniforme deseada[39], que para el caso de este trabajo resulta en
[49]:

Dado ¢ > 0, existe alguna N grande tal que sin = N entonces
max; <<y |Un(a;) — Up(a)IVUL(D) — Ug(b))] <, (41)
(por convergencia puntual). Observemos que

Spre[a,b]lUn(x) —Upg(@)| = maxlsisNSpre[ai,bi]IUn(x) = Upg(X)].

20 -
Una prueba adicional se puede encontrar en [39].
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Para cualquier x € [a;, b;], por monoticidad tenemos que

Un(x) — Up(x) < Un(b;) — Up(a;)
< Up(by) + & — Ug(ay),

< 2g,

con un limite inferior similar. Esto es cierto para toda i y por ende obtenemos la

convergencia uniforme en [a, b].

2.1.2 Funciones Monétonas Inversas

Otro resultado sumamente importante en el desarrollo de la TVE ademas del
teorema general de Khintchine sobre la convergencia de funciones de distribucion
(ie. “El teorema de la convergencia a tipos ), es el de las funciones mondétonas
inversas. Dichas inversas pueden ser definidas en una variedad de formas, de las

cuales, la siguiente es la que mejor se adapta para nuestros propdsitos. [40]

Supongamos que existe una funcion continua por la derecha no decreciente en R
conrango (a,b), —o < a < b < o; es decir : R - (a,b). Con la convencién de que
el infimo de un conjunto vacio es +o, definimos la funcion inversa y~!: (a,b) ~ R de
Y en el intervalo (inf{p(x)}, sup{y¥(x)}) como

Y 1(y) = inflx; P (x) = y}. (42)

(Notemos que el dominio de ! esta escrito como un intervalo abierto, pero puede
ser cerrado ya sea en el inf{i)(x)} o en el sup{y(x)} si se alcanza con una x finita.)
[40]

Dado que la funcion ¥ es continua por la derecha destacamos las siguientes

propiedades:

A(y) = {x;y¥(x) = y} es cerrado, (43)
w(l/)_l(Y)) =y (44
Yy < tssiy < P(o). (45)

Por (35), observamos que si x, € A(y) Y x, { x, entonces y < ¥ (x,) I Y(x) asi que
Yx)=yyxeAly). Six, Txy x, €A(y), entonces y < Y(x,) TY(x-) <)y
Y(x) =y asi que nuevamente x € A(y) y A(y) es cerrada. Dado que A(y) es
cerrada, infA(y) € A(y); esto es, P~(y) € A(y) que significa que Y(P~1(y)) = y.
Esto nos da (36) Finalmente, la ultima propiedad se demuestra como sigue[45]: si
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t <y~ 1(y) =infA(y), entonces t ¢ A(Y), de manera que (t) < y. Inversamente, Si
Y 1(y) <t,entoncest € A(y) y Y(t) = y.

Lema 2.1.2
(i) Para una funcion y definida como arriba, si a >0, b y ¢ son constantes, y
H(x) = Y(ax + b) — c, entonces H1(y) = a t(Y~1(y + ¢) — b).

(i) Para una funcién iy definida como arriba, si ¥~! es continua, entonces
P (Y) = x.

(i) Si G es funcion de distribucion no degenerada, entonces existen y; < y, tal que

G (y,) < G71(y,) estan bien definidas (y son finitas).

Prueba.
(i) Tenemos que
H™1(y) = inf{x; Y(ax + b) — c = y}
= a~1(inf{(ax + b); Y(ax + b) =y + c} — b)
=a '@ 'y +¢)—b)

como fue requerido.

(i) De la definicion de ¢, es claro que ¥~ ((x)) < x. Si la desigualdad estricta se
sostiene para algun x, la definicion de =1 muestra la existencia de z < x con
Y(z) = Y(x) dado que Y es no decreciente. Para y = ¥(z) = ¥(x) tenemos que
Y~ 1(y) <z mientras que para y>P(z) =y(x) tenemos que Y i(y) > x,
contradiciendo la continuidad de 3. Entonces w‘l(w(x)) = x como se afirmo.

(i) Si G es no degenerada, entonces existen x'; <x', tal que 0 < G(x'y) =y, <
G(x',) =y, < 1. Claramente x; =G '(y;) ¥y x, =G '(y,) son ambas bien
definidas. También ¢~1(y,) > x'; y la desigualdad requerird que G(z) =y, para
toda z>x; tal que G(x'y) =lim,,G(x'; +¢) =G(x'; +) = y,, contradiciendo
G(x'y) = y,. Porlotanto, G™1(y,) > x'; = x; = G~1(y,), como fue requerido.

|

La importancia de estos resultados, radica en que son Utiles para demostrar
algunos otros referentes a funciones de distribucion. Ejempilo:

Corolario. Si G es una f.d. no degeneraday a > 0,a >0, b y  son constantes

tales que G(ax + b) = G(ax + B) paratoda x, entoncesa =a 'y b = .
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Prueba. Escojamos y; <y, y —oo < x; < x, <o por (iii) del lema tal que x; =
G 1(y1), x, = G"(y,). Tomando las inversas de G(ax + b) y G(ax + ) por (i) del

lema, tenemos
a ' (G —b)=a (G ) - B)
para toda y. Aplicando esto a su vez a y, Yy y,, obtenemos

at(xy=b)=a(x; =B yat(x;—b) =a " (x, - B),

para lo cual simplemente se sigue quea=ayb = f.

|
2.1.3 Convergencia de funciones mondtonas inversas
Para cualquier funcion ¥ denotemos
C() = {x € R:y es finita y continua en x}. (46)

Una sucesion {y,,n =0} de funciones no decrecientes en R converge
suavemente a i, si cuando n — oo tenemos que
P () = o (), V x € C(¥o). (47)
Denotaremos esto por ¥, — ¥, y ninguna otra forma de convergencia para
funciones monotonas sera relevante. Si F,,n > 0 son distribuciones no defectuosas,
entonces, una miriada de nombres nos dan conceptos equivalentes: la convergencia
completa, la convergencia vaga , convergencia débil , la convergencia estrecha. Si
X,,n = 0 son variables aleatorias y X,, tiene una funcién de distribucion E,,n > 0,

entonces X,, = X, significa que F,, - F,.

Proposicién. Si y,,n >0 es una funcion no decreciente en R con rango en

(a,b) y Y, = Yy, entonces P, = Y5 en el sentido de que para toda t € (a,b) N

C(¥o)

(48)
Y (8) = o ().
Prueba. La prueba de esta proposicién se encuentra en [45, pag 259]
2.1.4 Ecuacién funcional de Cauchy [3]
Sea g una funcion de valor real aditiva, estos es,
gx+y) =g +g(»), x>0,y>0 (49)

Entonces g es necesariamente de la forma
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gx)=cx, x>0,
para alguna c € R.

Lema 2.1.4.i. Suponga que g es una funcion de valor real aditiva en un intervalo

arbitrario I c R, y satisface una de las siguientes condiciones:

e g escontinua
* g es monotona

* g esacotada
Entonces g(x) = cx para alguna c € R.

Prueba. Para x = y encontraremos que g(2x) = 2g(x), y por induccion tenemos que

g =ng(1) y g(1)=ng(5) (50)
Combinando estos factores parar = m/n € Q tendremos que
g(r) = g(m/n) =mg(1/n) = m(g(1)/n) =rg(1), (51)

Y que
g(rx) = rg(x) para cualquier x. (52)

El problema restante es juntar a todos los valores de x.

Sea c = g(1), si g es continua , la conclusion sigue de la definicion de continuidad,;
para cualquier x € R, existen para cualquier § > 0, r € Q, tal que |r — x| < §, lo que

implica que |g(x) — g(r)| < &, y entonces

lg(x) —cx| < |gx) —gr)| +clr—x| < e+ cfb. (53)
La arbitrariedad de ¢ y § completa la prueba.

Si g es monétona , digamos no decreciente, entonces parar; < x < r, donde
r, -1l <94,
cry = g(r) < g(x) < g(ry) = cry, (54)
tal que

lg(x) —cx| <c(r, —x) +c(x —1) =c(r, — 1) < C6. (55)

Finalmente, si g es acotada, se sigue en particular que para cualquier § > 0,
exiten A tal que,
lg()| < A para |x| < 6. (56)

Para |x| < &§/n, implica que
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lgC)l = |g(nx) /n] <=, (57)
Después, sea x € I y elijamos r € Q tal que |r — x| < §/n. Entonces
lg(x) —cx| = [glx =) + g(r) —cr —c(x —71)| = |g(x — 1) — c(x — 1)
Slgx=1)—clx =) < lglx =) +clx — 7]

c (58)
n

gue puede hacerse arbitrariamente pequefia al escoger una n suficientemente

grande.

El siguiente lema contiene variaciones del anterior.

Lema 2.1.4.ii. Sea g una funcién de valor real definida en un intervalo I c R*, y

suponga que g es continua, monétona y acotada. Entonces,

(@) Si g(xy) = g(x) + g(y), entonces g(x) = clogx para alguna c € R.
(b) Si g(xy) = g(x)g(y), entonces g(x) = x¢ para alguna c € R. (59)
(c) Siglx +y) =g(x)g(y), entonces g(x) = e“* para alguna c € R.

Observacion. La relacion (b) es llamada ecuaciéon de Hamel.

Prueba. El lema anterior lo probaremos haciendo el siguiente cambio de

n_n n_xn n_.n

variable: "x" por "e*" A "y" por "e¥" .
(): g(e*™) = g(e*e”) = g(e*) + g(e”)

por lo que por (41), g(e*) = cx, entonces si (u =e*) = (logu = x), tendremos

que g(u) = clogu.

(b): log g(e™*?) = logg(e*e”) =log(g(e™) - g(e”)) = log g(e*) +log g(e?),
por lo que log g(e*) = cx, y entonces, g(x) = e€1°8% = x¢,

(c): aqui reducimos (b) mediante

g(logxy) = g(logx +logy) = g(logx)g(logy),

por lo que g(logx) = x¢, y entonces, g(x) = e*.

(Una prueba adicional de este Ultimo inciso a la que vale la pena referir esta en [9])
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[1.2. Estadisticos de Orden

2.2.1 Teoria basica de la distribucién los estadist icos de orden

Sean X, X,, ..., X;,, v.a.i. las cuales ordenaremos ascendentemente conforme a su

magnitud, y luego reescribiremos como
X=X = =Xm (60)
o alternativamente forma como®
Xin < Xpn < - < Xy (61)

Luego entonces X,., - r =1,2,...,n — sera conocido como el r-ésimo estadistico
de orden de una muestra aleatoria de tamafio n; el cual al ser un valor reordenado,
dejara de ser independiente [31]. En dicho sentido, tendremos a la mediana en
(n+1)/2, y alos extremos enr=1 e r =n, siendo estos los valores mas
pequefios y mas grandes respectivamente, dentro de la muestra aleatoria. De
acuerdo con [31], sea Fh(x)(r=1,..n) el término que denote la funcion de
distribucion del r-ésimo estadistico de orden. Entonces la funcion de distribucion y la

funcion de densidad del estadistico de orden mas grande X,,) estaran dadas por:
Frn(%) = P{X, < 2} fam = M{FQOY* T f(x) — o0 <x <oo (62)
= P{toda X; < x} = {F(x)}"*
Y de igual manera, para el estadistico de orden mas pequefio como:
Fi,(x) = P{X(l) < x} fin=n{1=FQ)}"f(x) —o<x<
=1—P{X > x}
=1—P{todaX;>x}=1—-{1-F(x)}"

Las formulaciones anteriores son casos especiales del resultado general de la
funcién de distribucion de X,..,,, la cual se define como sigue
E.n(x) = P{X,, < x}
= P{al menos r de los X, X5, ..., X,, son a lo mucho x}

(63)

— n

i P(exactamente i de los X;, X, ..., X,, son a lo mucho x)

21 L. s . p .
La notacion de los estadisticos de orden puede variar de un autor a otro, razén por la que se exponen las dos mas encontradas en los
textos leidos.
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=S (D FEY(L-F}™ —o<x <o

Podemos notar que E..,,(x) en (29) se reduce a las expresiones (27) y (28) cuando

r =1 er = n, respectivamente [33].

Adicionalmente, si usamos la siguiente identidad

Z (?) p{l—-p}"t= jop o 1)7!1271 > t"t(1-0)""dt, 0<p<1

Podemos escribir la funcion de distribucion de X,..,, como

F(x) n!

— - -1 -
E.,(x) = fo ey - tT (1 —-t)"Tdt (64)

=Ir(rn—r+1), —00 < x < 0
Es importante mencionar que la ecuacion (38) se sostiene para cualquier
poblacion arbitraria, ya sea continua o discreta [33], sin embargo, para fines
practicos asumamos ahora que X; es continua y que tiene una pdf f(x) = F'(x).
Luego entonces f,.,(x) denotara la funcion de densidad de X,.,, y estara dada como

sigue[36]:
frin () = s [FCOI ML = F)I" 7 f(x) (65)

Asi también, la funcién de densidad conjunta de los estadisticos de orden
X100 X2, - Xnin, tiene la siguiente forma:

nHIP= fOg), =0 <xy <xp <o <xp <00,y (66)
(X1, X9, o, Xp) =
fr2,...un (X1, X2 n) { 0, de otra manera

2.2.2 Estadisticos de orden exponencial

Antes de discutir las posibles distribuciones limite para los estadisticos de orden
maximos, consideremos primero los resultados asintoticos para una distribucion
exponencial. Estos resultados, mientras que son faciles de probar, nos dan una idea
acerca de la naturaleza de las distribuciones limite.

Recordemos que una funcion de densidad exponencial esta dada por

f(x) =e™%, 0<x<w (67)

y por (58) tenemos que la funcion de densidad conjunta de X;.,,, X5., -, Xp.n, SEIA

68
f1,2,.an (X1, X2, e, X)) = 1! e~ Zi1%i, 0<x <x < <xp <0 (68)
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Asi pues, sean X;., < X,., < -+ < X,,., los estadisticos de orden de una poblacién
exponencial estandar, con f.p.d. como en (59). Entonces, las variables aleatorias
Z1,Zy, ..., Zy, donde

Zi=(m—i+DKip — Xie1m) i=12..,n (69)

con X,., = 0, todas ellas son estadisticamente independientes y también tienen una

distribucion exponencial estandar. Ademas,

4w (70)
Xine Xve1Zy/(n—1 + 1), i=12,..,n.

Sin pérdida de generalidad, asumamos el parametro de escala 8 = 1 y tomemos
en cuenta (69). Esta expresa X;,, como una funcién lineal de v.a. iid EXP(1)
denotadas por Z,.’s como sigue:

Xen ¥iianiZ,,  1<i<n, (71)
donde

a ,_{1/(n—r+1), 1<r<i,
mt Lo, r> i

Ahora comencemos con los extremos minimos. De (71) es evidente que si
X102 Z1 /0, nX10 ¢ Z1 y entonces, nXy.,% Z; cuando n - . De manera mas general,
cuando i es tomada fija,

Xin H(Zy/7) + -+ (Zi/(n — i + 1))}
y por lo tanto,
NXin > (Zy+ Zy+ ot 7)),
En otras palabras, el limite de la distribucién de nX;.,, es I'(i, 1), para cualquier i fija.

En el caso de los extremos maximos, es mas conveniente tratar con la funcion de

distribucion. Es decir, para una muestra de maximos,

_ o[-(x+logm)N™ _
P(Xn;n - logn < x) = {{1 e } ’ X > logn

0, x < —logn
=(1-e*/n)" x > —logn
- exp(—e™), —00 < x < 00,

También la distribucion limite del i-ésimo maximo X,,_;; .., €sta relacionado con la
distribucion limite de X,,.,, para cualquier i fija. Esta relacion se puede consultar en
[33].
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Ahora supongamos i - «© y n —i — oo, ESto incluye tanto los casos centrales e
intermedios. De (71), esta claro que en esta situacidn tenemos una suma de i
variables aleatorias independientes, ninguna de los cuales es dominante. Cabe
destacar que podemos aplicar (33), en la suma de (71) y concluir que la distribucion
limite de (X;.,, — 4i.n/0;) €S UNA NOrmal estandar.

Por altimo, realicemos algunas conclusiones respecto a esta funcidon exponencial.
Primero, la distribucion limite de X;,, no es necesariamente normal, por lo menos
para los casos extremos. Segundo, los extremos maximos y minimos pueden tener
diferentes distribuciones. Tercero, en el caso de extremos, las leyes limites
dependen de i. En las siguientes secciones exploraremos mas estos

descubrimientos cuando F es una f.d. arbitraria.

2.2.3 Estadisticos de orden Maximos

Ahora nos encontramos en posicion de exponer el objetivo principal de este
trabajo, que es exponer la teoria asintdtica de los valores extremos; para lo cual, a
continuacion presentaremos una pequefia discusién sobre la distribucion de los
estadisticos de orden maximos y minimos (X;., A X,,.,) que son las variables con las

cuales trabajaremos de aqui en adelante.

La teoria clasica de valores extremos se ocupa basicamente de las propiedades
de las distribuciones de una muestra de maximos y/o minimos cuando n se vuelve
muy grande. Formalmente tenemos que, dada una muestra de variables aleatorias
X1, X5, ..., Xp, Nuestro interés estara ahora en los extremos, es decir, en dos muestras

M, y W, definidas como:
M, = max (X, X,, ... X)) = Xpn Y W, = min(Xy, X, ..., X)) = X1 (72)

Por razones de simplicidad, de aqui en adelante sera suficiente considerar solo el
caso de maximos, pues es claro que: 3 = min{3,7} = —max{—-3,-7} = —(-3) = 3,

por lo que podemos concluir que
_max(_Xl, _Xz, ey — XTL) = min(Xl,Xz, lXTl) (73)

De igual forma y en la misma linea que (65), tenemos e siguiente teorema:

Teorema. Una funcion de distribucion F de una muestra de minimos, tiene la
misma distribucion que el negativo de una muestra de maximos de una funcion de
distribuciéon F* donde F*(x) = 1 — F(—x) [33].
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Prueba.
Sea F(x) = P{X < x}. Debemos comparar P{X,,, < x} = F"(x)

y
P{-Yy, <x}=P{V;, < —x}=P™{Y = —x} = P{-Y < x} = P{X < x} = F"(x).

Port tanto vemos que

[[RSH

Xn:n - Yl,n

Dado lo anterior, sea F la distribucion subyacente de una muestra de extremos

M,, y sea x* el punto limite por la derecha del soporte de X (36), i.e. x*:=

sup{x: F(x) < 1}22, el cual sera finito; entonces,

P
max(X1, X5, ..., X,) 2 x",n—> o
(74)

pues
P{M, < x} = P{max(Xy, X5, ... Xp) <x} = P{X; < x,X, <x,.., X, < x} (75)
= P{X; < x} XX P{X,, < x} = E.,(x) = {F(x)}" = F"(x)
gue converge aO parax <x*yalparax=x"ie,

0, F(x)<1,

o = {1, F(x) = 1. (76)

11.3. Comportamiento asintético de los estadisticos de

orden maximos

Ya que establecimos algunas distribuciones de los estadisticos de orden, ahora
nos concentraremos en encontrar la distribucion asintotica de M,,. Sin embargo, uno
podria preguntarse porque estamos interesados en la distribucién asintotica de M,
cuando la distribucion exacta es conocida y esta dada por (62). Bueno, pues la
respuesta esta en que queremos encontrar distribucion asintética, que no dependa
de la funcién de distribucion muestreada. Recordemos que el teorema del limite
central en (33), nos da una distribucién asintética para S, que no depende de la
distribucion muestreada; independientemente de que la distribucién exacta de S,

pueda ser encontrada.

22
La prueba se puede consultar en [32].
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Para comenzar nuestra busqueda de la distribucién asintética de M,,, basemos
nuestro desarrollo inicial en lo que se hizo para obtener la distribucion asintética de
S,. De acuerdo a la ley de los grandes nimeros®, S, tiene una distribucién
degenerada; esto es, la funcidon de distribucion de §,,, es la funcion de distribucion
acumulada que asigna todos los puntos de continuidad al punto u. Tal distribucion
limite no es util si uno intenta utilizarla para aproximar probabilidades de eventos,
dado que esta asigna a cada evento una probabilidad ya sea de cero o uno. Para
evitar estas dificultades, primeramente “centraremos” los valores de S,, mediante la
substraccién de u, y luego “incrementaremos” los valores de (S, — u) mediante la
multiplicacion del término v/n/o; consecuentemente, seremos capaces de obtener
una distribucion limite no degenerada; esto es, de acuerdo con el teorema del limite
central, Vn(S,, — u) /o tendra una distribuciéon normal estandar al igual que sus
distribuciones limite.

El procedimiento anterior cominmente se conoce como un proceso de
estandarizacion o normalizacién®®, donde de S, es la sucesién a estandarizar y
"u","vn/c" son las constantes de normalizacién "a","b" -respectivamente-
encargadas de re-escalar a la sucesion en cuestion.

Ahora bien, con el fin de encontrar a una distribucién limite no degenerada G(x)

para M,, sera necesario normalizar o estandarizar apropiadamente a X,,.,, [12,33].

Por lo tanto, supongamos que existe una sucesion de constantes b, >0,y a, € R

(n=1,2,..) talque

max{Xy, X, ... Xp} —an (X} —an (77)
by, - by,

tiene una distribucion limite no degenerada al tiempo que n — o, i.e. [12],

P (X”:Z_an < x) = P(Xn:n < b,x + an) = Fn(bnx + an) - G(x) (78)

n

Donde:

F™(b,x + a,) es la funcion de distribucién normalizada de X,,.,,
a,, €s una sucesién de constantes que representaran un cambio en la ubicacién

b,, €s una sucesion de constantes que representaran un cambio en la escala

No obstante, la formulacion anterior nos presenta algunos cuestionamientos:

23 J—
Esta ley viene en el apéndice A2.

24 - TP .- .
Para el caso de la TVE se utiliza una normalizacion lineal, pues esta es suficiente para el desarrollo de la misma [12].
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1. (Cudl es el conjunto de distribuciones G que pueden aparecer como

limite en (78), dada una adecuada eleccién de constantes a,, y b,, > 0?

2. ¢;Cudles son las condiciones necesarias y suficientes para todas aquellas

diferentes clases de distribuciones F satisfaciendo (78)?

3. ¢, Cudles son las constantes apropiadas a,, y b,, para que (78) se cumpla?

La respuesta a tales cuestionamientos se resume como Sigue:

R1. El conjunto de distribuciones G que satisface (78) se mediante el

siguiente teorema:

Sean X;,X,,.. v.a. iid con una f.d. F en comun. Sea M, = max{Xy,...,X,,} el
término que denote el maximo de las primeras n variables aleatorias y sea
w (F) = sup{x: F(x) < 1} el limite superior de F. Ya que

P(M, <x) =P{X; <x,..,X, <x}=F"(x).
M,, converge casi seguramente a w (F) si es finita o infinita. La teoria limite de

los extremos univariados dice que:

Teorema de Fischer-Tippet . Siexisten constantes b, >0y a,, € Ry una

funcién de distribucion no degenerada G tal que
b, '(M, —a,) > G (79)

entonces G es una de las siguientes tres funciones de distribucion A(x), ®(x) y

Y(x), satisfaciendo lo siguiente:

I. Gumbel: A(x) = exp(—e™), x €ER
, (0 parax < 0
1. Fréchet: ®,(x) = {exp(—x‘“) parax = 0,a > 0
exp— (—x~%) parax < 0,a >0
1 parax = 0

(80)
1. Weibull: ¥, (x) = {

De acuerdo con [54], las gréaficas de los tres tipos de distribucion limite en (72)
son las siguientes:
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1. Distribucion de Gumbel (para colas medias)

Funcion de densidad de Gumbel Funcion de distribucion de Gumbel

I1. Distribuciébn de Fréchet (para colas gruesas; definida para valores
positivos y caracterizada por un parametro a o indice de cola positivo)

Funcion de densidad de Frechet Funcion de distribucion de Frechet

I11. Distribucién de Weibull (para colas cortas o suaves; definida para valores
negativos y caracterizada por un parametro a o indice de cola negativo)

Funcién de densidad de Weibull Funcion de distribucion de Weibull

R2. Las condiciones necesarias y suficientes para las tres funciones de

distribucidén satisfaciendo (78), i.e. F € D(G) son:

1-F(t+xy(®))

I: 3y() >0 s.t. limgyr —iro exp(—x), x€ER
II: w(F)=o y limtToo%((t;) =x"9, x>0, (81)
1-Fw(F)—tx) _

Il: w(F)<ow y limse x*%,a>0 x > 0.

1-F(w(F)-t)

R3. La caracterizacion de a,, y b,, para que (78) se cumpla esta dada por:

I: by =y(F-(1-n"Y)) y ap=F(1-n,
1I: b,=F-(1—-n"1 y a, =0, (82)
1l: b, =w(F)—F-(1-n1) y a, = w(F),

Donde F< denota la funcién inversa de F.
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II.4. Funciones de Variacion Regular

Habiendo establecido los limites posibles para maximos normalizados, el
siguiente paso consiste en dar los criterios de convergencia para cada una de las
funciones de distribucion satisfaciendo (78) (i.e. los dominios de atraccion), asi como
la caracterizacion de las constantes de normalizacion en dicha ecuacion.

Sin embargo, antes de desarrollar los puntos anteriores en nuestro siguiente
capitulo, y para finalizar esta seccion, abordaremos como ultimo punto a la teoria de
funciones de variacion regular, pues es a partir del marco tedrico de estas funciones,
que los dominios de atraccién de las distribuciones de valor extremo son mejor
entendidas. [39]

El dominio de este tema es importante para la comprension adecuada de la
teoria de valores extremos, pues recordemos que el estudio de estos parte también

de lo que cominmente se conoce como “colas pesadas?

y la variacion regular de
las colas de una distribucién, aparece como una condicion natural en varios
resultados tedricos de la teoria de probabilidad. Solo por nombrar algunos tenemos
los siguientes [47]: condiciones de dominios atraccion de sumas de variables
aleatorias independientes, maximos dominios de atraccion, etc. (ver [47] estas
aplicaciones)

No obstante, debido a que exponer este tema asi como algunas de sus
demostraciones sale del objetivo del presente trabajo, en esta parte, solo
proporcionaremos al lector un conocimiento funcional sobre los conceptos basicos
de la teoria de variacion regular, a fin de que sean de utilidad para comprender de
una mejor manera la TVE. En caso de que el lector tenga una mayor curiosidad
sobre este tema a continuacion se brindan algunas referencias: Seneta (1976), de
Haan (1970), Feller (1971), y Bingham, Goldie y Teugels (1987). [41, 42, 44, 47 y 48]

La teoria de variacion regular (como la conocemos el dia de hoy) fue iniciada por
Jovan Karamata en su famoso articulo de 1930 “Sur une mode des croissance
reguliére des fonctions”[41]; sin embargo, de acuerdo con [41], el gran potencial de
esta dentro de la teoria de probabilidad y sus aplicaciones fue concebido por William
Feller en [2], y en la actualidad, un gran estimulador de esta teoria es Laurens de

Haan en [9].

z De acuerdo con [47], no hay una Unica definicion de una distribucién de colas pesadas y no puede existir una nocién universal. De
hecho, esta idea sélo tiene sentido en el contexto del modelo consideramos. Lo que por lo general esperamos cuando hablamos de
fenémenos de colas pesadas, es una especie de comportamiento cualitativo diferente del modelo subyacente, esto es, ciertas desviaciones
del "comportamiento normal" que es causada por los extremos de la muestra.
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La primera monografia sobre el tema fue [48] Eugene Seneta de 1976.

De acuerdo [48], la variacion regular de una funcion, es una propiedad local y
asintotica de un solo lado de dicha funcién, la cual surge al tratar de extender —de
una manera logica y util- la clase de funciones cuyo comportamiento asintotico cerca
de un punto es el de una funcién de potencia a funciones donde tal comportamiento
asintotico es la de una funcién de potencia multiplicada por un factor que varia “mas
lentamente” que una funcion de potencia.

Siendo una propiedad local, la variacion regular es definida en relacién a un

punto. La propiedad definida es tomada como sigue:

Definicion 11.4.1. Suponga que f(-) es una funcién monétona positiva definida

en 0, co satisfaciendo

%—nq(x)soo t - o (83)
para alguna funcién g. Entonces
gx) = x? —00 < p < o, (84)
Es decir,
lim, ’;((t;) = xP (85)

en donde el niumero real p es llamado indice de variacion regular[42].

La prueba se puede consultar en [2, pag.275]

Observacion. Podemos extender la definicion 11.4.1 a la variacion en el origen, i.e.

en el cero: f(x) varia regularmente en 0 ssi f(x~1) varia regularmente en o [2].

Ahora bien, dada una funcion que varia regularmente con indice p, reescribamos
(46) en la forma de f(x) = xPL(x). Se sigue que L(x) es una funcion de valor real,
positiva definida en un intervalo [A, ©), y por (46)

o) (t » )

para cada x > 0. Por lo tanto, L(-) es también una funcién de variacion regular de

indice p = 0. Resumiendo lo anterior, tenemos la siguiente definicion:
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Definicidon I1.4.2. Una funcién de variacion regular L(-) con indice de variaciéon

regular p = 0, es llamada de variacién lentazé. [48]

Ejemplos.
(a) El ejemplo mas trivial y simple de una funcién de variacion lenta es el logx (en
0 y en o0); cualquier iteracion de esta e.g. log(logx), también es lentamente
variante. Las constantes positivas o funciones convergentes a una constante
positiva, son igualmente ejemplos de este tipo de funciones. Por ejemplo, para

toda a real, las funciones
x%x%In(1 + x), (xIn(1 + x))% x*In(In(e + x))

son regularmente variantes en el « con indice a.
La funcién (1 + x?)? varia regularmente al «o con exponente 2p.
Por otra parte, e*, e~*, ellm1+0] § 2 4 sen x son ejemplos de funciones que no
varian regularmente.
(b) Un ejemplo sobre la distribucion de maximos se puede ver en [2, pag. 277]
(c) Es tal vez interesante notar que una funcion de variacién lenta L puede exhibir

oscilacion infinita en la que puede ocurrir que [47]
lim,_,,infL(x) =0y lim,_,, sup L(x) = oo.

Un ejemplo es dado por:

L(x) = exp{(In(1 + x))*/2 cos((In(1 + x))*/2)}.

Observacion. Una funcién f es regularmente variante ssi puede ser escrita de

la forma f(x) = xPL(x), donde — < p < o y L(-) es lentamente variante. [48]

Existen dos teoremas basicos relativos a las propiedades de funciones de
variacion lenta en la teoria; estos son fundamentales puesto que pueden obtenerse
facilmente a partir de uno de la otra, ademas de que la mayoria de las otras

propiedades de las funciones de variacion lenta siguen facilmente a partir de estos.

26 ) R i’ - . .

Las funciones de variacion lenta, son denotadas generalmente por L(x). La notacién L(+) se utiliza habitualmente para este tipo de
funciones debido a la primera letra de la palabra francesa " lentement", que significa "lentamente" fue usada en los papeles fundamentales
de la teoria; escritos en francés por Karamata.
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Teorema I1.4.1. (Teorema de convergencia uniforme). Si L(-) es una
funcion de variacion lenta, entonces para todo intervalo fijo [a,b], 0 < a < b < o, la

relacion (86) se sostiene uniformemente con respecto a x € [a, b].

Ver [48] para demostracion.

Teorema 11.4.2. (Teorema de Representacion). Una funciéon L(-) varia

lentamente ssi puede ser escrita como [2]

L(x) = a(x)exp Ux%tdt} (87)

donde e(x) » 0y a(x) - ¢ € (0,) cuando x — oo.

La demostracion se puede consultar en [2 y 39].

En la relacién (48), la relacion asintética de la forma ¢ (xt) /¢ (t) - ¥ (x), cuando

t — oo es considerada. Escribiendo f = In¢, k = Iny, esto se convierte en:
f(xt) — f(t) - k(x), cuando t — oo.

En [9], Haan estudi6é una relacion mas general:

fex)—f(6)

a(x)

—gx)ER (t—>®) Vx>0 (88)

La funcion a es llamada funcion auxiliar.

El estudio de las relaciones de este tipo son referidas por [41] como la “teoria de
de Haan”, las cuales han resultado muy fructiferas en varias aplicaciones, de hecho,
como se menciona en [39], en la TVE los criterios de dominios de atraccion para @,
y ¥, pueden ser satisfactoriamente tratados con el conocimiento de funciones de
variacion regular. Sin embargo, la caracterizacion del dominio de atraccion de A(x)
requiere las extensiones realizadas por De Haan. Para mas detalle sobre este altimo

se pude consultar en [9,39, 42, 47 y 51].
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Ill. Distribuciones de Valor Extremo y
sus Dominios de Atraccion

“the key message is that EVT cannot do magic — but
it can do whole lot better than empirical curve -
fitting and guesswork. My answer to the sceptics is
that if people arent given well-founded methods
like EVT, they’ll just use dubious ones instead.”
Jonathan Tawn

Introducciéon

En el capitulo anterior expusimos de manera muy general en que consiste la
teoria de valores extremos, por lo que en este ultimo capitulo, trataremos de dar un
sustento mas detallado de los tres cuestionamientos planteados anteriormente sobre
el teorema central de la TVE.

Dado lo anterior como primer punto expondremos el teorema central de la teoria
del valores extremos, es decir el “Extremal Types Theorem”, el cual especifica las
posibles formas de las distribuciones limite de sucesiones de v.a. maximas iid.. Tales
distribuciones limite son identificadas por una clase que tiene cierta propiedad de
estabilidad, i.e., por la clase de distribuciones max-estables. Asi mismo mostraremos
gue esta clase consiste precisamente, en una familia de tres distribuciones
conocidas comunmente como las distribuciones de valor extremo.

Adicionalmente en esta seccion, describiremos las condiciones necesarias y
suficientes para que el teorema de los extremos se cumpla; no obstante, por razones
de simplicidad y debido a que desarrollar las condiciones necesarias es una tarea
muy exhaustiva y expuesta en libros de probabilidad avanzada, solo seran probadas
las condiciones de suficiencia. Para méas detalles recomendamos [7], [9], [35], [39] ¥
[40].

[11.1. Distribucion Generalizada de Valores Extremo s

Recordemos brevemente que la cldsica TVE trata con las distribuciones de
maximos?’ M, = X,., = max{Xy,X,,...,X,} y con sus propiedades cuando n — oo.
Especificamente, si X; son independientes y poseen un funcién de distribucion en

comun G y M,, tiene una funcion de distribucion F,, entonces por (75),

27 " . ) . (o , -
Como se mencioné en el capitulo anterior, todos los resultados obtenidos para maximos nos conducen al resultado andlogo de minimos

-max{—X;,—X,, ..., =X} = min{X,, X,, ..., X,.}; por lo que en este trabajo solo consideraremos el caso de los maximos. El caso de
minimos es explicado con mayor amplitud en [40]



Fx,n () = [FOO]™ = 6™ (x), (89)

Como n tiende a infinito, es claro que para cualquier valor fijo de x

1 SiF(x)=1,
0 siF(x)<1,

gue es una distribucion degenerada. Si existe una distribucién limite de interés,

lim F,(x) = {
n—oo

debemos encontrarla como la distribucion limite de una sucesion de valores
transformados "reducidos", tales como (b, x + X,,) y donde b,, y a,, dependan de n
pero no de x.

Para distinguir la distribucion limite de los valores maximos "reducidos" de F(x), la
denotaremos por G(x). Luego entonces, dado que el valor mas grande de Nn

valores X;, X5, ..., Xy, €S también el mayor de los N valores
max(X(j—vn+1 XG-vn+2 - Xjn)y  J=12,...,N,
se sigue que
[GCOIN = G(byx + ay)

Esta ecuacién fue obtenida por Fréchet (1927) y también por Fisher y Tippet
(1928). Es a veces llamado postulado de estabilidad. La Distribucion Gumbel puede
ser obtenida si sustuimos by = 1; y los otros dos tipos pueden ser obtenidos con
by # 1.[11]

Es posible, sin recurrir a teorias mas complejas, estudiar la funcion real Fy__(x)

Gnicamente por medio de la relacién (89), asi como las propiedades asintéticas de
esta:

Ejemplo 1lI.1. Considere una sucesion de eventos, digamos las llegadas de
llamadas a una central telefonica. Supongamos que los tiempos entre eventos
sucesivos, los tiempos “entre llegadas”, son independientes y que cada uno tiene la
forma exponencial

_ 0 six <0,

Fo) = {1 —e ®six >0, (90)
con un valor comun «. Por (81) el maximo M, de entre los primeros tiempos n de
“entre llegadas”tiene una funcion de distribucion FE,(x) = (1 —e ™ **)", x > 0. Para
cada x, lim, E,(x) = 0, lo cual significa que M, tiende a ser grande para una n
grande. Pero P[M, —a llogn <x] = F,(x+a 'logn). Esta es la funcion de

distribucion de M,, — a~1logn, y satisface
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Fy(x+a tlogn) = (1 - e‘(“"”ogn))n - exp(—e™%) (91)

cuando n — oo; la desigualdad anterior se sostiene si logn > —ax, y también el limite
se sostiene para toda x. Esto nos da para una n grande, la distribucion apropiada de

la variable aleatoria normalizada M,, — a~* logn.

Como ya habiamos mencionado al inicio de (11.3), en ocasiones, para estudiar la
distribucion aproximada de una variable aleatoria, digamos Y,,, a menudo es
necesario estudiar a dicha variable reescalandola o normalizandola (Y,, — a,,) /b, con
las constantes apropiadas a, y b,. Si Y,tiene una funcién de distribucion E, y si
b, >0, entonces P[(Y,—a,)/b,<x]=P[Y,<b,x+a,], y por lo tanto
(Y, —a,)/b,, tiene una funcion de distribucion F"(b,x + a,,). Por esta razon la

convergencia débil a menudo aparece de la siguiente forma:
F*(b,x + a,) = F(x) (92)
un ejemplo de esto es (91): endonde b,, =1y a, = a tlogn, y F(x) = exp(—e~%%).
Ejemplo Il1.2. Consideremos nuevamente la funcion de distribucién (89) de los

mMAaximos, pero supongamos que G tiene la siguiente forma

_ 0 six<l1,
G(x) _{1—x‘“six2 1,

donde a > 0. Aqui F,(n'/%x) = (1 — n™'x~%)" para x > n~%/%, Y entonces

0 Six <0,

limy, F (n*/%x) = {exp(—x‘“) six =20, (93)

esto es un ejemplo de (78) en el que b, =n"%y a, = 0.

Ejemplo I11.3. Consideremos (89) una vez mas, pero para

0 Six <0,
G(x) ={1 —(1-x)« si0<x<1,
1 Six>1,

donde a > 0. Estavez F,(n"Y*x+ 1) = (1 - n 1(—x)®)" si —n¥/* < x < 0.

Por lo tanto,

exp — (—x~%)six <0,

; -1/a —
lim, F,(n"Y%x + 1) { 1 Six>0 (94)
un caso de (78) en el que b, = n" Y%y a, = 1.
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Como se menciond anteriormente, en la mayoria de los casos M, se re-escala
de tal manera que esta converja en distribucion a una variable aleatoria limite, que
junto con las constantes de normalizacion, determina el comportamiento asintotico
de los maximos de la muestra. Luego entonces, el teorema central de la TVE
expuesto en R1 y definido por muchos autores como el “The Extremal Types
Theorem” se ocupa de las condiciones bajo las cuales, dadas las constantes

adecuadas de normalizacién a,, > 0, b,, [40]

P{ay, " (My — by) < x} = F*(by " 'x + a,) > G (). (95)

Las distribuciones limite que satisfacen (95) fueron descritas en los tres ejemplos
anteriores (91), (93) y (94). Asi mismo, el siguiente andlisis muestra que tales
ejemplos agotan todos los tipos posibles.

Asumamos que F es extrema. De (95) se sigue que F™* (b, 'x + a,) = G*(x) y
F™(a,;,~'x + b,,) = G(x), y entonces, por el teorema (1.4.3 b) existen constantes
¢, Y di tal que ¢, es positiva 'y

G*(x) = G(cpx + dy) (96)

De G(cpx +djx) = G7*(x) = G' (cpx + di) = G(cj(cpx + di) + d;) se sigue las

relaciones

Cikk = Cj * Cps djk =Cj'dk+dj =Ck'dj+dk. (97)

Por su puesto, ¢; =1 y d; =0. Existen tres casos a ser considerados

separadamente.

Caso 1. Suponga que ¢, = 1 para toda k. Entonces
Gk() = G(x +dp),  GY*(x) = G(x —dp). (98)

Esto implica que G//¥(x) = G(x + d; — dy). Para un racional positivo r = j/k,
pero &, = d; — dy; (97) implica que la definicion es consistente, y G"(x) = G(x + 6,.).
Dado que F es no degenerada, existe una x de manera que 0 < F(x) < 1, y se sigue
por (98) que d;, es decreciente en k, asi que 6, es estrictamente decreciente en r.

Para una t real positiva sea ¢(t) = inf,.,.; 6, (r racional en el infimo). Entonces
@(t) es decreciente ent, y

Gl(x) = G(x+ o)) (99)
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para toda x y toda t positiva. Ademas, (97) implica que ¢(st) = @(s) + @(t), asi que
por (51.a) aplicada a ¢(e*), ¢(t) = —flogt, donde B > 0 debido a que ¢(t) es
estrictamente decreciente. Ahora (99) con t =e*/F nos da

F(x) = exp{e /P log F(0)}, y entonces F debe de ser del mismo tipo que
G1(x) = exp(—e™) (100)

El ejemplo 11l.1 muestra que esta funcién de distribucion puede surgir como limite de

mMAaximos — esto es, G, es de hecho extrema.

Caso 2. Suponga que c, # 1 para alguna k,, que necesariamente exceda a 1.
Entonces existe una x' tal que ¢, x' + dy, = x'; pero (96) nos da G*o(x") = G(x'), asi
que G(x') es 00 1. (En el caso 1, G tiene el tipo (100), por lo que nunca asume los
valores 0y 1.)

Ahora supongamos ademas que, de hecho G(x') = 0. Sea x, el supremo de las x
para los que G(x) = 0. Al pasar a una nueva F del mismo tipo podemos hacer que
xo = 0; entonces G(x) =0 parax <0y G(x) >0 para x > 0. La nueva G satisface

(96), pero con nuevas constantes dy.

Si un (nuevo) d, es distinto de 0, entonces existe una x cerca de 0 para la que los
argumentos de los dos lados de (96) tienen signos opuestos . Por lo tanto, d, =0

para toda k y

X

G(0) = Glax),  GYE) =6 (Z) (101)

Ck

Para toda k y x. Esto implica que G//*(x) = G(xcj/ck). Para un racional positivo
r=j/k,

pongamos y, = cj/ck. La definicion es de nuevo consistente por (97), y G"(x) =
G(yrx). Dado que 0 < G(x) <1 para alguna x, necesariamente positiva, se sigue
por (101) que ¢, es decreciente en k, de modo que y, es estrictamente decreciente
en r. Pongamos y(t) = infy.,.<17 para una t real positiva. A partir de (97) se sigue
Y(st) = P(s)Y(t), y por (59.b) aplicado a P(e*), se sigue que P(t) =t~% para
alguna & > 0. Puesto que Gi(x) =G@(t)x) para toda x y t positiva, G(x) =
exp(x~1/¢1log F(1)) para x > 0. Asi (tomemos a = 1/5) G es del mismo tipo que

0 parax <0,

102
exp(—x~%) parax = 0. (102)

Gra() = |
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El ejemplo I1l.2 muestra que puede surgir este caso.

Caso 3. Suponga como en el caso dos que c, # 1 para alguna k,, de modo que
G(x") es 0 0 1 para alguna x’, pero esta vez supongamos que G(x") = 1. Sea x, el
infimo de esas x para el que G(x) = 1. Al pasar a una nueva G del mismo tipo ,
hagamos que x; = 0; entonces G(x) <1l parax <0y G(x)=1parax =>0.Sid, #
0, entonces para alguna x cerca de 0, un lado de (96) es 1 y el otro no lo es. Por lo
tanto d, = 0 para toda k, y (95) se cumple de nuevo. Nuevamente y;, = c¢;j/cy
define consistentemente una funcion satisfaciendo G"(x) = G(y,-x). Dado que G es
no degenerada, 0 < G(x) <1 para alguna x, pero esta vez x es necesariamente
negativa, de modo que c; es creciente.

El mismo analisis al igual que el anterior demuestra que existe una ¢ positiva tal que

G'(x)=G(t%x) para toda x y toda t positiva. Por lo tanto

G(x) = exp((x)**log F(—1)) parax < 0,y G es del tipo

e (—r—
Grat) = X0~ () parax <0

1 parax = 0. (103)

El ejemplo 111.3 muestra que esta funcion de distribucidon es en efecto extrema.

Asi pues, resumamos los tres casos anteriores con el siguiente teorema:

Teorema. La clase de funciones de distribucidon extremas consta exactamente
de las funciones de distribucion de los tipos (100), (102) y (103). [50]

Si (95) se sostiene para alguna sucesién {b, > 0},{a,}, podemos decir que F
pertenece al dominio de atraccion de G y podemos escribir F € D(G). Dicho de otro
modo, las condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales F™ converge a G(x)
con a, > 0,b, se conoce como D(G). Asi mismo, la clase de distribuciones no
degeneradas satisfaciendo (95) son llamadas “distribuciones max-estables”.
Especificamente, podemos decir que una f.d. no degenerada G es max-estable si,
para cada n = 2,3, ..., existen constantes a,, > 0, b,, tal que G"(a,x + b,) = G(x). Mas

formalmente tenemos el siguiente teorema:
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3.1.1 Teorema Max-estabilidad

(i) Una f.d. G es max-estable si y solo si existe una sucesion de f.d. {F,} y una

sucesién de constantes a,, > 0, b,, tal que
d
Foy(bni ™% + api) = GY*(x) cuando n — o (104)
paracada k =1,2,....
(ii) En particular, si G es no degenerada, D(G) es no vacio si y solo si G es max-

estable. Entonces también G € D(G). Asi, la clase de f’s.d. G que aparecen

como leyes limite en (95), coincide con la clase de f’s. d. max-estables.[40]

Prueba.

(i) Si G es no degenerada, asf también G/* para cada k; y si (104) se sostiene para
cada k, entonces el teorema 1.4.3-b (con a,”' para a,) implica que GY*(x) =
G(apx + B) para alguna a;, > 0 y B4, tal que G es max-estable. Inversamente, si G
es max-estable y F, = G", tenemos que G"(a, 'x + b,) = G(x) paraalgunaa, >0y

by, y
By (b ™" = (6™ (b o ey (105)
n(bnk x + ank) = (G (bnk x + ank)) = (G(x)) , 105

de modo que (104) se concluye.

(ii) Si G es max-estable, G”(bn_lx + an) = G(x) para alguna b, > 0y a,, entonces

(dejando n - «) podemos ver que G € D(G). Inversamente, si D(G) es no vacio
F € D(G), digamos con F™(b, 'x +a,) % G(x). Luego entonces F™ (b ' +
w n -1 w 1/k ;

ank) = G(x) 0 F*(bp 'x + ane) = GY*(x). Por lo tanto, (104) se sostiene con
E, = F™ y entonces por (i), G es max-estable.
Corolario. Si G es max-estable, existen constantes funciones reales a(s) >0 y
b(s) definidas por s > 0 tal que

GS(b(s)x+a(s))=G(x), Vx€eR,s>0. (106)
Prueba.
Puesto que G es max-estable, existen constantes b,, > 0 y a,, tal que

Gn(bnx + an) = G(x), (107)

luego entonces (dejando [ ] denotando la parte entera)
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Gl (b[nS]x + a[ns]) = G (x). (108)

si aplicamos logaritmos a ambos lados de la ecuacion, obtendremos la siguiente

relacion equivalente
d
G"(b[ns]x + a[nS]) ~ G (x). (109)

En vista del limite anterior y del limite (“trivial”) (107), y dado que G'/5 es no

degenerada, se aplica el teorema 1.4.3-b con a,, = ang) Y Bn = bpns) Para demostrar
que G(b(s)x + a(s)) = G¥/S(x) para alguna b(s) > 0y a(s) como fue requerido.

u

Ahora bien, recordando la definicibn (16) podemos decir también que dos

funciones distribucién G;, G, son del mismo tipo si
G,(x) = G, (bx + a) (110)

para algunas constantes a > 0 y b. Luego entonces, podemos redefinir la definicion
de arriba de max-estabilidad como: “Una f.d. no degenerada G es max-estable si

para cadan = 2,3,..., la f.d. G™ es del mismo tipo que G.”

Ademas, el teorema 1.4.3-b muestra que si {F,} es una sucesion de f’s.d. con
-1 w -1 w

Fy(by, 'x + ay) = Gy, E(Bn 'x + ay) > G, (b, > 0,8, > 0), entonces G, y G, son del

mismo tipo, dado que son no degeneradas. Claramente las f’s.d. pueden dividirse

entre clases equivalentes (las cuales llamamos tipos) diciendo que G; y G, son

equivalentes si G,(x) = G,(bx + a) paraalgunab >0y a.

Si G; y G, son f’s.d. del mismo tipo (G,(x) = Gy(bx+a)) y F € D(Gy), i.e.
F”(bn_lx +an)1/>G1 para alguna b, >0 y a,, entonces 1.4.3-b se satisface con

d

a, = apa, a, = a, + bya, de manera que F"(ﬁn_lx + an) — G,(x) por el Teorema
1.4.3-b, y por lo tanto F € D(G,). Asi, si G; y G, son del mismo tipo, D(G;) = D(G,).
Similarmente, podemos ver por el teorema 1.4.3-b que si F pertenece a ambos
D(G,) y D(G,), entonces G, y G, son del mismo tipo. Por lo tanto D(G,) y D(G,) son

idénticos si G; y G, son del mismo tipo, y disjuntos de otra manera. Esto es, el

dominio de atraccién de una f.d. G depende solo del tipo de G. [40]
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3.1.2 Teorema de los tipos extremos

Nuestra tarea final en la obtencién de las posibles leyes limite para maximos (en
el sentido de (105)) es mostrar que las distribuciones max-estables son simplemente
las distribuciones de valores extremos listadas en (80). Siendo mas precisos,
nuestra labor consiste en mostrar que una f.d. es max-estable si y solo si es del
mismo tipo que una de las distribuciones de valores extremos mencionadas.

Una f.d. del mismo tipo que exp(—e~*) (i.e. exp{—e~@**P)} para alguna a > 0, b)
se dice que es de Tipo I. Del mismo modo, diremos que una funcion de distribucion
es de Tipo Il (o Tipo lll) si tiene la forma G(ax + b ), donde G es el Tipo Il (o Tipo Ill)
de las distribuciones de valor extremo que figuran en (80). Dado que el parametro a
puede cambiar, los tipos de distribucién 1l y 11l son realmente familias de tipos dentro
de nuestro significado técnico de "tipo", pero obviamente, ninguna confusion debe
presentarse al referirse a los "tres tipos de valores extremos"”. El siguiente teorema

contiene los identificadores principales deseados. [40]

Teorema. Cada distribucidon max-estable es del tipo de valor extremo, i.e. es igual a

G(ax + b) para alguna a > 0 y b donde para

Tipo I: G(x) = exp(—e™™), —o0 < x < o0
, (0 x<0
Tipo II: Gy,o(x) = {exp(—x‘“),para alguna a > 0, x > 0; (111)
(N .
Tipo I1I: G3 4(x) = {ixp (=x7%), para alguna a > 0, ’;i(())

Inversamente, cada una distribuciéon del tipo de valores extremos es max-estable.

Prueba. [9]

Lo contrario es claro, ya que por ejemplo, para el Tipo I
(exp{—e_(ax"'b)})n _ exp{—e_(ax+b_10gn)}'

con expresiones similares para los Tipo 11 y 111.

Para probar la afirmacion directa, seguimos esencialmente la prueba de De Haan
[44]. Si G es max-estable, entonces (106) se sostiene para toda s > 0 y toda x. Si
0 < G(x) <1, (106) resulta

—slog G(b(s)x + a(s)) = —log G(x),
tal que
— log(— log G(b(s)x + a(s))) —logs = —log(—log G(x))
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Ahora se ve facilmente desde la propiedad max-estable con n = 2, que G no puede
tener ningun salto en cualquier punto final finito (superior o inferior). Asi, la funcién
no decreciente Y (x) = —log(—logG(x)) es tal que el inf{ip(x)} = —oo, sup{y(x)} =
+00 y entonces tiene una funcién inversa U(y) definida para todo real y. Ademas,

z/)(b(s)x + a(s)) —logs = P (x), (112)
de modo que por el lema 2.1.2 (i),

U(y+logs)—a(s) _ U(y)

b(s) (13)
Restando esta para y = 0 tenemos
U(y+logs)-U(logs) _ _
y si escribimos z = logs, b(z) = b(e?) y U(y) = U(y) — U(0),
Uy +2z)—U@y) =U)b(z) (115)
para toda y, z reales.
Intercambiando y y z y restando, obtenemos
06 (1-b(2) =U(2) (1-5m)). (16)

Dos casos son posibles, (a) y (b) como se sigue

(@) b(z) = 1 para toda z cuando (106) resulta
Oy+2z)=U@)+ U(2).

La Unica solucion monétona creciente a esto es bien conocida por ser simplemente

U(y) = py para alguna p > 0, tal que U(y) — U(0) = py 0
YO =00 =py +v, v = U(0).
Dado que esto es continuo, el lema 2.1.2 (ii) nos dice que
x =y (Y) = pY(x) +v
0 Y(x) = (x —v)/p, de manera que G(x) = exp{—e~*/P} cuando 0 < G(x) < 1.

Como se noto6 arriba, G no puede tener saltos en cualquier limite (superior o inferior)

finito y por lo tanto tiene la forma de arriba para toda x, siendo entonces de Tipo I.
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(b) b(z) # 1 para toda z cuando (116) da

£ _ i@

(1 - 'b’(y)) = (1 - 'b’(y)), digamos, (117)

donde ¢ = U(z)/(l — B(z)) + 0 (dado que si U(z) = 0 implicaria que U(y) = 0 para

toda y, y entonces U(y) = U(0), constante).

De (115) entonces obtenemos
c (1 —b(y + Z)) —c (1 — E(Z)) = (1 — E(y)) b(2),

Lo que nos da b(y +z) = b(y)b(z). Pero b es monotona (de (117)), y la Unica
solucion monédtona no constante de esta ecuacion funcional tiene la forma bh(y) =

ePY para toda p # 0. Entonces (117) resulta en

Yl =U@)=v+c(l—e?)

(donde v = U(0)). Ya que —log(—logG(x)) es creciente, también lo es U, de manera

que debemostenerc < 0sip>0yc>0si p<0.Porellema 2.1.2 (ii),
X = z/)‘l(l,b(x)) =v+ c(l — ep’l’(")) =v+c(1-(-logG(x))™P),

Dada, donde 0 < G(x) <1,

G(x) =exp {— (1 I v)_l/p}.

c

Nuevamente, de la continuidad de G en cualquier limite finito, podemos ver que G es
del Tipo Il o Tipo lll, con a =+1/p 0 —1/p de acuerdo con p>0(c<0)o0p<0
(c > 0).

3.1.3 Distribucién Generalizada de Valores Extremos

Los tres tipos de distribuciones establecidas en (111) pueden ser unificadas

mediante una familia de un solo parametro de “forma” y € R: [45]

_ [ exp{-(1+yx)~1/7} 1+yx>0
Gy(x) o {exp{—e‘x}, y=0 (18)

donde

G, es el tipo de distribucién y/o familia de distribuciones especificas de

localizacion y escala.
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y es el parametro de forma de la distribucion.

Decimos que (118) es generalizada en el sentido de que la forma paramétrica de

G, contiene tres tipos de distribucion, mismas que son bien conocidas por otros

nombres de acuerdo al valor del parametro y.

[:y=0 & Distribucién Gumbel
Il :y>0 & Distribucion Fréchet
IIl : y <0 & Distribucién Weibull

donde y > 0.

A menudo, en contextos practicos la distribucién F es desconocida y hay que
estimar la distribucion de M,, 6 un cuantil de M,. Por ejemplo, podemos desear
disefiar una presa de manera que de cada 10,000 afios , la probabilidad de que el
nivel del agua supere la altura de la presa sea de 0.001. Si suponemos que F es

desconocida, pero satisface (95) con algunas G, como limite, entonces podemos

escribir

P[M, <x] = G, (x ;na”> (119)

y ahora tenemos un problema de estimacion de tres parametros, dado que tenemos
que estimar vy, a, Y b,.
Prueba. [45]

La prueba de (119) se realiza mediante los siguientes pasos mostrados en [45]:

Paso (i) Afirmamos que existen dos funciones B(t) >0y a(t), t > 0 tal que

paratodat > 0,

n (a'n_a nt )
bl;nt] ~A®, Tr[]] ~al®) (120)
y también
Gt(x) = G(B(O)x + a(t)) (121)

Para ver esto, notemos que de (78), para toda t > 0, tenemos por un lado
Flntl (b[nt]x + a[nt]) - G(x)

y por el otro

[nel/
FIn) (bpagx + agy) = (F (bpagx + ag)) = 650,
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Entonces G' y G son del mismo tipo y el teorema 1.4.3 b es aplicable. Si lo

aplicamos en (120) y (121) se obtiene la afirmacion.

Paso (ii) Observamos que la funcion S(t) y a(t) son integrables. Por ejemplo ,
para probar B(-) es medible, es suficiente (dado que los limites de funciones

medibles son medibles) demostrar que la funcion

es medible para cada n. Dado que b, no depende de t, la declaracion anterior es
cierta si la funcion

t— b[nt]

es medible. Ya que esta funcion tiene un rango contable {b;,j > 1} es suficiente
mostrar que

{t > 0: b[nt] = bj}

es medible. Pero este conjunto es igual

)

non
k:b=b;

k k+1
e )
el cual, al ser una union de intervalos, es ciertamente un conjunto medible.

Paso (iii) Hechos de la ecuacién de Hamel . Tenemos que utilizar informacion
proporcionada en 2.1.4, especificamente hablamos de (49) y (59.b).
Paso (iv) Otro hecho muy util es que, si F es una funcion de distribucion no
degenerada y
F(bx + a) = F(dx + ¢) Vx € R,

para algunab >0y d >0, entoncesb=dya=c.

Paso (v) Ahora afirmamos que las funciones () y a(-) satisfacen (t > 0,s > 0)
B(ts) = B()B(s)
a(ts) = B(O)a(s) + a(t) (122)
= B(s)a(t) + a(s),
la dltima linea se sigue por simetria.
Para verificar estas afirmaciones usamos
Gt (x) = G(B(O)x + a(t))
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para concluir que
G(B(ts)x + a(ts)) = G*(x) = (65(x))"
= G(B(s)x + a(s))"
= G(BWIBS)x + a ()] + als))
= G(BOB(s)x + B(B)als) + a(D)).

Paso (vi) Ahora probemos que existe una 6 € R tal que B(t) =t?. Si 6 =0,
entonces a(t) = clogt, para alguna ¢ € R. Si 6 # 0, entonces a(t) = c(1 —t?), para
alguna c € R.

Prueba de (vi): Dado que B(-) satisface la ecuacion (59.b), f(t) = t para alguna

6 € R. Si 6 =0, entonces B(t) = 1y a(t) satisface

a(ts) = a(s) + a(t).
Entonces exp{a(-)} satisface la ecuacién de Hamel la cual implica

exp{a(t)} = t,
para alguna c € Ry por lo tanto a(t) = clogt.
Si 6 # 0, entonces
a(ts) = f()a(s) + a(t) = B(s)a(t) + a(s).
Filemos s, # 1, entonces tenemos que
B a(so) + a(t) = B(so)a(t) + also)
y resolviendo para a(t) tenemos que
a(t)(1 - B(s0)) = a(se)(1 - B(D)).

Notemos que 1 — B(s,) # 0. Por lo tanto podemos concluir que

a(t) = (fés(‘fo)) (1-B(®) =c(1—t9).

Paso (vii) Llegamos a la conclusion de que tanto
(@ G'(x)=G(x+clogt), 6 =0,
0
() Gi(x) =G (t"x +c(1- t")), 6 # 0).
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Mostraremos que 6 = 0 corresponde a la distribucién limite de A(x), el caso 68 > 0

corresponde a la distribucién limite de @, y el caso 6 < 0 corresponde a ¥,,.

Consideremos el caso 8 = 0. Examinemos en la ecuacion (a): Para una x fija, la
funcion G¢(x) es no-creciente en t. Entonces ¢ < 0, dado que de otra manera el lado

derecho de (a) no seria decreciente. Si x, € R tal que G(x,) = 1, entonces
1=G%(xy) = G(xo + clogt), vt >0,
lo que implica
G(y) =1, VyEeR,

y esto contradice que G sea no degenerada. Si x, € R dado que G(x,) = 0, entonces

0 =G'(xy) = G(x + clogt), vt >0,

lo que implica
G(x) =0, Vx € R,

y huevamente nos da una contradiccion. Concluimos 0 < G(y) < 1, paratoda y € R.
En (a), dejemos que x = 0y G(0) = e~*. Entonces
e~ ** = G(clogt).

Sea y = clogt, y obtenemos
(¥ _
G(y) = exp{_key/c} = exp {—e (|C| logk)}

el cual es del tipo de A(x). Los otros casos se manejan de manera similar.

[11.2. Caracterizacion de los dominios de atracciéon de los

valores extremos y sus constantes normalizantes

Es por supuesto importante, saber (si existe), cual de los tres tipos de leyes limite
se aplica cuando alguna v.a. X;., tiene cierta f.d. F. Las condiciones suficientes para
esta convergencia fueron establecidas por Von Mises (1936) y posteriormente
complementadas por Gnedenko en (1943-[7]), al dar las condiciones necesarias
para que las sucesiones de maximos se aproximen a alguna de las tres

distribuciones planteadas en (80). El texto de Gnedenko fue el primer texto
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matematico riguroso de los teoremas de limites fundamentales de la teoria del valor
extremos. La principal contribucion del articulo fue la caracterizacion completa de los
tres tipos de distribuciones y el desarrollo de las condiciones necesarias y suficientes
para que una funcion de distribucion esté en el dominio de atraccién de un limite
determinado de valores extremos. De acuerdo con Richard L. Smith, en dos de los
tres casos, las soluciones de Gnedenko fueron completas. En el tercer caso, sin
embargo, las condiciones necesarias y suficientes de Gnedenko implicaron la
existencia de una funcion que no se define explicitamente, por lo que este dejo
abierta la tarea de determinar una condicién directamente comprobable. El ultimo
problema dio lugar a una serie de documentos, que culminé en la obra de De Haan
“On regular variation and its application to the weak convergence of sample

extremes” a principios de 1970.

Cuando hablamos de dominios de atraccion de maximos, de manera genérica,
estamos hablando las condiciones bajo las cuales, los maximos de una f.d. F
convergen a una distribucion limite especificada [9]. Siendo mas formales tenemos

la siguiente definicion:

Definicion. Decimos que una funcion de distribucion F (discreta o
absolutamente continua) pertenece al maximo dominio de atraccion o simplemente
dominio de atraccién de una funcion no degenerada G (notacion F € D(G)), Si

existen secuencias {b,} € R*y {a,,} € R, tal que

lim P {%} = lim, F*(byx + a,) = G(x) (123)

n—oo n
da
Para todos los puntos de continuidad x de G (notacion F™*(b,x + a,) — G(x))) [44].

Esto es, si la convergencia en de maximos normalizados ocurre, el tipo de
distribucion limite se determina de forma Unica, aunque la ubicacion y la escala de la
ley limite dependera de la sucesion de constantes de normalizacion elegidas. Esto
es garantizado por el teorema de convergencia a tipos, el cual definimos en 1.4.3. y
nos afirma que una funcion de distribucion F no puede estar en el dominio de
atraccion de dos funciones de distribucion esencialmente diferentes y que la eleccion
de las constantes normalizaciébn no es Unica. Asi pues, si trasladamos la definicion

1.4.3. a (123) tendremos el siguiente lema:
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Lema. Sea {F,} una sucesion de funciones de distribucién y supongamos que
existe una f.d. no degenerada G y dos sucesiones de constantes b, € Rt y a, € R

tal que
FT' (b + @) > G () (124)

Entonces para alguna G*(x) no degenerada y sucesiones de constantes f,, € R*

y a, € R tendremos que

d
F*"(Bpx + ay) = G, (x) (125)

ssiparaalgunaa>0yb

. ﬁn . n—4Un
lim,, 00 b = by lim,_ z bna =a (126)
Mas aun entonces para toda x real
G.(x) =G(bx + a) (127)

Como corolario, obtenemos del lema anterior que si una sucesiéon de valores
maximos (M, — a,)/b, tiene una distribucion limite no degenerada, entonces la
secuencia (M,, — a,,)/Bn, tiene la misma distribucién si y solo si

an—an

Bn~by y e 0, cuando n — oo.

n

Prueba.

Haciendo uso de la simetria de (Al) se tiene que (124) es cierta ssi [9]

Fr(x) ™l —a (128)

by, = 6C)™

Donde las funciones inversas estan determinadas de cualquier modo consistente
con la monoticidad®®. Podemos transformar (125) de la misma manera y podremos
ver que (124) y (126) implican (125) y (127).

Ahora, G es no degenerada, i.e. G™! puede asumir por lo menos dos valores
diferentes, digamos G~1(x;) > G 1(x,).

Lo mismo para G;! con G;1(x}) > G '(x$). Tomemos y; = max(xy,x;) Y Vo =
min(x,, x3). Podemos suponer que y; Y y, son puntos de continuidad de 61y G; !

Aplicando (128) para x y y, obtenemos

28 _ . . . . s
Por ejemplo uno puede tomar F, 1x) = inf{y|E,(y) > x} y similarmente para otras funciones. Para cualquier definicién uno debe de
tener F,(F,”'(x) = 0) < x < F,(F, 7" (x) + 0) .
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F(x)"1=F"(yo)~* d - -
26T =G (129)

Por lo tanto con (128) tenemos que

a,—F" 14
n (YO) —>—G()/0)_1
b,

Aplicando (127) para x = y, tenemos que

Fn -1 _ Fn -1 d
O =0 % 6y~ 6t > 0
n

Si (125) se sostiene, relaciones similares son ciertas para a, y £, con G
reemplazada por G,. Entonces sigue (126). Y como arriba esto implica (127). m

Obviamente los dominios de atraccion de dos funciones de distribucion son
idénticos si las funciones de distribucion son del mismo tipo (y disjuntos de lo
contrario), de manera que podemos hablar del dominio de atraccion de cierto tipo de
funciones de distribucion.[9]

Teorema. Una fd no degenerada G tiene un dominio de atraccion no vacio ssi
existen funciones reales A(s) > 0y B(s) definida por s > 0 tal que
G*(B(s)x + A(s) ) » G(x) (130)

Para toda x real s > 0.
Prueba.
Si (130) se sostiene, entonces por definicién ¢ € D(G) i.e. D(G) es no vacio.

Por el contrario, dejemos que D(G) sea no vacio. Entonces

d
F*(b,x + a,) — G(x)

se sostiene para F, {a,}y {b,}. Tomemos s > 0, y sea [ns] el término que denota

las partes enteras de ns, entonces

lim FI"s)(bp,gx + apng) = G(x) para toda x € R

n—->oo

mientras que

FIsl(b,x + a,) = [F*(byx + a,)]1/m = Flnsl/n(yx)

lim FI"s1/m(x)  FS(x) parax € R

n—-oo
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Dado que FI™l G y FS son funciones de distribucién no degeneradas y aplicando

el teorema de la convergencia a tipos, podemos decir que

Zns]~Cn —>aSEIR{yFS(bx+aS)—G(x)

bn n—-oo

b[”5—>b >0 y

bn n-oo
entonces para cualquier s, t > 0,

G(x) = FSt(bstx + ag)

t
b as — a
() - e+ 222
S S

:F<bst x+ast_as+bsat>
bsb, bsb,

y por lo tanto

lim F*(bppgx + Qpng)) = {G()}/s

n—oo

Dado que GY* es una fd no degenerada podemos aplicar el lema 1 con a, =

Apns) Y Bn = . La conclusion del teorema se sigue. =

Observacion
Es claro que para que G tenga un dominio de atraccion no vacio es suficiente que
(130) se sostenga parauna s = 2,34, ...

Una vez entendido el significado general de los dominios de atraccion de
maximos normalizados, a continuacién expondremos las condiciones suficientes
para la convergencia de maximos satisfaciendo (80) y expuestas en [9] —estas
pruebas difieren de las originales dadas por Von Mises-; omitiremos las pruebas de
necesidad debido a que estas son algo extensas y menos adecuadas para nuestros
propésitos. Las pruebas completas se pueden encontrar en Gnedenko [7] o

Galambos (1987 - The asymptotic theory of extreme order statistics).

Teorema. Las condiciones suficientes para que la f.d. F de una sucesion de v.a.
{X,.n} iid. pertenezca a cada uno de los tres tipos de distribuciones de valor

extremo son (en orden ascendente de complejidad):[40]

Tipo Il.  Suponga que F tiene una densidad positiva F' para toda x > x;. Si para

algunaa >0
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x-F'(x)
e l—F)

entonces F € D(®d,).

Prueba.
Escribamos
x - F'(x)
0 =T"F

entonces para x = x;
*a(t
f (T)dt = —log(l — F(x)) + log(l — F(xl))
X1

por lo tanto

1= F(x) = {1— F(xy)}- exp — jx@dt

X1 t
Determinemos a,, de manera que 1 — F(a,) = n™1, entonces para x > 0

n{l — F(a,x)} = exp — fanx@dt

an t

*a(ays)
= exp — j ds
1 S

y el dltimo término converge a x~% cuando n — oo,

Por lo tanto

n{1 - F(anx)}>”

n

F'(a,x) = (1 -

que converge a ®,(x) para toda x.m

Observacion.
Dos propiedades de las f.d. satisfaciendo las condiciones las condiciones del
teorema también estan presentes en el caso general: si F € D(®,) entonces

F(x) < 1 para toda x y (95) se sostiene con b,, = 0 para toda n.

Tipo lll.  Suponga que F tiene una densidad F’ la cual es positiva en un intervalo
(x1,X0) Y Se desvanece para x = x,. Si para alguna o > 0

L G- P
xTxg 1- F(x) ’

entonces F € D(¥,).
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Observacion.

La condicion se sostiene con a = 1, si F’ tiene un limite positivo para x T x,.

Prueba.

Como en la prueba anterior tomamos x; < x < x,

t —t)-F'(t
1-F) = (1 - F)} exp— [ 2D con  a(t) =0

determinemos una a, tal que 1—F(a,) =n"1, entonces para x <0 (con u =
(x0 — )/ (xg — ay))

xo+(xg—an)x

n{1 = F(xo + (o — a,)2)} = exp — a(t)

xO - t
xo—(xo—an)x

dt

Talxy +ulxg—a
=exp'f (xo I(io n))du
1

y el altimo término converge a (—x)“ cuando n —» o (notemos que a, T x,). Por lo

tanto

{1 = Fx + (xo = an>x>}>”

F™"(xg + (xg —ay)x) = <1
n

converge a ¥, (x) para toda x.m

Observacion.

Uno puede probar que si F € D(¥,) entonces siempre existe un x, tal que F(x) < 1
si y solo si x < x,. Ademas (95) se sostiene con b,, = x, para toda n.

El dominio de atraccién de A es de alguna forma algo méas complicado. Entonces
ambas F(x) < 1 para toda x y F(x) = 1 para alguna x son posibles. Necesitamos el
siguiente lema.

Lema. Sea f una funcion diferenciable en (x;, x,) donde x, < co. Supongamos

. / . ®
limee, f/() =0y limege 325 =0,
entonces
lim f—(t * xf(t)) =1
tTxo f(@®

Uniformemente en cualquier intervalo cerrado.
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Observacion.

La segunda condicion en f pierde su validez si x, = .

Prueba.

Para alguna 0 < 6(x,t) <1

Fle+xf(©) = F@© +xf@OF (¢ + x0(x, ) f ()

Primero supongamos que x, = o; de f'(t) » 0 se sigue que t~1f(t) » 0 cuando
t — oo. Entonces

1+x-9(x,t)-@

gueda delimitada lejos del 0 para t > t, y toda x en un intervalo cerrado (t, no

depende de x). Se sigue que
tlim f’(t + x6(x, t)f(t)) =0

uniformemente en cualquier intervalo cerrado.

Para x, < co tenemos que

ggcn f’(t + xg(x, t)f(t)) — PTT;] f’ {xo _ (xo — t) <1 + xe(x, t) f(t)t>} =0

Xg —
uniformemente en cualquier intervalo.m

TipoI.  (Von Mises) Suponga que F tiene una segunda derivada F'" para toda x en
un intervalo (x;,x,) y dejemos que F'(x) desaparezca para x = x, en
donde x, puede ser finita o infinita. Si

F'(x0)(1-F(x))
b
e (F()

entonces F € D(A) .

Prueba.
Escribamos

1-F
O =5

entonces f satisface los supuestos del lema anterior (si x, <o, 1—F(t) =

ftx‘) F'(t) (x, — t) porque F" < 0; entonces f(t) » 0 cuando t T x, y de esto también

(o =) (8) - 0).
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Como antes, obtenemos para x; < x < x,

* dt
1—F(x)={1—F(x1)}'exp_f f©®

Determinemos un b, tal que 1—F(b,) =n"!, entonces para toda x (con u =
(t = bw)/f(bn))
bntxf(bn) gt
n{l — F(bn + xf(bn))} = exp — J;)n m

* f(br)
du
o f(by +uf(by))

= exp —

y por el lema el ultimo término converge a e cuando n — . Por lo tanto

n

(b + 1) = (1- n{1 = F(ba + xf(bn»})"

converge a A(x) paratoda x. m

Observacion.

Notemos que f(b,) = {n- F'(b,)} ™.

Sin necesidad de prueba destacamos lo siguiente acerca de la generalidad de las
condiciones suficientes expuestas:

1. [9] Si F tiene una densidad mondtona F' y F esta en D(®,)(D(¥,)) entonces
las condiciones de los teoremas de Tipo II y III (respectivamente) son
satisfechas. Si F tiene una segunda derivada monoétona (creciente) F'' y F
esta en D(A), entonces las condiciones del teorema del Tipo I se cumplen.

2. [44] Si F esta en algun dominio de atraccion, entonces existe alguna F; que
satisface las condiciones de alguno de los teoremas de Tipo I1, Il y I y en el
mismo dominio de F, con

limn —F(x) _
xlTI;z]_ —Fl(x) -

(en particular F(x) < 1 siysolosi F;(x) < 1).

De acuerdo con [44] las siguientes condiciones necesarias son convenientes para
decidir si cierta f.d. puede posiblemente pertenecer al domino de atraccion de alguna

f.d. max-estable.

1. SiF € D(®,) entonces F(x) < 1 paratoda xy
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o)

j t® dF(t)

1

es finita para ¢ < a e infinita para ¢ > a.

2. Si F € D(A) entonces F(x) < 1 para toda x entonces

o)

j t? dF(t)
1
es finita para toda .

3. Si F € D(¥,) entonces existe una x, con la propiedad: F(x) <1 si y solo si

x < xo. Si dicha x, existe, entonces F € D(¥,) (0 D(A)) ssi la f.d. F;(x) =

F(xo — 1/x) para x > 0 esta en D(®,,) (0 D(A) respectivamente).

Finalmente dado que para que los dominios de atraccién de los tres tipos de
distribuciones de valores extremos es necesario que las constantes de
normalizacion asuman ciertos valores y estos aparecen en las pruebas de arriba,

podemos resumir a estas mediante el siguiente corolario.

Corolario. [40] Las constantes a,, b, en la convergencia de P{b,(M,, — a,) <
x} = G(x) pueden ser tomadas en cada caso mencionado arriba como:
Tipoll : b, =y,”Y, a,=0;
Tipo Ill : b, = (xp — Vn)_ll an = Xp;
Tipol: b, = [g(yn)]_ll an = Yo

cony, = F (1 —-1/n) =inf{x; F(x) > 1 —1/n}.
[11.3. Usos de la Teoria de Valores Extremos

Por ultimo, con el fin de resaltar las posibles aplicaciones mostradas al inicio de
este trabajo, expondremos dos casos (univariados) en donde se hace uso de esta
teoria. Sin embargo antes de exponer tales ejemplos, es importante tener en cuenta
que para emplear la TVE hay que hacer uso de algunos métodos estadisticos que
engloban a dicha teoria. No obstante, cabe aclarar que dado que explicar cada uno
de estos, sale del alcance de esta tesina, solo se hara mencion de ellos de manera
muy general. En caso de que el lector desee mas detalles sobre como emplear los
métodos mencionados, recomendamos consultar [10,28, 55 y Galambos, J. (1987) -

The Asymptotic Theory of Extreme Order Statistics].
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Ahora bien, de acuerdo con [28], en términos generales existen dos tipos
principales de modelos para los valores extremos: los modelos de bloqueo de
maximos (block maxima models) y los de superacion del umbral (threshold
exceedances). Los primeros, son los mas tradicionales y se usan para las
observaciones mas grandes obtenidas a su vez, de muestras grandes de
observaciones idénticamente distribuidas. Segun [55], este tipo de modelos asumen
que los maximos tomados de m blogues independientes de tamafio n estan
disponibles, y que pueden ser ajustados mediante la distribucion Generalizada de
Valores Extremos (GEV por sus siglas en inglés). Asi mismo, la distribucion GEV
puede ser ajustada mediante varios métodos, como los siguientes: maxima
verosimilitud [28], probabilidad de momentos ponderados [55] y espaciamiento del

producto de maximos [55].

No obstante, este método de acuerdo con Dipak y Jun presenta algunos
problemas, pues bloques muy grandes, podrian traducirse en menos maximos y mas
varianza en la estimacion; mientras que bloques pequefios podrian no ajustar la

distribucion GEV y dar lugar a cierto sesgo.

La segunda clase de modelos mencionados arriba, pertenecen a un grupo mas
moderno y potente los cuales se enfocan en las observaciones grandes que
exceden un cierto nivel; en general se considera que estos ultimos, son los mas
Utiles para aplicaciones practicas, debido a su uso mas eficiente de los datos (a
menudo limitados) de muestras de extremos. De acuerdo con [28], dentro de este
tipo de modelos, el principal es el que se basa en la Distribucion Generalizada de
Pareto - DGP?° (Modelos DPG ), pues menciona que esta Ultima, es una distribucién
limite natural de excesos para muchas distribuciones de pérdida subyacentes. Dicho
de otro modo, establece que, un evento es considerado como “extremo” solo si
excede cierto umbral alto u. La distribucion condicional de los excesos converge a
una distribuciéon generalizada de Pareto (DGP) a medida que u — o, bajo las
mismas condiciones que (78). La primera conexion rigurosa entre la DGP y la TVE

fue establecida por Pickands, J. (1975 - "Statistical inference using extreme order

1—(1+%")7%, ££0

1—exp(—%), &E=0
Donde f >0yx = 0cuandoé >0y 0 < x < —f/& cuando ¢ < 0. Los pardmetros & A 8 corresponden a los pardmetros de formay
escala respectivamente.

2 La fd de la Distribucién Generalizada de Pareto estd dada por [28] como sigue: Gm(x) =
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statistics”, Annals of Statistics, 3, 119-131) [55], y la justificacion matematica de

dicha conexion esta dada por el Teorema de Pickands-Balkema-de Haan*?[28].

Ademas del método anterior, McNeil y Embrechts, resaltan el método de Hill (y
sus variantes; una buena referencia es la siguiente: Practical analysis of extreme
values, J. Beirlant et al. 1996) y los métodos POT ( abreviatura del inglés Peaks
Over the Threshold).

El método de Hill estima un indice o pardmetro de cola para una distribucion de
colas pesadas de datos empiricos. Este parametro se deriva mediante la estimacion

de maxima verosimilitud del coeficiente de potencia en la distribucion de Pareto.

El método de aproximacion POT, de acuerdo con [55] selecciona como su nombre
lo dice, los picos por encima de un umbral superior al de las observaciones iniciales,
y estima el comportamiento de cola usando una distribucion condicional de estos
excesos. Adicionalmente para modelar el comportamiento de los excesos que
superan el umbral, en [28], se hace uso de un enfoque basado en Procesos
Puntuales (o Point Process Models), el cual asume a estas “superaciones” como
eventos en el tiempo y los modela mediante un proceso de Poisson. De manera
general [28] lo describe como un Proceso Puntual de Poisson (no homogéneo) de
dos dimensiones, donde los puntos (t,x) en un espacio de dos dimensiones
registran tiempos y magnitudes de superacion; este método se detalla en la obra de
James Pickands de 1971 “The two-dimensional Poisson Process and Extremal
Processes” (J. Appl. Prob. 8, 745-5).

Los modelos descritos en [28], en general concuerdan con los descritos en [55],
sin embargo vale la pena mencionar los métodos mostrados en este ultimo, pues se

agrupan de manera distinta.

30 . . -
Podemos encontrar una (funcién medible positiva) 8 (u) tal que

lim sup |Fu(x) - GE_B(U)(X)| =0,

U=XF 0<x<Xp—u

siysolosi F € MDA(Hg),£ € R
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Maximum Likelihood

Maxima Verosimilitud

Block Maxima Probability Weighted Moments or L-
| Moments

Bloqueo de Maximos Probabilidad de Momentos Ponderados

Maximum Product Spacing

EspaciPmiento del producto de Maximos

an

Parameter Estimation Largest Order Statistic

Modelos Paramétricos Estadistico de orden mds grande

Peaks-Over-Threshold
Picos sobre un Umbral

Point Process

Procesos Puntuales

Statistical Methods for Extreme Values

Exceedances over a Threshold I Modelos base DGP
Excesos sobre el Umbral

“Métodos Estadisticos para Valores Extrem

Finalmente y sin mas preambulos procedamos a exponer los ejemplos

pendientes.

3.3.1 VaR Dinamico usando la TVE [53]

El ejemplo que se expondra a continuacion esta basado en [53]. El “paper” de
McNeil, se concentra en dos medidas las cuales tratan de describir a las pérdidas
ubicadas en la cola de una distribucion — VaR y Pérdida Esperada -. En dicho
trabajo, se adopta la convencién de que una pérdida es un niamero positivo y una
ganancia es un numero negativo.

El Valor en Riesgo (VaR) fue desarrollado en respuesta a los desastres
financieros de la década de 1990 y ha obtenido un papel cada vez mas importante
en la gestion del riesgo de mercado asi como en aspectos regulatorios.

El VaR resume la pérdida maxima que se podria observar durante un horizonte de
inversion definido y con un nivel de confianza determinado. Es un enfoque muy
popular, pues proporciona una Unica cantidad que resume el riesgo general de
mercado que enfrenta una institucion.

En términos algebraicos, si x es una v.a. que representa las pérdidas (o
ganancias) en alguna fecha futura T, y Z es la probabilidad porcentual, el VaR se
define como:

P(xy <VaR) =Z
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Dicho de otro modo, el VaR es un alto cuantil de la distribucion de pérdidas, por lo
general el percentil 95 o 99. Proporciona una especie de limite superior para una
pérdida que sblo se supera en una pequefia proporcion de las ocasiones.

En trabajos recientes — como el de “Thinking coherently”, Artzner et al. (1997)- se
ha criticado el VaR como medida del riesgo por dos razones. Primero porque se
muestra que el VaR no es necesariamente sub-aditivo. Hay casos en que una
cartera se puede dividir en sub- carteras de manera que la suma del VaR
correspondiente a las sub-carteras es menor que el VaR de la cartera total. Esto
puede causar problemas si la administracion de riesgos de una entidad financiera
esta basado en los limites individuales de los portafolios. Mas aun, el VaR no nos
dice nada sobre el tamafio potencial de la pérdida que excede al limite.

Artzner et al. proponen el uso de pérdida esperada o la esperanza condicional de
colas en lugar del valor en riesgo. La esperanza condicional de colas la podemos
entender como el tamafio esperado de una pérdida que excede al VaR. McNeil por
su parte, expone que la TVE dinamica o condicional, es un medio eficaz para
adaptar la TVE a la tarea especial de la medicién diaria del riesgo de mercado; ya
gue los movimientos extremos estan relacionados con las colas de la distribucion de
los datos subyacentes de un portafolio. Esto lo verificd mediante un “backtesting” de

la serie histérica de rendimientos, la cual se muestra a continuacion:
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Alexander J. McNeil (1999). Extreme Value Theory for Risk Managers [Figura 5: Var Dinamico usando la
TVE para el indice DAX]. Recuperado de http://www.macs.hw.ac.uk/~mcneil/ftp/cad.pdf

La figura de arriba muestra una estimacion del VaR dinamico utilizando el método

EVT condicional para pérdidas diarias en el indice DAX. Al cierre de cada dia se
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aplica el método a las ultimas 1000 observaciones utilizando un umbral u en el
percentil 90 de las muestras de los residuales.

La linea discontinua muestra como la estimacion del VaR dinamico reacciona
rapidamente a los cambios de volatilidad. Superpuesto en el grafico esta el VaR

estatico estimado.

Es evidente que aungue la estimacion normal dinamica reacciona a la volatilidad,
estd se viola mas a menudo que la estimacion de TVE dinamica; también es
evidente que la estimacién estética tiende a ser violado varias veces en una fila en
periodos de alta volatilidad debido a que es incapaz de reaccionar con suficiente

rapidez a los cambios en volatilidad.
Los resultados de este trabajo se resumen como sigue:

* El método dinamico de TVE es en general, el mejor método para estimar
el VaR{, para q > 0.95. (El método dindmico t es una alternativa efectiva, si
los rendimientos no son muy asimeétricos). Para q = 0.99, el método
normal dindmico no es lo suficientemente bueno.

« El método normal dinamico es inutil para estimar ES¢, incluso cuando
q = 0.95. Para estimar la pérdida esperada, el procedimiento dinamico

tiene que ser mejorado con la TVE.

3.3.2 Una aplicacion al sector asegurador [54]

Un ejemplo bastante claro sobre la aplicacion de la TVE en el ambito asegurador

es [54]. Este trabajo de manera muy general establece lo siguiente:

Tomando la siniestralidad de una cartera de Responsabilidad Civil de vehiculos a
motor de una entidad aseguradora suficientemente representativa del ramo, Garcia
P. Almudena realiz6 una aplicacion empirica de la TVE (haciendo uso del método
POT) a un caso real. En concreto estudid la siniestralidad derivada de pdélizas del
ramo de responsabilidad civil de vehiculos a motor, desde el afio 1992 hasta el
2001, con el fin de sentar una metodologia de aplicacion empirica de cara a

establecer futuros modelos internos en el marco del proyecto de solvencia.

De manera concreta, haciendo uso del teorema de Pickands-Balkema-de Haan,
se encargd de establecer un umbral éptimo u por encima del cual la distribucién de
Pareto generalizada pueda ser ajustada a los excesos sobre dicho valor (la
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distribucion generalizada de Pareto ajusta aquellos valores que exceden un

determinado umbral cuando este umbral u toma un valor suficientemente grande).

La dificultad radicé en determinar ese umbral a partir del cual es posible ajustar la
distribucion de Pareto Generalizada. Para ello, en primer lugar, tomé un umbral de

25 millones para conseguir una muestra de aproximadamente 1.000 observaciones.

A través de la funcion de exceso medio y mas concretamente, mediante el gréafico
de exceso medio empirico, aproximé el punto a partir del cual se puede ajustar la
distribucion de Pareto generalizada a los datos. La representacion de la funcion de

exceso medio queda como sigue (en millones de pesetas):

150 1

100 1

501

20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Almudena Garcia Perez (2004). La teoria del valor extremo: una aplicacién al sector asegurador
(pag. 42). Recuperado de http://www.actuarios.org/espa/web-
nueva/publicaciones/anales/2004/art%2027-53.pdf

En el eje de abscisas represento los valores muestrales, y en el eje de ordenadas

el valor de la funcion de exceso medio para cada umbral.

Segun Almudena, “cuando el ajuste a través de la distribucién generalizada de
Pareto es razonable, es posible elegir un umbral o prioridad 6ptimo, tomando el valor
a partir del cual el grafico toma una forma lineal ascendente, ya que el grafico de
exceso medio para la distribucion generalizada de Pareto es lineal y tiende a infinito
con pendiente positiva”.

Adicionalmente menciona que, en la figura anterior, entre los valores 20 y 70 la
funcidn de exceso medio se muestra bastante lineal, mientras que aproximadamente
a partir del valor 75 la funcién empieza a ser creciente indicativo de cola gruesa a

partir de dicho punto:
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150

100 +

50 1

70 80 90 100 110 120 130 140 150

Almudena Garcia Perez (2004). La teoria del valor extremo: una aplicacion al sector asegurador
(pag. 41). Recuperado de http://www.actuarios.org/espa/web-
nueva/publicaciones/anales/2004/art%2027-53.pdf

Para contrastar esta afirmacion y cerciorar la existencia de colas pesadas en las
observaciones de la entidad aseguradora representd en un grafico de cuantil-cuantil,
los cuantiles empiricos (observaciones muestrales) frente a los cuantiles tedéricos de

la distribucién exponencial®*.

GRAFICO DE CUANTIL-CUANTIL
(Exponencial)

Cuantiles
teoricos 31

i3

Cuanriles empiricos

Almudena Garcia Perez (2004). La teoria del valor extremo: una aplicacion al sector asegurador
(pag. 41). Recuperado de http://www.actuarios.org/espa/web-
nueva/publicaciones/anales/2004/art%2027-53.pdf

A pesar de representarse en distintas escalas la linealidad en el gréfico,
Almudena comenta que este nos apunta que la distribucion empirica de los extremos

se ajusta a la distribucién exponencial, sin embargo, la curvatura nos indica la

i Si la funcidén de distribucién exponencial es: F(xp) =1 —e ™ = p; entonces la funcién inversa o funcién de cuantiles es: F~1(p) =
Q(p) = —In(1 — p) = x,, siendop = ﬁ .[54]
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existencia de una cola mas gruesa que la de la distribucion exponencial a partir del

valor 75.

Los descriptores de la muestra que excede el umbral seleccionado por Almudena

son:

Tamaro de la muestra:125

Media: 97.2063
Minimo: 75.0258
Maximo: 388.598

Varianza: 1,412.3
Desviacion estandar: 37.5806

Mediana: 86.2817
Asimetria: 4.98084

Percentiles (q)

Valor p/ el

Numero de valores por encima

percentil (Xq) de Xq (k)
q =0.25 Xo25 = 79.5628 k=93
q =050 X025 = 86.2817 k =62
q =075 Xo25 = 100.583 k =31
q =0.90 Xo.25 = 125.202 k=12

Almudena Garcia Perez (2004). La teoria del valor extremo: una aplicacion al sector asegurador
(pag. 42). Recuperado de http://www.actuarios.org/espa/web-

nueva/publicaciones/anales/2004/art%2027-53.pdf

Con el fin de observar si existe alguna tendencia, ciclo o comportamiento

estacional que pueda interferir en el estudio, representé los siniestros que forman la
muestra de excesos:

400

350 1

300 1

250 1

200 1

150

100 4

50

|:|_

y =5E-D5x + 10,834

ene-01 ene-02 ene-03 ene-04 ene-05 ens-06 ene-07 ene-08 ene-09 ene-10

Almudena Garcia Perez (2004). La teoria del valor extremo: una aplicacion al sector asegurador
(pag. 42). Recuperado de http://www.actuarios.org/espa/web-

nueva/publicaciones/anales/2004/art%2027-53.pdf

Su representacion grafica frente al momento de ocurrencia junto con una

regresion lineal a los datos indica una tendencia ligeramente descendente en el
coste de los mismos.

En busca de comportamientos estacionales o concentracion de siniestros en

determinados meses del afio, en el siguiente grafico se agrupé de la siguiente
manera los 125 siniestros.
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Almudena Garcia Perez (2004). La teoria del valor extremo: una aplicacién al sector asegurador
(pag. 43). Recuperado de http://www.actuarios.org/espa/web-
nueva/publicaciones/anales/2004/art%2027-53.pdf

Aungue visualmente se aprecia mayor proporcion de extremos en los meses de
julio a septiembre, a fin de comprobar si esa concentracion es estadisticamente
significativa, Almudena plante6 un contraste de hipoétesis de Chi-cuadrado, a traves
del cual, se confirmd la hip6tesis de que no existen diferencias significativas en la

frecuencia de siniestralidad por meses.

Al no existir evidencias estadisticas que indiquen estacionalidad, en este trabajo
se mantiene la hipétesis de no correlacion entre el mes de ocurrencia y el tamafio

del siniestro.

Con ayuda del software XTREMES para la ejecucion de los algoritmos,
Almudena obtuvo distintos ajustes de los cuales se seleccionaron como 6ptimos

aquellos que minimizaron las medidas de error empleadas.

Para la estimacion de los pardmetros, Almudena empleo varios estimadores
entre los que se encontraban los estimadores de maxima verosimilitud o los
estimadores a través de los momentos, sin embargo, fueron los estimadores de
Drees-Pickands*? los que, en este caso, le proporcionaron las mejores estimaciones

de parametros para el ajuste de la distribucién a la muestra disponible.

Asi mismo, el criterio que uso para seleccionar los estimadores de Drees-

Pickands y desechar los otros estimadores fue el del minimo error cuadratico

32 . . . . . . .
El estimador de Drees-Pickands se basa en una mezcla de estimaciones de Pickands, las cuales toman las k observaciones mas altas de la
muestra.

& =In Xke—X2k
' Xok—Xak
In2
donde X; representa la i-ésima observacion mas alta y el pardmetro k representa el nimero de datos empleados en el proceso de
estimacion, esto es, en el estimador se emplean las k mayores observaciones.
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El estimador de Pickands para el pardmetro (¢) de la distribucién de Pareto generalizada, viene dado por:



medio®®, el promedio de las desviaciones relativizadas y el coeficiente de

determinacién del ajuste lineal al grafico de cuantil — cuantil.

La estimacién de los parametros y el ajuste de la distribucién generalizada de
Pareto lo realizd sobre el logaritmo neperiano de los datos, consiguiendo asi una
mayor exactitud en el ajuste, por tanto, cualquier inferencia realizada a partir de los
parametros estimados debera invertirse, a través de la exponencial, para conocer el

valor del siniestro en millones de pesetas.

Los parametros que estimé para el modelo, tomando el logaritmo neperiano de
los valores muestrales y optimizando el ajuste con un umbral de 75,95 y 118

excesos, fueron los siguientes:

£ = 0246814
B = 0.181233
© = 433014

Asi mismo, la funcién de Distribucion Generalizada de Pareto la estimé para que
ajuste los valores extremos que exceden la prioridad u y no los excesos, ya que en
caso de ajustarse los excesos sobre u(X — u), el parametro de localizacion, u, seria
0 en lugar de 4,33.

La siguiente figura muestra el grafico de cuantil-cuantil (QQ-plot) expuesto en
[54], que representa los cuantiles empiricos (valores muestrales) frente a los
cuantiles tedricos obtenidos a través de la distribucion estimada:

0.181233

07200 (1 = p)0-246814 _ 1) =
0246814 (1 ~P) ) =%

Wiz, () = p +§((1 -p) ¢ —1) =433014 +

GRAFICO DE CUANTIL-CUANTIL (GPD)

| R2 del ajuste lineal = 98,91%

tedricos

5
5
Cuantiles| sas
H
5

=3 5 TS 55 5T
Cuantile: empiricos

Almudena Garcia Perez (2004). La teoria del valor extremo: una aplicacion al sector asegurador
(pag. 45). Recuperado de http://www.actuarios.org/espa/web-
nueva/publicaciones/anales/2004/art%2027-53.pdf

o (xf-x{)
3 PDR =+ . ECM =

determinados a partir de la funcion estimada.

2

n 0 t
i (X7 —X1) o_ B S
; con Xi = cuantiles muestrales o empiricos y Xi = cuantiles tedricos
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La nube de puntos en este grafico muestra una linea que, practicamente,
coincide con la bisectriz.

De los modelos estimados, Almudena menciona que este era el que minimizaba

las medidas de error empleadas y maximizaba el coeficiente de determinacion del
ajuste lineal al grafico de uantil — cuantil.

La representacion conjunta de la distribucion tedrica y la distribucién empirica
muestra la bondad del ajuste obtenido por Almudena:

[ES /é

nx s

035 i/

Funcién de distribucién empirica

Funcidn de distribucidn tedrica ——

Almudena Garcia Perez (2004). La teoria del valor extremo: una aplicacién al sector asegurador
(pag. 46). Recuperado de http://www.actuarios.org/espa/web-
nueva/publicaciones/anales/2004/art%2027-53.pdf

Este modelo ajustado es una distribucién truncada vy, por tanto, condicionada a
que los siniestros excedan 75,95 millones de pesetas.

A partir de la funcion de distribucion condicionada Almudena pudo estimar la
probabilidad de que un siniestro sea inferior al valor x, una vez que haya excedido el
umbral fijado en 75,95 millones (cuyo logaritmo neperiano es 4,33014).

La probabilidad de que sea superior a dicho valor x, se obtendra a partir de la
funcion complementaria, esto es, la funcién de supervivencia:

x — 4.33014>‘1/ 0246814

Woz-(x)=1—140.246814 -
7.82 () ( + 0.181233

x — 4.33014>—1/0.246814

1—-W. =(1+0.246814 -
v.pu (%) (+ 0.181233

En la siguiente tabla se presentan algunos de los posibles resultados expuestos

en [53] que pueden ser obtenidos, a través de la funcién de distribucion y funcién de
supervivencia teoricas:
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e*(enmill,de€)] X |W(x) | 1-W(x)

100 4,605 72.44% 27.56%
150 5,011 92.98% 7.01%
250 5,521 97.99% 2.01%
350 5,858 98.95% 1.05%

Por ejemplo, habiendo superado un siniestro el umbral de 75,95 millones, la
probabilidad de que el importe total del mismo sea inferior a 150 es de 92,985% y
por tanto, la probabilidad de que sea superior a 150 millones de pesetas es 7,015%.

Dado lo anterior, Almudena concluye que de entre los préximos 100 siniestros
que superen el umbral de 75,95 millones de pesetas, 93 tengan un importe inferior a
150, pero 7 de ellos superen los 150 millones de pesetas.

Por otro lado, la funcién de cuantiles que estimd, inversa de la funcién de
distribucion, indica la esperada de siniestralidad que deja la probabilidad p a la
izquierda de la misma.

0.181233

— 07207 (1 = p) 0246814 _ 1) —
0246814 (1~ P) ) =%

—~_ ﬁ ~
W, z,.(0) =u+ ;((1 —p)r —1) = 433014 +

De dicha expresion obtuvo también informacion relevante y algunos de los

resultados se presentan en la siguiente tabla:

Frecuencias de | Nivel de retorno [Nivel de retorno
P retorno 1/(1-p) (xp)enlLn (xp) en mill de
pts.
90% 10 siniestros 4.892079 133.230
95% 20 siniestros 5.133934 169.683
99% 100 siniestros 5.884058 359.264
99.90% 1000 siniestros 7.636185 2069.747

De los resultados anteriores Almudena concluye que, con una probabilidad del
99%, una vez que un siniestro supere el umbral de 75,95 millones de pesetas, el
importe total del mismo sea inferior a unos 359,26 millones de pesetas. Por el
contrario, con una probabilidad del 1% (esto es 1 de cada 100 siniestros que
superen el umbral) el coste total sera superior a esos 359 millones.

Sin embargo de acuerdo con [54], desde el punto de vista de la gestion en las
entidades aseguradoras, interesa la inferencia no condicionada. Ello requiere
cuestionarse por el numero de siniestros esperado que superara el umbral el

proximo afno.
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Para obtener este numero Almudena revisé la frecuencia histérica de
siniestralidad por encima de dicha cuantia, resultando un promedio de 11,8

siniestros:

No.de Siniestros que han
superado 75.95 u.m.

>
=3

1 10
2 12
3 9
4 14
5 12
6 16
7 14
8 8
9 7
10 16
Total 118
Media 11.8
Varianza 10.4

Dado que la varianza es muy similar al nimero medio, asumi6 una distribucién de
Poisson de parametro 12 para inferir que el préximo afo, con una probabilidad de

96,3% el numero de siniestros por encima de 75,95 no seria superior a 18:

-2 k
_ e * /1 _ pl_lz(k = 17) = 93-7%
Pe=—pr— com A=12 0 (k= 18) = 96.3%

De modo que, para estimar probabilidades solo aplic6 el postulado de
probabilidad condicionada:

Numero esperado de siniestros por encima de 75.95 = E(n) = 18

350
Probabilidad condicionada: P (x > —~ > 75.95) = 0.0105

Numero medio esperado de siniestros por encima de 350 el préximo afio:

p' = E(n).P (x >3 75.95) = 0.189

Las conclusiones del trabajo fueron las siguientes:

Es inherente al riesgo potencial de siniestros de elevada cuantia, que pueden
causar un gran perjuicio econémico y poner en peligro la estabilidad y solvencia de

las entidades.

Cualquier entidad aseguradora necesitara conocer el comportamiento de sus
extremos para decidir sobre su asuncion con capacidad propia o bien sobre cesion

al Reaseguro en cuyo caso la teoria del valor extremo y mas concretamente el
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modelo de Pareto Generalizado, apoyara la estimacion optima del pleno de
retencion ya que atendiendo al Proyecto de Solvencia Il, su capital econdmico debe

responder a sus riesgos retenidos.

El nuevo marco de Solvencia Il permitira gestionar al asegurador con modelos
internos para calcular el Capital basado en el Riesgo (Risk Based Capital). Si la
culminacion del proyecto estd prevista en 2009, las entidades deben estar
preparadas y disponer de todos los medios a su alcance para descifrar la naturaleza
de sus riesgos, para estimar el capital econdbmico necesario o para decidir sobre

nivel de cesion al reaseguro.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo, observamos que la clasica Teoria de Valores Extremos
posee un gran sustento teorico tanto matematico como probabilistico; el cual ha sido
el resultado de varios afios de estudio y aportaciones de una gran variedad de
autores que poco a poco fueron contribuyendo a la sustentacién de dicha teoria.

Asi mismo, dentro de las aplicaciones, pudimos notar que un gran namero de
personas de diversos campos de estudio en los que existe evidencia de colas
pesadas, han comprendido la necesidad de TVE. Adicionalmente dicho enfoque es
también un herramienta util para tratar por separado las colas de una distribucion,
pues a diferencia de los modelos tradicionales que asumen distribuciones simétricas,
la TVE permite la asimetria.

Es por las razones anteriores que en esta disertacion, ademas de los objetivos
mencionados, quisimos contribuir con el empuje de dicha teoria en un nivel de
licenciatura y con ello dar pauta a que alumnos recién egresados, se interesen por el
tema en cuestion y esparzan el potencial de dicha teoria.

Finalmente sabemos que la presente tesina, deja la ventana abierta para un
desarrollo practico en el cual se plasme las ventajas de utilizar las distribuciones de
valores extremos versus las distribuciones comunes, por lo cual esperamos en el

futuro terminar con dicha tarea.
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Ap é n d | Ce Do not worry about your difficulties in Mathematics. | can

assure you mine are still greater.
- Albert Einstein

A.l. Simetria

Por varias razones, a menudo es mas sencillo probar ciertos teoremas para v.a.
simétricas. En tales casos, el procedimiento comun es comenzar probando el
teorema bajo el supuesto adicional de simetria y luego remover dicho supuesto (des-
simetrizar). Dado lo anterior tenemos lo siguiente:

Definicion . Si la variable aleatoria X tiene una distribucion F denotaremos la
distribucion de - X por —F. En puntos de continuidad tenemos
—F(x)=1-F(—x)
y esto define - F Unicamente. La distribucion de F es llamada simétrica si -F = F
[Cuando existe una funcién de densidad esto implica que también f(—x) = f(x)]
Lemma. Desigualdades de simetria. Si X; y X, son independientes e

idénticamente distribuidas, luego entonces parat > 0 (A1)

1
P{IX, — X,| > t} < 2P{|X1| > Et}

Sia > 0 es elegida tal que P{X; < a} = p y también P{X; > —a} > p, entonces

(A.2)
P{lX; = X;| >t} = p - P{|X1| > t + a}

En particular, si 0 es una mediana para X;

A.3
PUX, — Kol > 6} 2 3 P{IX| > ) .

Prueba. El evento de la izquierda en [A.1] no puede ocurrir a menos que
X, > %t o |X,| > %t y por tanto [A.1] es cierta. El evento de la izquierda en [A.2]
ocurresiX; >t+a, X, < a,ytambiénsi X; < -t —ay X, = —a. Esto implica [A.2].

La simetrizacion es frecuentemente usada para la estimacion de sumas de v.a.

independientes. En conexion con lo anterior la siguiente desigualdad es

particularmente util:

Lemma. Si X;,..,X,, son independientes y tienen distribuciones simétricas,

entonces S,, = X; + --- + X,, tiene también una distribucién simétrica y
(A4)

1
P{X;+ -+ Xp| >t} = E13{1\/1ax|xj| > t}

Asi también, para toda x y toda k € [1, n] tenemos que,
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P(Sy > x) < 2P(S, > x), (A.5)

P(|Sk| > x) < 2P(|Sy| > x)
Si las X; tienen una distribucién comun F entonces

1 (A.6)
PUXi+ -+ Xl 2} 25 (1 — e nlt=FO+FEDD

A.2. Ley de los grandes Numeros
(LGN): [45] Suponga que {X,,n = 1} son v.a. independientes, idénticamente
distribuidas (iid) con media E(X,,) = u. La LGN dice que el promedio de la muestra

es aproximadamente igual a la media, de manera que

1 n

- i=1Xi - U
A.3. Definicién de v.a's. estrictamente estables.
Para entender mejor este Gltimo concepto asumamos que Y™, Y; £ a, + b,Y, por lo
tanto
Y es una v.a. estrictamente estable si se sostiene que a, = 0:

LY b, (A7)

donde Y;,Y,, ... son v.a.i. con la misma distribucion que Y.
Ahora si aplicamos la esperanza matematica a ambos lados de (A7) tenemos que

nEY %a,, + b,EY
y asumiendo que EY = 0, obtenemos que a,, = 0.
Por lo tanto, si el valor esperado de una variable aleatoria estable existe y es igual a
cero, esta variable es estrictamente estable. [24]
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