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Introduccion.

Un elemento Optico difractivo importante es la red de difraccion, que ha sido ampliamente
usada en la dptica clésica, por ejemplo, en mediciones dpticas, calculos opticos y analisis
espectral. Dentro de los fendmenos de difraccion se encuentra el efecto Talbot de una red,
que consiste en un fendmeno de autoimagen de la red en la region de difraccion de Fresnel
[1] y ha sido usado en la iluminacion de arreglos Talbot, en codificacion de fase y
conformacién de pulsos [2-4]. A la fecha el efecto Talbot de una red periddica con diferente
estructura, incluyendo redes unidimensionales de amplitud y de fase, redes bidimensionales
con elementos cuadrados, hexagonales y circulares, ha sido estudiado extensivamente [5-11].
Recientemente en algunas areas de investigacion tales como filtros dpticos, transmisiones
resonantes, y comunicacion inaldmbrica [12-15], las redes con estructura fractal han sido
utilizadas. Se sabe que un fractal es una estructura compleja que tiene un desorden de corto
alcance y un orden de largo alcance, ademas exhibe propiedades de autosimilaridad y de
invariancia de escala [16]. Las redes fractales exhiben caracteristicas especiales con respecto
a las redes periddicas, lo que ha llamado la atencion de la comunidad cientifica,
especialmente en la regién de campo lejano [17,18]. Sin embargo, el efecto de autoimagen
de una red fractal rara vez ha sido mencionado a pesar de tener un gran ndmero de
aplicaciones [19], como lo son el efecto Talbot en el procesado éptico de objetos y la

interaccion de luz al pasar por este tipo de redes en nanoestructuras.



Justificacion.

Como se ha dicho, el fendmeno de Talbot para una red del tipo fractal se ha estudiado
ampliamente en la region de campo lejano. Dada la amplia aplicacion de este fenémeno en
la region de Fresnel, como lo es la interaccion y generacion de campos con nanoestructuras.
Con el presente trabajo de investigacion se propone encontrar el comportamiento de dicho
efecto a través de una red fractal de tipo Cantor en la region de campo cercano.

Se recurre a una red fractal tipo Cantor ya que es uno de los fractales méas sencillos, como
parte relevante de este trabajo se presenta la funcion usada para crear dicha red, ya que es
dificil encontrar referencias que citen explicitamente esta funcion y como se relaciona con

las ecuaciones de difraccion para la regién de campo cercano.
Objetivos.

General.

Estudiar la difraccién de campo cercano (region de Fresnel) de una red fractal (red tipo

Cantor) de manera que se pueda observar el efecto Talbot en este tipo de redes.
Particulares.

1. Reportar numéricamente la deduccion de una funcion valida para todos los niveles de
una red fractal de tipo Cantor.

2. Verificar que en cualquier nivel de la red fractal se encuentra la informacion de todos
los niveles anteriores al nivel de estudio.

3. Obtener los patrones de difraccion correspondientes a la difraccién de campo cercano,
haciendo una comparacidn entre los niveles y sus respectivas distancias de Talbot.



Antecedentes

Dentro de los fendbmenos Opticos mas importantes estan los que se refieren a la difraccion de
la luz, entre los que se encuentran la difraccion por varias rendijas, ya sea en campo lejano o
de Fraunhoffer, o bien en campo cercano, o difraccion Fresnel. La cual es el objeto de estudio

de esta tesis.

Un fendmeno particular de difraccion de una red es el efecto Talbot, que ha sido estudiado
tanto tedrica como experimentalmente. Los estudios tedricos frecuentemente se enfocan en
la discusion del origen del efecto y sus fendmenos asociados. La discusidn de estos diferentes
fendmenos se puede estudiar haciendo distintas aproximaciones, como lo es la transformada
de Fourier en un operador dentro de la integral de campo [20]. De los trabajos realizados
destacan principalmente la difraccion de Fresnel, iméagenes de Fresnel, imagenes de Fourier,
efecto cuasi-Talbot, efecto Talbot Fraccionario, teoria de formacion de iméagenes, entre otros
[21-26].

En la década de los 70’s se encontr6 que una gran variedad de objetos naturales y artificiales
mantienen su estructura al aplicarles un cambio de escala. Mandelbrot introdujo el termino
fractal para llamar a esta propiedad de autosimilaridad que describe a objetos a diferentes

escalas [16].

Y. Sakurada et al [27] muestran que, en el estudio de la interaccion de ondas con objetos,
como difraccion y dispersion, el concepto de fractal ha tenido una gran importancia a partir
de estos dos fendbmenos. Primero es necesario entender el efecto de objetos fractales sobre la
onda con la que interactian ya que muchos objetos naturales tienen propiedades fractales.
Asi mismo, la difraccion o dispersién por objetos fractales pueden crear nuevos tipos de
frentes de onda que pueden dar paso a un gran numero de aplicaciones 6pticas, por esta Gltima
razon, los fractales matematicos y artificiales son mas adecuados ya que tienen parametros
controlables. También, muestran algunas propiedades del campo de difraccion de Fresnel
debido a fractales auto-semejantes por medio de evaluaciones numericas de la integral de

Fresnel.



Allain y Cloitre [28], asi como Uozumi et al [29,30] han reportado propiedades de la
difraccion en el campo de Fraunhoffer en fractales de la forma del conjunto de barras de

Cantor, fractales de Vicsek y fractales de Koch, respectivamente.

Berry [31] propone propiedades estadisticas del campo de difraccion incluyendo la region de
Fresnel debido a una pantalla aleatoria uni-dimensional de fase fractal. También propone lo
que ¢l llama difractales, los cuales son ondas que se encuentran con una apertura fractal, sus
caracteristicas de longitud de onda corta permiten una exploracion de los niveles mas finos

de la estructura fractal.

Otro enfoque del fenémeno de Talbot es el propuesto por D. Calva Méndez et al [19],
muestran que el efecto se puede dar gracias a transmitancias de Cantor, las cuales se obtienen
como el producto de la superposicion de componentes periddicos y comprueban que debido
al factor de escala entero entre los componentes periddicos existen posiciones de
autoimagenes para la estructura fractal completa. Aunque existen muchos estudios de
difraccion en la region de Fresnel, es importante extender los que discutan el fendmeno de
Talbot en redes con geometria fractal, esto debido a las aplicaciones que pueden darse a

sistemas con esta configuracion.
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CAPITULO I. Marco Teorico

1.1 Fendmeno de Talbot.

El fendmeno, o efecto Talbot, conocido también como el fendmeno de formacion de
autoimagenes, fue descubierto por Henry Fox Talbot en 1836 [1]. Este fenOmeno se
encuentra en la region de campo cercano, mejor conocida como region de difraccion de
Fresnel, consiste en iluminar un objeto periddico (en este caso una red de difraccion) con luz
coherente y, por propagacion libre del campo difractado se genera un conjunto de
autoimagenes del objeto, las cuales se encuentran equiespaciadas entre si. La distancia a la
que se encuentra dichas imagenes es la llamada distancia de Talbot. Ademas de estas,
también se generan sub-imagenes con un periodo menor llamadas imégenes de Fresnel o

efecto Talbot fraccional [32].

Lord Rayleigh estudié por primera vez este efecto en 1881. Trat6 de explicar el efecto Talbot
por la interferencia que se produce entre las ondas difractadas por la estructura periodica de
una rejilla en la zona de campo cercano detras de la misma en direccion de la propagacion.
Deduciendo asi cual es el valor de la distancia de Talbot (Z;) a partir de la longitud de onda
(A) y la separacion (d) de las rendijas de la red [33]. Se considera un objeto periddico G sobre

el que incide una onda plana X, como se presenta en la figura 1.

v

I
I
I
[ |
|
I
I

Imagen de Talbot

Figura 1. Representacion esquemdtica para la observacion del efecto Talbot.

En la figura 1 se tiene una onda plana X que viaja a lo largo de Z, al pasar por un objeto

periddico G crea una autoimagen denominada primera imagen de Talbot a una distancia Z.
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La férmula obtenida por Rayleigh para explicar tal fendmeno es:

Zr = 1)

donde Z; es la distancia de Talbot, A es la longitud de onda y d la separacion entre las

aberturas de la red.

Para el caso cuando A% es demasiado pequefia comparada con la separacion d? se puede hacer

una expansion binomial a primer orden, de manera que (1) se transforma en [34]:

Ly = — (2

Las distancias dadas por la ecuacion (2) determinan la primera imagen de Talbot; en los
maultiplos enteros de Z; también se reproducira la red G pero con menor intensidad. Para
cuando la distancia sea igual a fracciones de Z; se observaran imagenes de la red con

contraste invertido, las cuales se llaman iméagenes de Talbot negativas [35].
1.2 Conjunto de Cantor.

El conjunto de Cantor juega un papel muy importante en varias ramas de las matematicas,
asi como en sistemas dindmicos cadticos; ademas de ser considerado como el modelo

fundamental para otros modelos fractales tales como el conjunto de Julia [36].

Para la construccion geométrica de este conjunto se toma un intervalo [0,1] en X (generador)

y se divide en tres subintervalos iguales, de la manera siguiente:

12



o3l G3) 51

Por definicion, para la creacion del conjunto de barras de Cantor, se debe quitar el

subintervalo abierto GE) con lo que queda:

<o o

A su vez estos subintervalos se dividen en tres subintervalos:

o] G:3) 5751 » 551 55) [
19) 9)9 19)9 y 919’ 919 I91

2 7 8

De igual manera, se quitan los subintervalos abiertos (%5) y (g'g) guedando

.= [o5]v[55]v[5:5] v 51

Se repite el proceso indefinidamente de tal manera que C,,,,, se consigue dividiendo en tres

los intervalos que componen a C,,, y borrando los intervalos intermedios (figura 2).
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Figura 2. Representacion grdfica del conjunto de Cantor

El problema con esta construccion es que C,,,; depende de C,, por lo que si no se ha

construido a C,, no se sabe quién es C,,41 [37].
1.3 Difraccion de Fresnel.

La difraccion juega un papel muy importante en muchas aplicaciones opticas. Uno de los
principales problemas se presenta cuando se quiere propagar una onda electromagnética que
incide sobre estructuras de dimensiones geométricas del mismo orden que la longitud de onda

de la radiacidn incidente, en estas condiciones es cuando ocurre el fendmeno de difraccion.

Si se considera la propagacion de un haz de luz monocromatico a través de un plano que
posee una abertura, se puede observar el fendmeno de difraccién proyectado sobre un
segundo plano paralelo al primero. EI comportamiento de este fendmeno dependera de la

estructura del primer plano y de la distancia que exista entre el plano de observacion [38].

Un cuerpo opaco colocado entre una pantalla y una fuente puntual proyecta una sombra
complicada hecha de regiones claras y obscuras [39]. Si se altera la amplitud o la fase en

alguna regién del frente de onda en presencia de un obstaculo, esto producira difraccion.

Si se tiene un apantalla (P) opaca, con una abertura, iluminada por ondas planas de una fuente
puntual (S) muy lejana, el plano de observacion (Q) es una pantalla paralela y muy cercana
a (P). Con este arreglo se proyecta sobre (Q) una imagen de la abertura en (P), conforme el
plano de observacion se va alejando la imagen proyectada va adquiriendo mas estructura y
las franjas alrededor de su periferia se vuelven méas prominentes. A esto se le conoce como

difraccion de Fresnel o de campo cercano (figura 3).
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Figura 3. Diagrama de difraccion en la region de Fresnel con Py Q pantallas, 1y, vector
que apunta desde el plano (x,y) a (¢,1) y Z distancia.

Se parte del principio de Huygens-Fresnel [40]:

ks
uEn == f f U, y) ST o

: @)
To1
se puede describir el campo complejo en (&, 7). Para resolver problemas en el campo cercano

se necesita una aproximacion de Fresnel, la cual estd basada en una expansion binomial de:

ron =22+ (x — 2+ (y —n)? (4)

donde r,, es el vector que apunta desde el plano (x,y) hasta el plano paralelo (¢,7).

Considerandov'1 + b endonde b « 1, laexpansion binomial de este término tiene la forma:
1 1 5
VI+b=1+5b—cb* ®)

Para hacer la expansion de (4) primero se debe sacar un factor z:

15



r01=zj1+(";5)2+(y;")2 (6)

Si b es igual al segundo y tercer término de (6) y tomando los dos primeros términos de la

expansion se tiene:

mzzlug(’“;f) +%(y;”)2] ™

entonces, sustituyendo (7) en (3) la expresion para el campo es:

v = E U, y)exp [i -+ |y (@)
esta ecuacion se puede ver como una convolucion de la forma:
u@,m = _J:j: U, y)h(x — &,y —n) dxdy (9)
donde el ndcleo de convolucion es:
ikz (10)

ik
h(x,y) = T &P [Z(x +y )]
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factorizando el termino exp [% (x? + yz)] fuera de la integral en (8):

e ikz
ilz

ke 2. 2 " K2, 2 2T
U =5 ) [[ue st M| e E0 W axay

Como se trabaja en una red de difraccion, se tiene que la ecuacién anterior es la transformada
de Fourier del producto del campo complejo justo a la derecha de la abertura. (8) y (11) se
definen como la Integral de difraccion de Fresnel.

Como en esta tesis se estudian rendijas de longitud mucho mayor que la separacion entre

rendijas adyacentes (figura 4), el problema se reduce al caso unidimensional de (8):

1

0© = (3.)] [ B e (~ 52 (6 =02 ax (12)

donde ¢ es la coordenada paralela a la coordenada x y Fy (Ly, Xy) €s la funcion de la red tipo

Cantor.

b b>a

Figura 4. Representacion de red de difraccion de longitud b mucho mayor a la separacion a entre rendijas.
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CAPITULO II. Metodologia.

Inicialmente se encontrd una funcién valida para representar analiticamente cualquier nivel
del conjunto de cantor en términos de sus niveles anteriores, posteriormente se pudo usar esa
funcién en la integral de campo complejo de la difraccion de Fresnel asi como en la
distribucion de intensidad en la regién de campo cercano. Se hizo la programacion de dicha
funcién y de la integral en el programa de calculo numérico Mathematica para poder obtener
las representaciones gréficas de los niveles del conjunto de Cantor en los que se trabajé (N =
1a N =5 en este caso), asi como de los patrones de distribucién de intensidad para cada

nivel a su respectiva distancia de Talbot.

Parte de la importancia de este trabajo es la publicacién del procedimiento que se sigui6 para
la creacion de la funcion de la red fractal tipo Cantor y su aplicacion para la obtencion del

campo complejo en la regién de Fresnel.
2.1 Red tipo Cantor.

Una red de Cantor es ejemplo de un fractal regular rectangular [41], partiendo de la
construccion del conjunto de Cantor en la seccion 1.2 y la definicion de dimension fractal

dada por Mandelbrot [24], si tomamos el nivel C; del conjunto de Cantor tenemos dos
segmentos no vacios y uno vacio, pero en total tres segmentos, cada uno de longitud § con

lo que se puede calcular la dimension fractal de la siguiente manera:

D In(n(r)) (13)

in(7)

donde n(r) es el nimero de casillas no vacias y r la longitud de cada casilla.

En el cuadro 1 se muestra la dimension fractal para diferentes niveles del conjunto de Cantor:

18



Nivel n(r),r Dimensién fractal.
&} = 0.6309
3
C, 4,% 0.6309
9
Cq g L 0.6309
127
C, 16, = 0.6309
81

Cuadro 1. Dimension fractal para los niveles 1 a 4 del conjunto de Cantor.

continuando asi hasta Cy se puede concluir que el conjunto de barras de Cantor tiene una
dimension fractal D = 0.6309.

Cuando N — oo tenemos el nimero exacto de niveles en el conjunto de Cantor, con lo que se
construye un fractal real, para N un nimero finito se genera un pre-fractal. Sin embargo,
Y. Sakurada et al [27] nos dicen que en la naturaleza no existen fractales exactos por lo que

comunmente se toman a los pre-fractales como fractales.
Por conveniencia se puede tomar el conjunto de una longitud a = 1, haciendo al generador

11 . . 11
[—5,5] transparente. En el nivel C; hacemos el tercio central (—5,5) opaco, en el segundo

nivel hacemos opaco el segmento central de los dos tercios restantes y asi sucesivamente N

veces como se muestra en la figura 5. La red resultante tendra una distribucién 2¥ con rendijas
de longitud Ly = 311\, con las rendijas abiertas de igual anchura en cada nivel, pero sin una

distribucion periddica.

] ] N1
I [ ] I N2
- . - . - . mmmm N3

Figura 5. Conjunto de Cantor con diferentes niveles. Donde la parte azul representa las aberturas de la red.
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2.2 Deduccidn de la funcién para la red tipo Cantor.

Para deducir la funcién de la red tipo Cantor se parte de la definicion para los segmentos y
coordenadas dada por Y. Sakurada et al [27] de la siguiente manera:

Ly=a3™ y Xy= ’i"=1(i) (14)

3i

donde Ly es la longitud de los segmentos segun el nivel del conjunto de barras de Cantor en
el que se esté y X las coordenadas de cada segmento de dicho nivel. La funcién fue creada

por partes de la siguiente manera:

L L
1 XN—%SXSXN+7N
- 15
Fy L L (15)
0 Xy——5>X>Xy+—

Cuando X = 1 se tiene un valor maximo en la transmisién de la red, por lo que es una regién

abierta, cuando X = 0 se tiene una regién opaca.

Se sigue el procedimiento del apéndice A para la creacion de cualquier nivel del conjunto de
Cantor (figura 6).
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Figura 6. Comparacion de niveles del conjunto de Cantor a) N=1, b) N=2, c) N=3 y d) N=4

2.3 Obtencién del Campo y distribucion de intensidad en la regidn de Fresnel.

Para la obtencion del campo U(¢) partimos de (12) (donde se ha tomado una longitud de
onda A = 1) y obtendremos 2" integrales unidimensionales, cada integral corresponde a un

segmento del conjunto de Cantor en el que se esté trabajando.

Se obtiene el campo de la definicion de Y. Sakurada et al [9] donde A esta normalizada y se

propone lo siguiente:

Az (16)

con a la longitud del objeto periddico (en este caso 1), con lo que (12) queda de la siguiente

manera (con k = 27” ):
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1
1\2

0© = (5) [ Bt xem (-5 - 0?) ax

T

1
1\2

0© = (2)" [ A G Xarern (-5 - 0 ax

T

Por definicion, la distancia de Talbot es:

g = 2L
A
sustituyendo (18) en (16) tenemos que:
T = 2d?
para cada nivel y de forma general:
Ty = 2d3

ya que para cada nivel corresponde un valor especifico de d.

Entonces (17 b) queda de la forma:

1

uE) = (%)2 f Fy (Ly, Xy)exp (_
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(& - x)z) dx

(17 a)

(17 b)

(18)

(19)

(19 a)

(20)



donde 2d? queda de la forma 2I[[N]]? para poder programar y es el que dice la distancia a

la que se encuentra el objeto de estudio.

Tomando como ejemplo las ecuaciones (A3) correspondientes a N = 2 y sustituyéndolas en

(20) obtendremaos las siguientes integrales para el campo U (§):

1 1

Uz1(8) = (Zl[[lz]]z)E f_iFZ,l exp <—Zl[l[—7;]]2(f - X)Z) dx
11 ;
Uz,z(f) = (2[[[12]]2) j_Z%Fz,z exp (‘ﬁ(f - x)z) dx
1 % % in
U3(8) = (2[[[2]]2) f_les exp (‘W(f - x)2> dx

101

Uz a(&) = (Zl[[lz]]z)z jzl F, ,exp <_21[i[—7;]]2(€ - x)Z) dx

Si tenemos N = 2 para el segundo nivel 21[[2]]? entonces el objeto esta exactamente a la

distancia de Talbot con lo que se obtiene 7, = 0.024.

La distribucién de intensidad se obtiene a partir del campo U(&) sacando el modulo al

cuadrado:

1) =1U®I?

En la figura 7 se presentan los patrones obtenidos para las distribuciones de intensidad desde
N=1 hasta N=4 en 1ty =1,2,..,4 respectivamente. El apéndice B muestra el

procedimiento para la programacion de las distribuciones de intensidad.
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Intensidad [u.a.]
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[ur.
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Intensidad [u.a.]
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Tntensidsd [u.a]
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Slurl

d)

05f

03f

02}

Intensidad [u.a]

Figura 7. Distribuciones de intensidad a sus respectivas distancias de Talbota) N=1,b)N=2,c)N=3yd) N =4.
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CAPITULO Ill. Resultados y analisis.

La primera observacion en este trabajo es que, al tener una red de tipo fractal, en cualquier
nivel que nos encontremos se tendran patrones similares incluidos a los de niveles anteriores,
por ejemplo, si se toma la distribucion de intensidad para N = 5, se tendrd la distribucion de

intensidad de los cuatro niveles anteriores, (Figura 8).

En la figura 8 se puede observar la alta simetria del sistema dado por la red fractal de tipo
Cantor, asi mismo se puede observar la propiedad de autosimilaridad ya que, si miramos el
intervalo de 0.15 a 0.5 se puede observar un patron similar al que tiene la distribucion de
N = 4, asi mismo, del intervalo 0.35 a 0.5 se observa un patron como el que aparece en N =
3, de igual manera se pueden encontrar patrones idénticosa N = 2 en la region de 0.25a 0.3

y en un intervalo pequefio alrededor de 0.2 para N = 1.
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Figura 8. Distribucidn de Intensidad para N = 5 en t5 con acercamiento a los cuatro niveles anteriores a sus respectivas

distancias de Talbot.
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Como se menciono anteriormente, la distribucion de intensidad de la figura 8 se encuentra a
la distancia de Talbot adecuada para el quinto nivel del conjunto de Cantor, por lo que debe
contener los niveles anteriores a sus respectivas distancias de Talbot. Haciendo un
acercamiento a la parte derecha de la figura encontramos que tiene la informacion del cuarto

nivel (Figura 9).

Intensidad [u.a.]

0.5

"L (Nl

03
0.2

0 4 el b )

1 1 1
0.20 0.25 0.30 0.25 0.40 0.45

Intensidad [u.a]

T T
ATALT AT R

Figura 9. Comparacion de distribuciones de intensidad a) N=5y b) N=4
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Se puede observar que alrededor de la posicion 0.2 de la figura 9 b) (N = 4) se aproxima al
centro del maximo, en cambio, en la figura 9 a) (N =5) esta region se encuentra
aproximadamente en el centro del minimo entre los dos maximos, lo cual sugiere que, dada
la naturaleza fractal del sistema, cada pico en la figura 9 b) se abriré en dos picos para formar

la estructura del siguiente nivel.

Haciendo nuevamente un acercamiento a la mitad de la figura 9 a), se puede hacer una
comparacion similar en la region de 0.42 de la figura 10 ya que de igual manera el méximo
en 10 b) corresponde al centro del minimo en 10 a) aunque aqui existe un corrimiento mas

grande y es un poco menos evidente debido a la diferencia de escala mayor.

y L {lur]
0.40 0.42 0.44 0.46 0.48 0.50

/\

Intensidad [u.a.]

Intensidad [u.a]

b)

05t
0.4l

0.3

0.1}

Elurl

-0.4 -0.2

Figura 10. Comparacion de distribuciones de intensidad a) N=5y b) N=3
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De igual manera se sigue haciendo un acercamiento en N = 5 hasta llegar a N = 1 como se

muestra en las figuras 11 y 12:

Intensidad[u.5.]

Intensidad [u.3.]

b)

0.5

{lurl]

Figura 11. Comparacion de distribuciones de intensidad a) N=5y b) N=2
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Intensidad [u.5.]
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a)
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0.35}

NN

0.488 0.420 0.482 0.494

0.498 0.428 0.500

§lurl]

Intensidad [u.a.]

0.50 -

045

0.30 -

0.4 08

Elurl]

Dado que el sistema tiene naturaleza fractal, en los niveles de orden inferior es dificil que se
encuentre de manera inmediata la propiedad de autosimilaridad, como puede observarse en
los niveles N = 1y N = 2, ya que con estos no se puede hacer una comparacion como con
los niveles N = 3 en adelante, en los que al menos un maximo coincide con un minimo de
algun nivel de orden mayor, pero se puede hacer una comparacion de forma cualitativa, ya

que como se ha dicho el nivel N =5 contiene la forma de todos los niveles anteriores a

diferente escala.

Figura 12. Comparacion de distribuciones de intensidad a) N=5y b) N=1
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De acuerdo a la ecuacion (22 a), si se toma ahora el valor de t; = 0.22 y lo introducimos en
las integrales para los siguientes niveles tendremos que la pantalla se aleja de la fuente, de
modo que los patrones de distribucion de intensidad para los niveles N = 2 en adelante se
asemejan a los patrones obtenidos en la region de campo lejano (Figura 13), donde es

indispensable alejar la pantalla en & para no perder detalle del patrén obtenido.

Intensidad [u.a.]

0.2 ™N

¥ \
= e T
o i = _ {[url]

Intensidad [u.a.]

b) 005

// 001l \

— . . — S Elurl]
0
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0.0041 \
/
/ 0.002} \

Figura 13. Distribuciones de intensidad de los niveles a) N=2, b) N=3, ¢c) N=4 con 1, = 0.22
Haciendo las mismas variaciones ahora con t,, T3 y T, Se tiene que, para los niveles de orden
inferior como N = 1 el patron se acerca mas a la region de Fresnel dado que solo se esta variando la

longitud de las aberturas y la pantalla en £ se acerca cada vez mas con cada ty.

En la figura 14 a) se tiene N = 1 en t,, lo que significa que el primer nivel de la red de tipo Cantor
esta fuera de la distancia de Talbot y ahora se encuentra mas cerca de la pantalla en el eje &, como
se dijo anteriormente, al tener una rendija en la que sus aberturas no cambian y variar la
distancia de forma en que la fuente se acerque a la abertura se tendra el patrén de irradiancia

tipico para campo cercano.

Intensidad [u.3.]
a)
141

A

L . I L
-0.4 =02 0.2 0.4
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Intensidad [u.a]

b) 0.210}

§lur.

C) Intensidad [u.a.]

i §lurl]

-10 10

Figura 14. Distribuciones de intensidad de los niveles a) N=1, b) N=3 y c) N=4 con 7, = 0.024

En la figura 15 se muestran los resultados obtenidos para t; = 2.74 « 1073;
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Figura 15. Distribuciones de intensidad de los niveles a) N=1, b) N=2 y ¢) N=4 con T3 = 2.74 = 1073



Para t, = 3.04 = 10~* (Figura 16), las distribuciones de intensidad obtenidas en los deméas

niveles son las siguientes:
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Intensidad [u.r.]

©)

Elurl

Figura 16. Distribuciones de intensidad para los niveles a) N=1, b) N=2 y ¢) N=3 con t, = 3.04 * 10™*

Es importante notar que para 14 b) se tiene un patrén similar al obtenidopara N = 1ent; y
en 15 b) se tiene un patron como el obtenido para N = 1 en 1, lo que indica que a diferentes
cambios de escala en niveles de orden mayor se tendran patrones como los obtenidos en

niveles de orden menor.

En las figuras 14 a), 15 b) y 16 c) se tiene un patron similar, siendo la forma de 15 b) y 14 a)
contenidas en 16 c), asi como 15 a) estd contenida en 16 b), lo cual sugiere que de igual
manera que en los patrones de intensidad a sus respectivas distancias de Talbot, en patrones
de orden mayor se tendran de manera cualitativa patrones de orden menor fuera de su

distancia de Talbot debido a la naturaleza fractal del sistema.

De estos resultados es importante ver que, a medida que t se va haciendo mas pequefia los
patrones se acercan a la region de Fresnel o de campo cercano en el que la longitud de las
aberturas queda constante y sélo se cambia la distancia de la pantalla en &. Ademas, se tiene
que, por ejemplo, tomando t; = 2.74 * 1073 en el nivel N = 2, este tendra la misma
informacion (o al menos la misma forma cualitativamente) del nivel N = 1 tomado en t, =
0.024, con esto se observa una vez mas la autosimilaridad de la red tipo fractal, que, dadas
sus propiedades, cada nivel de orden mayor debe contener al menos algun nivel de orden
menor en su estructura. Los niveles posteriores al nivel correspondiente a la Ty usada se asemejan

a la difraccion en la regién de Fraunhofer.
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Conclusiones.

Después de hacer un analisis detallado de los resultados se encontrd que cada patrén obtenido
en cualquier nivel del conjunto de Cantor contendrd, al menos de forma cualitativa la
informacidn de todos los niveles anteriores. Para que la comparacion de la similitud entre la
informacidn de los niveles sea mas aceptable, se debe hacer con el nivel siguiente o anterior
al nivel al que se esta trabajando, ya que, debido a la naturaleza fractal del sistema, si se
compara un nivel de orden mayor con uno de orden mucho menor existird un cambio de
escala demasiado grande y los picos del nivel de orden mayor no coincidiran con los minimos
del nivel de orden menor, aunque cualitativamente en cualquier nivel de orden mayor se

encontrara la forma de los patrones de todos los niveles anteriores.

También es importante notar que, al variar las distancias, haciendo que cada nivel se
encuentre fuera de su distancia de Talbot de manera que la distancia sea muy grande en
comparacion con la abertura de las rendijas de la red, el patrén se asemeja al obtenido en la
region de campo lejano. En cambio, al ir disminuyendo la distancia de manera que la pantalla
en & esté muy proxima a la abertura, el patron se ird asemejando cada vez mas a la region de
difraccion de Fresnel y por la propiedad de autosimilaridad del sistema los patrones obtenidos
fuera de la distancia de Talbot en niveles de orden menor, estaran contenidos en patrones de
niveles de orden mayor, también fuera de la distancia de Talbot. Haciéndose evidente la
propiedad de autoimagen a diferentes distancias de Talbot y la propiedad de autosimilaridad

de la red fractal tipo Cantor.
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Perspectivas del trabajo.

Este estudio se logré concluir satisfactoriamente con un solo tipo de red, aunque
posteriormente se hara el mismo procedimiento con el conjunto de Cantor modificado y
diferentes tipos de redes fractales para comprobar si es posible determinar la dimension
fractal a partir de los patrones de distribucion de intensidad obtenidos, método que es usado

para determinar la dimension fractal en campo lejano.

Estudiar el flujo de potencia (vector de Poynting) en la region de Fresnel y en particular en

las posiciones de Talbot.

También se propone posteriormente calcular el campo cercano difractado por el método de
elemento finito para buscar una relacion entre la dimension fractal y el campo difractado, asi
como el estudio del fendmeno de Talbot en el procesado 6ptico de objetos y conformacion
de pulsos Opticos en fibra. Asi mismo, se propone estudiar la interaccion de nanoestructuras

con luz.
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Glosario.

Difraccion. Fendmeno que ocurre cuando la amplitud o fase de un frente de onda se alteran
debido a la interaccion de un obstaculo transparente u opaco, el cual es de la magnitud de la

longitud de onda.

Fractal. Término propuesto por Mandelbrot el cual describe que la geometria de un objeto

se repite a diferentes escalas.

Campo cercano (Fresnel). Region en la que el plano de observacion es muy cercano a la
abertura de la red de difraccion, haciendo que la imagen proyectada de dicha abertura sobre

una pantalla obtenga mas estructura con franjas mas visibles.

Campo lejano (Fraunhofer). Region en la que el plano de observacion se aleja de tal manera
de la abertura de la red de tal modo que la imagen proyectada se extiende considerablemente,

teniendo muy poco o nada de parecido con la abertura real.

Red de difraccién. Componente éptico que divide un frente de onda en diferentes

componentes.

Transmitancia. Cantidad de energia electromagnética que se pasa (se transmite) a traves de

un obstaculo.

Luz coherente. Para que un haz sea coherente, las ondas que lo conforman deben estar en

fase unas con otras, por ejemplo, un haz laser.

Autoimagen. Propiedad de que un objeto, bajo ciertas condiciones dpticas, proyecte una

imagen idéntica a cierta distancia.
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Apeéndice A.
Programacion en Mathematica de la funcién del conjunto de barras de Cantor.

La programacion se hizo de manera que se tenga una funcion para cada segmento del nivel
del conjunto de barras de Cantor en el que se esté trabajando. Dado que el conjunto de Cantor
es simétrico, para graficar, basta con programar la mitad positiva del conjunto y después
hacer una operacion de cambio de signo de tal manera que se obtenga la parte negativa.
Primero se define una tabla de datos que contenga las longitudes L, de los segmentos de

cada nivel en el conjunto (los primeros cinco niveles en este caso):

| = Table[a/3"i, {i,1,5)]
(A1)

:{111 1 1}

donde a es la longitud del iniciador del conjunto de Cantor (en este caso también es la

longitud de la red) y se ha tomado como unidad.

Para el primer nivel estos datos son suficientes y se definen las funciones de los dos

segmentos de este nivel de la siguiente manera:

d1[x_] = Piecewise[{{1,1[[1]] — (U[[1]1/2) < x < I[[1]] + ([[11]/2)}.{0, I[[1]] = (U[[111/2) > x > I[[1]] + CLI[211/2)}}]

d2[x_] = Piecewise[{{1,—{[[1]] — ([[1]]/2) < x < —[[1]] + (U[[1]1/2)}, {0, — {[[1]] — C[[11]1/2) > x > —{[[1]] + CUU[L]1/2)1]

donde d1yd2 son los segmentos correspondientes, en cualquier version del software
Mathematica se usa x_ para definir la variable que se usard. Como se menciond en la seccion
2.2 se usa una funcion por partes, que en Mathematica se define como Piecewise, debe
iniciar con mayuscula ya que el software distingue entre maydsculas y minudsculas,
posteriormente se definen los valores que tomara la funcion y los intervalos de validez en los

que l[[l]] es la longitud del segmento del nivel en el que se esta trabajando, en este caso
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1] = § nétese que en d2 se toma la longitud de los segmentos como —I[[1]] ya que es la

parte negativa del conjunto.

Al evaluar estas dos funciones nos dan los valores numéricos de la ubicaciéon de los

segmentos correspondientes al primer nivel ( d1y d2 tienen la forma dada por Mathematica):

Las funciones d1 y d2 se grafican para tener una representacion visual del nivel del conjunto

de Cantor, en Mathematica se usa el comando Plot:

Plot[d1[x] + d2[x], {x,—0.5,0.5}]

donde se tiene el intervalo {x,—0.5,0.5} ya que por conveniencia se toma el centro del
C. . . e . 1 1
iniciador como el origen y dado que a = 1 la grafica debe ir de — @ 7, comose observa en

la figura 17.
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Figura 17. Representacion de la amplitud de la funcion del conjunto de Cantor en N=1

A partir del segundo nivel se deben tomar los resultados de las partes positiva y negativa del
nivel anterior y sumarlos tanto a la parte positiva como a la parte negativa del siguiente nivel

para obtener las coordenadas X, de los segmentos, lo cual se hizo de la siguiente manera:

A=1[[1]]+{[[2]] 2

Ap = L[[1]] +{[[2]]

donde A contiene la parte positiva del nivel anterior y Ap la parte negativa, l[[1]] = %

L[[1]] = —% JM2]] = % es la longitud de los segmentos del segundo nivel.

. -z . 4 2
A continuacion, se deben hacer cuatro funciones con las coordenadas A = ;,Ap ==

—A= —% y—Ap = g respectivamente para los cuatro segmentos del segundo nivel, dichas

funciones se programan a partir de (15), con lo que tienen la siguiente forma:
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([[21] ([[21]
0 A—T>X>A+T
(1 - —ﬂsxs—fwﬂ
F,, = 2 2
io A— [[2]]>x> A+@
[i2] 2] "
( _ Hl2l) iz}
. i1 Ap [é” <X<Ap+ [é]]
0 A > > X Ap-l‘T
(1 _ a2 L[121]
F24_ 1 Ap > SXS—AP T
0 —Ap—l[[22”>X> A +@

En Mathematica se deben escribir de la siguiente manera:

fllx] = Piecewise[{{1,A — ([[2]]/2) < x < A+ ([[2]]/2)},{0,A — (U[[2]1/2) > x > A+ (l[[2]]/2)}}]
falx_] = Piecewise[{{1,-A — ([[2]]/2) = x < —A + ({[[2]]/2)},{0, — A = (l[[2]]/2) > x > —A + ({[[2]]/2)}}]
f3[x] = Piecewise[{{1, Ap — (I[[2]1/2) < x < Ap + ({[[2]1/2)},{0, Ap — (l[[2]1/2) > x > Ap + ({[[2]]/2)}}]

f4lx] = Piecewise[{{1, —Ap — (U[[2]1/2) < x < —Ap + ({[[2]]1/2)}.{0, — Ap — (1[[2]1/2) > x > —Ap + (U[[2]I/2)}}]

Se grafican usando Plot[f1[x] + f2[x] + f3[x] + f4[x], {x, 0.5, —0.5}] para obtener la
representacion del segundo nivel del conjunto de barras de Cantor (figura 18):
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Figura 18. Representacion de la amplitud de la funcion del conjunto de Cantor en N=2

Como se mencion0 anteriormente, a partir de este nivel se deben tomar ambas partes del
conjunto para poder construir el siguiente nivel, dicha relacion se hizo de la siguiente manera.

Para N = 3 se tiene:

B =A+1[[3]] =£
Bp=-A+1[[3]] = —;
5
Ce=Ap+1[[3]] = -5
7
Cp =—Ap +1[[3]] = 77
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después, a cada resultado se le cambia el signo haciendo —B, —Bp, —Ce, —Cp, con lo que se
tienen los 8 segmentos del tercer nivel y se construyen las 8 funciones correspondientes para

poder graficar (figura 19):

g1lx_] = Piecewise[{{1,B — (I[[3]1/2) < x < B+ ({[[3]]/2)},{0, B — ([[3]1/2) > x > B + ([[3]]/2)}}]
g2[x_] = Piecewise[{{1,—B — (I[[3]]/2) = x < =B + ({[[3]1/2)},{0, — B — ({[[3]1/2) > x > =B + (U[[3]l/2)}}]
g3lx_] = Piecewise[{{1, Bp — ({[[3]]/2) < x < Bp + (I[[3]1/2)},{0, Bp — (I[[3]1/2) > x > Bp + (U[[3]1/2)}}]
g4lx_] = Piecewise[{{1, —Bp — ([[3]1/2) < x = =Bp + ([[3]]/2)}, {0, — Bp — (I[[311/2) > x > —Bp + ([[3]]/2)}}]
95lx_] = Piecewise[{{1, Ce — (I[[3]]/2) < x < Ce + ([[3]]/2)},{0, Ce = (I[[3]]/2) > x > Ce + ([[3]]/2)}}]
g6lx_] = Piecewise[{{1,—Ce — (I[[3]]/2) < x < —Ce + (I[[3]]/2)},{0, = Ce — ([[3]]/2) > x > —Ce + (I[[3]]/2)}}]
g7[x_] = Piecewise[{{1,Cp — (I[[3]]/2) < x < Cp + (I[[3]1/2)},{0, Cp — (U[[3]1/2) > x > Cp + (U[3]1/2}}]

g8lx_] = Piecewise[{{1, —Cp — (I[[3]]/2) = x < —Cp + (U[[3]1/2)} {0,— Cp — (U[3]1/2) > x > —=Cp + (U[[3]1/2)}}]

y
I I 10+ I I
08 -
06 -
04 -
02 -
m X
-04 -0.2 0.2 04

Figura 19. Representacion de la amplitud de la funcion del conjunto de Cantor en N=3

De esta manera se procede con los siguientes niveles, graficando las funciones Fy respectivas

para cada segmento del nivel que se quiera generar.
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Notese que en cada nivel se suman los resultados del nivel anterior mas la longitud [[[N]]

correspondiente, de tal manera que N = 4 queda como sigue:

De = B + [[[4]]
Dp = —B + [[[4]]
Ee = Bp + I[[4]]
Ep = —Bp + {[[4]]
F = Ce+1[[4]]
Fp = —Ce + 1[[4]]
G =Cp+1[[4]]
Gp = —Cp + I[[4]]

Lo que nos da 8 segmentos, al hacer el cambio de signo tenemos los 16 segmentos

correspondientes al nivel 4 del conjunto de Cantor (figura 20):

- - . - 1_0 o . - - .-
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- — - X

-04 -02 0.2 04

Figura 20. Representacion de la amplitud de la funcion del conjunto de Cantor en N=4
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Se sigue este procedimiento para la creacion de cualquier nivel posterior, con lo que se

tendran 2V segmentos para cada nivel.
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Apéndice B.
Programacion en Mathematica del Campo U(§) y distribucion de intensidad.

Como se dijo en la seccién anterior, tendremos 2V integrales, una para segmento de la red
fractal tipo Cantor, para N = 3 dichas integrales de campo se programan de la siguiente

manera:

Wilg] = ((1/2 = [BID"2)"(1/2)) * Integrate[g1[x] « Exp[—I = Pix (1/(2 = (U[[31D"2)) * € — 2)*2], {x, ~1/2,1/2}]
W2[g] = ((1/(2 = ([[31D"2))*(1/2)) * Integrate[g2[x] » Exp[~I » Pi* (1/(2 = (I[[3]])*2)) * (§ — x)"2], {x, ~1/2,1/2}]
W3[E] = ((1/(2 * ([[31D"2))*(1/2)) * Integrate[g3[x] » Exp[~I = Pi* (1/(2 = (U[[3]])*2)) * (§ — x)"2], {x, ~1/2,1/2}]
WAE] = ((1/(2 = ([[31"2))"(1/2)) * Integrate[g4[x] = Exp[~I  Pi* (1/(2 = (U[[3]])*2)) * (§ — x)"2], {x, ~1/2,1/2}]
WS[E] = ((1/(2 = ([[31"2))*(1/2)) * Integrate[g5[x] » Exp[~I  Pi* (1/(2 = (U[[3]])*2)) * (§ — x)"2], {x, ~1/2,1/2}]
We[E] = ((1/(2 = ([[3])"2))"(1/2)) * Integrate[g6[x] » Exp[~I  Pi* (1/(2  (U[[31])*2)) * (§ — x)"2], {x, ~1/2,1/2}]
W78 = ((1/(2 = ([[3])"2))"(1/2)) * Integrate[g7[x] » Exp[~I  Pi * (1/(2 = (I[[3]])*2)) * (§ — x)"2], {x, ~1/2,1/2}]

W8[E] = ((1/(2 * ([[3]"2))*(1/2)) * Integrate[g8[x] » Exp[~I * Pi* (1/(2 = (I[[31])*2)) * (§ — x)"2], {x, ~1/2,1/2}]

1

. , . . . - 1 \2 -
Tenemos que el primer parentesis de las integrales representa el término (ﬁ)z, el primer

corchete del comando Integrate es el cuerpo de la integral, mientras que las llaves

representan los limites de integracion.

Posteriormente se usan estas integrales para obtener la distribucion de intensidad, dado que
es campo complejo, para obtener el modulo se multiplica U(&) por su conjugado. Esto se

programa de la siguiente manera:

II1[E ] = Abs[(Wl[E] * Conjugate[Wl[E]D]
I112[€ ] = Abs[(W2[E] * Conjugate[W2[]])]

II3[¢ ] = Abs[(WS [€] * Conjugate[W?)[E]D]
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I114[€.] = Abs[(W4[E] * Conjugate[W4[E]])]
I115[¢ ] = Abs[(W5[] * Conjugate[W5[€]])]
1116[€_] = Abs[(W6[E] * Conjugate[W6([E]])]
1117[€] = Abs[(W7[E] * Conjugate[W7[€]])]

I118[€_] = Abs[(W8[E] * Conjugate[WS8[E]])]

El comando Abs representa el valor absoluto para la obtencion del modulo y Conjugate es

el comando para obtener el conjugado.

Posteriormente se grafican todos los resultados correspondientes a la distribucion de

intensidad usando nuevamente el comando Plot:

Plot[III1[€] + II12[] + I1I3[E] + III4[€] + IIIS[€] + I116[€] + IIT7[] + I118[E], {§, —0.5, 0.5}]
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