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Introduccion

Una digrafica D consiste de un conjunto no vacio de objetos llamados
vértices, denotado por V(D), y un conjunto (posiblemente vacio) de pares
ordenados de elementos de V(D) al que llamaremos flechas, denotado por
F(D). Asi una digrafica se representa mediante una serie de puntos (los
vértices) conectados por flechas.

Un tema de estudio en las digraficas son los torneos, de las cuales muchas de
sus propiedades fueron investigadas principalmente por Landau (1953) con
el fin de modelar la relaciéon de grupos de gallinas. El nombre de torneo se
origina de la interpretacién de un torneo (round robin) en donde cada juga-
dor se enfrenta a cada uno de los otros jugadores una sola vez y sin que se
de un empate. Un torneo T' es una digréafica, donde entre cualesquiera dos
vértices estan unidos por una unica flecha.

Los torneos y sus diferentes generalizaciones forman clases muy interesantes
y utiles de digréaficas y tienen una teoria rica que no tiene ninguna analogia
con graficas. En 1968, en la monografia de Moon ”Topics in Tournament” [8],
reunié practicamente todos los resultados conocidos hasta ese momento y es
una referencia muy importante cuando se estudian torneos. Este libro y los
articulos de Beineke y Wilson [9] en 1975, Reid y Beineke [20] en 1978, Bei-
neke [21] en 1981, y Bermond y Thomassen [22] en 1981 dieron la inspiracién
para muchos matematicos en este campo.

Otro concepto importante que se ha estudiado es el de torneo n—partito o
multipartito que es el resultado de orientar una grafica n—partita completa.
Algunas primeras observaciones de torneos n—partitos fueron encontradas en
el libro de Moon [8], pdg. 63. En 1976, Bondy [10] fue el primero en observar
los ciclos en torneos multipartitos. En particular la Ph.D. tesis de Yeo [11]
en 1998, Tewes [12] en 1999, y la tesis de Guo [13] en 1998 se dedicaron a
este tema.

Un torneo n—partito puede ser usado para representar el resultado de com-
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RESUMEN I1I

peticiones entre n equipos en el que cada jugador compite una vez con cada
jugador de los restantes n — 1 equipos, eso da como resultado un torneo n-
partito.

En mi trabajo de tesis presentaremos algunos resultados de torneos multi-
partitos, algunos son una generalizacién de los resultados que se tienen en
torneos, mientras que otros son particularmente para torneos n—partitos. El
trabajo estd dividido en tres capitulos y gran parte de él se centrara en la
busqueda de ciclos en torneos n—partitos.

El primer capitulo aborda la definiciones basicas como son: camino dirigi-
do, trayectoria dirigida, ciclo, digrafica, digrafica fuertemente conexa, entre
otras. También se dardan algunos resultados conocidos de digraficas.

En el segundo capitulo hablaremos de los torneos y algunas definiciones co-
mo: digrafica panciclica, digrafica vértice-panciclica y torneo bipartito. Se
daran algunos resultados sobre torneos que nos seran de gran ayuda para el
siguiente capitulo, pues en gran parte estan relacionados y son casos parti-
culares de torneos multipartitos.

En el dltimo capitulo se centra el tema principal de la tesis que son los
torneos n—partitos, digraficas cuyos vértices son divididos en n conjuntos
ajenos, tales que entre cualesquiera dos vértices de distintos conjuntos exista
una flecha y sélo una, ademas entre cualesquiera dos vértices en un mismo
conjunto no existe flecha entre ellos. Se definiran algunos términos que nos
facilitaran la comprensién de los resultados que se mostraran como son: sco-
re, terna, terna transitiva, skipper, etc. La mayoria de los resultados que se
daran abordan en gran parte la buisqueda de ciclos en torneos multipartitos,
por ejemplo se demostrara que si v es un vértice que pertenece a un ciclo en
un torneo multipartito, entonces v pertenece a un 3—ciclo o a un 4—ciclo,
también se dard una férmula para poder contar el nimero de 3—ciclos en
un torneo multipartito. Se veran algunos resultados para torneos multipar-
titos fuertemente conexos, demostraremos que existe al menos un vértice en
cada conjunto de la particién que pertenece a un 3—ciclo en un torneo mul-
tipartito fuertemente conexo, al igual que demostraremos que todo torneo
n—partito fuertemente conexo, tiene al menos un vértice que pertenece a un
ciclo de longitud m € {3,4,...,n}, entre otros resultados mas para torneos
multipartitos fuertemente conexos.
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Capitulo 1

Digraficas

En este capitulo se daran conceptos basicos de la teoria de digréficas,
como son: la definicion de digrafica, exgrado, ingrado, subdigrafica inducida,
exvecino, entre otras, asi como teoremas o proposiciones muy conocidas en
este tema que nos seran de ayuda para los siguientes capitulos.
Empezaremos dando la definicion de digrafica.

Definicién 1.0.1. Una digrdfica D consiste de un conjunto no vacio de
objetos llamados vértices, denotado por V (D), y un conjunto (posiblemente

vacio) de pares ordenados de elementos de V(D) al que llamaremos flechas,
denotado por F(D).

Ejemplo 1.0.1. Sean D, y D, digrdficas, definidas de la siguiente manera:
V<D1) - {/Uh/UZ} V(DQ) = {u17u27u37u47u5}
F(-Dl) — {(Uh UQ)} F(-DQ) - {(Ul, u2>7 (Uh U5), (u27u3)7 (u27 ’LL4),

(us, ua), (ug, ur), (U, uz), (g, us), (us, ur), (us, us) }

1@ '@ U2 \ )




CAPITULO 1. DIGRAFICAS 2

El conjunto de vértices, V (D), puede ser finito o infinito, asi nuestras
digraficas pueden ser finitas o infinitas, todo dependera de la carnalidad de
los conjuntos V(D) y F(D).

Nosotros soélo trabajaremos con digraficas finitas.

Definicién 1.0.2. Si (u,v) € F(D) diremos que u es adyacente hacia v

o v es adyacente desde u. Diremos que u y v son adyacentes si (u,v) €
F(D) o (v,u) € F(D).

Definiciéon 1.0.3. Una flecha que une a un vértice consigo mismo es llamada
un lazo. Si dos o mads flechas unen a un mismo par de vértices en la misma
direccion son llamadas flechas maltiples.

Ejemplo 1.0.2. En la digrifica D, (vy4,vy4), (ver figura 1.1), es un lazo y
(v1,v2) es una flecha mailtiple pues se repite tres veces.

e A
. rew
\_/'

(Y@t @
Uy
Figura 1.1.

Una digrafica que acepta lazos y flechas multiples es llamada multidigra-
fica, las digraficas que no aceptan lazos ni flechas multiples son llamadas
digraficas simples.

Es importante aclarar que nosotros trabajaremos sélo con digraficas simples.

Definicién 1.0.4. Sea D una digrdfica, llamaremos orden a la cardinalidad
del conjunto V(D) y tamano a la cardinalidad del conjunto F(D), denotados
porp=|V(D)| y q = |F(D)|, respectivamente.

Definicién 1.0.5. Sea D una digrdfica. Paraw € V (D), el ingrado o grado
interior de u es el numero de flechas adyacentes hacia u, denotado como

dp(u).
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Definicién 1.0.6. Sea D una digrdfica. Paraw € V (D), el exgrado o grado
exterior de u es el numero de flechas adyacentes desde u, denotado como

65 (u).

Definicién 1.0.7. Sea D una digrafica, un receptor es un vértice de exgrado
cero y un trasmisor es un vértice de ingrado cero.

Definicién 1.0.8. Definimos el grado de u € V(D), denotado por dp(u),
como:

Op(u) = 6 (u) + 0p(u).

Definicién 1.0.9. Sea D una digrdfica, denotamos por AT(D) al exgrado
mazximo y A~ (D) al ingrado mdzimo de D, es decir,

AT(D) = mdz{d}(u) |u € V(D)}
A~ (D) = maz{o,(u) |u € V(D)}

Ejemplo 1.0.3. Para la digrdfica D se tiene que su orden es |V (D)| =5y
su tamano es |F(D)| = 8.
El ingrado de cada vértice de la digrdfica D es:

dp(ur) =1, dp(u2) =1, Opus) =4, oplus) =1, p(us) =1
El exgrado de cada vértice de la digrafica D es:

0p(ur) =3,  Op(ua) =1, Oplus) =0,  dp(us) =1,  dp(us) =3.
Ast el grado de cada vértice de la digrdfica D es:

Op(ur) =4, oplug) =2, dp(uz) =4, Idp(us) =2, Oplus)=4.
El exgrado mdximo de D es AT(D) = 3 y el ingrado mdzimo de D es

A-(D) = 4.

u@

FAVAN
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CAPITULO 1. DIGRAFICAS 4

Definicién 1.0.10. Sea D una digrdfica. Para U C V (D), definimos <U>, la
subdigrdfica inducida por U, como V((U)) = U y F((U)) = {(u,v)|(u, v)
€ F(D) y u,veU}

Ejemplo 1.0.4. Sea D la digrdfica de la figura 1.2 y las digraficas <WO>,
(ver figura 1.3 (a)) y (Wh), (ver figura 1.3 (b)) son digrdficas inducidas por
Wo = {u,w,x} y Wi = {u,v,x,y}, subconjuntos de V (D), respectivamente.

D : ou
Yy
Y v
([
&
o w
Figura 1.2.
<WO>: ou <W1>Z ou
Y
[ v
{
’o Lo o /
(a) (b)
Figura 1.3.

Se pueden definir algunas operaciones en digraficas. Estas operaciones en
ciertas ocasiones pueden servirnos de apoyo para realizar algunas demostra-
ciones

Definicién 1.0.11. Si D es una digrifica no trivial y w € V(D). D — {u}
es la digrdfica cuyos vértices son V(D —{u}) = V(D) —{u}, y las flechas de
D — {u} son las flechas de D menos las flechas adyacentes desde u y hacia
u.
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Definicién 1.0.12. Si a = (u,v) € F(D). D — {a} es la digrdfica con
V(D —A{a}) =V(D) y F(D —{a}) = F(D) — {a}.

Definicién 1.0.13. Sea D una digrifica. Decimos que D™! es la inversa de
D, si D™ se obtuvo de invertir las flechas de D, es decir, V(D™') = V(D)
y (v,u) € F(D™') siy sélo si (u,v) € F(D).

Ejemplo 1.0.5. Sea D la digrdfica como en la figura 1.4,
D: [ X
U / \. y
..\ J
.4/.2
u

Figura 1.4.

a la digrdfica D le quitaremos el vértice x, (ver figura 1.5 (a)) y por otra
parte a la digrdfica D le quitaremos la flecha (u,x), (ver figura 1.5 (b)).

D — {z}: D — {(u,x)} : Y
g @y g/' \‘.y
/ N
u@e— @7 u@e— @2
(a) (b)
Figura 1.5.

La digrdfica D™' es la inversa de la digrdfica D, (ver figura 1.6).

Definicién 1.0.14. Sea D una digrdafica. Decimos que v es exvecino de u

si (u,v) € F(D)y denotaremos por Nf(u) al conjunto de exvecinos de u en
D.

Definicién 1.0.15. Sea D una digrdfica. Decimos que v es invecino de u

si (v,u) € F(D)y denotaremos por Np,(u) al conjunto de invecinos de u en
D.
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D;: /
v@ f.y
\<. @:
Figura 1.6.

Ejemplo 1.0.6. En la siguiente digrdfica D (figura 1.7) tenemos los siguien-
tes conjuntos de exvecinos:

Np(u1) =0, Nj(uz) = {ur}, Np(us) = {uz, us}, Nj(ua) = {us}, Np(us) =
{us}.

y los siguientes conjuntos de invecinos:

]{VBEM) = {u2}, Np(uz) = {us,us}, Np(us) = {ua}, Np(ug) =0, Np(us) =
usy.

Figura 1.7.

Definicién 1.0.16. Un camino dirigido W en una digrifica D es una
sucesion de vértices (ug, Uy, ..., uy,) tal que (u;,uir1) € F(D), con 0 < i <
n— 1.

Definicién 1.0.17. Sea D wuna digrdfica. Llamaremos a W un camino
dirigido generador, si W es un camino dirigido en D y V(W) =V (D).

Definicién 1.0.18. Un paseo dirigido P en una digrdafica D es un camino
dirigido en el que no se repiten flechas.

Definicién 1.0.19. Una trayectoria dirigida T en una digrdafica D es un
camino dirigido en el cual no se repiten vértices.
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Ejemplo 1.0.7. En la digrdfica D (figura 1.8), W = (u, v, x,u,v,w, z) €s un
uz—camino dirigido, W' = (u,v, z,u,v,w, z,y,v) es un uv—camino dirigido
generador, pues W' es un uwv—camino dirigido en D y V(W') = V(D). P =
(u,v,w, z,y,v,x) es un ur—paseo dirigido y T = (v,w, z,y, ) es una vr—tra-
yectoria dirigida.

D
u@—r@V

o \o

V@—»@x

Figura 1.8.

Definicién 1.0.20. Un camino dirigido cerrado en una digrafica D es
un camino dirigido tal que el primer y ultimo vértice son iguales.

Definicién 1.0.21. Un paseo dirigido cerrado en una digrdfica D es un
paseo dirigido tal que el primer y ultimo vértice son iguales. Un paseo dirigido
cerrado también recibe el nombre de circuito.

Definicién 1.0.22. Un ciclo dirigido en una digrifica D es un paseo diri-
gido en el cual sélo el primer y ultimo vértice son iguales, si V(C) =V (D),
entonces C' es un ciclo dirigido generador.

Ejemplo 1.0.8. Sea D la digrifica del ejemplo 1.0.7, (figura 1.8), entonces
W = (u,v,z,u,v,w, z,y,x,u) es un camino dirigido cerrado en D, P =
(v, z,u,v,w, 2,y,v) es un paseo cerrado dirigido en D, C' = (u,v,z,u) es un
ciclo dirigido y C' = (u,v,w, z,y,x,u) es un ciclo dirigido generador.

En adelante siempre que se hable de un uv—camino, uv—paseo, uv—tra-
yectoria o ciclo se entendera que es un uv—camino dirigido, uv—paseo diri-
gido, uv—trayectoria dirigida o ciclo dirigido, respectivamente, a menos que
se especifique lo contrario.

Teorema 1.0.23. Sea D una digrdfica. Todo uv— camino contiene una uv—tra-
yectoria.
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Teorema 1.0.24. Sea D una digrdafica. Todo camino cerrado C en D con-
tiene un ciclo.

Definicién 1.0.25. Sea D una digrdfica, la grifica subyacente Gp es la
grdfica definida de la siguiente manera:

o V(Gp)=V(D).

e u es adyacente a v en Gp siy sélo si (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D) o
ambas.

Ejemplo 1.0.9. La grifica Gp, es la grdfica subyacente de la digrdfica D.

D: Gp:

u @ u.

//

/

[

\

A v .
w ‘;47\\7\77/7 ) @@

(a) (b)

Definicién 1.0.26. Una digrdfica D es aciclica si no contiene ciclos.

Ejemplo 1.0.10. La digrdfica D3, es aciclica pues no contiene ningiun ciclo.

v@—p @
A

v
y.{ Qv
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Recordemos que si A es un conjunto, una particion de A es una familia
de subconjuntos de A, {4,;};cr, donde I es un conjunto de indices, que satis-
face que A; # () para todo i € I, A;NA; =0 para toda i # j y U,c; 4 = A.
Definiciéon 1.0.27. Una digrdfica D es una digrafica bipartita si existe una
particion {U, W} de los vértices de D, tal que cualquier flecha de D tiene
un extremo en U y otro en W, en este caso diremos que {U W} es una
biparticion.

Ejemplo 1.0.11. La digrdfica D es bipartita ya que si U = {u,w,x} y W =
{v,y, 2z}, entonces tenemos que {U, W'} es una biparticion de los vértices de
D y cada flecha de D tiene un extremo en U y otro en W.

Definicién 1.0.28. Sea D una digrafica. Decimos que D es fuertemente
conexa (fuerte) si para todo u,v € V(D) existe un uv-camino y un vu-
camino.

En la definicién anterior podemos decir, por el teorema 1.0.23, que una
digrafica D es fuerte, si para todo u,v € V(D) existe una uv—trayectoria y
una vu—trayectoria.

Ejemplo 1.0.12. La digrdfica D, (ver figura 1.9) es fuerte, pues para to-
do par de vértices u, v € V(D) existe una uwv—trayectoria y existe una
vu—trayectoria, para esto consideremos el ciclo C' = (u,v,z,y,x,u).

Teorema 1.0.29. Una digrdafica D es fuertemente conexa si y solo si existe
un camino cerrado generador.

Corolario 1.0.30. Sea D una digrdfica fuertemente conexa. Si v € V(D),
entonces 0 (v) >0 y 0~ (v) > 0.
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Figura 1.9.
Definicién 1.0.31. Sea D una digrdfica. Se dice que una trayectoria T es
una trayectoria hamiltoniana si V(T) = V(D).

Ejemplo 1.0.13. La siguiente digrafica D contiene la trayectoria hamilto-
niana T = (w4, ug, Us, Usg, Uy ).

D :
u; @4¢— @
o / \ Uy
\ Us
L @

Teorema 1.0.32. Sea D una digrdfica. Si D es hamiltoniana, entonces D
es fuertemente conexa.

Definicién 1.0.33. Sea D una digrdfica. Un ciclo C' contenido en D es
hamiltoniano si V(C) = V(D).

Definicién 1.0.34. Una digrdfica D es hamailtoniana si contiene un ciclo
hamiltoniano.

Ejemplo 1.0.14. La siguiente digrdfica D, (ver figura 1.10) contiene el ciclo
hamiltoniano C = (u,v,w,y,u) y entonces D es hamiltoniana.

Definicién 1.0.35. Sea D una digrdfica y u, v € V(D). La distancia entre
u y v, denotado por d(u,v), estd definida de la siguiente manera:

d(u, v) = min{l(T) |T es una uv-trayectoria}
"7/l oo st ono existe una uv-trayectoria
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D :
u.Q’\."U

y.{— . w

Figura 1.10.

Ejemplo 1.0.15. Calculemos d(u,v). La digrdfica D contiene las uv-trayecto-
rias Ty = (u,y,x,v), Ty = (u,y,w,v), Tz = (u,y,z,w,v) y Ty = (u,x,v) y
son todas. Ahora I(Ty) = 3, l(Tz) = 3, I(T3) = 4 y I(Ty) = 2, entonces
d(u,v) = min{l(T;)} = 2, con i € {1,2,3,4}.



Capitulo 2

Torneos

En este capitulo hablaremos de un tipo particular de digraficas que pue-
den ser utilizadas para representar diversas situaciones, los torneos, llamados
asi por la relacién que existe entre sus vértices, ya que para cualesquiera par
de estos existe una y sélo una flecha entre ellos.

Definicién 2.0.1. Un torneo T es una digrdafica tal que para todo u,v €
V(D) eziste (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D), pero no ambas.

Ejemplo 2.0.1. Las siguientes digraficas D1, Dy y D3 son torneos pues son
digradficas asimétricas completas.

D] ) ]_)3 . .U . v
U @—P@usy
. Y
e /"
0@ _——»@®us ‘/

(a) (b)

Notemos que existe un tnico torneo de orden uno y consiste de un sélo
vértice.

12
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Definicién 2.0.2. Sean T un torneo y v € V(T'). Decimos que v es un
vértice transmisor si 65(v) > 0 y o7 (v) = 0.

Definicién 2.0.3. Sean T un torneo y v € V(T). Decimos que v es un
vértice receptor si o5 (v) >0 y o5 (v) = 0.

Ejemplo 2.0.2. En el ejemplo 2.0.1, v € V(Ds) es un vértice transmisor,
pues 67, (v1) =2 >0y oy, (v1) = 0. Por otra parte, v € V(D3) es un vértice
receptor, pues oy, (vs) =2 >0y 65 (v3) = 0.

Definicién 2.0.4. Una digrafica de orden p > 3 que contenga ciclos de
longitud n, con 3 < n < p, serd llamada panciclica.

Definicién 2.0.5. Una digrafica es vértice-panciclica si cada vértice esta
contenido en un ciclo de longitud n, con 3 < n < p.

Definicién 2.0.6. Un torneo bipartito es una digrdfica D, donde eziste
{U, W} una particion de V(D) de tal manera que para todo uy,us € U y para
todo wy, we € W no existe (uy,uz) € F(D) ni (wy,ws) € F(W), ademds para
todouw € U yw € W se tiene que (u,w) € F(D) o (w,u) € F(D), pero no
ambas.

Ejemplo 2.0.3. La digrdfica T es un torneo bipartito ya que si U = {u,w,y}
y W ={v,z}, entonces tenemos que {U, W'} es una biparticion de los vértices
de T y cada vértice de U es adyacente a cada vértice de W.

Como por definiciéon un torneo es una digrafica, podemos pensar en las
subdigraficas de un torneo. Es claro que cualquier subdigrafica de un torneo
no es necesariamente un torneo ya que una subdigrafica podria ser un sub-
conjunto de los vértices del torneo y no contener flechas. Sin embargo una
subdigrafica inducida de un torneo sera siempre un torneo.

Proposicion 2.0.7. Toda subdigrifica inducida de un torneo es un torneo.



CAPITULO 2. TORNEOS 14

En el capitulo anterior vimos la definicion de distancia, observemos que
en torneos para cualquier par de vértices u y v, se tiene que d(u,v) = 1 o bien
d(v,u) = 1, pues siempre existe una flecha entre ellos. El siguiente teorema
nos dice como es la distancia entre vértices de torneos con alguna condicién.

Teorema 2.0.8. Sea T' un torneo. Si u es un vértice de exgrado mdzximo en
T, entonces d(u,v) < 2 para todo v € V(T).

Demostracion. Sean T un torneo y u € V(T') tal que u tiene exgrado maximo.
Sean V' =V (T) — {u} y W = {v| (u,v) € F(D)} los exvecinos de u.

e Si V' = W, entonces tenemos que d(u,v) = 1 para todo v € W, por
definicién de distancia, asi d(u,v) < 2 para todo v € V' = V(T') — {u}.

e Si V' # W, entonces existe w € V'—W, como T es torneo (u, w) € F(T)
o (w,u) € F(T), pero w ¢ W por lo que (u,w) ¢ F(T). Por lo tanto
(w,u) € F(T).

u@ W
N
?

W

Ahora, supongamos que (w,v) € F(T) para todo v € W, entonces
0T (w) > W]+ 1 ya que (w,u) € F(T), pero §(u) = |W| por lo que
6T (w) > 0% (u) al menos en uno, lo que contradice que u es de exgrado
maximo.

vg

?

w@—

De lo anterior, (v, w) € F(T) para algin v € W por lo que tenemos una
uw—trayectoria dirgida de la siguiente forma T = (u,v,w) y I(T) = 2,
ademés como (u,w) € F(T), podemos asegurar que [(7") es minima.
Entonces, d(u,w) = 2 para todo w € V' — W.
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u.sb W
?

W@

Por lo tanto, d(u,v) < 2 para todo v € V(7). O

Teorema 2.0.9. Cada vértice de un torneo I’ fuertemente conexo con p > 3,
pertenece a un ciclo de longitud 3.

Demostracion. Sea T un torneo fuertemente conexo y sea v € V(T'), demos-
traremos que v pertenece a un ciclo de longitud 3.

Como T es fuertemente conexo tenemos que 6+ (u) > 0y 0~ (u) > 0 para
todo u € V(T'), (Corolario 1.0.30), en particular para el vértice arbitrario v
que se tomo inicialmente. Para v € V(T') sean N*(v) y N~ (v) los conjuntos
de exvecinos e invecinos de v, respectivamente, (figura 2.1).

Ve

Ntw) 7 A N~ (v)

e e

Figura 2.1.

Supongamos que (w,u) € F(T) para todo u € N*(v) y w € N~ (v), (figura
2.2).

'@

N+(U) M K N*(v)

Figura 2.2.

Entonces existe un wu—camino, y no existe un uw—camino, lo que contra-
dice que T es fuertemente conexo.

Por lo tanto, existe u € N (v) y w € N~ (v) tal que (u,w) € F(T).

Asi, C' = (v,u,w,v) es un ciclo dirigido de longitud 3 que contiene a v, (ver
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Figura 2.3.
figura 2.3).
Por lo tanto, cada vértice de un torneo T fuertemente conexo con p > 3
pertenece a un ciclo de longitud 3. O]

Teorema 2.0.10. Si T es fuertemente conexo de orden p > 3, entonces
cada vértice v € V(T') estd contenido en un ciclo de longitud n, para cada
3<n<p.

Demostracion. Induccion sobre n.

Sea T un torneo fuertemente conexo de orden py v € V(7).

Base de induccion.

Para n = 3 por el teorema 2.0.9 existe un ciclo de longitud 3 que contiene a
.

Hipdtesis de induccién.

Sea T' un torneo fuertemente conexo de orden p > 3, supongamos que todo
v € V(T) pertenece a un ciclo de longitud k con 3 < k <n < p.

Paso inductivo.

Por demostrar que v pertenece a un ciclo de longitud n + 1.

Por hipétesis de induccion existe C' = (v = vy, v, ..., vy, v) un ciclo de longi-
tud n que contiene a v. Para demostrar que existe un ciclo de longitud n +1
que contiene a v consideremos dos casos.

e Supongamos que existe u € V(T') —V(C) tal que (u,v;), (vj,u) € F(T)
para algunos v;, v; € V(C) con i # j. Ahora bien, sin pérdida de
generalidad supongamos que (v1,u) € F(T') y sea v; el primer vértice de
C tal que (u,v;) € F(T) para algin i € {2,...,n}, entonces (v;_1,u) €
F(T). Asi C" = (v = vy, ..., ¥_1, U, V;, ..., Up, v) €s un ciclo de longitud
n + 1 que contiene a v, (ver figura 2.4).

e Supongamos ahora que no existe v € V(T) — V(C) tal que (u,v;),
(vj,u) € F(T) para algunos v;, v; € V(C) con i # j, entonces para
todow € V(T')—V(C) o bien (w,v;) € F(T') o (vj,w) € F(T) para toda
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.'Ul l\‘u
"oun Vi@
\

Figura 2.4.

i,7 € {1,...,n} coni # j, por lo que podemos hacer una particién en dos
subconjuntos U = {u € V(T') | (u,v;) € F(T) para todo i € {1,...,n}}
y W ={w e V(T)|(v;,w) € F(T) para todo i € {1,...,n}}.

Notemos que U # 0 y W # (), pues de lo contrario supongamos sin
perder generalidad que U = () (en el otro caso consideremos la digrafica
inversa), entonces para todo w € V(T) — V(C) C W tenemos que
(vj,w) € F(T) y (w,v;) ¢ F(T), para toda i € {1,...,n}, por lo que no
existe una wv—trayectoria contenida en 7', lo que contradice que 7' es
fuertemente conexo.

Asi, U # 0y W # (). Por otro lado notemos que existen u € Uy w € W
tales que (w,u) € F(T), pues de lo contrario si suponemos que no existe
ueUyweW tales que (w,u) € F(T), entonces (u,w) € F(T), para
todou € Uy w € W, es decir no existe wu-trayectoria contenida en 7',
(ver figura 2.5), lo cual es una contradiccién, pues contradice el hecho
de que T es fuertemente conexo.

v}'./ \
U

=

Figura 2.5.

Asi existen uw € U y w € W tales que (w,u) € F(T). Entonces C" =
(u,v =01, ..., Vp_1,w, u) es un ciclo de longitud n + 1 que contiene a v,
(ver figura 2.6).



CAPITULO 2. TORNEOS 18
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Figura 2.6.

Por lo tanto cada vértice de un torneo fuertemente conexo de orden p > 3
estd contenido en un ciclo de longitud n. O]

Corolario 2.0.11. Todo torneo T' fuertemente conexo de orden p > 3, con-
tiene un k—ciclo para todo k, con 3 < k < p.

Teorema 2.0.12. Sea T un torneo con p > 3. T es fuertemente conexo si y
solo si T es hamiltoniano.

Demostracion. Si T es un torneo hamiltoniano, entonces T es fuertemente
conexo por el teorema 1.0.32.

Por otro lado sea T" un torneo con p > 3 tal que 7" es fuertemente conexo.
Por el teorema 2.0.10 sabemos que T contiene un ciclo C' de longitud p por
lo que V(C) = V(T), asi dicho ciclo es generador.

Por lo tanto 7' es hamiltoniano. O

Proposicién 2.0.13. Todo torneo T contiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostracion. Por induccién sobre el orden del torneo.

Base de induccién.

Si p = 2, tenemos al torneo T definido como V(T') = {vy,ve} y F(T) =
{(v1,v2)}, entonces T' contiene la trayectoria hamiltoniana (vy, vs).

Si p = 3, los tnicos torneos de orden 3 son C3 y T3, (ver figura 2.7).

Asi, C3 contiene la trayectoria hamiltoniana (uq,us,u3) y T3 contiene a la
trayectoria hamiltoniana (ve, vs,v1).

Hipdtesis de induccion. Supongamos que todo torneo 7' de orden p, contiene
una trayectoria hamiltoniana.

Paso inductivo.
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Figura 2.7.

Sea T un torneo de orden p + 1 y sea u € V(T), ahora bien T — {u} es
un torneo de orden p y por hipétesis de induccion contiene una trayectoria
hamiltoniana. Sea 177 = (v, ..., v,) la trayectoria hamiltoniana contenida en
en T — {u}.

Tll

U1 O/\/\/\. Up

Como T es torneo entonces (u,v;) € F(T) o (v;,u) € F(T) para cada
i € {1,...,p}. En particular para v; € V(T). Si (u,v1) € F(T) entonces
(u, vy, ....,vp) es una trayectoria hamiltoniana contenida en T.

wel N N e,
'\

ou

Ahora si (vi,u) € F(T), fijémonos en el ultimo vértice v; € V(T — {u}) tal
que (v;,u) € F(T), asi tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si2 < i < p,entonces (u,v;41) € F(T), por lo que (vy, ..., v;, U, Vit 1, ...,
v,) es una trayectoria hamiltoniana contenida en 7', (ver figura 2.8).

Caso 2: Sii = p, entonces (vy, ..., Uy, u) €s una trayectoria hamiltoniana conte-
nida en 7.

Por lo tanto todo torneo T contiene una trayectoria hamiltoniana. O]
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Figura 2.8.

Teorema 2.0.14. Si T es un torneo de orden p, entonces el numero de
3-ciclos en T es

- Dp-2) -5 3 SFEEFE) - 1)

veV(T)

Demostracion. Primero calcularemos el nimero de conjuntos diferentes de
tres vértices {v1,v9,v3} que se pueden formar con los vértices de T, este
nimero es:

p pt_pp—Dp-2)p-3) 1
(3) (p—3)3 6(p — 3)! = gPle = Dp - 2).

Notemos que no todos los conjuntos de tres vértices de T' forman un 3—ciclo,
algunos pueden ser de la forma como la de la figura 2.9, entonces si {u, v, w}
es un conjunto de tres vértices de T' que no forma un 3—ciclo, existe un
vértice en ese conjunto que es adyacente hacia los otros dos vértices, en el
caso del T3 como el de la figura 2.9 dicho vértice es u.

/N

®o 0

Figura 2.9.

Afirmamos que el niimero de conjuntos de tres vértices de T' que no forman
un 3—ciclo es:

1
5 S ) - ).
veV(T)
Primero calcularemos el nimero de conjuntos diferentes de tres vértices de
T en los cuales v € V(T') es adyacente hacia los otros dos vértices restantes,
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empezando por considerar el niimero de exvecinos de v, es decir |N; (v)] =
64 (v), de los cuales escogeremos dos sin importarnos el orden y para esto
tenemos que existen

(5¥(v)) _ op()! o (0)(0F (v) — 1)(67(v) — 2)!
2 (64 (v) — 2)12 (64 (0) — 2)12!

= LOEW)GH) ~ 1),

formas de escogerlos, con esto se tiene que el nimero de conjuntos diferentes
de tres vértices de T" en los cuales v € V(T') es adyacente hacia los otros dos
vértices restantes es £07 (v) (64 (v) — 1).

Entonces para tener el nimero de conjuntos de tres vértices de T' que no
forman un 3—ciclo, tenemos que sumar todos los conjuntos diferentes de
tres vértices de T' en los cuales v € V(T') es adyacente hacia los otros dos
vértices restantes, para todo v € V(T'), es decir el nimero de conjuntos de
tres vértices de T' que no forman un 3—ciclo es:

> ) - ).

veV(T)

Notemos que para u, w € V(T), si U contiene todos los conjuntos de tres
vértices de T' que no forman un 3—ciclo, en los cuales u es adyacente hacia
los otros dos vértices restantes y si W contiene todos los conjuntos de tres
vértices de T que no forman un 3—ciclo, en los cuales w es adyacente hacia
los otros dos vértices restantes, entonces U N W = (), pues de lo contrario
existirfa un conjunto de tres vértices en U y W que contiene a u y a w, en
el cual u es adyacente hacia v y w es adyacente hacia w, entonces (u,w) y
(w,u) € F(T) lo cual es una contradiccién pues 7" es un torneo. Con esto
se garantiza que en la suma no se cuentan dos o mas veces o mas el mismo
conjunto de tres vértices.

Entonces al restarle el nimero de conjuntos de tres vértices de T' que no for-
man un 3—ciclo al nimero de conjuntos diferentes de tres vértices {vy, v, v3}
que se pueden formar con los vértices de T' nos da como resultado el nimero
de 3-ciclos que contiene T', asi el nimero de 3—ciclos en T es:

PE-Dp-2) -5 3 ) - 1)

6
veV(T)



Capitulo 3

Torneos n—partitos

El presente capitulo es el tema principal de este trabajo y hablaremos
de un tipo especial de digraficas, los torneos n—partitos. Gran parte de los
resultados tratan de la existencia de ciclos con ciertas caracteristicas, asi,
como de ciclos de una longitud determinada en los torneos n—partitos.
Empezaremos con algunas definiciones.

Definicién 3.0.1. Un torneo 3-partito es una digrifica T = (V(T), F(T)),
cuyos vértices se pueden partir en tres conjuntos Vo, Vi y Vs, tal que se cum-
ple:

(i) Vs UVAUVs = V(T).
(i) VinV; =0 ; para 0< i#j<2.

de tal manera que para todo u, v € V;, con 0 < i < 2, se tiene que (u,v) ¢
F(T) y (v,u) ¢ F(T), ademds para todow € V; y v e V; con0< i# 35 <2,
se tiene que (u,v) € F(T) o (v,u) € F(T), pero no ambas.

Definicién 3.0.2. Un torneo n-partito o torneo multipartito es una
digrdfica T = (V(T), F(T)), cuyos vértices se pueden partir en n conjuntos
Vo, Vi,...,V_1, tal que se cumple :

(i) VoUuViu..uV,_y =V(T).

(i) VinV;=0; para 0< i#j<n-—1

22
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de tal manera que para todo u, v € V;, con 0 < 1 < n — 1, se tiene que
(w,v) ¢ F(T) y (v,u) ¢ F(T), ademds para todo v € V; y v € V; con
0< i¢#j<n-—1, se tiene que (u,v) € F(T) o (v,u) € F(T), pero no
ambas.

Ejemplo 3.0.1. Sea T7 un torneo 3-partito definido como:

V(T1) = {v1,v9, 03,04, 05,06} con los conjuntos de la particion Vo = {v1}, Vi) =
{va2,vs} y Vo = {va, vs, 06}, F(T1) = {(v1,v2), (v1,v4), (v1, v6), (V2,v4), (v2,05),
(v3,v1), (v3,v4), (Vs,v1), (Vs,v3), (Ve, V2), (vg,v3)}. (Figura 3.1)

Tli

Figura 3.1.

Ejemplo 3.0.2. Sea T5 un torneo 4-partito definido de la siguiente manera:
V(Ty) = {uy, ug, ug, ug, us, ug} con los conjuntos de la particion Vo = {us }, Vi

= {ug, uz}, Vo = {ug,us} y Va = {ue}, F(T2) = {(u1, u2), (u1,u3), (ur, us), (uz,
u5)> <u27 uﬁ)? (U3, U4), (U4, ul)? (u4> u2)7 (u47 u6)7 <u57 U3), (u67 ul)? (u67 U3), (u6> u5)}
(Figura 3.2)

Definicién 3.0.3. Sea T un torneo n-partito, n > 3. Se dice score, denotado
por s(v), de un vértice v en T a su exgrado, es decir s(v) = 6} (v).

En la siguiente definicién <V;C U V]> denota a la subdigrafica inducida por
V(Vi) UV (V).

Definicién 3.0.4. Sea T un torneo n-partito, n > 3, con los conjuntos de
la particion Vo,Vi,.., Vo1 y seav € V;, con 0 < j < n — 1, definimos
s (v)=07, (v) donde Ty ; = (VeUV;), con0<k<n-—1.

Notemos que s;(v) = 7, (v) =0.

Definicién 3.0.5. Sea T un torneo n-partito, n > 3, con los vértices vy, v, ...,
v, € V(T), llamamos secuencia del score a s(vy), s(vs), ..., s(vp).
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Figura 3.2.

Definicién 3.0.6. Una terna en un torneo n-partito T', n > 3, es un con-
gunto de 3 vértices {u,v,w} de T, tal que u,v y w pertenecen a distintos
conguntos de la particion.

Definicién 3.0.7. Una terna transitiva en un torneo n-partito T', n > 3,
es una terna de T' que no induce un 3-ciclo, en cuyo caso induce un Tj.

Ejemplo 3.0.3. En el torneo Ty de la figura 3.3, tenemos lo siguiente:

Figura 3.3.

o v, € V] se tiene que so(vy) = 5;50}1(1)1) =0 (ver figura 3.4 (a)), s1(v1) =
5;:171('01) =0 (ver figura 3.4 (b)) y s2(v1) = 5;5271(’01) =1 (ver figura 3.4
(c))-

o Como s(vg) = 1,s(v1) = 1,s(vy) =2 y s(v3) = 1, entonces la secuencia
del score de Ty es 1,1,2,1.



CAPITULO 3. TORNEOS N—PARTITOS 25

(Vouvi): s//b?o\%
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Figura 3.4.

o {vg,v1,v3} no es una terna, pero {vy,va,v3} es una terna, ademds es
una terna transitiva.

Definicién 3.0.8. Si T es un torneo n—partito y C = (vq, Vg, V3, ..., Up, V1) €S
un n-ciclo en T, llamaremos l-skipper. a la flecha (vi,viy41) € F(T) para
algin i € {1,2,3,...,n}.

Ejemplo 3.0.4. Si C' es un ciclo en un torneo n—partito T', como el de la
figura 3.5, entonces C' tiene un 1-skipper pues (vi,v3) € F(T), un 2-skipper
pues (vi,vy) € F(T), un 3-skipper pues (vi,vs) € F(T) y un 4-skipper pues
(?)171}6) S F(T)

Figura 3.5.

Definicion 3.0.9. Sean u y v vértices de un torneo n—partito T'. Si en
T existe una uv—trayectoria de longitud k, entonces decimos que u derro-
ta indirectamente a v en a lo mds k pasos. Si k es la longitud de una
uv—trayectoria mds corta, entonces decimos que u derrota indirectamen-
te av en k pasos y si k =1, entonces decimos que u derrota a v.
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Definiciéon 3.0.10. La excentricidad de un vértice u es:
exc(u) = mdz{d(u,v) |v e V(T)}.

Ejemplo 3.0.5. Sea T el torneo 3-partito como en la figura 3.6, tenemos que
T contiene cinco uguy —trayectorias, que son: (us, vy, us, w,uy ), (Us, v, Uz, Vg,
u), (us,vy,us, vo, w,uq),(us, v, w,uy) y (us, w,uy), pero la trayectoria de
longitud mdas corta es (ug,w,u;) que es de longitud 2, entonces uz derro-
ta indirectamente a uy en 2 pasos, por otro lado us,us,vi y vy derrotan
a w. También tenemos que la excentricidad de w es 5, pues T contiene
a L = (w,uy, v, us,vg,u3) una wug—trayectoria y es la mds grande pues
V(L) =V(T).

Proposicién 3.0.11. Sea T" un torneo n-partito, n > 3 y C un ciclo en T
que contiene vértices de al menos tres conjuntos distintos de la particion,
entonces existen tres vértices consecutivos en C' que pertenecen a distintos
conjuntos de la particion.

Demostracion. Supongamos que no existen 3 vértices consecutivos en C' que
pertenezcan a distintos conjuntos de la particién. Sean C' = (x4, x, ..., 2], 1)
un ciclo de longitud [, con [ € N, [ > 3 y Dy, Dy conjuntos de la particién,
donde z1 € Dy y 29 € Dy, como x1, x5 y x3 son tres vértices consecutivos en
C, entonces x3 no puede pertenecer a otro conjunto distinto de la particién
de Dy y Do, ademads (2, x3) € F(D), entonces x3 € Dy, de igual forma x5, x3
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y x4 son vértices consecutivos en C, entonces x4 € D,, siguiendo este proce-
dimiento se llega a la conclusién que si z; € V(C) con 1 < i < [, entonces
x; € D1 o x; € Dy, entonces C solo contiene vértices de dos conjuntos de
la particion, lo cual es una contradccién, pues por hipotesis C' contiene tres
vértices que pertenecen a distintos conjuntos de la particion.

Por lo tanto existen tres vértices consecutivos en C' que pertenecen a distintos
conjuntos de la particion. O]

La estructura de ciclos en torneos y torneos bipartitos se ha estudiado
mucho en la literatura, por eso nos centraremos en la estructura de los ciclos
en torneos multipartitos, empezando por la existencia de ciclos pequenos en
torneos n—partitos, donde n > 3.

Teorema 3.0.12. Sea T un torneo n-partito, n > 3. Entonces T contiene
un 3-ciclo st y solo si existe un ciclo en T que contiene vértices de al menos
tres conjuntos distintos de la particion.

Demostracion. Primero, supongamos que T’ contiene a C' un 3-ciclo, enton-
ces C tiene tres vértices, notemos que si al menos dos de ellos estan en un
mismo conjunto de la particién, entonces por definicién de torneo n-partito
(definicion 3.0.2) se tiene que entre estos dos vértices no existe una flecha,
lo cual es una contradiccion pues en T' existe una flecha entre estos vértices,
entonces cada vértice pertenece a un conjunto distinto de la particion.
Ahora, supongamos que 7' contiene al menos un ciclo que tiene vértices de al
menos tres conjuntos de la particiéon. Sea C' un ciclo de longitud minima en
T que contiene vértices de al menos tres conjuntos de la particiéon. Notemos
que si C' es un 3-ciclo tenemos el resultado.

Ahora supongamos que C' no es un 3-ciclo.

Por la proposicion 3.0.11 se tiene que existen tres vértices consecutivos u, v, w
en C que pertenecen a distintos conjuntos de la particion, supongamos que
Dy, Dy y D3 son conjuntos de la particion tales que u € Dy, v € Dy y w € Ds.
Como T es un torneo n-partito, entonces (u, w) € F(T') o (w,u) € F(T). No-
temos que si (w,u) € F(T), entonces Cy = (u,v,w,u) es un 3-ciclo con tres
vértices en distintos conjuntos de la particiéon de longitud més pequena que
C, lo cual es una contradiccién (figura 3.7 (a)).

Ast (u,w) € F(T). Sea Cy = (C — v) U (u,w), entonces Cy es un ciclo de
longitud més pequena que C (figura 3.7 (b)).
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o

Figura 3.7.

Observemos que si Cy tiene vértices de al menos tres conjuntos distintos
de la particién llegaremos a una contradiccion. Supongamos que Cy solo
contiene vértices de dos conjuntos de la particién, es decir de los conjuntos
de D; y Ds, sea x el sucesor de w en Cy, entonces x € D;. Notemos que
(x,v) & F(T) (figura 3.8 (a)), pues C3 = (z,v,w,z) seria un 3-ciclo con
vértices de al menos tres conjuntos de la particion de longitud més pequeno
que C, lo cual contradice la eleccién de C'. Por lo tanto (v, z) € F(T') (figura
3.8 (b)).

Figura 3.8.

Notemos que |V (Cy)| > 4, ya que si |[V(Cy)| = 3, entonces el ciclo Cy
serfa Cy = (u,w,z,u), es decir (z,u) € F(Cs), lo cual es una contradiccion
pues u y x € D;. Por lo tanto |V(Cy)| > 4, entonces existe un vértice y € Cy
sucesor de z, donde y € D3 (figura 3.9 (a)).

Ahora sea Cy = (C'— w) U (v, ), entonces Cy es un ciclo de longitud més
pequena que la de C'; ademas C'y contiene vértices de tres conjuntos distintos
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de la particién, pues u,v y y € Cy con u € Di,v € Dy y y € D3, lo cual
es una contradiccion, pues C' es el ciclo de longitud mas pequena con tres
vértices de distintos conjuntos de la particién (figura 3.9 (b)).

Figura 3.9.

Por lo tanto C' debe ser un 3—ciclo. O

Se sabe que en un torneo n—partito el ciclo de longitud mas pequena
que puede contener es un 3-ciclo. Por el teorema 3.0.12 si T" es un tor-
neo n—partito y 17" contiene un 3-ciclo, entonces existe un ciclo en 1" que
contiene vértices de al menos tres conjuntos distintos de la particién, en-
tonces nos podemos preguntar, si 7' es un torneo n—partito y C' es un k-
ciclo, con k > 4, entonces ;existe un ciclo en T que contiene vértices de
al menos tres conjuntos distintos de la particion?, la respuesta es no, pues
si T' es un torneo 3-partito, con V(1) = {uy,us, us, uyg,us} y los conjun-
tos de la particion Vy = {uj,us}, Vi = {ug,wa}, Vo = {us} y F(T) =
{(u1,uq), (uy, us), (ug, ug), (ug, us), (us, uy), (us, us), (g, uz), (ug, us)} (ver fi-
gura 3.10), donde C' = (uq,uy,us,us,u;) es un 4-ciclo en 7', pero T no
contiene un ciclo que contenga vértices de al menos tres conjuntos de la
particién, pues el tnico ciclo que contiene T es C'y C' sélo contiene vértices

de Vi y Va.
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T
U @— > @U3

@us

70

U @—>@Uy

Figura 3.10.

Teorema 3.0.13. Sea T un torneo n-partito, n > 3. Si u es un vértice de T
que pertenece a un ciclo, entonces u pertenece a un 3-ciclo o a un 4-ciclo.

Demostracion. Sea C' un ciclo de longitud minima que contiene a u. Si C' es
un 3-ciclo o un 4-ciclo entonces tenemos el resultado.

Asi supongamos que C' no es un 4-ciclo, ni un 3-ciclo. Sean u, v, w, r vértices
de una trayectoria de longitud 3 contenida en C' que empieza en u, notemos
que (u,w) & F(T), pues C; = (C' —v) U (u,w) es un ciclo de longitud més
pequena que C' (ver figura 3.11 (a)) y C} contiene a u, lo cual es una contra-
diccién, con la eleccién de C, ademas (w,u) € F(T), pues Cy = (u,v,w,u)
es un 3-ciclo mds pequenio que C'y contiene a u (ver figura 3.11 (b)).

Yan
\/\/

Figura 3.11.

Por lo tanto (w,u) y (u,w) ¢ F(T), entonces u y w pertenecen al mismo
conjunto de la particion de T', pues T' es un torneo n-partito. Por otro lado
observemos que (z,u) ¢ F(T) pues C3 = (u,v,w,z,u) es un 4-ciclo mas
pequeno que C' (ver figura 3.12 (a)), lo cual es una contradiccién, también
(u,z) & F(T) ya que Cy = (C —{v,w}) U (u,z) es un ciclo més pequeno que
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C'y que contiene a u, lo cual es una contradiccién (ver figura 3.12 (b)).

v
’LLF X Ui xr
(’ |
W o

Figura 3.12.

Por lo que (u,x) y (z,u) € F(T), entonces u y x pertenecen al mismo con-
junto de la particién, lo cual es una contradiccion, pues u y w pertenecen al
mismo conjunto de la particién, asi x y w pertenecen al mismo conjunto de
la particién, lo cual es una contradiccién, pues (w,z) € F(T).

Por lo tanto u pertenece a un 3-ciclo o a un 4-ciclo. O]

Proposicién 3.0.14. Sea T un torneo n-partito y sean W = {vg, vy, ...., v, } C
V(T), con 0 < m < n, tal que entre cualesquiera dos vértices no pertenez-
can a un mismo conjunto de la particion, entonces existe una trayectoria de
longitud m en T" que los contiene.

Demostracion. Sea W = {vg,v1,...,vn} v sea D = <W>, notemos que la
digrafica inducida por el conjunto de vértices de W es un torneo pues si u y
v € W, entonces u y v estdn en distintos conjuntos de la particiéon de V(T),
entonces (u,v) € F(T) o (v,u) € F(T), pero no ambas, pues 1" es torneo
n-partito. Asi D es un torneo, entonces por la proposicion 2.0.13, D contiene
una trayectoria hamiltoniana, de donde D tiene una trayectoria de longitud
m.

Por lo tanto existe una trayectoria de longitud m en T' que contiene a los
vértices de W. O]

Un resultado muy conocido para torneos es que todo torneo fuertemente
conexo es hamiltoniano (teorema 2.0.12). En 1996 Harary y Moser extendie-
ron ese resultado y mostraron que un torneo fuertemente conexo de orden
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p > 3 contiene un k—ciclo para todo k, con 3 < k < p (Corolario 2.0.11),
mientras que Moon mostré que los torneos fuertemente conexos son vértices-
panciclico (teorema 2.0.10 ), es decir cualquier vértice de un torneo fuerte-
mente conexo se encuentra en un k—ciclo para cualquier k£, con 3 < k£ < p. Tal
abundancia de ciclos no tienen porqué estar presentes en torneos 3-partitos
fuertemente conexos que no son torneos. Por ejemplo, el torneo 3-partito T}
de la figura 3.13 (a) es hamiltoniano pues C' = (vg, v1, v, v3,vp) €s un ciclo
generador en 77, por lo tanto es fuertemente conexo, pero el vértice v no
pertenece a un 3-ciclo, ya que vz sélo es adyacente hacia vy y vy s6lo es ad-
yacente hacia vy, pero v; no es adyacente hacia vs. Por otro lado (vg,vs),
(vs,v9) € F(T), pero (vo,v2) ¢ F(T), por lo tanto v3 no pertenece a un
3-ciclo. Ahora, el torneo 3-partito T de la figura 3.13 (b), con los conjuntos
de la particiéon {uy,us}, {us,us} v {us,ug} es también hamiltoniano, pues
C' = (uq, ug, ug, Uz, us, us, up) es un ciclo generador en Ty, pero u; no pertene-
ce a un 4-ciclo, para ver esto mostraremos todas las trayectorias de longitud
tres que inician en w1, y veremos que el iltimo vértice de dicha trayectoria no
es adyacente hacia u;. Primero consideremos los exvecinos de u; que serian
U3 vy Uy, asi tenemos lo siguientes:

e los exvecinos de uz son us y ug, por un lado us es adyacente hacia wuy, us
y u4, entonces Ty contiene a Ly = (uq, ug, us, us) v Lo = (uq, us, us, uy)
trayectorias de longitud tres, con uy y uy vértices que no son adyacentes
hacia u;.

Por otro lado los exvecinos de ug son u; y us, entonces 75 contiene a
L3 = (uy,us, ug, uz) una trayectoria de longitud tres, donde us no es
adyacente hacia u;.

e u, es adyacente hacia ug y los exvecinos de ug son uy y uq, entonces 15
contiene a Ly = (uy, uy, ug, uz) una trayectoria de longitud tres, donde
us no es adyacentes hacia u;.

Por lo tanto u; no pertenece a un 4-ciclo.
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Figura 3.13.

Proposicién 3.0.15. Sea T' un torneo n-partito fuertemente conexo, n > 3,
con los conjuntos de la particion Vo, Vi, ...,V,_1 y donde T;; = <V; U V]>,
0<1<j7<n-—1. Entonces

(1) Cualesquiera dos vértices de distintos conjuntos de la particion estdn en
un ciclo en comun.

(it) St T;; (i < j) no es fuertemente conexo, entonces hay un ciclo que
contiene vértices de Vi, V; y al menos otro conjunto de la particion.

(i19) Sii,j y k son enteros i < j <k tal que T; ;,Tj y T; son fuertemente
conezxos, entonces hay un ciclo que contiene vértices de V;,V; y Vi y no de
otro conjunto de la particion.

Demostracion. (i) Seanwuy v € V(T') que pertenecen a distintos conjuntos
de la particién, entonces por definicién de torneo n-partito (u,v) €
F(T) o (v,u) € F(T), sin pérdida de generalidad supongamos que
(u,v) € F(T). Ahora como T es fuertemente conexo, entonces existe L

una vu-trayectoria, asi sea C'= LU (u,v) un ciclo que contiene a u y a
v (figura 3.14).

7 v,

Figura 3.14.
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(77) La demostracién la haremos por contrapositiva, es decir demostraremos
que si no hay un ciclo que contiene vértices de V;, V; y al menos otro
conjunto de la particién, entonces T; ; (i < j) es fuertemente conexo.
Sean v y v € V(T;,), afirmamos que existen una wv—trayectoria y
una vu—trayectoria en 7; ;, como u, v € V(7; ;) entonces tenemos los
siguientes casos:

Caso 1:

Caso 2:

SiueV;ywv eV, tenemos que uy v € V(T) y sabemos
que T es fuertemente conexo, entonces por el inciso (i) sabe-
mos que entre cualesquiera dos vértices de distintos conjuntos
de la particiéon estdn en un ciclo en comun, asi v y v pertene-
cen a un mismo ciclo C' en T, pero por hipdtesis tenemos que
no hay un ciclo que contiene vértices de V;,V; y al menos otro
conjunto de la particién, entonces C' es un ciclo que sélo con-
tiene vértices de V; y Vj, entonces C' es un ciclo en 7; ;, supon-
gamos que ¢ = (U,$1,$2,$3,---,xn,v,yl,yQ,yz),,---,ym,u>, enton-
ces L1 = (u,xq1,xg,...,v) es una uv—trayectoria en T;; y Ly =
(v, 91, Y2, Y3, ..., u) s una vu—trayectoria en T ;.

Siuywv e Viouywv €V, sin pérdida de generalidad supon-
gamos que u y v € V;, sea x un vértice de V; entonces por el
caso 1 para u € V; y © € V; existe una ux—trayectoria L; y una
ru—trayectoria Ly en T; ;, de igual forma parav € Vi y z € V}
existe una vr—trayectoria L3 y una zv—trayectoria L4 en T ;, en-
tonces Ly ULy es un wv—camino en T; j y L3UL; es un vu—camino
en T; ;, asi existe en T; ; una uv—trayectoria y una vu—trayectoria,
por el teorema 1.0.23.

Por lo tanto T; ; es fuertemente conexo.

(179) Sean uy € Vi, us € V; y ug € Vj.
Sabemos por la proposicion 3.0.14 que existe una trayectoria L de lon-
gitud dos que contiene a uq,us y uz. Entonces alguna de la siguientes
trayectorias pertenecen a 7"

Uy, Uz,U3),

Uy, U3, U
Uz, U1, U

3/

( )
( 2),
( )
( )

Uz, U3, U1),
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L (U3,U17U2),

L (Ug, U2, ul)-

Sin pérdida de generalidad supongamos que L = (u, us, u3) pertenece
a T, como T;j es fuertemente conexo entonces existe L; una usu;-
trayectoria contenida en T} ;, que no contiene a ug, entonces C' = LU L,
es un ciclo que contiene vértices de V;,V; y Vi y no de otro conjunto
de la particién (figura 3.15).

Vj

Figura 3.15.

]

Corolario 3.0.16. Si T es un torneo n-partito (n > 3) fuertemente conexo,
entonces T' contiene un 3-ciclo.

Demostracion. Sea Vi, Vs v V3 conjuntos de la particion de T' consideremos
T o = <V1 U V2>, T3 = <V1 U V},> y Ta3 = <V2 U V3>, entonces tenemos dos
casos: si 119, 11,3 y 153 son fuertemente conexos entonces por la proposicién
3.0.15 inciso (4i7) existe un ciclo que contiene vértices de Vi, Vo y V3 y no de
otro conjunto, asi por el teorema 3.0.12, se concluye que T tiene un 3-ciclo.
Por otro lado si alguno de los tres T’ 2, T1 3 ¥ T53 no es fuertemente conexo,
sin pérdida de generalidad supongamos que 772 no es fuertemente conexo,
entonces por la proposicién 3.0.15 inciso (i) existe un ciclo que contiene
vértices de Vi, V4 v de al menos otro conjunto de la particion, asi por el
teorema 3.0.12 se concluye que T tiene un 3-ciclo. [
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En el siguiente teorema se dara el nimero de 3-ciclos en torneos n-partitos
(n > 3), pero antes recordemos que por el teorema 2.0.14 se tiene que el
nimero de 3-ciclos en un torneo 7" de orden p es

ép(p—l)p 2—— > 97 -1,

UEV(T)

donde $p(p—1)(p—2) es el niimero de ternas en 7'y 3 D vev(T) 64 (0) (65 (v) —
1) es el nimero de ternas transitivas en 7.
Ahora daremos una férmula para el niimero de 3-ciclos en un torneo n-partito.

Teorema 3.0.17. Sea T un torneo n-partito, n > 3, que tiene como con-
Juntos de la particion a Vy, Vi, ..., V,_1. Entonces el numero de 3-ciclos en T
estda dado por

n—1 k—1 j—1 n—1 J—1
Vel 2 Vi Dl = > Zsa )2 i)
k=2 7j=1 1=0 veV (T 1=0

Demostracion. Primero calcularemos el nimero de ternas posibles que se
pueden formar con los vértices de T. Para empezar contaremos todas las
ternas de sélo tres conjuntos de la particion, que se obtiene de multiplicar
la cardinalidad de estos tres conjuntos (ver figura 3.16). Ahora consideremos
todas las combinaciones obtenidas de 3 conjuntos de la particién, esto para
contar todas las ternas en 7', afirmamos que este niimero es:

n—1 —

waZ v

k=2 j=1

Figura 3.16.
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Para demostrarlo lo haremos por induccion sobre n.
Base de induccién.
Si n = 3 entonces el nimero de ternas que se pueden formar en T es

3—1 k—1 7—1
ValValIVol = > Vil D IVi D Vil
k=2 j=1 i=0

Sin = 4, entonces las posibles combinaciones para poder elegir tres conjuntos
de la particién es (g‘) = 4, que son las siguientes: |Va||V1||Vol|, |V3||Vi]|Vbl,
\V5[|V2||Vol, |V5||[Va]|VAi|. Entonces la suma de todos ellos nos da como resul-
tado el nimero de ternas posibles, que es

4—1 k—1 7j—1
Vol VAl Vol + V5[ VA Vol + V3l IVal Vol + Vsl VallVal = D [Vl D 1Vil D Vil
k=2 j=1 i=0

Hipdtesis de induccion. Supongamos que vale para n, es decir el nimero de
ternas en T un torneo n-partito es: S r—, |Vl Zf;ll V3 2020 Vil

Paso inductivo.

Sea T un torneo (n + 1)-partito, si consideramos la digrafica inducida por
D = <V0 uWViu..u Vn_1>, entonces por la hipétesis de induccion tenemos
que el niimero de ternas en D es 71 |Vi] Zf;ll Vi 3020 Vil

Asi para saber cuantas ternas tenemos en T, sélo falta considerar las combi-
naciones de tres conjuntos de la particién teniendo fijo V,, como uno de los

tres conjuntos, que son () = @, se enlistan a continuacién: |V, ||V1||Vo|,
VallVal[Vol,oos [VallVarl Vol Val[Val [Vl [ValIVA[[Vals..os [Val Vil VAL,
VallVa[IVal, -y [VallVa—1||Va—2|- Entonces el nimero de ternas en T' es:

n—1 k—1 j—1

STV DIV VA (IVal VAl Vol + IValIVal Vol + -+ [VallVasa | Vol +

k=2 j=1 i=0

Vol lValVi| + [Val [V3I[VA] + <+ [Vl [Vica [VA] + [ Vil V3] Vel + - +
n—1 k—1 J—1 n—1 7j—1
Vol VacalVaal = D VA VI Vil + VAl DIV Vi
k=2 j=1 1=0 7j=1 =0
n k—1 j—1
=S DIV
k=2 j=1 i=0
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Por lo tanto si T es un torneo n-partito, entonces el nimero de ternas en T’

es
n k-1 i—1

STV VD vl
k=2 j=1 i=0

Notemos que no todas las ternas {u, v, w} en T forman ciclos (ver figura 3.17),
algunos son ternas transitivas, entonces si {u,v,w} es una terna transitiva,
este conjunto contiene exactamente un vértice que es adyacente hacia los
otros dos vértices en la terna (ver figura 3.17 (b)).

VAVIVAN

o
(a) (b)
Figura 3.17.

Afirmamos que el nimero de ternas transitivas que contienen a v € V,,, el
cual es adyacente hacia los dos vértices restantes en la terna es

ICIIC)

La demostracion se hara por induccién sobre n.

Base de induccion.

Si n = 2, basta con considerar las parejas que podemos formar con los tres
conjuntos de la particién que son (g) = 3, los cuales son: (V1,Vh), (Va, Vo)

y (V2, V1), entonces el numero de ternas transitivas que contienen a v es:

$1(v)s0(v) + s2(v)se(v) + s1(v)s2(v) = 23:1 s;(v) 32720 si(v) (figura 3.18).

Sin = 3, entonces las posibles combinaciones de las parejas que podemos for-
mar son (,) = 6, que son: (V1, Vo), (Va, Vo) (Va, V1), (Va, Vo), (Va, V1) v (V3, Va),

2
entonces el nimero de ternas transitivas que contienen a v es:

51(v)s0(v) 4 52(v)s0(v) + 51(v)52(v) + s3(v)s0(v) + 53(v)51(V) + 53(v)52(V)

= Zsj(v) ' si(v).
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Vi Va

V—
o
e

Figura 3.18.

Hipétesis de induccion. Supongamos que vale para n, es decir el nimero de
ternas transitivas en 7' un torneo n-partito es: » 7, s;(v) I si(v).

Paso inductivo.

Sea T un torneo (n + 1)—partito, consideremos la digréfica inducida por
D = <V0, Vi, . Vn_1>, asi por la hipétesis de induccién tenemos que el niime-
ro de ternas transitivas en D es: Z;:ll 5;(0) 125 si(v).

Entonces para saber cuantas ternas transitivas tenemos en 7', solo falta con-
siderar las combinaciones de dos conjuntos de la particion teniendo fijo a
V,, como uno de los dos conjuntos, estas son: (V,,, Vo), (Vi,, V1), ..o, Vi, Vie1),
entonces el numero de ternas transitivas en 7' es:

2_: s;(v) ._ $i(V) 4 $n(v)50(V) 4 $p(v)s1(V) + - - - + $5(V)5p—1 (V)
CS )Y s 0) 5 0) Y s0) =S 50 S ()

Por lo tanto si 1" es un torneo n-partito, el niimero de ternas transitivas que
contienen a v es:

> sy s

Para conocer el niimero de ternas transitivas que tiene T', tenemos que sumar
todas las ternas transitivas que contienen a v, para todo v en V(7'), es decir
el nimero de ternas transitivas en 7' es:

n— 7—1

Z s;(v) Z si(v).

veV(T) j= i=0
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Entonces al restarle el nimero de ternas transitivas al ntimero de ternas en
T nos da como resultado el namero de 3-ciclos que contiene T, asi el niimero
de 3-ciclos en T es:

n—1 k—1 7j—1
|vk|Z|v;!Z|%| > ng si(v).
k=2 j=1 veV(T) j=1 i=0

]

Corolario 3.0.18. Sea T un torneo 3-partito con los conjuntos de la parti-
cion Vo, Vi, V. Entonces
(1) El nimero de ternas transitivas de T' estd dado por

Z Z Sz—i-l SH-Z )

=0 veV;

donde el indice estd expresado mddulo 3.
(17) El nimero de 3-ciclos de T estd dado por

Vol Val[Val - ZZSM )sis2(v).
=0 veV;

Demostracion. (i) Tenemos por el teorema 3.0.17 que si 7" es un torneo n-
partito, entonces el niimero de ternas transitivas es

veV(T) j=1 i=0

para n = 3, se tiene que el nimero de ternas transitivas es
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Tenemos que V(T') = Vo UV} U Va, entonces

,_.
Q
,_.

Jj—

> Zs] si) =Y Zs] si(v

veV(T) j=1 =0 veVoUVIUV, j=1 =0
j—1 2 j—1
N NCED IO
veVy j=1 =0 veVy j=1 =0
2 j—1
+2_ 250 s
veVy j=1 =0
2 2 -1
= Z Z Z s;(v) Z $i(V) e (%)
k=0 veVy j=1 1=0

Empecemos considerando a (x) y observemos que

—_

j_

Z s;(v si(v) = s1(v)so(v) + s2(v)se(v) + s2(v)s1(v),

7j=1 7

1§
=)

entonces de (%) y considerando v € Vp, se tiene que so(v) = 0, ya que so(v) =
07, ,(v) = (52r v> < >(v) Asi tenemos lo siguiente:

S Y s a0 = Feaohnle) + slehsol) + s2(0)s(0)

veVy g=1 veVy

= 2 sa()si(v), pues sov) =0,

veVp

= Z s1(v)s2(v)

veVy

= Z So+1(v)Sps2(v)  donde el indice estd expre-
veVy
sado médulo 3,

Ahora considerando v € V4, se tiene que s1(v) = 0, ya que s1(v) = 67, (v) =
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5 (v) =467 ). Asf tenemos lo siguiente:
(rm) ()
2 j—1
DD s siw) = D (s1(0)s0(v) + s2(v)50(0) + 52(v)s1(v))
veVy j=1 1=0 veV
= Z So(v)so(v) pues s1(v) =0,
veVH
= Z so(v)s2(v)
veVH

= E s141(v)s142(v)  donde el indice estd expre-
veVh
sado modulo 3,

Por dltimo considerando v € Vi, se tiene que s2(v) = 0, ya que s2(v) =

5;5272(21) = 52 v> < >(v) Asi tenemos lo siguiente:
2 j—1
DD s siv) = Y (s1(0)s0(v) + s2(v)50(0) + 52(0)s1(v))
veVs j=1 =0 veV
= Z s1(v)so(v) pues so(v) = 0,
veVH
= Z so(v)s1(v)
veVh
= Z So11(v)So12(v donde el indice esta expre-
veVy

sado médulo 3,

Entonces
2 j—1
Z Z s;(v) Z si(v) = Z Sp+1(v)skia(v)  paratodo k€ {0,1,2}.
veV, j=1 i=0 veEV;,
Asi

Z Z Sj Z s;(v Z Z k1 (V) Sppa(v

veV(T) j=1 i=0 k=0 veVj,
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(77) De igual forma por el teorema 3.0.17 sabemos que el nimero de ternas

que se forman en T es
Va[VA Vol

entonces el niumero de 3-ciclos en T es

2
|V2||V1||V0|—Z Z Sk+1(v)Skyo(v) donde el indice estd expresado médulo 3.

k=0 veVy

]

Ahora nos centraremos en torneos 3-partitos fuertemente conexos y de-
terminaremos, para estos torneos, el méaximo nimero de 3- ciclos y ternas
transitivas en los casos en que el torneo 3-partito es o no fuertemente cone-
XO0.

Sea Ty un torneo 3- partito, como en la figura 3.19, con los conjuntos de la
particion Vp, Vi v Vs, donde cada vértice de V; es adyacente hacia cada vértice

TANA

Figura 3.19.

de Vi4q para i = 0,1,2 (mddulo 3), entonces T no tiene ternas transitivas y
tiene |Vp||Vi||Va| 3-ciclos. Por otro lado, T} el torneo 3-partito de la la figura
3.19, que tiene como conjuntos de la particion a Vj, Vi y Vs tal que cada
vértice de Vi es adyacente hacia cada vértice en Vy U V5 y cada vértice de
V5 es adyacente hacia cada vértice de V{, entonces T} no contiene 3-ciclos, es
decir,

2
VallValIVol = D sksa(0)sisa(v) =0,
k=0 veVy
entonces

ValVAl[Vol = X D s (0)snsa(v).

k=0 veVy
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por lo tanto tiene |Vy||Vi||V2| ternas transitivas.

Ahora sabemos por el Corolario 3.0.16 que todo torneo 3-partito fuertemente
conexo, con los conjuntos de la particion Vy, V) y V5 no pueden contener
|Va]|V1]|Vo| ternas transitivas. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.0.19. Si T es un torneo 3-partito fuertemente conexo, con los
conjuntos de la particion Vo, Vi y Vs, entonces el maximo nimero de ternas
transitivas en T es |Va||[Vi||Vo| — 1 a no ser que |Vo| = |Vi| = |Va| = 2, en
este caso T tiene a lo mas |Va||V1||Vo| — 2 = 6 ternas transitivas.

Demostracion. Sabemos por el Corolario 3.0.16 que todo torneo n-partito
fuertemente conexo, n > 3, contiene al menos un 3—ciclo, es decir:

[Va|[VA][Vo| — Z > sk (v)sppa(v) > 1.

k=0 veVy

Entonces

Val[Val[Vo| — 1 > Z > 141 (V)42 ().

k=0 veV,

Asi, un torneo 3-partito fuertemente conexo con los conjuntos de la particion
Vo, Vi y Vi contiene a lo mas |Vp||V1]|Va] — 1 ternas transitivas.
Mostraremos ahora que si Fy, P, vy P, son enteros positivos tal que Py <
P, < P,, entonces existe 1" un torneo 3-partito fuertemente conexo con los
conjuntos de la particién Vg,V y V, tal que |V;| = P; (i = 0,1,2) y tal que
T tiene PyP, P, — 1 ternas transitivas a no ser que Py = P, = P, = 2, en este
caso T tiene Py P P, — 2 = 6 ternas transitivas.

Supongamos primero que P, > 3, sean Vj, V1 v V5 conjuntos ajenos de vértices
con |V;| =P (i=0,1,2). Seax € Vy, y € Vi y u,v,w € V5. Sea T el torneo
3-partito con los conjuntos de la particion Vy, V; y V5 en el cual cada vértice
en Vy es adyacente hacia cada vértice de Vi UV, vy cada vértice en V5 es
adyacente hacia cada vértice en V; con las siguientes excepciones:

1. y es adyacente hacia w y cada vértice de V; — {y} es adyacente hacia
.

2. w es adyacente hacia x y u es adyacente hacia cada vértice b € Vo —{z}
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Figura 3.20.

Afirmacién: T es fuertemente conexo. Sea W = {(a,b,c)|a € Vi con a #
x,b € Viconb # yyc € Vocone # u,v,w} un subconjunto de ternas
que contiene T, donde |W| = m < |V||Vi||V2|. Supongamos que W =
{Lo, Lo, .....Ly,_1}, donde L; = (a;,b;,cj) con 0 < j <m—1,sea L; € W,
notemos que existe un camino cerrado que contiene a Lj, ya que existe
Cj = (x,¢j,bj,v,y,w,x,u,a;,w, ), esto pues :

e Como = € V; es adyacente hacia todo vértice de V; U (Vo — {w}), en
particular es adyacente a ¢; € V5, entonces (z,¢;) € F(T).

e ¢; es adyacente hacia todo vértice de Vi, en particular, es adyacente a
bj, es decir (c;,b;) € F(T).

e Como cada vértice de Vi — {y} es adyacente hacia v y b; # y, entonces
(bj,U) € F(T)

e Como cada vértice de V; — {y} es adyacente hacia v, entonces v es
adyacente hacia y, es decir (v,y) € F(T).

e (y,w) € F(T) pues y es adyacente hacia w.
e (w,z) € F(T) ya que w es adyacente hacia x.

e Como = € V; es adyacente hacia todo vértice de V; U (Vo — {w}), en
particular para u € Vi, entonces (x,u) € F(T).

e u es adyacente hacia cada vértice b € Vj — {z} y a; # x, entonces
(u,a;) € F(T).
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e Como a; € Vj entonces es adyacente hacia todo vértice en V3 U (Vo —
{u}), en particular es adyacente a w, es decir (a;, w) € F(T).

e (w,z) € F(T) ya que w es adyacente hacia = (ver figura 3.21).

Figura 3.21.

Entonces para todo L; (0 < i < m—1), existe C; = (x, ¢;, b;, v, y, w, z, u, a;, w,
x) un camino cerrado que contiene a la terna. Asi C,,, = U;':Ol C; es un camino
cerrado generador en 7', entonces por el teorema 1.0.29 T es fuertemente
conexo. Ademds afirmamos que T contiene exactamente un 3-ciclo, esto pues,
sean a € Vy,b € V1 y ¢ € V5, como queremos formar un 3-ciclo en 1" entonces
tenemos dos casos :

Caso 1: Si C' = (b,a,c,b) es un 3-ciclo en T, es decir que (a,c), (¢,b) y (b,a) €
F(T), como b € Vi, entonces como cada vértice de V; es adyacente
hacia cada vértice de V; U V,, entonces b no es adyacente hacia ningtin
vértice en Vp, entonces (b,a) ¢ F(T), entonces C' no es un 3-ciclo en 7.

Caso 2: Si C' = (b,c,a,b) es un 3-ciclo en T, entonces (a,b),(b,c) y (c,a) €
F(T), como b € V; y como cada vértice en V5 es adyacente hacia
cada vértice en V) con las excepciones que cada vértice en V) — {y} es
adyacente hacia v € V5 v que y es adyacente hacia w, entonces tenemos
dos subcasos:

Subcaso 1: Si b # y, entonces ¢ = v, ademads todo vértice de V{, es adyacente
hacia cada vértice en V5 con las excepciones de que u € V5 es
adyacente hacia cada vértice b € Vop—{x} y w es adyacente hacia x,
entonces v no es adyacente hacia ningun vértice en Vj, asi (¢, a) ¢
F(T), entonces C' no es un 3-ciclo en 7.
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Subcaso 2: Si b =y, entonces ¢ = w, ademas todo vértice de Vj es adyacente

hacia cada vértice en V5 con las excepciones de que u € V5 es
adyacente hacia cada vértice b € Vy — {z} y w es adyacente hacia
x, entonces a = x. Asi C'= (y,w,x,y) es un 3-ciclo en T.

Por lo tanto el unico 3-cicloen T es C' = (y, w, x,y). Asi T tiene |Vp||V1]|V2|—1
ternas transitivas.

Supongamos ahora que P, < 2. Entonces los posibles valores que pueden
tomar Py, P, P, son los siguientes: (i)FPy = 1,P, = 1, P = 1, (ii)Py =
LP=1,P=2 (iti)Ph=1,P=2P,=2y (iv)Py=2,P, =2,P, = 2.

Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

Si PBh =1,PL =1y P, = 1, sea T} un torneo 3-partito con Vj =
{w}, Vi = {v} y Vo = {u} como en la figura 3.22, entonces tenemos
que 717 es un torneo 3-partito fuertemente conexo, pues 717 tiene a C' =
(u, w,v,u) un camino cerrado generador, ademds 77 sélo tiene {u, v, w}
una terna y no es una terna transitiva, entonces 77 contiene 0 =1-1-
1—1=FyP,P, — 1 ternas transitivas.

T1 /. w
u@ ®

Figura 3.22.

v

Si Py =1, =1y P, = 2, sea I; un torneo 3-partito con Vj =
{v},Vi = {2z} y Vo = {u,w} como en la figura 3.23, entonces tenemos
que T, contiene a C' = (u,v,w,z,u) un camino cerrado generador,
entonces Ty es fuertemente conexo. Ademéds 75 tiene solo dos ternas:
{u,v,2} y {u,w, z}, de las cuales sélo {u,v,z} es una terna transitiva,
entonces 15 contiene 1 =1-1-2 — 1= FyP P, — 1 ternas transitivas.

Si PBh =1,PL = 2y P, = 2, sea T3 un torneo 3-partito con Vj =
{y},Vi = {u,w} y Vo = {v,2} como en la figura 3.24, entonces tene-
mos que T3 contiene a C' = (y,w,z,u,v,y) un camino cerrado gene-
rador, entonces 75 es un torneo 3-partito fuertemente conexo, ademaés
T3 tiene cuatro ternas : {u,y,v}, {w,y,x}, {u,y, 2} y {w,y,v}, de las
cuales {u,y,z}, {w,y,z} y {w,y, v} son ternas transitivas, entonces 75
contiene 3=1-2-2—1= PP, P, — 1 ternas transitivas.
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Figura 3.23.

T3 u@ X

AN

o

4
'\ . y
Figura 3.24.

Caso 4: Supongamos ahora que 71" es un torneo 3-partito fuertemente conexo
que contiene el maximo niimero de ternas transitivas posibles y tiene a
Gr = Ks 55 como su grafica subyacente (Definicién 1.0.25) y sea Vo, V4
y V5 los conjuntos de la particién de T
Si T tiene 7 ternas transitivas, entonces 7, > e, Sk (V) sy (v) =
7,siv €V, i = 0,1,2, notemos que no existe v € V(T), tal que
s(v) = 0 o s(v) =4, pues T es fuertemente conexo, entonces se tiene
que 1 < s(v) = sp41(v) + spr2(v) < 3, ademds 0 < spq(v) < 2y
0 < spy2(v) < 2. Afirmamos que Sg11(v)+Sk42(v) > Sg41(v)Sgr2(v)+1,
pues s(v) # 4, entonces no puede pasar que g 1(v) =2y spi2(v) = 2,
de igual forma como s(v) # 0, entonces no puede pasar que Sg1(v) =0
Y Ski2(v) = 0, entonces tenemos tres subcasos:

Subcaso 1: Si sp41(v) = 1y spi2(v) = 1, entonces sgy1(v)Sgi2(v) +1 =2 =
Sk+1(v) + Sk42(v).

Subcaso 2: Si sp41(v) =1y Sk2(v) =2 0 sp41(v) =2y Spya(v) = 1, entones
Sk+1(V)Sk42(v) +1 =3 = 5541 (0) + Sk+2(v).

Subcaso 3: Si sg41(v) = 0 0 Sgr2 = 0, entonces Sg11(v)ski2(v) +1 =1 <
Sp41(V) + Spia.
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Por lo tanto sx11(v) + ski2(v) > Sgy1(v)ska2(v) + 1.
Asi que

Z i) = % s ZZXV: Si1(0)sp42(v) + 1)

veV(T veV(T)

Tenemos que |Vi| =2, (0 < k < 2), entonces Y v (Sk+1(v)skp2(v) +

1) = ZUEVk Sk41(0)8k42(v) + ZUEVk 1= ZUEVk Sk+1(0)Sk+2(v) + 2.
Asi

2

ZZ (361 (0)sp02(0) + 1) = D (D ska(v)sira(v) +2)

k=0 veVy k=0 veVy
2
Z Sp41(V)Skp2(v) + 22
veVy k=0
= 7+6=13.

Lo cual no puede pasar, pues |F(T)| = 12. De aqui T tiene a lo méas 6
ternas transitivas.

]

Ejemplo 3.0.6. El torneo 3- partito de la figura 3.25, donde Vo = {u,x}, V) =
{v,y} y Vo = {w, z}, contiene a C' = (u.v,w,z,y, z,u) un camino cerrado ge-
nerador, entonces T es un torneo 3-partito fuertemente conexo, ademds tiene
a Ky29 como su grafica subyacente y contiene 8 ternas, de las cuales solo 2
no son transitivas {u,v, z} y {v,z, z}. Entonces T contiene 6 =2-2-2—2 =
PyP, Py, — 2 ternas transitivas.

Harary y Moser mostraron que cualquier torneo fuertemente conexo de
orden p > 3 contiene al menos p—2 3-ciclos, también demostraron que esta
cota es alcanzable. Con esto nos podemos plantear la siguiente pregunta ;to-
do torneo n-partito fuertemente conexo, n > 3, tiene al menos n—2 3-ciclos?
Si es asi, ;es esta cota la mejor posible para el nimero de 3-ciclos en un torneo
n-partito fuertemente conexo, n > 37 Estas preguntas han sido contestadas
afirmativamente en dos casos especiales, el caso en el que cada conjunto de la
particion tiene exactamente un vértice, pues notemos que ese tipo de torneos
n-partitos también son torneos de orden n, y el caso cuando n = 3, ya que
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Qu

w

Figura 3.25.

por el teorema 3.0.19 sabemos que el méaximo numero de ternas transitivas
en un torneo 3—partito fuertemente conexo son |Vg||V1]|Va| — 1, es decir todo
torneo 3—partito fuertemente conexo tiene al menos 1 =3 -2 =n — 2
3-ciclos, y en el caso que |Vy| = |V1| = |V2| = 2 entonces el torneo n-partito
fuertemente conexo tiene al menos dos 3-ciclos.

Pasemos ahora al problema de determinar qué longitudes de ciclos estan
garantizados por la existencia de un k-ciclo en un torneo n-partito, si un
torneo contiene un k-ciclo, entonces también contiene un t-ciclo para cada
t =3,4, ..., k, porque los vértices de un k-ciclo inducen un torneo fuertemente
conexo de orden k el cual, como sabemos, es panciclica (Corolario 2.0.11).
En el caso de torneos bipartitos, un k—ciclo, no nos garantiza la existencia
de un t—ciclo para cada t = 3,4, ..., k, ya que un torneo bipartito no contiene
ciclos impares. Sin embargo, Beineke y Little mostraron que un k—ciclo en un
torneo bipartito garantiza la existencia de todo ciclo de longitud par menor
que k siempre que el k—ciclo no induzca una digréafica especial denotada por
Fy,. La digréfica Fy, tiene los vértices vy, v, ..., vg ¥ las flechas (v;, v;) para
aquellos 7 y j que satisfagan i — j = 1 (méd 4) (ver figura 3.26). Notemos,
sin embargo, que Fj,. contiene ciclos de longitudes ¢t = 4,8, ..., 4r = k.

Si T es un torneo n—partito (n > 3) teniendo un k—ciclo que contiene vérti-
ces de exactamente dos conjuntos de la particion, entonces el problema de
la determinacién de las longitudes de los ciclos que estan garantizados por
la existencia de este k—ciclo fueron resueltas por Beineke y Little. Ahora
pondremos nuestra atencién en k—ciclos en torneos n-partitos (n > 3) que
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Figura 3.26.

contienen vértices de al menos tres conjuntos de la particiéon. Dado un ciclo
de longitud £, vamos a suponer que sus vértices son vg, vy, ..., Vx_1 v sus fle-
chas son (v;, v;11) parai =0, 1, ..., k—1 (donde el indice es expresado médulo

k).

Teorema 3.0.20. Sea T un torneo n—partito, n > 3. Si T tiene un ciclo de
longitud k > 4 que contiene vértices de al menos tres conjuntos distintos de
la particion, entonces T contiene un ciclo de longitud k — 1, k —2 o k — 3.

Demostracion. Sea C' el ciclo de longitud k que contiene vértices de al menos
tres conjuntos distintos de la particién, si k = 4,5 6 6, entonces por el teo-
rema 3.0.12 existe un 3-ciclo en 7', es decir T' contiene un ciclo de longitud
k—1,k—2 o0k — 3 respectivamente.

Supongamos entonces que k > 7. Si el ciclo tiene un 1-skipper, 2-skipper o
3-skipper, entonces T tiene un ciclo de longitud al menos k£ — 1. Asi suponga-
mos que el ciclo no tiene ¢—skipper, para i = 1,2,3. Como el ciclo contiene
vértices de al menos tres conjuntos distintos de la particién, entonces por
la proposiciéon 3.0.11 existen tres vértices consecutivos en el ciclo que perte-
necen a distintos conjuntos de la particion. Podemos suponer que v; € X,
Vit1 €Y y vj40 € Z, donde X, Y y Z son tres conjuntos de la particion de
T.

Primero supongamos que C' es un ciclo que sélo contiene vértices de tres con-
juntos de la particién X,Y y Z, ademéds supongamos que para cualesquiera
tres vértices consecutivos en C, se tiene que los tres vértices pertenecen a
distintos conjuntos de la particién. Asi podemos nombrar a los vértices del
ciclo de tal forma que v; € X para j = 0(mdd 3), v; € Y para j = 1 (méd 3),
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y v; € Z para j = 2(mdd3), ademas si ocurre esto tenemos la siguiente
afirmacion: k = 0 (méd 3).

e Supongamos que k # 0 (mdd 3), entonces k = 1 (méd 3) o k = 2 (méd 3),

Caso 1: Si k = 1(méd3), entonces tenemos que vy € X,v; € Y, vy €
Zyvy € Xyvg € Yyus € Z, .. v g € X093 € Yoo € Z y
vp_1 € X, entonces vy € Y, pero vy = vy ¥ v9 € X lo cual es una
contradiccion.

Caso 2: Si k = 2(m6d 3), entonces tenemos que vy € X,v; € Y, vy €
Zowvg e X,uy€e€Y,vs€ Z, .. v55 € X,vp g €Y, 05 3E€ Z 09 €
X y vg_1 € Y, entonces vy, € Z, pero vy = vy, lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto k& = 0 (mdéd 3).

Ademés, como C' no tiene i—skipper, para i = 1,2,3, entonces (v;,v;_2) €
F(T) para 0 < j < k, pues por como estd definido C' es un ciclo, se
tiene que v; y vj_ pertenecen a distintos conjuntos de la particién. Asf
L1 = (v0,Vk_2,Uk_1,Vk_3,Uk—5,Vk—_4,Uk_6,---, Ug) €S Una trayectoria de longitud
k—6y Ly = (vg, v4,v2,v9) €s una trayectoria de longitud 3, entonces L; U Ly
es un ciclo de longitud k — 3, (ver la figura 3.27).

Vk—1 Vo
Up—2 @,/»Q'_’/.?*-f-;(@g} v
Vk—3 @ <L N JON

Vp—a (Y + ==~ B / @ Us
/w ) 1 |
Uh-B @’ s ST @J"zl
i ! .7 o
Vi—6 @ -~ 4 ? 5
K @
\ ?
\ g
AN s
~ s
g s
\\\ e
Figura 3.27.

Supongamos ahora que existen 4 vértices consecutivos en el ciclo, vj, V41, Vit
y vjys tal que v; € X, vj11 € Y, vj40 € Zyvjy3 ¢ X. Supongamos que j = 0,
empezaremos por construir una vyv, —trayectoria, llamaremos P en 7T', donde
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2 § h < 6 y V(P) = {Uo = Vg, Vg—1,Vk—2, Vg_3, ...,’Uh}.

Se construird a P uniendo v,v,_j—trayectorias, donde j = 3,4 o 5, depen-
diendo de cual de los siguientes tres casos describa la v,_;v,—trayectoria en
C. Supongamos que v,_5 € A, v,_q4 € B, v, 3 € C, v, o € D, v,_1 € FE
y v, € F, donde A, B,C,D,E y F son conjuntos de la particién en T (no
necesariamente distintos). Asi tenemos los siguientes casos:

Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

Supongamos que C' = F.

Entonces C # E y D # F, por lo que v, € F'y v, o € D, asi
(U, vp—9) € F(T) o (vy_2,v,) € F(T), de igual forma (v,_1,v,_3) €
F(T) o (v,—3,v,—1) € F(T), pues v,_3 € C'y v,_1 € E, pero el ciclo
C' no contiene 1—skipper, entonces (v,,v,—2) € F(T) y (vy-1,0,—3) €
F(T). En este caso j = 3 y la v,v,_;j—trayectoria que se afladird para
construir a P, es (v, vy_9,v,_1,v,_3) (ver figura 3.28).

Up—3 Up—2_z—-—_Ur-1 ~~_U
o sy
® & O
o e
L PR

Figura 3.28.

Supongamos C' # F' y B # E.

En este caso j = 4, ademas como v, € F vy v,_3 € C, entonces
(v, v,_3) € F(T) o (v,—_3,v,) € F(T), de igual forma como v,_; € E
Yy v,_4 € B, entonces (v,_1,v,—4) € F(T) o (v,_4,v,—1) € F(T),
pero el ciclo C' no contiene 2-skipper, es decir (v,,v,_3) € F(T) y
(Upr—1,v,—4) € F(T), ast la v,v,_j—trayectoria que se anadird para cons-
truir a P, es (v, U3, Vp_2, Up_1, Ur_4), (ver figura 3.29 (a)).

Supongamos que C' # F'y B = FE.

Entonces necesariamente A # E y B # F, ademds notemos que
(U, vp—4) € F(T) 0 (Vp_4,v,) € F(T), pues v, € F y v,_4 € B, de
igual forma como v,y € E'y v,_5 € A, entonces (v,_1,v,_5) € F(T)
o (vy_5,v,—1) € F(T), pero el ciclo C no contiene 3-skipper, es de-
cir (vp,v—g) € F(T) y (vp—1,v,—5) € F(T), en este caso j = 5 y la
v,v,_;—trayectoria que se anadira para construir a P, es (vy, Uy_4, Ur_3,
Up—2,Vp_1, Ur_5), (ver figura 3.29 (b)).
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Figura 3.29.

Supongamos que P es la vgv, —trayectoria que se ha construido, uniendo las
trayectorias de los casos anteriores, donde 2 < h <6, asi [(P) =k — h.

1. Si h =2 o 3, entonces [(P) = k — 2 o I(P) = k — 3 respectivamente,
entonces P U (vq,v9) 0 P U (v3,v9) respectivamente forma un ciclo de
longitud k—1 o k—2, de modo que para h = 2 0 3 se cumple el teorema.

2. Si h =4, entonces [(P) =k — 4, y si vy ¢ X, entonces (vyq,v9) € F(T)
asi P U (v4,v0) forma un ciclo de longitud £ — 3. Si h =4 y vg € X,
se tiene que (vg,v9) € F(T) pues vy € Z, por otro lado (vy,vy) € F(T)
pues vg € X y vy € Z, entonces P U (vy,vq,v9) forma un ciclo de
longitud k — 2 (figura 3.30).

Figura 3.30.

3. Si h = 5, entonces [(P) = k — 5, notemos que vs es adyacente hacia
cualquiera de los dos vértices vy 0 v3, esto pues si v3 y vs pertenecen al
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mismo conjunto de la particién, entonces existe (vs,v9) € F(T'), pues
vy es adyacente a vy, por otro lado si v3 y vs no pertenecen al mismo
conjunto de la particién, entonces (v, v3) € F(T'). Asi P U (vs, v2,v9)
o P U (vs,v3,v9) forma un ciclo de longitud k — 3.

4. Por ultimo si h = 6,entonces [(P) = k — 6, asi tenemos los siguientes
casos:

Caso 1: Sivg ¢ Z, entonces (vg, v2) € F(T') pues vy € Z, también (v, vg) €
F(T) ya que vs ¢ X y vy € X, asi P U (vs, v, v3,09) forma un
ciclo de longitud k — 3 (figura 3.31 (a)).

Caso 2: Siwvg € Z y vg ¢ X, entonces como vy es adyacente a vs, entonces
vy & Z, asi (vg,v3) € F(T), de igual forma (vg,v9) € F(T) ya que
vo € X, asi P U (vg, v3,v4,00) forma un ciclo de longitud k& — 3.

Caso 3: Siwvg € Zy vy € X, entonces (vg,v3) € F(T) pues vz € Z,
también (vs,vg) € F(T) pues vs ¢ X y vg € X, entonces P U
(v, V3, Vg, Vg, 1g) forma un ciclo de longitud k —2 (figura 3.31 (b)).

Figura 3.31.

]

Con argumentos similares a los empleados en la prueba del teorema 3.0.20,
podemos demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 3.0.21. Sea T un torneo n—partito, n > 3. Supongamos que T
tiene un k—ciclo, k > 5, que contiene vértices de al menos tres conjuntos
distintos de la particion. Entonces T contiene un ciclo de longitud k — 2 o

k—3.

Demostracion. Sea C' un ciclo de longitud k que contiene vértices de al menos
tres conjuntos distintos de la particiéon, si kK = 5 o 6, entonces por el teorema
3.0.12 existe un 3-ciclo en T, es decir, T' contiene un ciclo de longitud £ —2 o
k — 3 respectivamente. Supongamos entonces que k > 7. Si el ciclo tiene un
2-skipper o 3-skipper, entonces T' tiene un ciclo de longitud al menos k — 2.
Asi supongamos que C' no contiene i-skipper, con i = 2, 3.

Sea w el nimero de 1-skipper que tiene C, entonces tenemos los siguientes
casos:

Caso 1: Si w = 0, entonces C' no tiene 1-skipper ni 2-skipper ni 3-skipper.
Como el ciclo contiene vértices de al menos tres conjuntos distintos
de la particion, entonces por la proposicién 3.0.11 existen tres vértices
consecutivos en el ciclo que pertenecen a distintos conjuntos de la par-
ticion. Podemos suponer que v; € X, vj11 € Y y vj49 € Z, donde X, Y
y Z son tres conjuntos de la particion de T
Primero supongamos que C' es un ciclo que sélo contiene vértices de tres
conjuntos de la particiéon X,Y y Z, ademés supongamos que para cua-
lesquiera tres vértices consecutivos en C, se tiene que los tres vértices
pertenecen a distintos conjuntos de la particion. Asi podemos nombrar
a los vértices del ciclo de tal forma que v; € X para j = 0(mdd 3),
v; € Y para j = 1(mé6d3), y v; € Z para j = 2 (mdd 3), si ocurre esto,
k = 0(mo6d 3), pues de lo contrario si suponemos que k # 0 (méd 3),
entonces k = 1 (m6d3) o k = 2(méd3). Si k& = 1(mdd 3), entonces
tenemos que vg € X,v; € Y,v, € Zyvz € X,y € Yvs € Z, ..., 04 €
X, vk 3 €Y, o0 € Zyuv_1 € X, entonces v, € Y, pero vy = vy y
vo € X lo cual es una contradiccién, andlogamente si k = 2 (mdd 3),
entonces tenemos que vy € X,v; € Y,v3 € Z,v3 € X,vy € Y,v5 €
ZyoUp_s € X,vp_y € Y3 € Zivg_9 € X y v € Y, enton-
ces v, € Z, pero v, = v, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
k =0 (mdéd 3).

Ahora como C no tiene i—skipper, para ¢ = 1,2, 3, entonces (v;, vj_2) €
F(T) para 0 < j <k, se tiene que v; y v;_s pertenecen a distintos con-
juntos de la particion. Asi L1 = (v0,0k—2,Uk—1,0k—3,Uk—5,Vk—6,---, Ug) €S



CAPITULO 3. TORNEOS N—PARTITOS 57

una trayectoria de longitud k — 6 y Lo = (vg, v4, V2, 1g) €s una trayec-
toria de longitud 3, entonces L; U Ly es un ciclo de longitud k£ — 3 (ver
figura 3.32).

Figura 3.32.

Supongamos ahora que existen 4 vértices consecutivos en el ciclo, v;, v;41,
Vjyo ¥ Virs tal que v; € X, 041 € Y, vj40 € Z y vj15 ¢ X. Supongamos
que 7 = 0, empezaremos por construir una vov, —trayectoria que llama-
remos PenT,donde3 < h <7y V(P)={vyg= vk, Vk_1,Vk—2, Vk_3, .-,
Uh}.

Se construird a P uniendo v,v,_;—trayectorias, donde j = 3,4 6 5, de-
pendiendo de cual de los siguientes tres casos describa la v,_;v, —trayec-
toria en C. Supongamos que v,_5 € A, v,_4 € B, v,_3 € C, v,_o € D,
v_1 € Eywv,. € F, donde A,B,C,D,FE y F son conjuntos de la par-
ticién en 7' (no necesariamente distintos). Asi tenemos los siguientes
subcasos:

Subcaso 1: Supongamos que C' = F.

Entonces C' # F'y D # F, por lo que v, € F'y v,_o € D, asi
(Ur, Up—2) € F(T) 0 (vy—2,v,) € F(T), de igual forma (v,_1,v,_3) €
F(T) o (vy_3,v,—1) € F(T), pues v,_3 € C y v,_; € E, pero
el ciclo C' no contiene 1—skipper, entonces (v,,v,_2) € F(T) y
(vr—1,v,—3) € F(T). En este caso j = 3y lav,v,_;—trayectoria que
se anadird para construir a P, es (v, v,_g, Ur_1,v,_3) (ver figura
3.33).
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Figura 3.33.

Subcaso 2: Supongamos C' # F' 'y B # E.
En este caso j = 4, ademas como v, € F'y v,_3 € C, entonces
(Ur,vr—3) € F(T) 0 (v,—3,v,) € F(T), de igual forma como v,_; €
E y v,_4 € B, entonces (v,_1,v,—4) € F(T) 0 (v,—4,v,-1) € F(T),
pero el ciclo C' no contiene 2-skipper, es decir (v,,v,—3) € F(T) y
(Ur—1,v,—4) € F(T), asi la v,v,_;—trayectoria que se afadird para
construir a P, es (v, Up_3,Vp_2, Vp_1, Ur—_q) (ver figura 3.34 (a)).

Subcaso 3: Supongamos que C' # F 'y B = FE.

Entonces necesariamente A # E y B # F, ademas notemos que
(U, Ur—q) € F(T) 0 (Vp_4,v,) € F(T), pues v, € F y v,_4 € B,
de igual forma como v,_; € E'y v,_5 € A, entonces (v,_1,v,_5) €
F(T) o (vy—5,v,—1) € F(T), pero el ciclo C' no contiene 3-skipper,
es decir (v, v,—4) € F(T) y (v,_1,v,—5) € F(T), en este caso
J = 9y la v,v,_j—trayectoria que se anadira para construir a P,
es (Vp, Vp_4q, Vp_3, Up_2,Up_1, Up_5) (ver figura 3.34 (b)).

— -

Ur—q B e ey, e W
=®/ 30) (e
~__Ur-3 Uer_’//// Ur—1
(a)

Up_5 Up—4_--"Up—3 Upr—2 Up_1"~-_0p

Figura 3.34.

Supongamos que P es la vgvy, —trayectoria que se ha construido uniendo
las trayectorias de los subcasos anteriores y 3 < h <7y [(P) =k — h.
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e Si h = 3, entonces [(P) = k — 3, entonces P U (v3,vg) forma un
ciclo de longitud k — 2, de modo que para h = 3 se cumple el
teorema.

e Sih=41(P)=k—4,ysiv ¢ X, entonces (vq,v9) € F(T)
asi P U (vg,v9) forma un ciclo de longitud £k — 3. Si h = 4y
vy € X, tenemos que (vyq,v2) € F(T'), pues vy € Z. Por otro lado
(va,v9) € F(T) pues vg € X y vy € Z, entonces P U (vy, v2, )
forma un ciclo de longitud k& — 2.

e Sih =5, entonces [(P) = k—5, notemos que v es adyacente hacia
cualquiera de los dos vértices vy 6 v3, esto pues si v y v5 pertenecen
al mismo conjunto de la particién, entonces existe (vs, ve) € F(T),
pues vz es adyacente a vy. Por otro lado si v y v5 no pertenecen
al mismo conjunto de la particién, entonces (vs,v3) € F(T). Asi
P U (vs,v9,v9) (ver figura 3.35 (a)) o P U (vs,vs,vg) (ver figura
3.35 (b)) forma un ciclo de longitud & — 3.

Vg—1

V-2 . >U.O .
< e Sy BN

Figura 3.35.

e Sih=6,[(P)=Fk— 6, entonces tenemos los siguientes subcasos:

Subcaso 1: Si wvg ¢ Z, entonces (vg,v9) € F(T') pues va € Z 'y (v3,v9) €
F(T) puesvs ¢ X y vg € X, entonces PU (vg, v, v3,vg) forma
un ciclo de longitud k& — 3 (figura 3.36 (a)).

Subcaso 2: Siwvg € Z y vy ¢ X, entonces como vy es adyacente a vs,
entonces v3 ¢ Z, entonces (vg,v3) € F(T), de igual forma
(v4,v9) pues vy € X, asi P U (vg, v3, V4, v9) forma un ciclo de
longitud £ — 3.



CAPITULO 3. TORNEOS N—PARTITOS 60

Subcaso 3: Sivg € Z y vy € X, entonces (vg,v3) € F(T) pues vy € Z,
también (vs,v9) € F(T') pues v3 ¢ X y vy € X, entonces
P U (vg, v3, vy, V9, 19) forma un ciclo de longitud k — 2, (figura
3.36 (b)).

Figura 3.36.

e Si h = 7, donde I(p) = k — 7, entonces tenemos los siguientes
subcasos:

Subcaso 1: Si v; y vy pertenecen al mismo conjunto de la particién, y
como v3 es adyacente a v4, entonces vz no pertenece al mismo
conjunto que vy y vz, por lo que (vr,v3) € F(T).
I) Sivy € Y, entonces vy y v3 n0 pertenecen al mismo conjun-
to de la particién, asi (vg,v9) € F(T'), ademas (vq, vg) €
F(T), de donde P U (v7,v3,v4,v9,19) forma un ciclo de
longitud £k —3 en T
IT) Si vy ¢ Y, entonces (vq,v1) € F(T), ademas (ve,vg) €
F(T), asi P U (v7,vs,v4,v1,09,7) forma un ciclo de lon-
gitud k — 2 en T (figura 3.37) (a).
Subcaso 2 : Si v7 v v4 no pertenecen al mismo conjunto de la particion,
entonces (v7,vy4) € F(T).
I) Sivs € Y, entonces vs y v no pertenecen al mismo con-
junto de la particién, de donde (vs,v9) € F(T), entonces
P U (v7,v4,v5,02,79) es un ciclo de longitud k — 3 en 7.
IT) Si vs ¢ Y, entonces (vs,vy) € F(T), ademds (ve,vg) €
F(T), entonces PU (v, vy, vs,v1, V9, Ug) €s un ciclo de lon-

gitud k — 2 en T (figura 3.37 (b)).
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Caso 2:

Vo

Vk—1

U1

Figura 3.37.

Asi para el caso cuando C' no tiene 1-skipper ni 2-skipper o 3-skipper,
se tiene que 7' tiene un ciclo de longitud £ — 2 o k — 3.

Siw = 1, entonces C' tiene un 1-skipper, sabemos que C' tiene al me-
nos tres vértices que pertenecen a distintos conjuntos de la particion,
si (vj,v;42) es el 1-skipper, entonces Cy = (C' — {vj41}) U (vs, vj12) €s
un ciclo de longitud £ — 1, sin pSupongamos que vp € X, vy € Z'y
vy € Y son los tres vértices que pertenecen a distintos conjuntos de la
particién, en este caso, en particular, el 1-skipper es (vg,v9) € F(T),
entonces podemos nombrar a los vértices de C' de tal forma que vy € X,
1 EZyva €Y, vje X paraj=1(méd2),con3 <j<k—1y
v; € Y para j = 0(m6d2) con 3 < j < k—1. Ademds como C no tiene
i—skipper, para i = 2, 3, entonces (vj,v;_2) € F(T) para0 <i <k —1
y j # 2,3, pues por como estd definido C, se tiene que v; y v,;_o perte-
necen a distintos conjuntos de la particion.

Notemos que I(C') # 7 pues si I(C) = 7, entonces como C' no tiene
2-skipper, asi (vy,vs) & F(T), es decir (vg,v1) € F(T), pero (vg,v1) =
(v4,v8) que resulta ser un 3-skipper, lo cual es una contradiccién, por
lo tanto k > 7 (figura 3.38).

Sean V(k—6)—des V(k—5)—4e> V(k—4)—de> V(k—3)—de, U(k—2)—de CINCO Vértices con-
secutivos en C' para algtin entero e, con 0 < e < d — 2, notemos que
k—2—4e=1(mb6d2), k—4—4e=1(m6d2) y k—6—4e = 1 (md6d 2),
ademéas k—2—4de,k—4—4e,k—6—4e # 1, para 0 < e < d— 2, pues
para que se diera la igualdad e tendria que tomar el valor d — %, d—1
y d— 3 respectivamente, entonces v(x_2)_se, Vk—4)—de Y V(k—6)—de € X,

2
por otro lado k —3 —4e =0 (mdéd2) y k — 5 — 4e = 0(mdd 2), donde
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Figura 3.38.

k—3—4de,k—5—4e # 0, para 0 < e < d — 2, pues para que se diera
la igualdad e tendria que tomar el valor d — % y d — 1 respectivamente,
entonces v(x_3)—4e Y V(k—5)—4e € Y, esto por definicién de C'.

Entonces (V(k—2)—ae, V(k—5)—1e ), (V(k—5)—des V(k—1)—de ), (V(k—a)—des V(k—3)—de)
y (U(k73)74ea U(k76)f4e) € F(T), asi L, = (U(k72)74ea U(k—5)—de;> U(k—4)—4es
V(k—3)—de> V(k—6)—de) €5 UNA V(k—2)—4eV(k—6)—ae-trayectoria en T, donde
Z(Le) =4y V(Le) = {U(k—ﬁ)—4e, V(k—5)—4e; U(k—4)—4e,U(k—3)—4e,U(k—2)—4e}
(ver figura 3.39).

U(k=2)—de  V(k—3)—4e U(k—4)—de V(k—5)—de V(k—6)—de
Figura 3.39.

Debido a que la longitud es impar tenemos los siguientes subcasos:

Subcaso 1: Sik=4d+ 1, cond € N— {1}.
Afirmamos que T contiene a L una v;_svs-trayectoria, donde V(L)
= {v3, V4, V5, ..., Up—2}, para esto consideremos a L. = (V(—2)—e,
V(k—5)—4es U(k—4)—4e) V(k—3)—4e) U(k76)74e)7 notemos que para todo en-
tero ey, con 0 < ey < d— 3, se tiene que existe un entero e, con 1 <
e < d—2, tal que v(,_g)—1e, = V(k—2)—1¢, PUes si k—6—4e = (k—2)—
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Subcaso 2:

4(e;41), entonces si e = e;+1 se da la igualdad, asi podemos consi-
derar a L = UZ;S Le = (Vp—2, Vk—5, Ug—4, Vp—3, Vk—2, Uk—6, ---, U7, Vs,
Us, Ug, U3) UN Ug_ov3—camino, como L es la unién de V(k—2)—4eV(k—6)—de
-trayectorias y por como estan construidas estas trayectorias se tie-
ne que L no repite vértices, con esto podemos concluir que L es una
trayectoria en T' (ver figura 3.40), donde V(L) = {v3, v4, v, ..., g2}
yl(L)=(k—2)—3=k-5.

v '\.<~-f.‘/.v(k74)f4e
Lt T ot

Figura 3.40.

Notemos que v3 y vx_2 € X, entonces (vs,v1) vy (v1,v5_2) € F(T),
pues v; € Z, entonces Lj U (vs, vy, v5_2) es un ciclo de longitud
k—2enT.

Sik=4d+3,cond e N—{1}.

Afirmamos que T contiene a L una vy_ovs-trayectoria, donde V(L)
= {v3, V4, V5, ..., Up—2}, Para esto consideremos a L = (V(x—2)—4e,
U(k—5)—de> V(k—4)—des V(k—3)—de, U(k_G)_4e), notemos que para todo en-
tero ey, con 0 < e; < d—3, se tiene que existe un entero e, con 1 <

e < d—2, tal que v(k_g)—se; = V(k—2)—1e, Pues si k—6—4e = (k—2)—
4(e;+1), entonces si e = e;+1 se da la igualdad, asi podemos consi-
derar a L = UZ;S Le = (Vk—2, Uk—5, Vk—4, Uk—3, Ug—2, Uk_6, -+, Vg, Vg,
U7, Ug, Us) UN Ug_oU5—camino, como L es la unién de V(k—2)—deV(k—6)—de
-trayectorias y por como estdn construidas estas trayectorias se
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tiene que L no repite vértices, con esto podemos concluir que
L es una trayectoria en T, donde V(L) = {vs, vs, v7, ..., 0p_2} ¥
(Ly=(k—2)—-5=k—T.

Notemos que vp_o v v5 € X, ademas vy y vg4 € Y, entonces
(vs,v2) ¥ ((vg,v1) € F(T), por otro lado como v; € Z, enton-
ces (vi,v5—2) € F(T). Asi L' = (vs,v2,v3,04,01,V5_2) €8 una
vsv_o—trayectoria en T' de longitud 5, entonces LU L es un ciclo
en T, con(LUL)=Fk—T7+5=Fk—2 (ver figura 3.41).

Vk1m Uy
Ui 2 @ OO0 .g"

Figura 3.41.

Por lo tanto si C' es de esta forma entonces T tiene un ciclo de longitud
k—2o0k—3.

Ahora supongamos que C' tiene al menos tres vértices de distintos con-
juntos de la particién, con I(Cy) = k—1,y C1 = (vg, v1, V2, .., Vg2, V1)
no tiene i—skipper, para ¢ = 1, 2, 3. Como ('} contiene vértices de al me-
nos tres conjuntos distintos de la particion, entonces por la proposicion
3.0.11 existen tres vértices consecutivos en C que pertenecen a distin-
tos conjuntos de la particion. Podemos suponer que v; € X, v €Y'y
Vj42 € Z, donde X,Y y Z son tres conjuntos de la particién de T'. Pri-
mero supongamos que C es un ciclo que solo contiene vértices de tres
conjuntos de la particion X,Y y Z, ademés supongamos que para cua-
lesquiera tres vértices consecutivos en (', se tiene que los tres vértices
pertenecen a distintos conjuntos de la particion. Asi podemos nombrar
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a los vértices del ciclo de tal forma que v; € X para j = 0(mdd 3),
v; € Y para j = 1(méd3), y v; € Z para j = 2(mdd 3), ademas si
ocurre esto, se tiene que k = 0(mdd 3), pues de lo contrario si supo-
nemos que k # 0(mdd 3), entonces o k = 1 (mdéd3) o k = 2(mdd 3),
si £ = 1(mdéd 3), entonces tenemos que vy € X, v, € Y vy € Z,v3 €
Xvy €Yvs € Z,...,vp 4 € X053 €Y,00.90 € Zyu1 €X,de
donde v, € Y, pero vy = vg y vy € X lo cual es una contradiccion, de
igual forma si k = 2 (méd 3), entonces tenemos que vy € X, v, € Y, vg €
Zivg e Xyvy €Y, vs€ 2, vp5 € X 0y €EY, 043 € Z, 0,2 Xy
vr_1 € Y, por lo que vy € Z, pero v, = 1y, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto k& = 0 (mdéd 3).

Ademads como Cj no tiene i—skipper para i = 1,2, 3, entonces (v;, v;_2) €
F(T) para 0 < j < k, por como esté definido C1, se tiene que v; y v,_o
pertenecen a distintos conjuntos de la particion.

Asi Ly = (vo,0k—3,0k—2,Vk—4,Vk—6, Vk_1,-.-,V5) €S una trayectoria de lon-
gitud k — 7y Ly = (vs,v3,04, 02, 09) es una trayectoria de longitud 4,
entonces Ly U Ly es un ciclo de longitud k — 3 en T' (ver figura 3.42).

Ny
®©Uq
s
/\. . . *:/.—/,
Figura 3.42.

Supongamos ahora que existen cuatro vértices consecutivos v, v;y1, Vj42
y vj3 en C1, tal que v; € X, vj41 €Y, vj10 € Z y vj43 ¢ X. Suponga-
mos que j = 0, empezaremos por construir una vyv,—trayectoria que
llamaremos P en T', donde 2 < h <6y V(P) = {vy = vk_1, Ug_2, Vk_3,
Vi—4y eny Uh}.

Se construird a P uniendo v,v,_;—trayectorias. donde j = 3,4 o 5, de-
pendiendo de en cual de los siguientes tres casos describa la v,_;v,—tra-
yectoria en C. Supongamos que v,_5 € A, v,_4 € B, v,_3 € C,
Vp_g € D,v,_1 € Eywv, € F,donde A, B,C,D,E y F son conjun-
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tos de la particién en T (no necesariamente distintos). Asi tenemos los
siguientes subcasos:

Subcaso 1:

Subcaso 2:

Subcaso 3:

Supongamos que C' = F.

Entonces C' # E'y D # F. Ahoracomo v, € F'yv,_o € D, se tiene
que (v, v,_2) € F(T), de igual forma (v,_1,v,_3) € F(T), pues
vp—3 € Cyv,1 € E. En este caso j = 3 y la v,v,_;—trayectoria
que se anadird para construir a P, es (v, U,_2,Up_1,0,_3) (ver
figura 3.43).

—

Ur—3 Ur—Q_éii—ﬁ Ur—1 g, Uy

Figura 3.43.

Supongamos C'# F'y B # E.

En este caso j = 4, ademéas como v, € F'y v,_3 € C, entonces
(vp,v,—3) € F(T), de igual forma como v,_1 € E' y v,_4 € B,
se tiene que (v,_1,v,—4) € F(T), asi la v,v,_;—trayectoria que se
anadird para construir a P, es (v,, Uy_3, Up_2, Vp_1, Up_g) (ver figura

3.44 ().

Supongamos que C # F'y B = FE.

Entonces necesariamente A # E y B # F, ademas notemos que
(U, v,—4) € F(T), pues v, € F y v,_4 € B, de igual forma como
V1 € By v,_5 € A, entonces (v,_1,v,_5) € F(T), en este caso
Jj = 95y la v,v,_j—trayectoria que se anadird para construir a P,
es (Vp, Up—4q, Vp_3, Up_2, Up_1, Up_5) (ver figura 3.44 (b)).

Sea P la vgv,—trayectoria que se ha construido, uniendo las trayecto-
rias de los subcasos anteriores, donde 2 < h <6,y I(P) = (k—1) — h.

e Sih =203, entonces [(P) = k—30l(P) = k—4 respectivamente,

entonces P U (va,v9) 0 PU (v3,vp) respectivamente forma un ciclo
de longitud £ — 2 o k — 3, de modo que para h = 2 o 3 se cumple
el teorema.
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Figura 3.44.

e Si h =4, donde [(P) =k —5,ysiv ¢Y, entonces (vy,v;) €
F(T) pues v; € Y, ademéds vy € Z, entonces (vg,v9) € F(T),
asi P U (v4,v1,v2,7,) forma un ciclo de longitud k — 2. Si h = 4
y vy € Y, entonces (vyq,v) € F(T), pues vo € Z, por otro lado
(vo,v9) € F(T) pues vg € X y vy € Z, entonces P U (vy, va,vp)
forma un ciclo de longitud k — 3.

e Sih =5, entonces [(P) = k—6, notemos que v es adyacente hacia
cualquiera de los dos vértices v; 0 vo, esto pues si vy y v5 pertenecen
al mismo conjunto de la particién, entonces existe (vs, ve) € F(T),
pues v; es adyacente a vo. Por otro lado si vy y v5 no pertenecen
al mismo conjunto de la particién, entonces (vs,vy) € F(T). Asi
P U (vs,v2,v3,79) (ver figura 3.45 (a)) o P U (vs,v1,v9, ) (ver
figura 3.45 (b)) forma un ciclo de longitud k£ — 3.

Vp—o U0
Uk—S/'.,«r.———f.,qg;\ Vg
B A

Figura 3.45.
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e Por ultimo si h = 6, donde [(P) = k — 7, entonces tenemos los
siguientes subcasos:

Subcaso 1: Si vg v v3 pertenecen al mismo conjunto de la particion, en-
tonces (ve,v4) € F(T), pues vg y v3 no pertenecen al mismo
conjunto de la particién. Si vy € Y, entonces (vg,v2) € F(T),
pues vy € Z, entonces P U (vg, v4, Ve, v3,v9) forma un ciclo
de longitud k& — 3. Si vy ¢ Y, entonces (vg,v1) € F(T), y
P U (vg, v4,v1, v2,7) forma un ciclo de longitud k& — 3.

Subcaso 2: Si vg y vz no pertenecen al mismo conjunto de la particién,
entonces (vg, v3) € F(T'). Si vy € Z, entonces (vs,v2) € F(T),
pues vy y v5 no pertenecen al mismo conjunto de la particion,
entonces P U (vg, v3, U4, Vs, U2, V) forma un ciclo de longitud
k—2 (ver figura 3.46 (a)). Sivy ¢ Z, entonces (vy,v2) € F(T),
y P U (vg, v3, 4, U2, v9) forma un ciclo de longitud k — 3 (ver

figura 3.46 (b)).

Figura 3.46.

Caso 3: Si w = 2, es decir si C' tiene dos 1-skipper, entonces tenemos dos
subcasos:

Subcaso 1: Si (vj,vj42) ¥ (vj+1,vj43) son los dos 1-skipper, asi si C; = (C' —
[o1}) U (v, 0512) (ver figura 3.47 (b)) 0 Cy = (C — {uy12}) U
(vj11,vj43) (ver figura 3.47 (c)), entonces en cualquiera de los dos
casos (7 no tiene i-skipper, con i = 1,2, 3, la demostracién es la
misma que en el caso 1, pues en él, | no tiene i-skipper, con
1 =1,2,3. Por lo tanto C' tiene un ciclo de longitud k£ —2 o k — 3.
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Ry
Vs /V/-Q: 7+3
7 *

V1@ QU4
(a)
Uﬂ';l Uj.+2 Ujy1 Vjt2
Vs A [ ) ® v
Vs \A 7+3 v /V J+3
/J,o/' ° ‘e e
Ujlf. 0{%4 Vi-1@ @V
(b) (c)
Figura 3.47.

Subcaso 2: Si (vj,Vj42) ¥ (Vj4g, Vjrg+2) CON Vjyg # vj11, entonces Cy = (C' —

{vjs1, Vjrge1}) U{(v), vj42), (Ujsg, Viagi2)} (ver figura 3.48 (b)) es
un ciclo de longitud £ — 2.

’l}_/+3 _po oo Vitg— : ;
¢ V5 ’/,. ’ A.\a-g Ul' Ch: UJT;.». * .*.EjigA
2 .- . ..
:
1)j+1’ // \\gvj+g+1 Vi@ T \ @Vjgr1
eyl ) S/
Vi ’ . Vitg+2 v]"/ .\%+g+2
| v \ v
"U]',l. . Vj+g+3 ’Ujfl. . Vjt+g+3
'\\\ \\ /
e e © 4+ o o 4
(a) (b)
Figura 3.48.

Caso 4: Siw > 3, entonces C tiene al menos tres 1-skipper, entonces 7' contiene
un ciclo de longitud al menos k — 2.

Por los cuatro casos se puede concluir que si T' tiene un ciclo de longitud &,
con k > 5 que tenga al menos tres vértices de distintos conjuntos, entonces
T contiene un ciclo de longitud k£ — 2 o k — 3. O]
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Ahora mostraremos que el resultado del teorema 3.0.21 es el mejor po-

sible, pues si k = 3s, para algin entero s > 1, existe un torneo n—partito
que tiene un ciclo de longitud k y k — 3, pero no un ciclo de longitud k£ — 2.
Ademas, para cada nimero entero impar k£ > 7, existe un torneo n—partito
que tiene ciclos de longitud k y k — 2, pero no ciclos de longitud k& — 3.
Supongamos primero que k = 3s, para algin entero s > 1.
Sean V;,Vi,Va,...,V,—1 conjuntos no vacios ajenos en vértices, donde |Vy| =
|Vi| = |Va] = s. Sea T el torneo n—partito obtenido de la siguiente forma,
los vértices de Vj son adyacentes hacia los vértices de Vi, los vértices de Vj
son adyacentes hacia los vértices de V5 y los vértices de V5 son adyacentes
hacia los vértices de Vj, cada vértice de Vy, U Vi U V5 es adyacente hacia
cada vértice de VUV, U --- UV, _q, v finalmente, para j = 3,4,...,n — 2,
todos los vértices de V; son adyacentes hacia todos los vértices de V/,, donde
m=j+1,74+2,...,n—1 (figura 3.49).

r®

q

(5 )= )=—()

Figura 3.49.

Supongamos que Vo = {vy,v9,v3,...,05}, Vi = {uy,us,uz,....,us} y Vo =
{wy, wy, w3, ..., ws }. Entonces T tiene a C' = (vy, uy, wy, Ve, Uy, Wa, ..., Vs, Us, W,
v1) un 3s-ciclo y a Cy = (vy, uy, wy, Vg, Ug, Wa, ..., Vs_1, Us_1, Ws_1,V1) Un (k —
3)-ciclo.

Ahora notemos que T no puede tener un (k — 2)-ciclo, pues de lo contrario
existiria un ciclo Cy con k — 2 vértices, notemos que C5 no pude tener vérti-
ces de V,,_1, pues todo vértice en V,,_; es un receptor, también C5 no puede
tener vértices de V; para j = 3,4,...,n — 2, pues si tiene un vértice v € V,
entonces el vértice sucesor de v en Cy forzosamente debe de estar en Vy con
j+1 < f<n-—1y el vértice sucesor de este vértice en C5 debe de estar
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en Cy,, para f+1 < fi <n — 1y asi sucesivamente hasta llegar a que Cj
tiene un vértice en V,,_1, lo cual no puede ocurrir pues todo vértice en V,,_;
es un receptor y los ciclos no contienen receptores, por lo tanto C5 sélo tiene
vértices de Vp, Vi y Vs, entonces por como estd definido T se tiene que Cy
solo puede ser un ciclo de longitud 3t, para algtin entero 1 < ¢ < s, lo cual
es una contradiccion pues Cy es de longitud k& — 2 y el cual no es multiplo de
3. Por lo tanto T no tiene k — 2—ciclos.

Ahora supongamos k = 2r + 1 para r > 3. Sean V;,V1,V5,....V,,_1 conjuntos
no vacios ajenos en vértices tal que |Vo| = 1y |Vi| = |V, = r. Supongamos
que vy, Vg, ..., v, son los vértices de V; y que uq, us, ..., u,, son los vértices de
Va, ademas Vp = {v}. Supongamos que cada vértice de V; es adyacente ha-
cia v y que v es adyacente hacia todo vértice de V5. Para i« = 1,2,..,7 se
tiene que u; es adyacente hacia v;, para j > 7, para j = 1,2,...,7 — 1 se
tiene que v; es adyacente hacia u;, para ¢ > j. Finalmente, cada vértice de
Vo UV UV, es adyacente hacia cada vértice de Va3 U VU --- UV, y para
Jj=3,4,...,n — 2, todo vértice de V; es adyacente hacia todo vértice de V,,,
donde m =j+ 1,7+ 2,...,n — 1(figura 3.50).

Y4

Figura 3.50.

Entonces T el torneo n-partito resultante tiene a Cy = (v, uy, vy, ug, Vg, ..., Uy,
vy, v) un k-ciclo y tiene a Cy = (v, uy, vy, ug, Vo, ..oy Up_1, Up—1,v) un (k — 2)-
ciclo.

Ahora notemos que T no puede tener un (k — 3)-ciclo, pues de lo contrario
existiria un ciclo Cy con k — 3 vértices, por los mismo argumentos que en el
ejemplo anterior Cy no puede tener vértices de Vj, para j = 3,4,....,n — 1,
entonces Cy solo contiene vértices de Vg, Vi y Vs, por otro lado tenemos que
v € V(Cy), pues de lo contrario, si suponemos que v ¢ V(Cy), entonces Cy



CAPITULO 3. TORNEOS N—PARTITOS 72

solo tiene vértices de V; y Vo, ademds |V; UV,| = 2r = k — 1, es decir C; con-
tiene casi todos los vértices de V; U V5 a excepcién de dos vértices, notemos
que Ty = <V1 U V2> es un torneo bipartito que contiene a Cy (figura 3.51).

V10— = XA
Vo @<y é.l@
U3 Ok ous
Ty =(ViUV3):
U,.oé \\“.u,n
Figura 3.51.

Por definicién de T se tiene que T3 contiene a v, un receptor, es decir v, ¢ Cs,
asi sea Th = <(V1 uVs)— {vr}> es un torneo bipartito que contiene a Cy (figura
3.52 (a)). Anédlogamente por como esta definido 7" tenemos que 75 contiene a
u, un receptor, por lo que u, ¢ Cy, asi V(Cs) = (V1 U Va) — {v,, u, }, es decir
C estd contenido en T3 = (V4 U Va) — {v,,u, }) (figura 3.52 (b)), pero por
como estd definido 7" se tiene que v,_; es un receptor en T3 y v,_1 € V(Cy)
lo cual es una contradiccién, pues Cs no puede contener receptores, por lo
tanto v € Cs.

Sean X = {v e V() |v e V(Cy)} vy Y ={v € V(W) |v € V(C3)}, no-
temos, por como definimos a T, que Cy debe de ser de la forma C; =
(U, Wy, Vigs Wiy Viy s Uiy, Vigy ooy Wiy, Vip 1, V), Para vy, € Vo y w;, € Vi, con
0 <z <r—1,entonces | X| =|Y|, es decir Cy contiene el mismo nimero de
vértices de V) y Va. Por otro lado tenemos que [VoUVI UV, =2r+1 =k, es
decir C5y contiene casi todos los vértices de Vo U V3 U V5 a excepcidn de tres
vértices distintos de v, entonces las Uinicas formas que puede tener C5 son:

Caso 1: Que los tres vértices que no estan en Cy sean de Vi o V5, entonces
| X|=r—=3y|Y|=ro|X|=ryl|Y|=r—23respectivamente, pero
esto no puede ocurrir pues | X| = |Y].

Caso 2: Que dos vértices que no estan en Cy sean de V; o Vs, entonces | X | = r—2
y|lY|=r—1o0|X|=7r—1y |Y|=r— 2 respectivamente, pero esto
no puede ocurrir pues | X| = |Y|.

En ambos casos no es posible obtener a Cs, por lo que se concluye que T no
puede tener un (k — 3)—ciclo.
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(b)
Figura 3.52.

Es bien sabido que un vértice de exgrado méximo en un torneo derrota
indirectamente a cualquier vértice en a lo mas dos pasos (teorema 2.0.8).
Notemos que en un torneo n—partito los vértices que pertenecen a un mismo
conjunto de la particion se pueden etiquetar de mayor a menor de acuerdo
con su exgrado, donde un vértice de exgrado maximo recibe el lugar mas
alto, entonces tal vértice se clasifica en primer lugar y un vértice de minimo
exgrado se etiqueta en tultimo lugar. Por supuesto, los empates son posibles.
Presentaremos varios resultados para torneos n—partitos que extienden el
resultado antes mencionado sobre torneos.

Se establece el siguiente teorema.

Teorema 3.0.22. Sean u y v vértices que pertenecen al mismo conjunto de
la particion de un torneo n—partito, n > 2, tal que s(u) > s(v). Entonces
o bien u derrota indirectamente a v en dos pasos, o s(u) = s(v) yu y v
derrotan los mismos vértices.

Demostracion. Sean Wy = {x € V(T)|(w,z) € F(T)} y W7 = {z €
V(T)|(v,x) € F(T)}, entonces tenemos dos casos:

Caso 1:  Si WonW; = Wy, entonces Wy C Wy, asi |Wy| < |W|, pero s(u) = |Wy
y s(v) = |Wy], por lo que s(u) < s(v), pero por hipétesis se tiene que



CAPITULO 3. TORNEOS N—PARTITOS 74

s(u) > s(v), entonces s(u) = s(v), ademds como Wy N Wy = Wy, se
tiene que u y v derrotan a los mismos vértices.

Caso 2: Si Wy N Wy # W, entonces existe un z € Wy, tal que z ¢ Wi, como
z € Wy, ast (u,2) € F(T), ademés z no pertenece al mismo conjunto
de la particién que u, entonces z no pertenece al mismo conjunto de la
particién que v. Como T es torneo (z,v) € F(T') o (v,z) € F(T), pero
como z ¢ Wy, entonces (z,v) € F(T), asi (u, z, v) es una uv—trayectoria
de longitud 2, es decir u derrota indirectamente a v en dos pasos (figura
3.53).

Figura 3.53.

Por lo tanto si s(u) > s(v). Entonces o bien u derrota indirectamente a v en
dos pasos, 0 s(u) = s(v) y u y v derrotan a los mismos vértices. O

Cuando u tiene el exgrado maximo, se puede decir mas en torneos bipar-
titos.

Teorema 3.0.23. Sea T un torneo bipartito sin transmisores, si u es un
vértice de exgrado mdzrimo entre los vértices de un conjunto de la particion
de T, entonces u derrota indirectamente a cualquier otro vértice de T en a
lo mds cuatro pasos.

Demostracion. Sean U y W los conjuntos de la particién de 7'y supongamos
que u € U. Sea V) = {z € V(W) |(u,z) € F(T)} el subconjunto de los
vértices de W a los que u es adyacente. Consideremos un vértice v € W. Si
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v € V1, entonces u derrota a v. Por otro lado, si v € W\Vj, entonces existe
uy € U tal que (uy,v) € F(T') y u; existe pues T no tiene transmisores. Como
u tiene el exgrado méaximo en U, es decir s(u) > s(y) para todo y € V(U),
en particular s(u) > s(uy), entonces por el teorema 3.0.22 se tiene que u
derrota indirectamente a u; en dos pasos o s(u) = s(uy) y u y uj derrotan a
los mismos vértices, pero como u no derrota a v y u; derrota a v, entonces u
derrota indirectamente a u; en dos pasos, asi existe algin v; € V; adyacente
a up y asi (u,v1,uq,v) es una uv—trayectoria de longitud 3. Por lo tanto, si
v € W, entonces u derrota indirectamente a v en a lo més tres pasos (figura
3.54).

Figura 3.54.

Supongamos ahora que v € U — {u} (figura 3.55 (a)). Entonces v debe ser
derrotado por algin vértice z € W, pues 1" no tiene transmisores, Pero u de-
rrota a z en a lo mas tres pasos, de aqui se tiene que u derrota indirectamente
a v en a lo més cuatro pasos (figura 3.55 (b)). O

v oo W

7
—
]
(b)

Figura 3.55.
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Ahora mostraremos que para cualquier nimero entero p > 4, existe T
un torneo bipartito fuertemente conexo de orden p tal que la distancia entre
al menos un par de vértices de T' es p — 1. Supongamos que p = 2m. Sea
T un torneo bipartito de orden p teniendo como conjuntos de la particién a
U =A{up,ug,..oun} y W ={wy,ws,..,wn,}, ademas F(T) = {(u;,w;) |1 <
i <miU{(u,w;)|[1<i<my j=i+2,i+3,...mtU{(w;,u;)|l<i<
my j=i+1,i+2,...m}U{(w;,u;_1)]2 <i<m} (figura 3.56).

Figura 3.56.

Observemos que C' = (U, Wiy, U1, Win_1, -, U, Wa, Ug, W1, Up,) €S UN ciclo
hamiltoniano de T (figura 3.57), eso implica que T" es fuertemente conexo.
Ademas, C' — (wy, Uy,) es una u,,w; —trayectoria minima de longitud p — 1.
Este ejemplo sirve para ilustrar que mientras la excentricidad de un vértice
de exgrado méximo (en una particién dada de los conjuntos de un torneo
bipartito fuertemente conexo y por lo tanto un torneo bipartito sin transmi-
sores o receptores) es al menos 4, la excentricidad de un vértice que tiene
exgrado maximo puede ser p — 1, donde p es el orden de el torneo.

En el caso de un torneo n—partito (n > 3) sin transmisores, no hay analogia
como en el teorema 3.0.23. De hecho, el torneo 3-partito definido de la si-
guiente manera: V(T') = {v, uy, ug, us, uy, v1, Vg, v3, V4 }, con los conjuntos de
la particion Vi = {v}, Vo = {uy,us,uz,us} y V3 = {vy,v9,v3, 04}, donde
NZI—’:(U) = {ulv Uz, 1)171)2}7 NZT(U) = {U3,U4, U3, U4}’ Ni—i_(U&) = {Ul}v NE(ul) =
{v,v9,v3,v4}, Njf (ug) = {2}, Ny (u2) = {v,v1, 03,04}, Ni (u3) = {v,v1, va, v3},
N7 (uz) = {va}, N (ug) = {v,v1,v9,04} y Ny (ug) = {vs}, (ver figura 3.58),
muestra que no tiene porqué haber una trayectoria de un vértice de exgrado
maximo a todos los otros vértices de el torneo. En este ejemplo no hay tra-
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Figura 3.57.

yectorias de v hacia u; o desde v hacia v; para i = 3, 4.

Figura 3.58.

En el siguiente resultado se muestra que la excentricidad de un vértice de
exgrado méaximo en un torneo 3-partito fuertemente conexo es acotado por
una expresion que implica el orden de el torneo.

Teorema 3.0.24. Sea T un torneo 3-partito fuertemente conexo de orden
p > 8. Siv es un vértice de exgrado mdzximo en T', entonces la excentricidad
de v es a lo mds [p/2].

Demostracion. Sea u € V(T') tal que exc(v) = d(v,u) =1y sea P = (v =
Vo, V1, ..., U = ) una vu—trayectoria de longitud minima. Supongamos que
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X,Y y Z son los conjuntos de la particién de T', y supongamos que vy € X.
Notemos que si v; y vy € V(P),con 0 < j <k <[, k# j+1yno
pertenecen al mismo conjunto de la particién, entonces (vy,v;) € F(T), ya
que si (vj,v;) € F(T), entonces existe P’ = (vg, V1, ..., Vj, U, Ugt1, ..., V) UNA
vu—trayectoria con [(P’) < I(P), lo que contradice que P es de longitud
minima.

SeaY' ={y e V(Y—{u1})|(vo,y) € F(I)}y Z' ={z € V(Z—{n})| (v, 2) €
F(T)}. Entonces s(v) = s(vg) = |Y'| + |Z’'| + 1, pues v es adyacente hacia
todos los vértices de Y/ U Z’ y hacia vy (ver figura 3.59).

V=1 vy Vs U3 U1 U =Uu

Uy
o0 -0 -0 0 - -0 -0

O

Figura 3.59.

Notemos que para ¢ > 3 se tienen los siguientes casos:

Caso 1: v; € Z y v; es adyacente hacia todos los vértices de Y, pues si supo-
nemos que v; no es adyacente hacia todos los vértices de Y, entonces
existe un vértice y € Y’ tal que (y,v;) € F(T), entonces P, = (vy =
U, Y, Vi, Vitl, -, U = u) €s una vu-trayectoria de longitud més pequena
que P, lo cual no puede ocurrir por la eleccién de P, (figura 3.60).

Vo U1 U2 V-1 U

V3 V;
. ,F,.;».».-.».a...».—b.

o) e
Figura 3.60.

Caso 2: v; € Y y v; es adyacente hacia todos los vértices de Z’, si suponemos
que v; no es adyacente hacia todos los vértices de Z’, entones exis-
te un vértice z € Z’ tal que (z,v;) € F(T), entonces P, = (v =
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U, Z,V;, Vig1, .-, U = ) €s una vu-trayectoria de longitud més pequena
que P, lo cual no puede ocurrir por la eleccion de P.

Caso 3: v; € X y v; es adyacente hacia todos los vértices de Y/ U Z’. Si su-
ponemos que v; no es adyacente hacia todos los vértices de Y’ y Z/,
entonces existe un vértice u; € Y'UZ' tal que (uy,v;) € F(T), entonces
Py = (vo = v,u1,v;, Vi1, ..., = u) es una vu-trayectoria de longitud
menor que P, lo cual no puede ocurrir pues P es la mas pequena.

Si | < 4, entonces el teorema esta resuelto, pues p > 8 y

p/2] > [8/2] =4 > 1.

Supongamos que [ > 5.
Afirmacién: Si ¢ > 3, entonces v; ¢ X.

e Supongamos que v; € X, donde i > 3 e i es la més pequena posible.

1) Sii < I, entonces v; es adyacente hacia vy 1 y a todo vértice en
Y'U Z' y es adyacente hacia vy, pues (v,v1) € F(T), entonces
vy ¢ X, entonces (v;,vy) € F(T) (ver figura 3.61), asi s(v;) >
Y|+ |2 + 2.

Vo vlm Vi1 v

U3
o0 .._..»...4.?? @0
1

OO

Figura 3.61.

2) Sii =, entonces v; es adyacente hacia al menos dos vértices v;,
donde 5 < [.

Tenemos que v; € X'y (v,v1) € F(T), entonces v; ¢ X, enton-
ces (v, v1) € F(T), ademés como [ > 5, entonces |V (P)| > 6,
sin pérdida de generalidad supongamos que v; € Y, como
(v1,v9) € F(T), entonces vy ¢ Y, entonces vy € Z 0 v9 € X,



CAPITULO 3. TORNEOS N—PARTITOS 80

si vy € Z, entonces (v;,v9) € F(T), asi v, es adyacente hacia
al menos dos vértices v;, donde j <.

Si vy € X, entonces como (vg,v3) € F(T'), entonces vz ¢ X,
entonces (v;,v3) € F(T) (ver figura 3.62), asi v; es adyacente
hacia al menos dos vértices v;, donde j < (.

Vo V2
._.._..H.Q.

U1 U3 Ul
Figura 3.62.

Por lo tanto v; es adyacente hacia al menos dos vértices v;, donde
J < 'y hacia todo vértice en Y’ U Z', es decir s(v;) = s(v;) >
Y| + |Z'| + 2 (ver figura 3.63).

(V) () /\ ’Ul

Figura 3.63.

Asi, en cualquier caso, s(v;) > s(v), lo que no es posible, pues v es un
vértice de exgrado maximo.
Por lo tanto si i > 3, entonces v; ¢ X.

Asiv; € Y owv; € Z, para i > 3. Por lo tanto, v; € Y o v; € Z, supongamos
que v; € Y, entonces v;_1; € Z. Observemos que cada vértice de Y/ U Z" y
cada vértice de P excepto v;_s v v;_1 es adyacente desde al menos uno de los
vértices v;_1 o v;. Ademas, v = vy es adyacente desde v;_1 y v;. De aqui

8(1)171) + S(’Ul) > [+ ‘Y” + ’Z/‘
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Pero
2V 1+ 12" + 1) = 25(v) > s(vi—1) + s(v) > 1+ Y| +17],

entonces
2Y'|+2|Z'+2> 1+ Y|+ |7

de modo que |Y'| +|Z'| +2 > 1. Dado que p > |Y’| + |Z'| + | + 1, entonces
p+1 > ([Y'|+|Z'|+2)+1 > 1+, se sigue que p+ 1 > 2l o equivalentemente,
que [ < [p/2], es decir la excentricidad de v es a lo més [p/2]. O

Por otra parte, tenemos un resultado ligeramente mas general.

Teorema 3.0.25. Sea T' un torneo 3-partito fuertemente conexo de orden
P Yy supongamos que v es un vértice de exgrado mdximo que pertenece a
un conjunto de la particion de cardinalidad pi. St p — p1 > 7, entonces la
excentricidad de v es a lo mds (p — p1 + 2)/2.

Demostracion. Notemos que si p — p; > 7, entonces p > 8.

Supongamos que u es un vértice cuya distancia desde v es maxima.

Sea P = (v = vy, vy, ..., = u) una vu—trayectoria de longitud minima, es
decir la excentricidad de v es [. Supongamos que X, Y y Z son los conjuntos
de la particién de T, y supongamos que vy € X, con |X| = p;. Notemos
que siv; y v, € V(P),con 0 < j <k <I k# j+ 1y no pertenecen al
mismo conjunto de la particién, entonces (vg, v;) € F(T'), ya que si supone-
mos (vj,v,) € F(T), entonces P’ = (v, vy, ..., Vj, Uk, Upt1, ..., U = U) €S una
vu—trayectoria de longitud menor que la de P, lo cual no puede ocurrir por
la eleccion de P.

Sea Y' = {y € V(Y —{ui})| (v, y) € F(T)}y Z' = {z € V(Z~{v:}) | (vo, 2) €
F(T)} (figura 3.64). Entonces s(v) = s(vg) = |Y'| + |Z'| + 1, pues v es adya-
cente hacia todos los vértices de Y’ U Z’ y adyacente hacia v;.

Notemos que para ¢ > 3 se tienen los siguientes casos:

Caso 1: v; € Z y v; es adyacente hacia todos los vértices de Y, pues si supo-
nemos que v; no es adyacente hacia todos los vértices de Y’, entonces
existe un vértice y € Y’ tal que (y,v;) € F(T), entonces P, = (vy =
U, Y, Vi, Vitl, -, U = u) €s una vu-trayectoria de longitud més pequena
que la de P, lo cual no puede ocurrir pues [(P) es minima.
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V=171 U1 V-1 UV —=1U

.—>.—>.—>.—>.+ - 0—0@

'O O
Figura 3.64.

Caso 2: v; € Y y v; es adyacente hacia todos los vértices de Z’. Anélogo al caso
1 (ver figura 3.65).

(%1 V2 U; —1

Figura 3.65.

Caso 3: v; € X y v; es adyacente hacia todos los vértices de Y'UZ'. Supongamos
que v; no es adyacente hacia todos los vértices de Y’ y Z’, entonces
existe un vértice u; € YU Z’ tal que (uy,v;) € F(T), entonces para
Py = (vo = v,u1,v4, 011, ..., 0 = u) se tiene que [(P) < [(P), lo cual
no puede ocurrir pues P es la trayectoria de longitud minima.

Si | < 4, entonces el teorema se satisface, pues

p—p >7, entonces p—p+2>09,
p— p1+2
2

entonces

wl@
AV
o~

Ahora, supongamos que [ > 5.
Afirmacién: Si ¢ > 3, entonces v; ¢ X.

e Para ver esto, supongamos que v; € X, donde ¢ > 3 e 7 es la méas
pequena posible.
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1) Sii < I, entonces v; es adyacente hacia v;y1 y a todo vértice en
YU Z' y es adyacente hacia vy, pues (v,v1) € F(T), entonces
v ¢ X, asi (v;,v1) € F(T), de donde s(v;) > |Y'| + |Z'| + 2.

2) Sii=1.
vy es adyacente hacia al menos dos vértices v;, donde j < .

Tenemos que v; € X y (v,v1) € F(T), asi v; ¢ X, entonces
(v, v1) € F(T), ademds como [ > 5, tenemos que |V (P)| > 6.
Sin pérdida de generalidad supongamos que v; € Y, como
(v1,v9) € F(T), tenemos que vy ¢ Y, entonces vy € Z 0
vy € X, sl vy € Z entonces (v, v9) € F(T) (ver figura 3.66).
Asi v; es adyacente hacia al menos dos vértices v;, donde j < [.
Si vy € X, entonces como (vg,vs) € F(T) tenemos que vs ¢
X, asi (v, v3) € F(T), ast v, es adyacente hacia al menos dos
vértices v;, donde 7 < [.

UO//\

U}
o0 -0 -0 0

U U2 U3

Figura 3.66.

Por lo tanto v; es adyacente hacia al menos dos vértices v;, donde
J < 1y hacia todo vértice en Y’ U Z', es decir s(v;) = s(v;) >
Y'| + |Z'| + 2 (ver figura 3.67).

Asi, en cualquier caso, s(v;) > s(v) lo que no es posible, pues v es un
vértice de exgrado méaximo.
Por lo tanto si i > 3, entonces v; ¢ X.

Asiv; € Y ow; € Z, para it > 3. Por lo tanto, v; € Y o v; € Z. Supongamos
que v; € Y, entonces v;_; € Z. Notemos que siv; € V(P), con i > 3, tenemos
que v; ¢ X, ademés v; ¢ X, por lo que v, € X 0 vy € X, entonces tenemos
los siguientes casos:

Caso 1: Si vy € X, observemos que cada vértice de Y’ U Z’ y cada vértice de
P excepto v;_o y v;_1 es adyacente desde al menos uno de los vértices
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Vo »//\ Ul

*o—0—-0-0 -0

U1 V2 U3

Y’Q Q Z

Figura 3.67.

vi_1 0 v;. Ademads, v = vy y vy es adyacente desde v;_1 y v;. De aqui
s(u_1) +s(v) > 1+ 14+ Y|+ 2.
Pero
2Y'|+ 12" +1) = 2s(v) > s(vi-1) + s(v) > 1+ 14+ |Y'|+|Z'],

entonces
2Y'[+21Z' |+ 1> 1+ Y|+ 7).

de modo que |Y'| + |Z'|+1 > 1.
Por otra parte V(P) N V(X) = {vo, v2}, entonces

p = Y|+ |Z'|+|V(P)+[X = {vo, v} = [Y'[+]Z'[+ (I + 1) + (p1 — 2)
=Y+ |Z+1+p -1,
de aqui se tiene que p > |Y'| + |Z'| + 1 + p; — 1, entonces
p+2>(Y'N+|Z|+ 1) +1l4+p >1+1+p =20+p1,
entonces p + 2 — p; > 21 equivalentemente | < (p — p; +2)/2.

Caso 2: Si vy € X, observemos que cada vértice de Y’ U Z' y cada vértice de
P excepto vj_s v v;_1 es adyacente desde al menos uno de los vértices
vi_1 0 v;. Ademas, v = vy es adyacente desde v;_1 v v;. De aqui

S(Ulfl) + S(’Ul) > [+ ‘Y” + ’Z"
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Pero
2 [+ [Z'] + 1) = 2s(v) > s(vi-1) + s(w) > 1+ Y[+ 7],

entonces
YN+ 212" |+ 2> 1+ Y|+ |7

de modo que |Y'|+|Z'| +2 > L
Por otra parte V(P) N V(X) = {vy}, entonces

p= Y+ |2+ V(P)| + X ={vo} = Y[+ [Z]+(+1)+ (1 — 1)

= Y[+ 12 +1+p1,
de aqui se tiene que p > |Y'| 4+ |Z'| + [ + p1, entonces

p+2>(YN+|Z|+2)+l4+p > 1l+1+p1 =20+,
entonces p + 2 — p; > 2l equivalentemente [ < (p — py + 2)/2.

Por lo tanto | < (p — p1 + 2)/2, es decir la excentricidad de v es a lo méds
(p—p1+2)/2 O

En el teorema 3.0.24 y 3.0.25, se mostro que la excentricidad de un vérti-
ce de exgrado maximo en T un torneo 3-partito fuertemente conexo, esta
acotada por una expresién que involucra el orden de 7. Ahora tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 3.0.26. Sea T un torneo n—partito fuertemente conexo (n > 3) y
sea v un vértice de exgrado mdximo entre todos los vértices de algin conjunto
de la particion. Entonces v derrota indirectamente a todo vértice en el mismo
conjunto de la particion que v en a lo mds cuatro pasos.

Demostracion. Supongamos que v € X y que existe un vértice u € X tal
que v derrota indirectamente a u en al menos cinco pasos. Sea P = (v =
Vo, U1, U2, U3, Vg, U5 = u) una vu—trayectoria de longitud minima en 7. Sea
W =A{w e V(T)|(v,w) € F(T)}, entonces s(v) = |W|, notemos que u es
adyacente hacia todo vértice en W, pues de lo contrario si u no es adyacente
a un vértice w € W, entonces (w,u) € F(T), pero entonces existe P, =
(v,w,u) una vu—trayectoria en 7" de longitud méas pequena que P, lo cual
no puede ocurrir pues P es una trayectoria de longitud minima. Asi u es
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adyacente hacia todos los vértices de W (ver figura 3.68), notemos que v; €
W, ademas vg,v3 y v4 ¢ W, pues si suponemos que v; € W, para algin
Jj =2,3,4, entonces P, = (v,vj,0;41, ..., u) es una vu—trayectoria de longitud
a lo mas cuatro, mas pequena que P, lo cual es una conrtradiccion. Entonces
vo,v3 y vy & W.

Vs = U

V4
o - :0 >0 0 >®
w

Figura 3.68.

Por otro lado tenemos que vy € X 0 vy ¢ X,

Caso 1: Siwvg € X, como (ve,v3) € F(T'), entonces vy ¢ X, entonces (vs,u) €
F(T) 6 (u,v3) € X, pero si (vs,u) € F(T), entonces existe P’ =
(v, v1,v9,v3,u) una vu—trayectoria de longitud 4, méas pequena que P,
lo cual es una contradiccién, asi (u, v3) € F(T), entonces s(u) > |W|+1.

Caso 2: Si vy ¢ X, entonces (vo,u) € F(T) o (u,ve) € F(T), pero si (vg,u) €
F(T), entonces existe P’ = (v, v1, v9, u) una vu—trayectoria de longitud
3, més pequenia que P, lo cual es una contradiccién, asi (u,ve) € F(T')
(ver figura 3.69), entonces s(u) > |W/|+ 1.

Vs = U

A v
o'~ "0 >0 >0 >0
3

@/
Figura 3.69.

En ambos casos se tiene que s(u) > |W/|+ 1, es decir s(u) > s(v), lo cual es
una contradiccién pues v es un vértice de exgrado maximo. Por lo tanto v
derrota indirectamente a todo vértice en el mismo conjunto de la particion
que v en a lo mas cuatro pasos.

]

Es claro que se requieren al menos dos pasos para que un vértice de ex-
grado maximo, en algiin conjunto de la particién de un torneo n—partito
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fuertemente conexo (n > 3), pueda derrotar a otro vértice en el mismo con-
junto de la particion, lo que implica que tal vértice derrota indirectamente a
todo vértice de su mismo conjunto de la particién en dos, tres o cuatro pasos.

Teorema 3.0.27. Sea T un torneo n—partito fuertemente conexo (n > 3),
tal que un conjunto de la particion, consiste de un solo vértice v. Entonces
para cada m € {3,4,5,...,n}, existe un m-ciclo en T que conliene a v.

Demostracion. Sean V) = {v}, Vo, V3, ..., V, los conjuntos de la particién de
T'. Probaremos el teorema por induccién sobre m.

Primero demostraremos que v pertenece a un 3—ciclo. Consideremos A =
{w e V(T)|(v,w) € F(T)}, el conjunto de los exvecinos de v, y B = {w €
V(T)| (w,v) € F(T)}, el conjunto de los invecinos de v. Notemos que AUB =
V(T) — {v}, es decir AU BU {v} = V(T), ademas A, B # 0, pues T es
fuertemente conexo, y 04 (v) > 0y d7(v) > 0 (Corolario 1.0.30), entonces
existe al menos un vértice u € A y un vértice w € B, como T es fuerte existe
una uw—trayectoria, sea P = (r; = w,xs,23,...,4; = w) dicha trayectoria
(ver figura 3.70).

Afirmacién: Existe al menos un vértice en V(P)N A, que es adyacente hacia
un vértice en V(P) N B:

e Como z; = b € B, consideremos el valor minimo s, para el cual x, €
B, notemos que s > 1, pues z; € A, entonces r,_1 € A. Ademas
(x5_1,25) € F(T).

Figura 3.70.

Entonces existe al menos un vértice a € A que es adyacente hacia un vértice
b € By como a es un exvecino de v y b es un invecino de v, entonces (v, a)
y (b,v) € F(T), asi existe C' = (v, a,b,v) un 3—ciclo que contiene a v.
Supongamos ahora que v es un vértice que esta contenido en un ¢-ciclo para
t=3,4,5,....,k, donde k < n. Mostraremos ahora que v también estda en un
(k + 1)—ciclo.
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Sea C' = (v; = v, V9,03, ..., U, v1) un k-ciclo, que contiene a v. Como k < n,
entonces C' no contiene los vértices de V,., para algin r en 2 < r < k. Sea
uy € V,., entonces u; es adyacente a todo vértice de C', pues ningtn vértice de
C pertenece a V,., entonces (uy,v;) € F(T) o (v;,u1) € F(T), para 1 <i < k.
Si uy es invecino y exvecino de V(C'), entonces existe i € {1,2,3,...,k} tal
que (v;,up) y (ur,vi41) € F(T).

Sin pérdida de generalidad supongamos que (vy,u;) € F(T'), ademdas como
uy es invecino de V(C'), podemos escoger el valor minimo de s, para el cual
(u1,vs) € F(T), con vs € V(C), entonces para vs_y € V(C) se tiene que
(vs—1,u1) € F(T). Asi Cy = (v1, 09, U3, oy Vg, U1, Vig1, Vigay .., U, V1) €S UN
(k + 1)—ciclo en T" que contiene a v; (figura 3.71).

ﬁof" .\

v; @ Uy
QU =v ! l\‘.
U@—I—l.‘/
@ Ui
\0 o ©
Figura 3.71.

Ahora supongamos que u; no es invecino de V(C') o u; no es exvecino de
V(C). Sin perder generalidad supongamos que u; es exvecino de V(C') (en
el otro caso consideremos la digrafica inversa), entonces (v;,u;) € F(T) para
todo 1 < i <k, como T es fuerte, consideremos P = (x; = uy, T2, T3, ..., Tq)
una trayectoria minima de u; a algin vértice de C, es decir z, = v, para algin
r, con 1 <r <k, donde ¢ > 3, pues si ¢ = 2, entonces P = (r; = uq, Ts),
entonces 1 es un invecino de C' lo que contradice la hipétesis, entonces ¢ > 3.
Asi tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si x4 # vy.
Supongamos primero que ¢ > 7, como z; ¢ V; para 1 <i < g — 2, pues
siz; € Vi,conl <i<gqg—2 porloquex; =vyademéds P, = (z; =
Uy, Ta, T3, ..., T;) seria una trayectoria de longitud mas pequena de u; a
los vértices de C, lo cual contradice la hipdtesis, por lo que z; ¢ V7,
para 1 < i < ¢ — 2, entonces (vy,2;) € F(T) o (z;,v1) € F(T), pues
vy € V4. Si (z4,v1) € F(T), entonces P, = (xy, x9, X3, ..., x;, V1) €s una
trayectoria de u; a C' de longitud més pequena que P, lo que es una
contradiccién. Asi (vy,x;) € F(T), para 1 < i < ¢ — 2, en particular
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(01, Tq—(r—1)) € F(T'), entonces existe

Cl = (’Ul, xq—(r—l)y xq—(r—l)—l—la xq—(r—1)+27 ooy Lg = Upy Upy1, Upg2,y ooy Uk, Ul)

un (k 4+ 1)—ciclo, que contiene a v; (figura 3.72).

//»0 ®e
/’. Vg \
/.b\ § Uy = Iq‘

.kvf Ur+1 A/f
Uy = Ty \ Ao
.\‘55.2 T3

0 —eee 3@

/
[
|

\

L]
(]
[

>
Lq—(r-1) Tg—r42

Figura 3.72.

Ahora supongamos que ¢ < 1, recordemos que (Vp_q41,%1 = U1) €
F(T), pues u; es exvecino de V(C), entonces existe C' = (vq, v, vs, ...,

Up_gt1, X1, T2, T3, ooy Ty = Up, Upt1, Upg2, ..o, Uk, V1) UN (k + 1)—ciclo que
contiene a vy (figura 3.73).

SeTI=T X
//' ¢ Ur—qul\‘.
,.'UQ ®
/

.
\ Uy = Xyq
@ Uk

AN 'U'H»l/.‘/

| 0 00—

Uy =Ty
.\\‘ ?32 T3 /

(] @ »re © M

.44//.

@

q—1
Figura 3.73.

Caso 2: Si zy = v;.

Supongamos primero que ¢ > k, como z,_; ¢ Vi, entonces (vy, x,_i) €
F(T) o (xg—k,v1) € F(T), pero si (z4—g,v1) € F(T), entonces P, =
(21, X2, X3, ..., gk, v1) €s una trayectoria de uy; a C' de longitud mas
pequena que P, lo cual es una contradiccién, asi (vq,z,—x) € F(T),
entonces C) = (Ty—k, Tg—kt1s Tgek+2, -y Tqg = V1, Tg—g) un (k4 1)—ciclo,
que contiene a vy (figura 3.74).

Ahora supongamos que ¢ < k, recordemos que (Ugya_q, 1 = U1) €
F(T), pues u; es exvecino de V(C), entonces C' = (x1, T2, T3, ..., Tqg =
U1, V2, VU3, ..., Ugta—q, 1) Un (k + 1)—ciclo, que contiene a v.
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T To ///’?11772‘1’\\—\\\\ v = I,
Q@ >0 »eee >Q@ »eee >0 >0 >0
Tq—k Tg—1
Figura 3.74.

Asf vy pertenece a un (k + 1)—ciclo. Por lo tanto v; pertenece a un m—ciclo
en T param € {3,4,5,...,n}. O

Teorema 3.0.28. Sea T un torneo n—partito fuertemente conexo, conn > 3,
entonces en cada conjunto de la particion existe al menos un vértice que
pertenece a un 3— ciclo.

Demostracion. Sean Vi, Vs, ...V, los conjuntos de la particién en T'. Mostra-
remos sin pérdida de generalidad, que V) tiene al menos un vértice que esta
contenido en un 3—ciclo.

Sea v € V;. Como T es fuertemente conexo y por la proposicién 3.0.15 (1)
sabemos que para cualesquiera dos vértices de distintos conjuntos de la par-
ticiéon pertenecen a un ciclo en comun, entonces podemos concluir que v
pertenece a un ciclo en Ty por el teorema 3.0.13 tenemos que v pertenece a
un 3-ciclo o a un 4-ciclo.

Si v esta en un 3-ciclo, entonces la demostracion esta terminada, pero si v no
pertenece a un 3-ciclo, entonces pertenece a Cy = (vq, va, v3, U4, v1) un 4-ciclo,
con v = vy, entonces tenemos la siguiente afirmacion:

Afirmacién: vs € V;.

e Supongamos que vs ¢ Vi entonces o (vy,v3) € F(T') y (v, vs, v4,v1) €8
un 3-ciclo en T' que contiene a v, (figura 3.75 (a)) o (vs,v1) € F(T) y
(v1, v9,v3,v1) es un 3-ciclo en T' que contiene a vy (figura 3.75 (b)), en
ambos casos llegamos a una contradiccién, pues v no pertenece a un
3-ciclo.

Por lo tanto v3 € V;.

Ahora tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si vy y vy pertenecen a distintos conjuntos de la particién, enton-
ces (vg,v2) € F(T) o (va,v4) € F(T). Si (vg,v4) € F(T), entonces
(v1,v2,v4,v1) es un 3-ciclo que contiene a vy (figura 3.76 (a)), lo cual
es una contradiccién, asi (vy,v2) € F(T) y en este caso (vq, vs, V4, Vg)
es un 3-ciclo que contiene a vy € Vi (figura 3.76 (b)) y termina la
demostracion.
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Figura 3.75.

V@—>@V2 V@—>@ V2
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Figura 3.76.

Caso 2: Si vy y v4 pertenecen al mismo conjunto de la particién, entonces su-
pongamos sin pérdida de generalidad que vy y vy € V5. Si existe un
vértice x € V;, para 3 < i < n, que es exvecino e invecino de V(C),
entonces afirmamos que alguno de los dos vértices v; 0 v3 estd en un
3-ciclo.

e Notemos que x es adyacente a todos los vértices de Cy, pues x € V}
con i # 1,2, ademéds es exvecino e invecino de V(C}), entonces
afirmamos que existen dos vértices consecutivos v; y vj41 en Ch,
para algin j = 1,2,3,4y j + 1 médulo 4, en Cy tal que (z,v;) y
(vj41,2) € F(T). Asi existe (z,v;,vj4+1,2) un 3-ciclo en T' (figura
3.77), con v; o v € Vi, entonces C; tiene a vy y vs vértices
que pertenecen a Vi y j € {1,2,3,4}, asi v; o v3 estdn en un 3-
ciclo, pero como v; no puede pertenece a un 3—ciclo, entonces v
pertenece a un 3—ciclo y se termina la demostracion.

De lo contrario supongamos que no existe un vértice x € V;, con 3 <
i < n, tal que es exvecino e invecino de C1, entonces V(T') — (VU V;) se
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Vit @—— > @ Ujt2
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T

Figura 3.77.

puede partir en dos conjuntos S y Ss tal que S; = {z € V(T) — (V; U
Vo)|(vi, z) € F(T) para todo ¢ =1,2,3,4} el conjunto de exvecinos de
Cry Sy ={z e V(T)—(ViUW)|(z,v;) € F(T) para todo i =1,2,3,4}
el conjunto de invecinos de C; (figura 3.78), donde S; NSy = ().

S, 01,4>. () S,
P E—— [ ——
V,@¢—@U3
Figura 3.78.

Como n > 3, entonces al menos uno de los dos conjuntos S; o S
es no vacio. Supongamos que S; # (). Como T es fuerte, entonces
existe una trayectoria de cada vértice de S; a cada vértice de C'y. Sea
P = (1,29, 23, ...,7,) una trayectoria minima de los vértices de Sy a
los vértices de C (figura 3.79), notemos que ¢ > 3, pues de lo contrario
si ¢ = 2, entonces P = (x1,x2), es decir x; es exvecino e invecino de
C1, lo cual es una contradiccion, pues no existe un vértice x € V;, con
3 <1 <n,tal que z € §; N S,. Por lo tanto ¢ > 3.

Notemos que V(P — {z1}) NSy = 0, pues de lo contrario si hay un
vértice z; € Sy, con 2 < ¢ < g, entonces Py = (T4, Tit1, Tiyo, ..., Ty) Seria
una trayectoria de S7 a C de longitud més pequena que P, lo que es
una contradiccién. Por lo tanto V(P — {z1}) N S; = 0.

Si V(P)NSy =0, entonces V(P —{z1}) C V1UV,, pues V(P —{z1})N
S1 =0y V(P —{r}) NSy = 0, asi podemos concluir que z3 0 z3
pertenece a Vi, como xz3 € Vi UV, y 21 € V;, con 3 <1 < n, entonces
(x1,23) € F(T) o (x3,21) € F(T). Si (z1,23) € F(T), entonces P, =
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Figura 3.79.

(21,3, %4, ..., Ty) €s una trayectoria de longitud més pequenia que P lo
cual es una contradiccién. Asi (z3,z1) € F(T), entonces (z1, 2, T3, 1)
es un 3-ciclo que contiene un vértice de V; (figura 3.80).

[T1| x2 @3 Lol
B Nid had EndRERESY

=TT

e >0
S, /N
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Figura 3.80.

Ahora supongamos que V(P) NSy # (). Observemos que V(P) N Sy =
{z,-1}, pues de lo contrario si suponemos que existe otro vértice x; €
V(P)N Sy, con 2 < i < g — 2, entonces x; es adyacente hacia un
vértice x; de C1, entonces Py, = (1, X2, T3, ..., T;, ;) €s una trayectoria
de longitud menor que la de P, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto V/(P) NSy = {x4_1}, asi z,1 € S, entonces x,_; es adyacente
hacia todos los vértices en (', en particular es adyacente hacia vz € V.

e Si g =3, como x; € Sy, entonces (vs,z) € F(T), asi (v3, x1, T,
v3) es un 3-ciclo que contiene a v3 € V; (figura 3.81).

e Sig >4, como V(P)NSy = {x,1} y V(P)N Sy = {x1}, en-
tonces x4_2 y 243 € V1 U Vs, asi 2,0 € V3 0 2490 € V. Si
T,_9 € Vi, entonces (ve,x,-2) € F(T), pues va € V, ademas
(Tg—2,v2) & F(T), pues Py = (x1,%2,%3, ..., Tq—2,V2) €S Una tra-
yectoria de S7 a los vértices de C'; de longitud méas pequena que
P, lo cual es una contradiccion, pues P es una trayectoria mini-
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Figura 3.81.

ma. Asi (z,-2, 41,02, Ty—2) €s un 3-ciclo que contiene un vérti-
ce de V. Por otro lado si z,_o € V5 y como v3 € Vj, entonces
(v3,24—2) € F(T) o (x4—2,v3) € F(T), pero si (x,_2,v3) € F(T),
entonces Py = (1, T2, T3, ..., T4—2, U3) €s una trayectoria de S a los
vértices de C] de longitud més pequena que P, lo cual es una con-
tradiccion, asi (v, x,-2) € F(T), entonces Py = (v3, Tq—2, Tq—1,V3)
es un 3-ciclo que contiene a vz € Vi (figura 3.82).
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Figura 3.82.

Ahora supongamos que S; = (), entonces Sy # (). Como T es fuerte,
existe una trayectoria de cada vértice de '} a cada vértice de Sy. Sea
P = (x,9,...,x,) una trayectoria minima de algin vértice de C; a

algin vértice de S,, notemos que g > 3, de lo contrario si ¢ = 2,
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entonces P = (x1, z3), es decir xq es exvecino e invecino de C, lo cual
es una contradiccion, pues no existe un vértice x € V;, con 3 <1 < n,
tal que z € 51 N S,. Por lo tanto ¢ > 3.

Notemos que V(P —{x,}) NSy = (), pues de lo contrario si existiera un
vértice x; € Sy, con 2 < i < g— 1, entonces P; = (x1, z9, X3, ..., ;) seria
una trayectoria de C a Sy de longitud mas pequena que P, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto V(P — {z,}) N Sy = 0.

Como Sy =0y V(P—{z,})NSy =0, entonces V(P —{z,}) C V1UV%,
asl (x4, x4—2) € F(T), pues z, ¢ Vi U Vo y (24_2,2,) ¢ F(T), de lo
contrario Py = (x1, %2, Z3, ..., L,—2, T,) seria una trayectoria de Cy a S
de longitud mas pequena que P, lo cual es una contradiccion. Asi existe
(g, Tg—2, Ty—1,%,) un 3-ciclo en T, que contiene un vértice de V; (figura
3.83), vaquexg o€ Viya, 1 €Vo0ox,0€Vayx, €V

®e >0
S2
/ \
T2 Zg—2 Tg-1[ Tq |
@ > H»@O >0 >0 |

{ /
\ /

o 0 N4

Figura 3.83.

Entonces podemos concluir que V; tiene al menos un vértice que pertenece a
un 3-ciclo. Por lo tanto en cada conjunto de la particion existe al menos un
vértice que pertenece a un 3—ciclo.

O]

El siguiente teorema es una generalizacién del corolario 2.0.11 que dice
que todo torneo T' fuertemente conexo de orden p > 3, contiene un k—ciclo
para todo k, con 3 < k < p.

Teorema 3.0.29. Cada conjunto de la particion de un torneo n—partito
fuertemente conexo T, con n > 3, tiene al menos un vértice que pertenece a
un ciclo de longitud m para cada m € {3,4,...,n}.

Demostracion. Sean Vi, Vs, ..., V,, conjuntos de la particiéon en T'. Mostrare-
mos sin pérdida de generalidad, que Vi tiene un vértice que esta contenido
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en un k—ciclo para k = 3,4, ...,n. Procederemos por induccion sobre k.
Primero mostraremos que V; tiene un vértice en un 3-ciclo.

Por el teorema 3.0.28 tenemos que si T es un torneo n—partito fuertemente
conexo, entonces en cada conjunto de la particién existe al menos un vértice
que pertenece a un 3—ciclo, en particular para V;.

Supongamos que u es un vértice de V4 que pertenece a un t—ciclo para todo
t =3,4,...,k, donde k < n. Probaremos que u estd en un (k + 1)—ciclo o V;
contiene otro vértice que esta en un t—ciclo, para t = 3,4,5,....k, k + 1.

Sea C' = (vy, v, ..., 0%, v1) un k—ciclo con u = vy, y sea S el conjunto de
vértices que pertenecen a los conjuntos de la particion que no tienen vértices
en C. Si existe x € S que es invecino y exvecino de V(C'), donde ademés x
es adyacente a todo vértice de C', pues z no pertenece a ningin conjunto de
la particién que contenga vértices en C', entonces afirmamos que existen v;
y v;j+1 vértices en V(C), tal que z es exvecino de v; y x es invecino de v,
asi podemos formar

C1 = (01,02, V3, ., Vj, T, V11, Vjy2, -, Vk)

un (k + 1)—ciclo que contiene a u (figura 3.84).

Figura 3.84.

Por otro lado, si no existe un vértice x € S tal que es invecino y exve-
cino de V(C'), entonces podemos partir a S en dos conjuntos ajenos Sj y
Sy tal que S; = {x € V(9)|(v;,x) € F(T) paratodo i =1,2,3,....k} y
Se ={z € V(T) — (Vi UWVy)|(z,v;) € F(T) paratodo i = 1,2,3,... k},
donde S; NSy = 0.

Supongamos que S; # (). Como T es fuerte, entonces existe una trayectoria
de cada vértice de S; a cada vértice de C. Sea P = (1,3, 3, ...,7,) una
trayectoria minima de S; a C' (figura 3.85), notemos que g > 3, pues de lo
contrario si ¢ = 2, entonces P = (x1, ), es decir x5 es exvecino e invecino
de C, lo cual es una contradiccién, pues no existe un vértice x € V;, con
3 <i<mn,tal que x € S N.S,. Por lo tanto g > 3.
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Figura 3.85.

Notemos que V(P — {z1}) N'S1 = 0, pues de lo contrario si existiera un
vértice z; € Sy, con 3 < i < g, entonces P, = (x;, Tiy1, Tito, ..., Tq) seria
una trayectoria de S; a C' de longitud més pequena que P, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto V(P — {z;}) N S; = 0.

Supongamos primero que V(P) N Sy = (), denotemos por W = V(T) — S al
conjunto de vértices que pertenecen a un conjunto de la particion que tiene al
menos un vértice en C, entonces V(P—{z1}) C W, pues V(P—{z1})NS; =0
yV(P—{x1})NSy =0y S =5US,, entonces x; y x; no pertenecen a
un mismo conjunto de la particién, para todo i > 2, pues x; ¢ W, en-
tonces (z;,x1) € F(T), para todo ¢ > 3, de lo contrario si existiera un
(x1,2;) € F(T) para algin ¢ > 3, entonces P, = (21,2, Tiy1, ..., T,) €8
una trayectoria de S; a C de longitud mas pequena que P, lo cual es una
contradiccion pues P es una trayectoria de longitud minima. Por lo tanto
(i, x1) € F(T), para todo ¢ > 3 (figura 3.86).

<
1
Sy 'i. o ” .* S
NS
—r Za . o T
3.@24, L3 Lo 0 Lg-1/
Figura 3.86.

Si P tiene al menos un vértice de Vi, entonces podemos escoger el valor
minimo s, para el cual x5 € V(P) N Vj, notemos que (x4, z;) € F(T), pa-
rat = 1,2,3,..s — 2., pues como s es el minimo valor para el cual z, €
V(P) N Vi, entonces z; ¢ V; para todo ¢ = 1,2,3,..s — 2, entonces (xs, z;) €
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F(T) o (z;,z5) € F(T), pero si (x;,z5) € F(T), entonces existe P, =
(@1, To, T3, ..oy Tiy Ty Ty, ..., ) Una trayectoria de Sy a C de longitud més
pequena que P, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto (xg,x;) € F(T),
parai=1,2,3,..5 —2..

Como z, € V(C), entonces supongamos que z, = 4, para algin 1 <
d < k, asi renombremos los vértices de C' de tal forma que C = (u; =
Vdy Uy = Ugi1, Us = Ugya, -y U = Vgik—1,U1). Afirmamos que x; pertenece a
un t—ciclo, para t = 3,4,5,....k+q—1,donde k+q¢—1 > k+ 2, ya que
q > 3. Asi tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si s =2 6 s = 3, sabemos que (z;,x1) € F(T), para i = 3,4,5,...,q,
entonces existe C1 = (z1, xg, X3, ..., 1, 1) un [—ciclo, para 3 <1 < qy
que contiene a z (figura 3.87).

= .
e’2 oaT3s 2
05973 2 o/
\\\.\ »e .,./j/‘u\’ Tiy1

Figura 3.87.

Por otra parte como x; € Sy, entonces (u;, x1) € F(T), para todo i =
1,2,3, ..., k, entonces Cy = (21, %2, T3, ..., g = u1) U (U1, ug, ug, ..., up) U
(up, 1) esun (¢+b)—ciclo, para 2 < b < k—1, y que contiene a x4 (ver
figura 3.88), es decir x5 pertenece a un [-ciclo para ¢+1 <1 < g¢+k—1,
entonces xg pertenece a un j—ciclo, para j = 3,4,5,....k+q — 1.
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Figura 3.88.
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Caso 2:

Caso 3:

Si 4 < s < g, recordemos que (zs,z;) € F(T), parai = 1,2,3,..s — 2,
entonces existe C = (Ts_p, Tspi1, Ts—ri2, -y Tsy Ts—p) un (r+1)—ciclo,
con2 <r<s—1yux, €Cy (ver figura 3.89), es decir x, pertenece a
un t—ciclo, para t = 3,4,5, ..., s.

_— S

o o S
@ e PP Poeo —}.—) —}.—}ooo —> @
T Tg—p Ts—2 Ts—1 Ts $q
Figura 3.89.
Por otro lado existe Cy = (1, %9, X3, ..., Ts, Ts41y ooy Topr, T1) UN S +

r—ciclo, con 1 < r < g—sy zs € Cy (ver figura 3.90), es decir x4
pertenece a un j—ciclo, para j = s+ 1,s+ 2, ..., q.

.‘—/b'./—bo e d A IXEEY B IR )
I i) Ts Tstr Tq

Figura 3.90.

Por otra parte como z; € Sj, entonces (u;,x;) € F(T), para todo
i =1,2,3,....k, entonces Cy = (1,2, T3, ..., Ty = Uy, U2, U3, ..., Up, T1)
es un (q + b)—ciclo, para 2 < b < k — 1, es decir z, pertenece a un
j—ciclo, para j = ¢+ 1,q+2,...,q + k — 1 (ver figura 3.88). Entonces
T, pertenece a un j—ciclo, para j = 3,4,5,....,k +q — 1.

Si s = q, recordemos que (x4, x;) € F(T), para i = 1,2,3,..s — 2,
entonces existe C1 = (Ts_p, Ts_yi1, Ts—ri2, -, Ts, Ts—p) Un (r+ 1)—ciclo,
con 2 <r<s—1yuxs €, es decir z, pertenece a un t—ciclo, para
t =3,4,5,...,q (ver figura 3.91).

A ——
@ >0 »eee >0 > >0 >0 >0
1 T Ls—r Tg—2 Tg—1 T

Figura 3.91.

Por otra parte como z; € Si, entonces (u;,x;) € F(T'), para todo
i=1,2,3,..,k, asi Cy = (21,29, T3, ..., Ty = U, U2, Us, ..., Up, T1) €S UL
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(g + b)—ciclo, para 2 < b < k — 1, es decir x4 pertenece a un j—ciclo,
para j = q+1,q+2,...,q+k—1 (ver figura 3.88). Entonces z; pertenece
a un j—ciclo, para j = 3,4,5, ... k+q—1> k+ 2.

Ahora supongamos que V(P) NV, = (), entonces (v, x;) € F(T) o (x;,v1) €
F(T), pues x; ¢ Vi, parai = 1,2,3,...,q — 2, pero si (x;,v1) € F(T), para
algin 1 <i < ¢—2, entonces P, = (x1, T2, T3, ..., ;, V1) €s una trayectoria de
los vértices de S a los vértices de C' de longitud mas pequena que P, lo cual
es una contradiccién, asi (vy,z;) € F(T), para 1 < i < ¢—2. Recordemos que
z, € V(C), donde z, = vg, para 2 < d < k, pues z, # v;. Entonces para cual-
quier 1 <i < ¢ —1, el ciclo (vy, Tg—i, Toy_i\ys-or Tg = Vd, Vig1, Vds2, -+, Uk, V1)
esun (i + k — d + 2)—ciclo (ver figura 3.92).

>0 O o

ne ~
. i

Figura 3.92.

Ademads para cualquier j con 1 < j < d—1, el ciclo (v, v, vs, ..., v;, T1, X2, ...,
Tg1,Tq = Vdy Vg1, -, Uk, V1) €S un (j + q + k — d)—ciclo (ver figura 3.93).

Figura 3.93.

Asi vy pertenece a un t—ciclo, para t = 3,4, ...,k + ¢ — 1, done ¢ > 3.

Queda por considerar el caso V(P) N Sy # 0. Observemos que V(P) N
Sy = {41}, pues de lo contrario si suponemos que existe otro vértice
x; € V(P)N Sy, con 2 < i < g— 2, entonces x; es adyacente hacia un vértice
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v € V(C),conl <I< k,asi P, = (21, x9, x3, ..., T;, 1) es una Sy C'—trayectoria
de longitud menor que P, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto V(P) N
Sy = {x41}, asi ;-1 € S2 y w41 es adyacente hacia todos los vértices
en C. Si v y w42 estan en distintos conjuntos de la particién, entonces
(v1,24-2) € F(T) o (xq—2,v1) € F(T), pero si (x,_2,v1) € F(T), entonces
P = (x1,%9,23,...,24-2,v1) €s una trayectoria de Sy a C' de longitud mas
pequena que P, lo cual es una contradiccion. Asi

(Ub Lg—2,Lg—1,U3, V4, ..., VL, Ul)

es un (k+1)-ciclo. Si z,_o € Vi y como vy ¢ Vi, entonces (va, 24-2) € F(T') o
(xg—2,v2) € F(T), perosi (z4-9,v2) € F(T'), entonces P, = (x1, T2, X3, ..., Tg—2,
v9) es una trayectoria de Sy a C' de longitud més pequena que P, lo cual es una
contradiccion. Asi (va, z4—2) € F(T) y (vi,v2, Tg—2, Tg—1, Vs, Vs, ..., Ug, V1) €8
un(k+1)—ciclo (ver figura 3.94) o en el caso que k = 3, entonces (v1, Vg, T4—2,

Zg—1,v1) es un (k + 1)—ciclo.

Y — @ 4\‘;\\
T2 V4 e
V2@ 3 °

@ ——>e o 0,7*.1.//
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Figura 3.94.

Ahora supongamos que S; = (), entonces Sy # (). Como T es fuerte, enton-
ces existe una trayectoria de cada vértice de C' a cada vértice de S,. Sea
P = (xy, 9, ...,x,) una trayectoria minima de C} a S, notemos que ¢ > 3,
de lo contrario si ¢ = 2, entonces P = (x1,23), es decir xy es exvecino e
invecino de ', lo cual es una contradiccién, pues no existe un vértice x € S,
tal que x € 1N Ssy. Por lo tanto ¢ > 3.

Notemos que V(P — {z,}) NSy = 0, ya que de lo contrario si existiera un
vértice x; € Sy, con 2 < i < g — 1, entonces P, = (x1, x9, x3, ..., ;) seria una
trayectoria de los vértices de C' a los vértices de S, de longitud mas pequena
que P, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto V(P — {x,}) N Sy = 0.
Como S; = 0y V(P — {z,}) NSy = 0, se tiene que V(P — {z,}) C W,
ademas x; € C, entonces supongamos que r; = vy, para alguin 1 < d < k,
asi tenemos los siguientes casos:
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Caso 1: Si V(P)NV; =0, entonces z, ¢ Vi, para 1 <r < qy (x,vs) € F(T),
para 1 < f <k, pues x, € Sy. Asi tenemos los siguientes casos:

e Sig<k-+1-—d, entonces existe

C1 = (v1, V2, V3, ..., Vg = T1, L2, L3, -y Tqy Vit g1, Vdtqs Vdtgrls -5 Uk, V1)

es un k + 1-ciclo, con v; € C; (ver figura 3.95), entonces v; perte-
nece a un t-ciclo, parat = 3,4,5,....k + 1.

>0 0,
/'.Ud+q—1
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Figura 3.95.

e Si g > k+ 2 —d, notemos que T2 4 ¥y v; no pertenecen al
mismo conjunto de la particién, entonces (vy,zgi2-q) € F(T)
0 (Tgy2-4,v1) € F(T), pero notemos que si d # k, entonces
(Tpya—a,v1) € F(T), pues si (v1,Tgr2-q4) € F(T), entonces existe
Py = (v1, Tky2-ds Tkt3—ds ---» T4) Una trayectoria de C' a Sy de lon-
gitud mas pequena que P, lo cual es una contradiccion, por lo que
(Tgs2-a,v1) € F(T), asi existe

C, = (U1,U27U3; <y Ug = T1, T2, T3, -'-,$k+2—d7U1)

un k + 1-ciclo, con vy € C (ver figura 3.96), entonces v; pertenece
a un t-ciclo, para t = 3,4,5,....k + 1.

Si d =k, entonces (vy,23) € F(T) o (x9,v1) € F(T), si (x9,v1) €
F(T), entonces existe C1 = (v1,v2,03,...,Up = T1,T2,V1) €S Un
k + 1—ciclo, con v; € C, entonces v; pertenece a un t-ciclo, para
t =3,4,5,....,k + 1. Pero si (v1,22) € F(T) y q < k, recordemos
que (z4,v;) € F(T), para 1 < j < k, pues z, € Ss, asi existe
C1 = (v1, %9, X3, ..., Ty, Vg, Vg1, Ugt2, -, Vg, V1) U k + 1—ciclo (ver
figura 3.97).
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Figura 3.97.

Siq > k + 1, entonces recordemos que xyy1 vy v; no pertenecen
al mismo conjunto de la particién, de donde (vy,zr1) € F(T)
0 (Tgr1,v1) € F(T), pero si (vy,x541) € F(T), entonces existe
Py = (v1, T41, Thta, -, T4) una trayectoria de C' a Sy de longitud
mas pequena que P, lo cual es una contradiccion, por lo tanto
(Xg41,v1) € F(T), asi existe Cy = (v, T2, X3, ..., Tpr1,v1) un (k +
1)—ciclo, con v; € C, entonces v; pertenece a un t-ciclo, para
t=3,4,5,....k+ 1.

Caso 2: Si V(P)NV; # (0, entonces podemos escoger el valor maximo de s, para
el cual z5 € Vj, notemos que s < ¢, pues z, ¢ Vi, ademds si z; y x
pertenecen a distintos conjuntos de la particién, para 1 < j < f < q,
con f # j+ 1, entonces (v, x;) € F(T), pues si (z;,x5) € F(T),
entonces existe P, = (x1, %2, X3, ..., Tj, Tf, Tf11, ..., Ty) UNA trayectoria
de los vértices de C' a los vértices de Sy de longitud mas pequena
que P, lo cual es una contradiccion, entonces (xf, ;) € F(T), ademés
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renombremos los vértices de C' de tal forma que C' = (u; = vg,us =

Va1, U3 = Va2, ooy Uk = Udyh1, U1)-
Ahora consideremos los siguientes casos:

e Sis=q—16s=¢q— 2, recordemos que V(P — {z,}) NSy = 0,
entonces x, y =; no pertenecen al mismo conjunto de la particién,
para 1 < j < g — 2, entonces (z4,z;) € F(T), para todo 1 <
Jj < q—1, puessi (z;,z,) € F(T) para algin 1 < j < ¢ — 2,
entonces existe P, = (z1, %2, x3, ..., Tj, T,) una trayectoria de C' a
S5 de longitud méas pequena que P, lo cual es una contradiccion,
por lo que (z,,x;) € F(T), asi

Cy = (xq—ra Lg—r+1; Lg—r+2; --+y Lgy xq—r)

es un (r + 1)-ciclo, con 2 < r < g — 1, donde =, € C}, es decir

xrs pertenece a un t—ciclo, para t = 3,4,5,...,q. Por otro lado
recordemos que (z,,u;) € F(T), para 1 < j < k, pues z, € Sy,
entonces

C= (uk‘—rauk—r—i-la Uk —p42y oy Uk, U1 = T1, L2, T3, .-+ xqauk—r)

esun (¢+r-+1)-ciclo,con 0 < r < k—2y x, € C (ver figura 3.98),
es decir x4 pertenece a un t—ciclo, parat = q+1,q¢+2,...,q+k—1,
donde g+ k—1> k+2, pues ¢ > 3. Por lo que x, pertenece a un
t—ciclo, parat =3,4,5,....q + k — 1.

Figura 3.98.

e Sil < s < g—3,entonces zs y Ts1, no pertenecen al mismo conjun-
to de la particién, para 2 < r < ¢ — s, entonces (Tgy,, x5) € F(T),
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pues si (zg, x51,) € F(T), tenemos que existe Py = (21, xg, ..., Ts, Tsir,
Tsirils -, Tq) Una trayectoria de C' a S de longitud més pequena
que P, lo cual es una contradiccién, entonces (zsy,,z5) € F(T),
asi existe

Cl = (xsa Lst1y Ts42y ooy Lstrs xs)

un (r 4+ 1)—ciclo, con 2 < r < g — s, donde z; € C}, es decir x4
pertenece a un t—ciclo, parat =3,4,5,...,q — s + 1.

Por otro, lado recordemos, que x4, y z; no pertenecen al mismo
conjunto de la particién, para 1 < j < ¢ — 2, entonces (x4, z;) €
F(T), para 1 < j < g — 2, entonces existe

Cl = (xS—Ta Ls—r4+1y Ls—r42; -5 Lsy Ls415 -5 Ly xs—r)

un (¢ —s+r+1)—ciclo, con 1 <r < s—1y x; € C, es decir,
pertenece a un t—ciclo, parat =q—s+2,¢q—s+3,...,q.
También recordemos que (z4,u;) € F(T), para 1 < j < k, pues
rq € Sy, entonces

Cl = (ukfﬁuka'Jrla Uk —r42y oy Uk, U1 = T1, L2, T3, --+y Ly, uk*?’)

es un (g+r+1)-ciclo,con 0 < r < k—2y z, € C} (ver figura 3.98),
es decir x, pertenece a un t—ciclo, parat = q+1,9+2,....,q+k—1,
donde ¢+ k —1 > k + 2, pues ¢ > 3. Entonces x; pertenece a un
t—ciclo, para t = 3,4,5,...,.q + k — 1.

e Sis =1, entonces 71 € Vi y z; ¢ Vi, para 2 < j < ¢, entonces
(xj,1) € F(T), para todo 3 < j < ¢, pues si (x1,2;) € F(T),
entonces existe P, = (:Ul,xj,:r;jH, ...,:cq) una trayectoria de C' a
Sy de longitud mas pequena que P, lo cual es una contradiccién,
entonces (x;, 1) € F(T), ast

C’1 - (xla Lo, T3y ooy Ty xl)

es un r—ciclo, con 3 < r < ¢, (ver figura 3.99).

;. —poeoe 4;‘
Ty Zq

Figura 3.99.
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Tenemos que (z,,u;) € F(T), para 1 < j < k, pues z, € S,
entonces

C = (Uk—ry Uk—pt 15 Kl—rg 2y oovs Uk, U = X1, T, T3y ooy Ty, Uy )

esun (¢+1+r)-ciclo,con 0 <r < k—2y x, € C (ver figura 3.98),
es decir x, pertenece a un t—ciclo, parat = q+1,9+2,....,q+k—1,
donde ¢+ k—1 > k+2, pues ¢ > 3. Por lo que z, pertenece a un
t—ciclo, para t = 3,4,5,...,q + k — 1.

Por lo tanto existe un vértice y € Vi que pertenece a un t—ciclo, para
t=3,4,5,....,n.

Por lo tanto cada conjunto de la particion de T un torneo n—partito fuerte-
mente conexo tiene al menos un vértice que pertenece a un ciclo de longitud
m para cada m € {3,4,...,n}. ]

Con el teorema anterior podemos concluir que todo torneo fuertemente
conexo es una digrafica panciclica.

Teorema 3.0.30. Cada vértice de un torneo n—partito fuertemente conexo
T pertenece a un ciclo que contiene vértices de exactamente q conjuntos de
la particion, para cada q € {3,4,...,n}.

Demostracion. Sean Vi, Vs, ...V, los conjuntos de la particién de T'. Mostra-
remos sin pérdida de generalidad que todo vértice de V; esté contenido en un
ciclo que contiene vértices de exactamente ¢ conjuntos de la particion para
cada g € {3,4,...,n}.

Sea v € V, primero demostraremos que v esta contenido en un ciclo que con-
tiene vértices de exactamente tres conjuntos de la particion. Procederemos
por induccién sobre q.

Como T es fuertemente conexo y por la proposicién 3.0.15 (i) sabemos que
para cualesquiera dos vértices de distintos conjuntos de la particiéon perte-
necen a un ciclo en comin, entonces podemos concluir que v pertenece a un
ciclo en Ty por el teorema 3.0.13 tenemos que v pertenece a un 3-ciclo o a
un 4-ciclo.

Si v pertenece a un 3-ciclo, entonces v esta contenido en un ciclo que contiene
vértices de exactamente tres conjuntos de la particién, pero si v no pertenece
a un 3—ciclo, entonces v pertenece a un 4—ciclo, sea C' = (v; = v, vy, V3, v4)
dicho ciclo, asi tenemos lo siguiente casos:
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Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

Notemos que vz € Vi, pues si v3 ¢ V; entonces o (vi,v3) € F(T) y
(v1,v3,v4,v1) es un 3-ciclo en T que contiene a vy (figura 3.100 (a)) o
(v3,v1) € F(T) y (v1,v9,v3,v1) es un 3-ciclo en T que contiene a v,
(figura 3.100 (b)), en ambos casos llegamos a una contradiccién, pues
v no pertenece a un 3-ciclo.

V@ P@QUR VIQ— P@Uy

L@C QU Vi@ @Us
(a) (b)

Figura 3.100.

Si vy y vy pertenecen a distintos conjuntos de la particion, entonces sin
pérdida de generalidad supongamos que v, € Vo y vy € V3, y como vy y
vy € Vi, entonces C' es un 4-ciclo que contiene vértices de exactamen-
te tres conjuntos de la particion, es decir v pertenece a un ciclo que
contiene vértices de exactamente tres conjuntos de la particion.

Si vy v vy pertenecen al mismo conjunto de la particion, entonces sin
pérdida de generalidad supongamos que vy y v4 € Vo, y como vy y
vg € V7, entonces C' es un 4—ciclo que contiene vértices de exactamente
dos conjuntos de la particién.

Si existe un vértice x € V;, para 3 <1 < n, que es exvecino e invecino de
C, entonces afirmamos que v pertenece a un ciclo que contiene vértices
de exactamente 3 conjuntos de la particion.

e Notemos que x es adyacente a todos los vértices de C', pues x €
V; con i # 1,2, ademds es exvecino e invecino de C, entonces
afirmamos que existen dos vértices consecutivos v; y vj4; en C,
para algin j = 1,2,3,4 y j + 1 médulo 4, en C tal que (vj,z) y
(x,vj41) € F(T).

e Como z es exvecino de C, entonces sin pérdida de generalidad
supongamos que (vy, z) € F(T), ademds como x es invecino de
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C, entonces podemos escoger el valor minimo de s, para el cual
(x,vs) € F(T), con vy € V(C), entonces para vs_y € V(C') se
tiene que (vs_1,x) € F(T'), entonces x es exvecino de vs_1 y
z es invecino de vy.

Sin pérdida de generalidad supongamos que (z, v), (vs, x) € F(T),
entonces existe
C(1 - (Ula Vg, X, V3, Uy, Ul)

un 5—ciclo que contiene vértices de exactamente tres conjuntos de
la particién (figura 3.101), pues vy,v3 € Vi, vg,v4 € Vo y x € V},
con 3 < i < n, entonces v pertenece a un ciclo que contiene
vértices de exactamente tres conjuntos.

e Rt
/ .
°

CE\
(%)

o+ Ou

Figura 3.101.

Ahora supongamos que no existe un vértice z € V;, con 3 < i < n, tal
que es exvecino e invecino de C, entonces V(T') — (V4 U V3) se puede
partir en dos conjuntos S; y Sz tal que Sy = {x € V(T) — (V, U
Vo)|(vi,x) € F(T) para todo i = 1,2,3,4} el conjunto de exvecinos de
CySy={zeV(I)—-WVuW)|(z,v) € F(T) para todo i =1,2,3,4}
el conjunto de invecinos de C' (figura 3.102), donde S; N Sy = 0.

V1@—>@ V2
Sl A SQ
P E—— P ——
V1@¢—0@U3

Figura 3.102.

Como n > 3, entonces al menos uno de los dos conjuntos S; o S, es
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no vacfo. Sin pérdida de generalidad supongamos que S; # () (en el
otro caso se considera la digréfica inversa). Como T es fuerte, entonces
existe una trayectoria de cada vértice de Sy a cada vértice de C. Sea
P = (x1, 9,3, ...,7,) una trayectoria minima de los vértices de S; a
los vértices de C, con z, = v, para algin 1 < d < 4 (figura 3.103),
notemos que ¢ > 3, pues de lo contrario si ¢ = 2, entonces P = (1, x2),
es decir x; es exvecino e invecino de C, lo cual es una contradiccion,
pues no existe un vértice r € V;, con 3 < i < n, tal que z € S; N .S,.
Por lo tanto ¢ > 3.

R
/ \ T2 T3 Lq—1
@0 @ rece>@

\ / I

N>

o« ‘oz,

Figura 3.103.

Notemos que V(P — {z1}) NS; = 0, pues de lo contrario si existiera
un vértice x; € Sy, con 2 < i < g, entonces P; = (2, Tit1, Tit2, -, Tq)
serfa una trayectoria de S; a C' de longitud mas pequena que P, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto V(P — {x1}) N S; = 0.

Si V(P)N Sy # 0. Observemos que V(P)N Sy = {z,-1}, de lo contrario
si suponemos que existe otro vértice x; € V(P) N Sy, con 2 < i <
q — 2, entonces x; es adyacente hacia un vértice x; de C, entonces
P = (21,29, 3, ...,x;,2;) es una trayectoria de longitud menor que la
de P, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto V(P) NSy = {x,1}.
Notemos que V(P — {z1,22}) C V1 UVy, pues V(P)N Sy = {z} y
V(P) N Sy = {x4-1}, entonces tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Six; y x4 pertenecen al mismo conjunto de la particién, entonces
supongamos que Ty, Zq—1 € V; con 3 <7 <n , como x4_; € Sy, se
tiene que (z,_1,v4) € F(T) y 21 € Sy, por lo que (vy,21) € F(T),
asi
C1 = (v1,21, %2, T3, .o, Ty—1, Vg, V1)

es un ciclo en T que contiene vértices de exactamente tres con-
juntos de la particién (ver figura 3.104), pues vy € Vi, vy € Va,
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V(P —{x1,22}) CV4UVa y x1,2,1 € V;. Entonces v pertenece
a un ciclo que contiene vértices de exactamente tres conjuntos de
la particion.

Figura 3.104.

Caso 2: Si z1 y 41 no pertenecen al mismo conjunto de la particién,
entonces supongamos sin pérdida de generalidad que x; € V; y
Tg—1 € Vj,con3 <1< j<n.
Notemos que ¢ > 4, pues si ¢ = 3 y como 41 = ¥ € So,
entonces (x2,v1) € F(T), asi Cy = (x1, 79,23 = v1,21) €s un 3-
ciclo que contiene a vy, lo cual es una contradiccién, pues v; no
pertenece a ningun 3-ciclo. Asi ¢ > 4, entonces z,_9 # x; y como
V(P —{z1,22}) € V1 U Vh, entonces ;9 € Vi 0 149 € Vs, asi
tenemos lo siguiente:

e Six, o € Vi ycomowy € Vs, entonces (z4-2,v2) € F(T) o
(vo,x4—2) € F(T), pero si (z4-2,v2) € F(T), entonces P, =
(21,9, ..., xg—2,v2) es una trayectoria de S; a C de longi-
tud mas pequena que P, lo cual no puede ocurrir, pues P
es de longitud minima, entonces (vg,z,-2) € F(T), ademds
(xg—1,v1) € F(T), pues x4_1 € Sy, asi

G = (1}1, V2, Lg—2, Lg—1; Ul)

es un 4—ciclo en T' que contiene vértices de exactamente tres
conjuntos de la particién (ver figura 3.105), pues vy, z,_2 € V7,
vy € Vo y g1 € V;, con 3 <14 < n, entonces v pertenece a un
ciclo que contiene vértices de exactamente tres conjuntos de
la particion.
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@ »@u

$i LS,
(% V2
o O
$q_2¥
.'1:2'\—’. o)

Figura 3.105.

e Sixy o € Vo ycomo vg € Vi, entonces (z4-9,v3) € F(T) o
(v3,24—2) € F(T), pero si (z4-2,v3) € F(T), entonces P, =
(21,9, ..., x4—2,v3) €s una trayectoria de S; a C de longi-
tud mas pequena que P, lo cual no puede ocurrir, pues P
es de longitud minima, entonces (v1,z,-2) € F(T), ademds
(xg—1,v3) € F(T), pues x4_1 € Sy, asi

Ol — (Uly V2, U3, .I'q_g, xq—l; Ul)

es un b—ciclo en T que contiene vértices de exactamente tres
conjuntos de la particién (ver figura 3.106), pues vy, v3 €
Vivg,xg—2 € Vo y wg—y1 € V;, con 3 <1 < n, entonces v per-
tenece a un ciclo que contiene vértices de exactamente tres
conjuntos de la particion.

u@——>Q@un

Figura 3.106.
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Ahora supongamos que V(P) N Sy = 0, entonces V(P — {z1}) C V; U V4,
pues V(P —{x1})NS; =0y V(P—{x1})NSy = (), renombremos los vértices
de C' = (ug = vg,u3 = Vgy1,Us = Vgy2,U1 = Vgi3,usz) tomando d+ 1,d+ 2y
d 4+ 3 médulo 4. Notemos que (u1,x1) € F(T), pues z; € Sy, entonces
Cl = (Il, Lo, T3, ..., J)q = U2, U3, Uq, Uq, Il)

es un ciclo en T" que contiene vértices de exactamente tres conjuntos distintos
de la particién (ver figura 3.107), pues V(C)UV (P —x) C ViUVo y 2y € V;
con 3 < i < n, donde ademds V(C)NV; # 0y V(C) NV, # 0, entonces v
pertenece a un ciclo que contiene vértices de exactamente tres conjuntos de
la particién.

Figura 3.107.

Por lo tanto por todos los casos anteriores se concluye que v pertenece a un
ciclo que contiene vértices de exactamente tres conjuntos de la particion.
Ahora, supongamos que v es un vértice de V] que pertenece a un ciclo que con-
tiene vértices de exactamente ¢ conjuntos de la particiéon para t = 3,4, ..., ¢,
donde ¢ < n.

Mostraremos ahora que también v pertenece a un ciclo que contiene vértices
de exactamente ¢ + 1 conjuntos de la particion.

Sea C' = (v, Vg, ..., Ug, v1) un ciclo con u = vy, k > 3 que contiene vértices de
exactamente ¢ conjuntos de la particiéon, con ¢ < n y sea S el conjunto de
vértices que pertenecen a los conjuntos de la particion que no tienen vértices
en C'. Si existe un x € S tal que es invecino y exvecino de C, donde ademas x
es adyacente a todo vértice de C', pues = no pertenece a ningin conjunto de
la particién que contenga vértices en C, entonces afirmamos que existen dos
vértices consecutivos v; y v;41 en C, para algin 1 < j < ky j+ 1 mddulo k,
en C tal que (v;,2) y (z,vj41) € F(T'). Asi existe

C, = (017/027/037 s Ujy Ty Vg1, Vg2, "'7/Ukavl)
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un ciclo en T que contiene vértices de exactamente g+ 1 conjuntos de la par-
ticién (ver figura 3.108), es decir v pertenece a un ciclo que contiene vértices
de exactamente ¢ + 1 conjuntos de la particion.

/'.{ \.Uj &
@ i\“

x
.;Uk\o . ./.Uj+1

Figura 3.108.

Por otro lado, si no existe un vértice z € S tal que es invecino y exve-
cino de C', entonces podemos partir a S en dos conjuntos ajenos Sy y S
tal que S; = {z € V(9)|(v;,z) € F(T) paratodo i = 1,2,3,....k} ¥y
Sy = {x € V(T) — (Vi UWVo)|(z,v;) € F(T) paratodo i = 1,2,3,...,k},
donde S; N Sy = 0.

Sin pérdida de generalidad supongamos que S; # () (en el otro caso conside-
remos la digrafica inversa). Como T es fuerte, entonces existe una trayectoria
de cada vértice de S; a cada vértice de C. Sea P = (x1, 2, T3, ..., ¥,) una tra-
yectoria minima de Sy a C' (figura 3.109), con x, = vy, para algin 1 < d < k,
notemos que ¢ > 3, pues de lo contrario si ¢ = 2, entonces P = (1, x3), €s
decir x5 es exvecino e invecino de C, lo cual es una contradiccién, pues no
existe un vértice x € V;, con 3 < ¢ < n, tal que z € S; N Sy. Por lo tanto
q=>3.

Figura 3.109.

Notemos que V(P —{z1})NS; = 0, pues de lo contrario si existiera un vértice
x; € 51, con 3 < i < ¢, entonces P, = (24, Tit1, Tito, ..., T,) seria una trayec-
toria de S7 a C' de longitud més pequena que P, lo cual es una contradiccion.
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Por lo tanto V(P —{z1})NS; = 0, denotemos por W = V(T') — S al conjunto
de vértices que pertenecen a un conjunto de la particién que tiene al menos
un vértice en C.

Supongamos primero que V(P) N Sy # (). Observemos que V(P) N Sy =
{z,-1}, pues de lo contrario si suponemos que existe otro vértice z; € V(P)N
Sa, con 2 < i < g — 2, entonces x; es adyacente hacia un vértice v, € V(C),
con 1 <[ <k, entonces P, = (21, x9, X3, ..., T;, v;) es una S;C—trayectoria de
longitud menor que P, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto V(P)N.Sy =
{x4—1}. Asi tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si ¢ = 3, entonces z; y xo pertenecen a distintos conjuntos de la par-
ticién, pues (z1,x2) € F(T). Supongamos que z; € V, y zy € V,
con 2 < r < s <mn,tal que v; ¢ V., UVs, para todo 1 < i < k, asi
P = (z1,%2,73), donde x; € S1 y x9 € S, sabemos que C' es un ciclo
que contiene vértices de exactamente ¢ conjuntos de la particion, con
q < n,sea U C V(C), un conjunto que contiene ¢ vértices de exacta-
mente ¢ conjuntos distintos de la particién, donde |U| = ¢ y tal que
vy € U, es decir si x,y € U, entonces x y y no pertenecen al mismo
conjunto de la particién, entonces por la proposicién 3.0.14 sabemos
que si T' es un torneo n-partito y W = {vg, vy, ...., v} C V(T), con
0 < m < n, tal que entre cualesquiera dos vértices no pertenezcan a
un mismo conjunto de la particién, entonces existe una trayectoria de
longitud m en T" que los contiene, entonces existe una trayectoria de lon-
gitud ¢ — 1 en T" que contiene los vértices de U, sea P, = (uy, ug, ..., Uy)
dicha trayectoria. Asi tenemos los siguientes subcasos:

Subcaso 1: Si u; = vy, entonces (x9,u1) € F(T), pues x5 € Sy y uy € V(C),
ademas (u,_1,21) € F(T), pues 1 € S1 y uq—1 € V(C), entonces
existe

C1 = (ug = vy, ug, us, .., Ug—1, T1, Ta, Uy)
un (g+1)—ciclo que contiene vértices de exactamente g+1 conjun-
tos distintos de la particién (figura 3.110), pues {uy, us, ug, ..., Ug—1}
es un conjunto que contiene vértices de exactamente ¢ — 1 conjun-
tos distintos de la particion, 1 € V. y x4 € Vi.

Subcaso 2: Si u; # vy, es decir v € {us,us, ..., uy}, tenemos que (za,us) €
F(T), pues x9 € Sy y up € V(C), ademas (uy,z1) € F(T), pues
z1 € S1y uy € V(C), entonces existe

C, = (U2, Uz, .., Ug—1, Uqg, T1, T2, Uz)
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Ur U U3 Ug—1  Uq
0, >0 >0 > >0 >0

Figura 3.110.

un (g+1)—ciclo que contiene vértices de exactamente g+ 1 conjun-
tos distintos de la particién (figura 3.111), pues {ug, us, ug, ..., uy }
es un conjunto que contiene vértices de exactamente ¢ — 1 conjun-
tos distintos de la particion, 1 € V. y x4 € V.

%'i..f

Figura 3.111.

Uy Ug Uq 1 uq
2

En ambos subcasos v pertenece a un ciclo que contiene vértices de
exactamente ¢ + 1 conjuntos de la particion.

Caso 2: Si ¢ > 4, entonces z,o # x;. Notemos que V(P — {z1,22}) C W,
pues V(P)N Sy = {z1} y V(P) NSy = {x,1}, entonces z, 5 € V; 0
Tq—o ¢ Vi, consideremos x,_1 € V;, con 2 < j < n, tal que v; ¢ Vj,
para todo 1 < i < k, asi tenemos los siguientes subcasos:

Subcaso 1: Si x4, € Vi y como vy ¢ Vi, pues (vi,v2) € F(T), entonces
(Xg—2,v2) € F(T) 0 (v2,24—2) € F(T), pero si (x4_2,v2) € F(T),
entonces P = (21, %, ...,T4_2,V2) €s una trayectoria de S; a C
de longitud més pequena que P, lo cual no puede ocurrir, pues
P es de longitud minima, entonces (va,z,-2) € F(T'), ademés
(xg-1,v3) € F(T), pues x4_1 € Sy, asi

Cl = (Ul, Vo, J]q_g, ZEq_l, V3, U4y ..., UL, Ul)

es un ciclo en T" que contiene vértices de exactamente g+ 1 conjun-
tos distintos de la particién (figura 3.112), pues {z,_2, v1, U2, Us, ...,
vk} es un conjunto que contiene vértices de exactamente g con-
juntos distintos de la particién y z,_1 € V;.
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Uy
U3

Figura 3.112.

Subcaso 2: Si x,_0 ¢ Vi y como vy ¢ Vi, entonces (z4-9,v1) € F(T) o
(v1,24-2) € F(T), pero si (x,—2,v1) € F(T), entonces P, =
(21, X2, ..., g—2,v1) €s una trayectoria de Sy a C' de longitud mads
pequena que P, lo cual no puede ocurrir, pues P es de longitud
minima, entonces (vi,z,_2) € F(T), ademés (r,_1,v2) € F(T),
pues z,_1 € Sy, asi

C’l = (Ula Lg—2,Tg—1,V2,V3,V4, ..., Vg, /Ul)

es un ciclo en T" que contiene vértices de exactamente ¢+ 1 conjun-
tos distintos de la particién (figura 3.113), pues {x,_2, vy, V2, Vs, ...,
vk} es un conjunto que contiene vértices de exactamente ¢ con-
juntos distintos de la particiéon y z,-1 € Vj.

Figura 3.113.

En ambos subcasos se tiene que v pertenece a un ciclo que contiene
vértices de exactamente ¢ + 1 conjuntos de la particion.
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Ahora supongamos que V(P)N Sy =0y que z; € V}, con 2 < j < n, tal que
v; ¢ V;, para todo 1 <1 < k.

Notemos que V(P —{z1}) C W, pues V(P —{z1})NS; =0y V(P—{z1})N
So =0y S=S5US, como x; € Sy, entonces (vg_1,71) € F(T), cond — 1
modulo £, asi

Cy = (z1, 72, T3, ooy Lg = Vd, Vd+1; Vd+2; -+, Uk, U1, V2, U3, oy Ud—1,T1)

es un ciclo que contiene vértices de exactamente ¢ + 1 conjuntos distintos de
la particién (figura 3.114), pues V(P — {z1}) C W y V(C) es un conjunto
que contiene vértices de exactamente g conjuntos distintos de la particion, es
decir V(P—{z;})UV(C) es un conjunto que contiene vértices de exactamente
g conjuntos distintos de la particiéon, ademés x; € Vj, entonces v pertenece a
un ciclo que contiene vértices de exactamente ¢+ 1 conjuntos de la particion.

Figura 3.114.

Por lo tanto v pertenece a un ciclo que contiene vértices de exactamente ¢+ 1
conjuntos de la particion.

Por lo tanto cada vértice de V; pertenece a un ciclo que contiene vértices de
exactamente g conjuntos distintos de la particién, para cada ¢ € {3,4,...,n}.
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Por lo tanto cada vértice de un torneo n—partito fuertemente conexo T’
pertenece a un ciclo que contiene vértices de exactamente ¢ conjuntos de la
particién, para cada g € {3,4,...,n}. O
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