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Introduccion

El cuerpo humano representa un reto como objeto de estudio para el
hombre, el cual lo ha visto desde varias perspectivas como la psicoldgica,
la medica, etc. Este estudio requiere una diversidad de enfoques tedricos y
formas de modelar los también diversos subsistemas que componen al cuerpo
humano. Sin duda, uno de los mas importantes e interesantes es el sistema
nervioso y el cerebro en particular; una de las principales unidades de este
sistema es la neurona, célula especializada en transmitir las senales nerviosas
encargadas de controlar el funcionamiento de todo el organismo, e incluso
funciones superiores como es el pensamiento. Larga es la historia en el estu-
dio de estos objetos entre los que destacan los insignes trabajos de Santiago
Ramon y Cajal, fisidlogo espafiol que compartié el premio Nobel de Medicina
en 1906 con Camillo Golgi «en reconocimiento de su trabajo sobre la estruc-
tura del sistema nervioso», por sus investigaciones sobre los mecanismos que
gobiernan la morfologia y los procesos conectivos de las células nerviosas.
Ya dentro del campo de la modelacion matematica debemos mencionar a los
también ganadores del premio Nobel Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding
Huxley, quienes obtuvieron el galardén en 1963 por su trabajo en las bases
del potencial de accién, de los nervios, los impulsos eléctricos que habilitan
la actividad del organismo y su coordinacién del sistema nervioso central.
Estos cientificos propusieron un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales
para modelar la fisiologia de la neurona.

En este trabajo nos enfocaremos en las matematicas aplicadas a la fisio-
logia de la neurona, atn siendo mas especificos, en el uso de la teoria de
bifurcaciones para describir el comportamiento de la propagacion del poten-
cial de accién (impulsos o senales nerviosas) a través del axén. Este proceso
se da mediante el intercambio de Na™(sodio) y K* (potasio) a lo largo de la
membrana. Cada neurona individual genera un potencial de acciéon idéntico
después de cada estimulo y lo conduce a una velocidad fija a lo largo del

7



8 INDICE GENERAL

axon. Esta actividad fisiolégica dentro del axén tiene un relativamente senci-
llo modelamiento matematico en el trabajo de FitzHugh-Nagumo, con el que
se logré dar un sistema de ecuaciones para comprender la esencia dindamica
del fenémeno de excitabilidad de la neurona y mediante el cual se puede
dar una clasificacion del tipo de bifurcaciones que existen en aquel y una
interpretacion de éstas.

EL proceso mediante el cual se desarrolla la presente tesis es el siguien-
te: en el primer capitulo daremos algunas definiciones basicas de sistemas
dindmicos como lo son trayectorias, puntos fijos, estabilidad y otros.

En el segundo capitulo nos centraremos en las bifurcaciones, los tipos y
sus principales caractersticas desde la perspectiva de una y dos dimensiones.

En el tercer capitulo nos adentraremos en las propiedades del sistema de
FitzHugh-Nagumo para lo cual es necesario asimilar un poco su modelacién.
Nuestro objetivo es describir las principales bifurcaciones que estan presentes
en el sistema, por lo que nos concentraremos en la bifurcacion silla-nodo y
Hopf, con lo que podremos obtener algunas conclusiones.



Capitulo 1
Estabilidad

1.1. Estabilidad

En este trabajo se estudian sistemas dindmicos modelados por ecuaciones
diferenciales. El ambiente en el que el sistema evoluciona se conoce como
espacio fase, y la evoluciéon del sistema, a partir de cierta condicion inicial,
se llama la trayectoria del sistema. Para los fines de analisis los conceptos
relevantes se definen en esta seccién.

Definicién 1 Sea f = (f1, fo, s fu) + @ C R — R™ un campo vecto-
rial diferencialmente continuo definido en un subconjunto abierto ) de R™ y
consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

&= f(z) (1.1)

(x € Q). Diremos que §) es el espacio fase del sistema dindmico definido por
el sistema de ecuaciones diferenciales (1.1), los elementos de Q) se llamardn
estados del sistema.

A partir de cierto estado = € (Q, llamado estado inicial, los estados subse-
cuentes y antecedentes del sistema se encuentra resolviendo el sistema (1.1).
La regla es la siguiente: se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales to-
mando el estado inicial como las condiciones iniciales, en algin tiempo ¢t € R,
el estado del sistema dindmico serd el valor (vectorial) de la solucién en ese
t; sera un estado posterior al estado inicial si ¢ > 0 y anterior si ¢ < 0. El
sistema (1.1) determina la manera en que el sistema evoluciona, por lo que
a veces se le llama ley de evolucion del sistema.
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La evolucién del sistema dinamico es considerar todos los estados reco-
rridos en el espacio fase a partir de uno inicial, tanto hacia el futuro como
al pasado, en otras palabras las soluciones se visualizan como trayectorias de
n dimensiones en el espacio fase que representan las diversas evoluciones del
sistema dinamico.

Para una mejor comprension de los conceptos iniciaremos con las defini-
ciones formales de los conceptos basicos. Los elementos del espacio fase seran
llamados puntos.

Definicién 2 Definimos la orbita o trayectoria del punto x € ) al con-
Junto

Oy = {¢r (2)}2

siendo ¢y (x) la solucion de & = f(z) en el tiempo t, tal que en t = 0 pasa
por x, es decir, Lo, (x) = f(¢: (x)) y ¢o (¥) = . La coleccién de funciones
soluciones ¢, se llama el flujo del sistema de ecuaciones diferenciales (1.1)
o del sistema dindamico determinado por éste.

En este sentido existen tipos especiales de trayectorias como los puntos
fijos de los cuales hablaremos a continuacion, trayectorias cerradas, también
llamadas ciclos, las cuales definiremos mas adelante.

Definicién 3 Un punto x se denomina fijo si cumple que f(x) = 0. Los
puntos que no son puntos fijos se les denomina ordinarios.

Definicién 4 Se les llama ciclos a aquellas trayectorias que cumplen lo
siguiente: existe T > 0 tal que para todo t se tiene que ¢ () = @1 () (en
particular ¢ (x) = ¢g (x)). Los ciclos en el espacio fase se representan como
trayectorias cerradas.

Definicién 5 Se dice que un punto y es un a(w) punto limite de = si existe

una sucesion de tiempos {t,}5°, teniendo a menos (mas) infinito, cuando

n — 00, tal que lim ¢y, (x) = y. Denotaremos por L, (x) el conjunto de o
n—oo

puntos limite de x y por L,(x) el de los w puntos limite. Si x es un punto
fijo, entonces ¢y (x) = x para todo t y Lo(x) = L,(x) = {z}.

Definicién 6 Una orbita cerrada, -y, se dice que es un ciclo limite si v es
un subcongunto de Lo (x) o L,(x) para algin x que no esta en 7.
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Definicién 7 Dado el sistema & = f(x) con el flujo ¢, se dice que un subcon-
junto D de R? es un conjunto positivamente invariante para el sistema
si, para cada punto xo de D, ¢y (xo) € D para todo t positivo. Se denomina
conjunto negativamente invariante cuando es para todo t negativo.

Ademas de la clasificacion que se les da a los puntos, también existen cier-
tas caracteristicas en los puntos fijos como lo son el ser estables e inestables
cuyas definiciones derivan de la estabilidad de Liapunov.

Definicién 8 (Estabilidad de Liapunov) Sea v una orbita de un sistema
dindmico (y C Q), v es estable si para toda vecindad N de « eziste otra
vecindad N’ de ~y tal que :

siz € N’ entonces ®, C N. Es itnestable si no es estable.

FEs asintéticamente estable si es estable y eziste otra vecindad V (po-
siblemente la misma N') tal que si x € V' entonces tlﬁ?od(@ (x),v) =0.

El retrato fase es la representacion de todas las trayectorias en el espacio
fase, en una o dos dimensiones se puede representar graficamente y es una
herramienta 1til para visualizar las diferentes formas posibles de evolucionar
de un sistema dindmico. La definicién formal se da a continuacion.

Definicién 9 El retrato fase de un sistema dinamico es la coleccion de
todas las orbitas:

{(I)oc}:ceﬂ

Definicién 10 Un sistema dindmico (2,¢;) es topolégicamente equiva-
lente a el sistema dindmico (@,wt) si existe un homeomorfismo h : () — Q Y
una funcion continua, biyectiva y estrictamente creciente T : R — R con
7(0) = 0, tal que para todas v € Q, t € R se cumple que h(pi(x)) =

Ve (R(2)).

El analisis del problema de estabilidad recibié un sélido fundamento gra-
cias a los trabajos del fisico-mateméatico Alexander Liapunov con las llamadas
funciones de Liapunov (1857-1918), brevemente describimos los resultados
fundamentales de la teoria de Liapunov.

Definicién 11 Una funcién valuada en los reales V : N C R? — R, donde
N es una vecindad de 0 € R", se dice ser definida positiva(negativa) en

N siV(z) >0 (V(z) <0) parax € N y V(0) =0.
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Definicién 12 Una funcion valuada en los reales V : N C R? — R, donde

N es una vecindad de 0 € R?, se dice ser semidefinida positiva(negativa)
en N si V(z) >0 (V(x) <0) para para x € N y V(0) = 0.

Definicién 13 La derivada de V : N C R? — R a lo largo de una curva

parametrizada por x(t) = (x1(t), ..., z,(t)) estan definidos por
- _oV(z(t)) . oV (x(t)) .
V(z(t)) = o Ty 4+ 05 T,

Teorema 14 ( de Liapunov). Supongamos el sistema & = f(x), v € Q CR"
tiene un punto fijo en el origen. Si existe una funcion valuada en los reales
V' en una vecindad N del origen tal que:

Definicién 15 1.-Las derivadas parciales 2. ... 2 ezisten y son conti-

o0z ) Oz

nuas.

2.-V es definida positiva.

3.-V es semidefinida negativa, entonces el origen es un punto fijo estable
de el sistema.

Si 3 es reemplazada por una condicion mas fuerte

3°.-V es definida negativa entonces el origen es un punto fijo asintdtica-
mente estable.

1.2. Linealizacion

La linealizacién es una herramienta utilisima en el estudio de la dindmica
cerca de puntos de equilibrio. Aunque su alcance es solamente local, su im-
portancia no puede ser despreciada sobre todo en los puntos fijos llamados
hiperbalicos.

Definicién 16 Si f(x¢) = 0 y la matriz A = D f(z,) no tiene valor propio
con parte real cero se dice que xo es un punto fijo hiperbolico del sistema

(1.1).
Para analizar un sistema no lineal como
i = f(2) (1.2

lo primero es determinar los puntos de equilibrio de (1.2), es decir los puntos
fijos, y describir el comportamiento de (1.2) cerca de ellos.En lo que sigue se
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muestra que el comportamiento local del sistema no lineal (1.2) cerca de un
punto de equilibrio hiperbdlico x( esta cualitativamente determinado por el
comportamiento del sistema lineal

i = Az (1.3)

con la matriz A = D f(xg), cerca el origen. La funcién lineal Ax = D f(xo)x
es llamada la parte lineal de f en zg y la ecuacién (1.3) la linealizacion de
(1.2) en o alrededor de x.

Teorema 17 (Harman-Gobman) Sea Q un subconjunto abierto de R"que
contiene al origen. Sea f € CYQ) y ¢ el flujo del sistema no lineal(1.2).
Supongamos que f(0) =0 y que la matriz A = Df(0) no tiene valor propio
con parte real cero.Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto
abierto U que contiene el origen en un conjunto abierto V que contiene el
origen de tal manera que para cada xo € U, existe un intervalo abierto Ip C R
que contiene a cero tal que para todo xo € U yt € .

H o ¢y () = e H ()

es decir, H mapea las trayectorias de (1.2) cerca del origen en las trayectorias
de (1.8) cerca del origen y preserva la parametrizacion por el tiempo.

Estructura de la demostracion.
Consideremos el sistema no lineal (1.2) con f € CYFE) , f(0) y A =

Df(0).

1.-Supongamos que la matriz A es de la forma

A:(Jg g) (1.4)

Donde los eigenvalores de P tienen parte real negativa y los eigenvalores de
Q tiene parte real positiva.
2.- Sea ¢, el flujo del sistema no lineal (1.4) y su solucién

y(t, Yo, 20)
z(t, g) = Ol
(t:30) = ¢1(0) 2(t, yo, 20)
donde
Ty = Yo ER”
20
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Yo € E?, el subespacio estable A y zy € E*, el subespacio inestable de A.
3.-Defina las funciones

Y (yo, 20) = y(1,%0,20) — € vo,
Z(yo,20) = 2(1,90,20) — e%2.
b= 18] <1y = o <1

4.-Sean B =€ y C = e?. Para z =

L(y, (

s = (B509)

es decir L(z) = ez y localmente T'(z) = ¢y ().

N

maciones

2\2@

) € R" se definen las transfor-

Lema 18 FExzxiste un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contie-
ne al origen en un conjunto abierto V que contiene al origen de tal manera
que

Hol'=LoH

Se demuestra este lema usando el método de aproximaciones sucesivas.
Para x € R", sea
D(y, 2)
Hw) = ( U(z, 2)

Entonces H oT'= L o H es equivalente al par de las ecuaciones

B®(y,z) =®(By+Y(y,2),Cz+ Z(y, 2))

1.5
CWly. =) = W(By + Y (y.2).C= + Z(y.2)) (%)

Definimos las aproximaciones sucesivas para la segunda ecuaciéon
Vo(z,z) =2 (1.6)

\I]k-l—l(ya Z) = Cil\l{k(By + Y(ya Z)v Cz + Z(yv Z))

y para la primera ecuacién tomamos en cuenta esta

B7'®(y,2) = ®(B 'y + Yi(y, 2),C 'z + Zi(y, 2) (1.7)
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donde las funciones Y; y Z; se definen por la inversa de T' como sigue:

P - (0T H)

Con lo que sus aproximaciones sucesivas son

CI)k:—‘,-l - @(B_ly—f-}/l(y,Z),C_lZ—l—Zl(y,Z))-

Por lo tanto obtenemos la funcién continua

H(y, 2))

I
=
—~
s
[\
~—

y se puede probar que H es un homomorfismo R” a R".
5.-Ahora sea H, el homomorfismo definido anteriormente y sean L' y T"
sean las familias de un solo parametro de transformaciones definidas por

L (zo) = eXxg

Tt ($0) = (I)l (.TQ) .
Definimos

1
H:/ L7 HoT?ds
0
Por lo tanto H o T = L'H o equivalentemente
H o ¢ = e H(xo)

y nuevamente se puede demostrar que H es un homeomorfismo de R". Esto
completa el bosquejo de la prueba del teorema de Hartman-Grobman, los
detalles se pueden consultar en [Perko] o, mas completamente en el cldsico
libro de P. Hartman.

Si todos los eigenvalores de A tienen parte real no positiva y todos aquellos
con parte real cero son simples, entonces la solucion y = 0 de 3/ = Ay es
estable. Si (y solo si) todos los eigenvalores de A tienen parte real negativa,
la solucién cero de y' = Ay es asintoticamente estable. Efectivamente en este
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caso si V(t, ) denota la matriz fundamental de ¥’ = Ay que es la identidad
ent =tg, U(t,tg) = exp((t —ty)A), existen constantes K > 0, o > 0 tal que

|W(t,t0)] < Kexp(—o(t,ty)) (to <t < 00) (1.9)

con o > 0, en el caso de que todos los eigenvalores de A tengan parte real
negativa, o ¢ = 0 si hay eigenvalores simples con parte real cero. Si uno o
mas eigenvalores de A tienen parte real positiva la solucién cero de vy’ = Ay
es inestable.

En el caso de que algunos eigenvalores no sean simples cuando tienen
parte real cero, suponiendo que los eigenvalores restantes tienen parte real
negativa, se requiere especial investigacién. Observamos que la estimacion
(1.9) es sélo el corolario del Teorema 2.10 de [Brauer(referencias)], cuando
t = 0 se reemplaza por t = ty. El nimero o es cualquier nimero real tal
que —o es mayor que la parte real de cada eigenvalor de A. Si todos los
eigenvalores con la parte real mas grande son simples, entonces —o puede
tomarse igual a esta parte real mas grande. Para probar la estabilidad de
la solucién cero en este caso observamos que cada solucién de ;j4.377 tiene
forma W(t) = W(t, to)W(ty). Entonces utilizando (1.9) con ¢ = 0, tenemos
|W(t)| < K|¥(to)| para tg <t < o0

Lema 19 Supongamos que (2, ¢;), (Q, ;) son topolégicamente equivalentes,
y que h : Q — Q es el homeomorfismo de la equivalencia. Si x € € es
un punto fijo de (S0, ¢;) estable, entonces h(x) es también un punto fijo de
(Q,4); si x es asintdticamente estable, entonces lo mismo es h(x); si ¢ es
inestable, entonces h(x) es inestable. Mds ain las mismas conclusiones se
siguen si se trata de una orbita estable, asintoticamente estable o inestable.

Demostracion Si x € () es estable entonces parar toda vecindad V' de x
existe V'’ vecindad de x tal que si y esta en V' entonces para todo ¢t > 0 ¢;(y)
esta en V. Consideremos las vecindades V = h(V) y V' = h(V’) de h(z) en
Q), entonces si ¢ esta en V, existe y en V' tal que j = h(y) entonces para
todo t > 0 ¢(y) esta en V entonces h(v(y)) esta en h(V) = V.

Por otro lado

h(o(y)) = ¢r(t)<h<y))

y si t > 0 entonces 7(t) > 0 y como 7 es biyectiva entonces si t > 0,
existe t > 0 tal que ¢ = 7(t), por lo tanto ¥g(y) = - (h(y)) v, ademds,
Ve (h(y)) = h(e(y)) ¥ h(¢e(y)) esta en V por tanto ¢g(y) € V.
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Para probar que es asintéticamente estable si tlzm (¢¢(y)) = x entonces
— 00

h(limeu(y)) = limh(¢(x)) (1.10)

t—00 t—o00

= lim¢T(t)(h(y))

por lo tanto
limye(y) = h(z) =y

Teorema 20 Sea & = f(x), o un punto fijo hiperbélico y consideremos la
expansion de Taylor de f alrededor de x

f(x) = Df(wo)(x = x0) + g()
o)l

a0l = 0. Si todos los eigenvalores de D f(xq) tienen parte real

donde lim
T—rT0

no positiva y todos aquellos con parte real cero son simples, entonces la so-
lucion x (t) = xq de

&= f(z)
es estable. Si (y solo si) todos los eigenvalores de D f(xq) tienen parte real
negativa, es asintoticamente estable.

Demostracién
La demostracién se basa en el teorema de Harman-Gobman pues éste nos
asegura la existencia de un homeomorfismo entre un sistema lineal y el no
lineal, asi podemos decir que son topolégicamente equivalentes de acuerdo a
la definicion y por el lema anterior obtenemos todas las implicaciones corres-
pondientes, con lo que queda demostrado el teorema.
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Capitulo 2

Bifurcaciones

Los cambios cualitativos en ecuaciones diferenciales, también llamados
bifurcaciones, tienen como una de sus principales caracteristicas los cambios
ocurridos en sus puntos fijos, ya sea que se creen, se destruyan o cambien
su estabilidad. Desde el punto de vista de una dimension, esto resulta ser lo
mas relevante para determinar el tipo de bifurcacién, sin embargo para dos
dimensiones interactian otro tipo de trayectorias como son los ciclos limite.
Las bifurcaciones se clasifican de acuerdo con los cambios que ocurren en
sus puntos fijos y sus ciclos limite. Notaremos que al referirnos a bifurcacio-
nes, generalmente estamos tomando familias de sistemas de ecuaciones con
parametros & = f,(z) en donde p es un vector de pardametros.

En una dimensién, dos ecuaciones diferenciales de la forma & = f(x) son
cualitativamente equivalentes si tienen el mismo ntimero de puntos fijos, de
la misma naturaleza y en el mismo orden en la linea fase.

2.1. Bifurcaciones silla-nodo

En la familia de sistemas en donde ocurre esta bifurcacién, varian dos
puntos fijo variando el parametro moviéndose uno hacia el otro, chocan y
finalmente desaparecen. Sus lineas fase cambian de esta manera al variar los
parametros.

11
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i -

Dos puntos fijos Un punto fijo

Cero puntos fijos

Figura 2.1: En las figuras se muestra las lineas fase del sistema silla-nodo.

Para obtener un ejemplo més concreto de la bifurcacion silla-nodo nos
apoyaremos de sus caracteristicas, en principio debe tener dos puntos fijos,
notemos que existe un a gran variedad de funciones que cumplen esta con-
dicion, asi tomaremos una de las funciones mas elementales, por ejemplo
i = f(z) = 2* — 2. Primero graficaremos la funcién f(x) = 2% — 2

flx)

Ahora para poder graficar su linea fase de manera analitica buscaremos
sus puntos fijos tales que f(z) = 22 —2 = 0 los cuales son = £/2. Con esto
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obtenemos las regiones (—o0, —v/2), (—v'2, +v/2) y (+V/2,00); asf tomare-
mos un punto de cada regién e indicaremos con una flecha que indique hacia
la derecha si f(x) > 0, en caso contrario indicara hacia la izquierda como
se muestra en la figura. Para futuras referencias indicaremos que un punto
es estable si las flechas apuntan hacia el y si se repelen sera un punto inestable.

- i . & .{-

Para una ecuacién diferencial de la forma & = 22 — j notemos que para
cualquier valor de p diferente de menos dos y menor que cero se mantiene el
mismo comportamiento de las trayectorias de la ecuacion diferencial.

La siguiente grafica debe tener solo un punto fijo apoyandonos de la ecua-
cion anterior observemos que al cambiar el valor menos dos por cero la ecua-
cién es @ = 22 con esto la grafica es la siguiente:
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Destaquemos que el comportamiento de este tipo de trayectorias ocurre
especificamente al mantener el valor cero ya que cualquier otro valor afecta el
comportamiento de las trayectorias. Por iltimo no debe tener ningin punto
fijo, esto lo podemos obtener al aumentar un nimero positivo a la ecuacién,
digamos dos, en cuyo caso la ecuacién es & = x2+2 y su grafica es la siguiente:

Notemos que al cambiar el valor de dos por un niimero positivo la ecuacién
diferencial mantiene sus caracteristicas. Con lo cual podemos concluir que
una ecuacion con las caracteristicas de la bifurcacion silla-nodo es:

=2+ pu
Siendo p el parametro, que puede ser positivo, negativo o cero.

La primera figura representa el parametro p negativo, en este tenemos dos
puntos fijos el primero es estable y el segundo es inestable, para la segunda
grafica cuyo valor de p = 0, encontramos que solo existe un punto fijo el cual
es semi-estable y la iltima con el pardmetro p positivo, no tenemos ningiin
punto fijo.

El diagrama de bifurcaciones silla nodo es el siguiente:
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INESRABLES
e

e

.--"'"—“‘

TABLES

m\
if

En el podemos ver plasmados los cambios que surgen al variar el parame-
tro con las caracteristicas ya mencionadas.

2.2. Bifurcaciones transcriticas

La bifurcacién transcritica es caracterizada por iniciar con dos puntos
fijos uno estable y otro inestable, chocar el uno contra el otro y finalmente
regresar a tener dos puntos fijos pero con estabilidades contrarias es decir el
estable se convierte en inestable y viceversa.

El ejemplo mas representativo de este tipo de bifurcaciones es el siguiente:

&= pr — 2

El comportamiento de este sistema se muestra a continuacién
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Para u < 0 tenemos dos puntos fijos, uno inestable y el otro estable,
cuando p = 0 los puntos anteriores coalicionan y finalmente cuando p > 0
volvemos a obtener dos puntos fijos con la caracteristica ya mencionada. Asi
tenemos el siguiente diagrama de bifurcaciones

Eztzble

Tslatin <

Establa
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2.3. Bifurcaciones Pitchfork

Este tipo de bifurcacién se divide en dos tipos: supercritica y subcritica.

2.3.1. Bifurcacién de Pitchfork Supercritica

La bifurcaciéon de Pitchforck supercritica es caracterizada por iniciar con
un punto fijo estable, mantenerse hasta que el parametro alcanza un valor
positivo con lo cual aparecen tres puntos fijos los cuales tienen un com-
portamiento estable, inestable y el tercero estable. La forma normal de la
bifurcacién de Pitchfork supcritica es la siguiente:

= px —2°

Al variar p tenemos las siguientes gréficas.
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Cuando ¢ < 0 tenemos solo un punto fijo estable, a medida que p crece
hasta llegar a 1 = 0 seguimos teniendo un solo punto fijo estable y al llegar a
una g > 0 tenemos tres puntos fijos el primero estable, el segundo inestable
y el tercero estable. Como se muestra en la grafica tenemos el mismo nimero
de puntos fijos de un lado del plano como del otro de ahi que se diga que
existe simetria en este tipo de bifurcaciones.

El siguiente es el diagrama de bifurcaciones de estas bifurcaciones:

Esintie

Esinbie. Cj_/___i__‘ Incesiabik
x
Establia

2.3.2. Bifurcacion de Pitchfork Subcritica

En este caso la bifurcacion tiene el siguiente comportamiento: inicia con
tres puntos fijos con el orden inestable, estable e inestable con el crecimiento
del pardametro se encuentra solo un punto fijo el cual es inestable y asi se
mantiene conforme crece el parametro.

El sistema mas representativo de este tipo de bifurcaciones es el siguiente:

&= pr + 2°
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WA

Cuando p < 0 tenemos tres puntos fijos en el siguiente orden inestable,
estable, inestable, con p creciendo hasta llegar a © = 0 obtenemos un punto
fijo inestable el cual se mantiene para p > 0. El siguiente es el diagrama de
bifurcaciones.

o
Inestable . ___
R
Establg—— e mmmmmemeo I siakie
A T
e
nestakle ="
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2.4. Bifurcaciones en dos dimensiones

En cuanto a dos dimensiones el comportamiento en algunos casos es en
esencia el mismo que en una dimension, la diferencia surge al integrar una
nueva ecuacion, pero desde un punto de vista mas abstracto se puede estudiar
el problema de las bifurcaciones en forma general. En esta seccion describire-
mos el método general y mostraremos ejemplos de bifurcaciones silla-nodo,
transcritica y Pitchfork, en la siguiente seccion estudiaremos la bifurcacion
de Hopf

Para dar un tratamiento mas o menos unificado de las bifurcaciones en
una y dos dimensiones, consideremos una familia de sistemas de ecuaciones
diferenciales # = f (v, 1) que dependen de manera continua del pardmetro
p. Si para algin pardmetro g el sistema x = f (x, 1) tiene un punto fijo
hiperbdlico, entonces para una vecindad de p, en el espacio de pardametros,
el sistema x = f (r, ) tiene también un punto fijo del mismo tipo, es decir,
son localmente equivalentes en vecindades de los puntos fijos. Por lo tanto
cambios cualitativos en la dindmica del punto fijo, es decir bifurcaciones,
ocurren solamente en puntos fijos no hiperbélicos (referencia [5]).

Mientras que el comportamiento cualitativo en puntos fijos hiperbdlicos es
(localmente) igual al de su linealizacién, en puntos no hiperbdélicos depende de
los términos no lineales. Como sabemos que el comportamiento cualitativo
se puede preservar ante cambios de variables, la estrategia para analizar
las bifurcaciones, al menos tedricamente, es hacer alguno que transforme el
sistema a la forma lo mas simple posible, esta es la llamada forma normal.
Los términos no lineales que efectivamente determinan el comportamiento
cualitativo forzosamente permanecen ante tales cambios de coordenadas, no
pueden ser eliminados; estos términos se llaman resonantes.

Concretamente nos referimos a lo siguiente: supongamos que z = f ()
tiene un punto fijo en x = 0 y desarrollamos al campo vectorial f de acuerdo
al Teorema de Taylor en la forma

F(2) = By (2) + ha (2) + g (2) + -+ + g (2) + O (||

donde h,. es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos
degrador, 1 <r <k.Sif=(f1,...,[n) se tiene que

hy(x)=Df(0)x
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y las componentes de hy (x) son de la forma

donde Df (0) es la matriz jacobiana (matriz de la derivada de f)
of oh
ox1 T Oz
DfO) =1 : :
Ofn ... Ofn
O0xy 0T
y H f; (0) la matriz hessiana de f;
22fi % fi
021 Tt Ox10mn
Hf; (0) = : : :
0% f; . 0% f;
Oxn0x1 02z,

1<:<n.

La forma normal se obtiene mediante un cambio de coordenadas y = ® ()
de tal suerte que se eliminan los términos no lineales hasta cierto grado, es
decir el sistema se transforma en un sistema y = g (y) de forma tal que el
desarrollo de Taylor de g es

g(y) =Dg(0)y+h, () + 0O (Jyl™),

conr>2y Er un campo vectorial con componenetes homogéneas de grado
r, y los términos homogéneos de grado 2 hasta r — 1 (si es que hay) son cero
de modo que Er es el primer término no homogéneo distinto de cero, y que,
ademas, ya no es posible efectuar mas cambios de coordenadas que eliminen
el grado r; estos son los términos resonantes. Todavia es posible eliminar los
terminos de grado mayora 7:

g(y) = Dg(0)y+h, (y), (2.1)

y podemos asumir, ademds, que Dg (0) es la forma candnica real de Jordan
de D f (0)(ver proposicién 2.3.1 referencia [2]). La expresién (2.1) es llamada
la forma normal del campo vectorial f.

En una dimension el punto fijo es no hiperbdlico si y sélo si f/ (0) = 0, de
modo que las formas normales son

gy) = ¥+0(’),
gy) = ¥+0(y"),
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y asi sucesivamente. Observemos que en las bifurcaciones descritas en la
seccién anterior, las bifurcaciones silla-nodo y transcritica son del primer
tipo, es decir, con término resonante de grado dos y la pitchfork del segundo.

En dimensiones mayores a 1 la no hiperbolicidad puede ser de alguno de
los siguientes tipos:

(0)

1. Det (Df (0)) =
2. Det (Df (0)) > 0, Traza(Df (0)) = 0,

f(0) =

(

0, Traza (Df (0)) # 0,

3. Det (Df (0)

4. Df (0) = 0 (matriz cero)

Traza (Df(0)) =0,

En este trabajo se tomaran en cuenta unicamente los tipos de no hiper-
bolicidad 1.y 2. y términos resonantes de grado a lo mas tres, que son los de
interés para el sistema FHN, los otros casos presentan grados de complejidad
no abordados en el presente estudio y se remite a la bibliografia especializada:
Referencia [2], [5].

Bajo este acuerdo, en dimensiéon dos podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que la parte lineal del campo vectorial correspondiente a un
punto fijo no hiperbdlico para el tipo 1. es

(o &)
(1)

Por lo tanto para una familia z = f (x, ) dependiente de un parametro, y
con punto fijo en z = 0, tipicamente tendremos para el tipo 1.

Df(o):(g j&)

Df(()):(’i‘ _Ml)

Un ejemplo de la bifurcacién silla-nodo es:

y en el tipo 2.

y para el tipo 2.
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T o= p+a?
_y'

Este ejemplo es del tipo 1 con p el parametro de la familia de sistemas. Ahora
bien, sus puntos fijos (z*, y*) se ven asi: para u > 0, tenemos dos puntos fijos
los cuales son (z*,y*) = (\/i1,0) y (—/1,0), en el caso de p = 0 solo tenemos
un punto fijo (z*,y*) = (0,0), y si x < 0 no tenemos ningin punto fijo.

Los planos fase de este tipo de bifurcaciones se muestran a continuacion.

| ¥
J f 1 1
-—{ - L = X = ¥
1 |
J I
e e e

Bifurcacién transcriticas:

T = pur—=x
= Y
cuyos puntos fijos con p > 0 son (z*,y*) = (1,0) y (0,0), si p = 0 solo

tenemos el punto fijo (z*,y*) = (0,0) y con p < 0 son (z*,y*) = (,0) y
(0,0). El comportamiento de este sistema es el siguiente:
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J
"
J
S

y = v

Para este sistema los puntos fijos para 1 > 0 son (z*,y*) = (y/t,0), (—/#,0)
y (0,0), en el caso de p =0 es (z*,y*) = (0,0) y finalmente para u < 0 solo
tenemos (z*,y*) = (0,0)

AU

——— - =) X

(MW [
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Bifurcacién Pitchfork Subcriticas:

Para este sistema los puntos fijos para p > 0 solo tenemos (
(0,0), en el caso de u = 0 es (x*,y*)

(z%y") = (V1. 0), (=1, 0) v (0,0)

x*7y*) —
= (0,0) y finalmente para p < 0 son

,ux—i—xS

BERCH
|

<
|
=

—
i

__“V*

o3
A
L

A
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2.5. Bifurcacion de Hopf

La bifurcacién de Hopf es una bifurcacién del tipo 2 con términos resonan-
tes de orden tres, esta se caracteriza por la inversién en el tipo de estabilidad
de un punto fijo y la emergencia o desaparicion de un ciclo limite alrededor
de él. Diremos que una no hiperbolicidad del tipo 2 de la seccién anterior es
una singularidad de Hopf. Sea X, un campo vectorial con una singulari-
dad de Hopf en el origen. La traza TrDX(0) = 0 y la forma normal de X
se puede escribir

(g _()w>(i;)Jr(a:f,w%){a(g>+b<_af2)} (2.2)

con w = (DetDX,(z))2 > 0y a # 0.Este campo vectorial es el caso de pp = 0
de la siguiente familia de sistemas de dos ecuaciones diferenciales

&= pr — wy + (ar — by)(2* + y?)

§ = wr + py + (br + ay)(2® + ).
Dependiendo del signo de a se tienen dos casos de la bifurcacion de Hopf.
Como es facil de observar, esta familia es mas sencilla de analizar en el plano
de coordenadas polares (r,0).

2.5.1. Bifurcacién de Hopf supercritica
Sea el sistema de ecuaciones
&= px —wy — (z + by) (2 + y°)
= wry + pe + (br — y) (2 + y?)
el cual podemos escribir en coordenadas polares, © = rcosf, y = rsinf,
como
= pur — 3
0 =w+br.
Desde esta perspectiva, u controla estabilidad del origen, w la frecuencia
de osilacion infinitesimal y b determina la dependencia de la frecuencia de
oscilacién para oscilaciones de amplitud grande. Con g > 0 hay un ciclo limite
estable, que rodea un foco hiperbdlico e inestable en el origen.En 1 = 0 el
origen es asintoticamente estable pero no hiperbdlico. Ahora para u < 0
tenemos un foco hiperbdlico, estable en el origen.
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2.5.2. Bifurcacion de Hopf subcritica

Para este caso tenemos el siguiente sistema:
& = pr —wy + (z — by)(2® + y?)

y = wr + py + (br + y) (2 + 22).
En cordendas polares
P = pr 4
0 =w+ br?
En este caso para i > 0 el origen es inestable e hiperbdlico, 1 = 0 el origen es

un foco inestable, ;1 < 0 hay un ciclo Irite inestable y un punto fijo estable
en el origen.

Enunciamos sin demostracién el teorema fundamental de la bifurcacién
de Hopf (referencia [2]).
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Teorema 21 Bifurcacion de Hopf
Sea el sistema

71 = fi(z1, 22, @)
Ty = fox1, 29, @)

con punto fijo en (0,0) para todo o en A € R supongamos que los eigenvalores
de A\ () y Ay(«) del sistema lineal en el origen son imaginarios puros cuando
a = a*. Sila parte real de los eigenvalores Re(Ai(a)) (= Re(M2(v))) satisface
L Re(Ai(@))azar > 0 y el origen es asintdticamente estable cuando o = o,
entonces

1.-a = a* es un punto de bifurcacion

2.-Para a € (ay,a"), para algin oy < o, el origen es un foco estable.
3.-Para a € (a*,aq), para algin as > o, el origen es un foco inestable
rodeado de un ciclo limite estable, cuyo tamano incrementa con «



Capitulo 3

Teoria de FitzHugh-Nagumo

3.1. Modelaciéon

El modelo de Hodgkin y Huxley (HH) consta de cuatro ecuaciones dife-
renciales no lineales, las cuales se basan en las principales caracteristicas de
la dinamica y el potencial de accién de la neurona.

Este sistema se representa de la siguiente forma:

OV O GV Vi) + Gl h(V — Vive) + GOt (V = Vi) = 0 (3.1
Sho2 ¢ T (V=V)+Gram’h(V = Vo) + Gpn™ (V= Vi) =0 (3.1)
en esta ecuacién la C representa la capacidad por unidad de area del axén
(de radio a y resistividad axoplasmadtica R), por otra parte m, h y n son
funciones que dependen del tiempo y del valor del potencial de membrana,
a su vez estan relacionadas con conductividad de Na y de K, la cual se
representa con las siguientes equivalencias.

Gyo = G m?h y Gy = Gon* (3.2)

Asi mismo modelaron la dindamica de las funciones n, h y m, por medio
de las ecuaciones:

de

dt

En donde © representa a cualquiera de las funciones n, h o m, y los
coeficientes de a y b son diferentes para cada funcion

—a[V](1-©)-B[V]e (3.3)

29
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Este sistema tiene un gran ntimero de variables lo cudl implica una gran
complejidad matematica, por otra parte FitzHugh basandose en el trabajo
de Van der Pol, propuso simplificar este modelo en un sistema de dos ecua-
ciones diferenciales de primer orden, una lineal y otra cibica, paralelamente
el investigador Jin-ichi Nagumo propuso, un circuito eléctrico no lineal, go-
bernado por un sistema de dos ecuaciones también semejante a las de van der
Pol, al sistema simplificado propuesto por ambos se le conoce como el modelo
de FitzHugh-Nagumo el cual dado que es de dos dimensiones representa un
gran material para el andlisis cualitativo.

El sistema FHN es el siguiente

Ocll_:: = Viny)=I-a(—a)fr-1)~-y
2_1; = W(z,y) = b(z — 1y)

Siendo este un sistema no lineal, con I, v > 0, b > 0,y 0 < a < 1 los pardme-
tros. Puntualicemos que esté sistema no representa una detallada realidad
biofisica de las células nervioso.

3.2. Equilibrios de FHN

El sistema de (FHN) se define como un sistema de ecuaciones diferenciales
auténomos no lineal:

= —falx)—y+1 (3.4)
= bz —y)

con fo(z) = x(x —a)(x — 1) = 2® — (a+ 1)2”® + ax. El espacio de pardmetros
esta definido por las siguientes desigualdades:

O<a<l; b>0;, ~,1>0

Denotaremos f,(z) = f(z), omitiendo el subindice a. Las bifurcaciones que
analizaremos principalmente seran las bifurcaciones locales, es decir, alre-
dedor de equilibrios. Los equilibrios del sistema son las intersecciones de
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las ceroclinas, es decir, las curvas en el plano fase dado por las ecuaciones:
y=1— f(x) y y = x/7v, mostraremos graficamente algunas ceroclinas re-
sultantes ademas de esto se sigue trivialmente, aunque no por eso menos
importante, el siguiente resultado

.. a=0.10b=0g=25¢l =1 a=015b=0g=045 1 =10

a=0150=0g=Tel =1

Lema 22 Los equilibrios en los puntos fijos de (3.4) son los puntos (x., x./7)
con x, raiz del polinomio cubico:

Pa(r) = f<x>+§—f
= x3—(a+1)x2+(a+%>x—l

Ahora analizaremos cuantas raices y de que naturaleza, puede tener el
polinomio P, ; = P(z). Supongamos que el polinomio ctibico P (x) tiene una
raiz triple, asi

P(z) = (z — a)®

entonces

1
2* —(a+1)2* + (a+ =)x — [ = 2° — 3az® + 3a’r — o®
g
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con lo que 3a = a + 1 y esto pasa si y solo si

a+1 +1 (a+1)?
a = , a4+ — =
3 ol 3
si y solo si
B 3
7_az—a+1

y por tltimo I = o3. F4cilmente vemos que, si0 < a < 1, entonces a®>—a-+1 >
0. Sean
a+1

¢ = —3 (3.5)

B 3 B 1
T = a2—a+1 32—3c+1

1\ 3
I = (a ha > .
3
Vemos que ¢ es el punto de inflexién de f, pues f”(c) = 6¢ —2(a+ 1) = 0.
Por otro lado

f'(c) = 32 -2(a+1)c+a (3.6)
= 3¢ —6c¢+3c—1
= —-3c*+3c—1
= —1/%
por lo tanto
1
= — 3.7
TR &0

Proposicién 23 En (v, ly), FHN tiene un tinico equilibrio en el punto de

inflexion (¢, Iy — f(c)) = (c, 5) de la ceroclina-z.
0

Demostracién. Por (3.6) tenemos que ,Yio es el valor de la pendiente de

y =1 — f(z) en el punto de inflexién en (c, i) Siy = el = I, entonces
0
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c
la recta tangente en (c, —) es

Yo
c 1
y—— = —(z—c
Yo %( )
T
y = —
Y0

y es por tanto la ceroclina y luego el punto de inflexién es un equilibrio. Vea-
mos que es la tnica interseccion de las ceroclinas, para esto nos apoyaremos
de el siguiente lema. m

Lema 24 Si g(z) = Bz(a? — 2?) con a > 0, 8 > 0 entonces el punto de
inflexion (0,0) ademds la pendiente en (0,0) es fa? y g(x) — Ba’z > 0 si
r <0, glx) — Balx <0 si x> 0.

Demostracién. Claramente (0,0) es el punto de inflexién de y = g (z).
Como g(z) = Bz(a? —2?) entonces ¢'(z) = B(a® — 2?) + Bx(—21), asi g(0) =
Ba? por otro lado si z < 0, g(x) — fa’r = o’y — fa® — Ba’r = —B23 > 0,
ysiz >0, g(r) — fa? = —B2* <0

c
Volviendo a la demostracion de la proposicién, trasladando el punto (c, —)
70

al origen, estamos en la situacién del lema con Ba® = —1/~,. Con este lema
queda demostrado que la intersecciéon de las ceroclinas es un solo punto, por
tanto queda demostrada la unicidad. m

Lema 25 Sivy < 7y entonces el polinomio P, 1 tiene solamente una raiz real.
Esta raiz simple siy < 7. La unica posibilidad de que P tenga una raiz triple
es sty =", I = Iy y en este caso, c es la raiz triple de P.

Demostracién. Supongamos v < . Como ¢ es un minimo de f’, tenemos
f'(c) < f'(z) para toda x, entonces

P'(z) = f(z) + % > f(x) + % > 0.

Supongamos que P tiene tres raices reales contando multiplicidades: xq <
z1 < x9, entonces

P(z) = (x—zo)(x —21)(x — 29)
P'(z) = (z—z0)(x —x1)+ (x —20)(x — 22) + (x — 21)(z — x9)
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con lo que
P,(l'l) = ([L’l — ZEQ)(J?l — ZL’Q) S 0

lo que implica una contradiccion, por lo tanto P tiene una raiz real simple y
dos raices complejas si v < .
La segunda parte se deduce de la proposicion anterior. m

Por otra parte afirmamos que

f'(x) =0siysolosiz=cs% Ay donde Ay, = (37y9) "1/

pues f'(z) = 0 siy solo si 322 — 2(a + 1)x + a = 0, con lo que tenemos una
ecuaciéon de segundo grado la cual resolvemos por formula general, asi

2(a+1) £ /4(a®> —a+1) a+1j: a?—a—+1
r = =
6 3 3

entonces r = ciﬁ (esto de (3.5)) por tanto # = c£ Ay, con Ay, = (37y9) /2
En este sentido donde — f(x) alcanza su valor minimo y méximo, respec-
tivamente, corresponden a

Tmin = C— Aoo

Tmazx — C+A007
por lo tanto f'(x) > 08l & < Zynin 0 Tpaz < Y f(2) <08l Zppin < & < Tian

Teorema 26 FEl sistema de FHN tiene solo un equilibrio para toda I > 0 st
y solo si v < .

Demostracién. Por (3.7) si v < 7 el polinomio P(z) tiene solamente una
raiz y por lo tanto FHN tiene un solo equilibrio (lema 25). Probaremos que si
7 > 7o entonces, para alguna I, P(x) tiene més de una raiz. Concretamente
se mostrara que existe I, > 0 tal que P (x) = P, ;(z) tiene una raiz doble z.,
en el intervalo (zn, €).

Como f’(¢) < f'(x) para toda x y, como —1/v > —1/0, la ecuacién:

tiene dos soluciones, una de ellas menor que ¢; la que llamaremos z.,. Para
toda z la funcién _I(x) = f(z) — f'(x)x da el valor de la ordenada al origen
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de la recta tangente a y = f(z) en el punto (x, f(z)). La derivada de esta
funcién es

A(z) = fl(z)— =)z - f(z)
= —f"(x)z
= —(6xr—2(a+1))x

La derivada es positiva para 0 < z < %1 = ¢, pr lo tanto _I(z) es estricta-

mente creciente en este intervalo. Se sigue que para toda ,,;, < x < ¢
() > I(xmin) = f(@min) >0

Sea _I, = _I(x.), y como se tiene Z,,;, < T, < ¢, por lo tanto I, > 0. Ahora

P(e,) = flu)+ 22—,

por tanto (x.,x,/v) es un punto de equilibrio de FHN.
Como P(x) = f'(x)+ %, entonces P'(x.,) = 0 por lo tanto =, es una raiz doble
de Py, como z, # c por lema 1.3 existe otra raiz distinta del polinomio P.
Con lo que FHN tiene dos equilibrios para [ = _I, m

Por otra parte

= (c+ Ax)® —3clc— Ay)? +alc — Ay)
= S+ Aoo<3c2 —a)— Aio - 0(302 —a)

1 1
ea (D) e(1)
70 7o
= Iy —3cA% +242
pues v, * = 3cA2_, asf
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La linealizacién en un equilibrio (z*,2*/v) de FHN es el sistema lineal:
o= —f@)r—y
g = blx—1y)

denotaremos a DF' la matriz de la linealizacién, la cual, en el punto (x*, z* /7),

es:
_( —f) -1
pr— (1 o)

Dos son las bifurcaciones mas relevantes que se observan en el sistema
FHN: las bifurcaciones silla -nodo y la bifuracion de Hopf, esta ultima por su
implicacion en el fenémeno de excitabilidad. Recordemos que la bifurcacion
silla-nodo consiste en la emergencia de un equilibrio que se separa en dos, una
silla y un nodo; la bifurcacién de Hopf consiste en un cambio de estabilidad
de un equilibrio, de estable a inestable, y la emergencia o desaparicién de un
ciclo limite. Nosotros estudiaremos las curvas de bifurcaciones silla-nodo y
de bifurcaciones de Hopf obteniendo una descripcion completa de ellas.

3.3. Bifurcaciones silla-nodo

La bifurcacién silla-nodo o tangente se dard cuando el polinomio P(x) =
P, ;(z) tenga dos raices, una simple y otra de multiplicidad dos, que es la
que se bifurca. Siendo asi, el polinomio se podria factorizar:

P(z) = (z-a)(e—B)
= 2* — (284 a)e? + (B + 208)x — aff®

siendo « la raiz simple y ( la doble. El equilibrio (53, 5/v), de existir, seria
no hiperbdlico y es, como mencionamos antes, donde se daria la bifurcacion.
Bajo el supuesto de que el polinomio se puede factorizar como se indica

arriba, las raices a y 8 deben satisfacer las condiciones:
0) I = af?,

1
b)a+§:52+2045,

¢)a+1=20+a,
que resulta de las relaciones entre los coeficientes de P y sus raices. De las
condiciones b) y ¢) obtenemos que § debe satisfacer la ecuacién cuadratica:
a+i

0
=0
3 )

52—§(a+1)ﬁ+
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por férmula general tenemos,

B = -
1 1
= cExy/7—— — 3.8
3% 3 (38)
= ct A(v)
donde vy = (12+tz+1 por (3.5), y entonces
a=cF2A(v)

Esto muestra que P tendra unicamente dos raices reales si y sélo si v esta en
el dominio de la funcién A. Definimos el par de funciones del parametro ~:

S
=2
Il
W | —
2=

1
Yo
1

=
2
Il

T

— —by).
3 0 !

El dominio de A esy > 7p; el de B esy < 1/(by). Ahora bien, de P, ;(z) = 0,
el lugar geométrico de los equilibrios en el plano I — x, con « fijo, es la grafica

de

Lix) = f)+7

1
= xg—(a+1)x2+(a+;)x

Sean:

Biv) = c+A>y), aly)=c
Ba(v) = c—A(Y), (7)) =c+24(y)

claramente tenemos :
o < B < B < (3.9)

siendo iguales tinicamente cuando v = 7.
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Lema 27 Consideremos v fija. Para f = B1(y) o f = Pa(y), el punto
(B,B/7) es un equilibrio no hiperbdlico con I = I,(3).

Demostracion.
f1(8) = 3lex A" —6efe £ A(y)] +3c -1
= [CziQCA JA(y )} —6clcE A(y)]+3c—1
= A()?* -3¢ +3c—1
1 1
pu— 3 —_— —_— — — _——
3 ( ﬂ 7o
1
’V
Por lo tanto, tenemos que la matriz de la linealizacién en (3, 5/7) es
ey 1y _ 2o
DF=< b"” = ): ~ (3.10)
v b —by
y su determinante
detDF =~ 1 p—0.
v

]
Para cada valor de 7 > 7, tenemos dos valores de I para los cuales el
sistema de FHN tienen solamente dos equilibrios, a saber:

[1(’7) = 17(51(7)) = 041(’7)51(’7)2 = [03CA(’Y)2 - 214(7)3
L) = L(B:(7) = aa(7)Ba(7)* = Io3cA(v)* + 2A(7)?

cumpliéndose la relacién I(y) < Iy(7y) para v > 7.

Extendemos continuamente estas funciones a ~yq definiendo I1 (o) = I2(7) =
Iy. El siguiente teorema nos dice que la grafica de estas funciones es la curva
silla-nodo.

Teorema 28 FHN tiene una bifurcacion del tipo silla-nodo en I = I;(7y), i =
1,2.

Demostraremos este teorema mostrando que cruzando las curvas I =
I;(), i = 1,2, hacia la regién donde se tiene tres equilibrios, uno de ellos es
una silla y los otros nodos y focos para lo cual nos ayudaremos del siguiente
teorema
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Teorema 29 Si vy <y, FHN tiene solamente un equilibrio.
Si v > 7o entonces FHN tiene:

a)tres equilibrios distintos si I, (y) < I < I(y),

b)dos equilibrios distintos si [ = I,(y) o I = I3(7) o

c)un solo equilibrio si I < I(y) o I > I5(7)

Demostracién. La primera parte del teorema pertenece al lema (25) y el
inciso b) es por definicién de I; e I5. Si se dan las condiciones del inciso a),
denotado por Pi(z) = f(z) + £ — Ii(7), tenemos Py(z) > P(z) > P3(x) para
toda x, como para vy > g las raices de los polinomios P, y P, satisfacen las
desigualdades (3.9):

Entonces
P(ai(v)) < Pi(ai(7)
P(B2(7)) > Pa(Baly
P(Bi(7)) < P(Bu(

P(az(7)) > Pa(az(v)) =
Por el teorema del valor intermedio P(x) debe tener tres raices, xg, z1, T2,
satisfaciendo :

o (7) <o < fa(y) < a1 < Bi(y) < 22 < a2(7)

Como las raices de P determinan los equilibrios de FHN; el inciso a) queda
demostrado.
Finalmente, el inciso c¢) se sigue de observar, por un lado, que todos los
polinomios de P(x) son traslaciones verticales unos de otros, y por otro lado,
que la raiz doble de P;(z) esta en el minimo y la raiz doble de Py(x) en el
maximo.
Entonces si I < I1(y), Pi(z) < P(x) y por lo tanto solamente tiene una raiz
simple de P, el otro caso es analogo m

De acuerdo con este teorema y con la misma notacién, las abscisas de los
tres equilibrios satisfacen las desigualdades (3.9).

a1(y) <o < B2(7) < a1 < fu(y) < 32 < az(7)
La siguiente proposicién nos demuestra que (x1,z1/7) es una silla.

Proposicién 30 Si el equilibrio (x*,2*/v) es tal que: Bo(y) = ¢ — A7) <
r* < c+ A(y) = Si(7), entonces es una silla.
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Para demostrar esta proposicion nos ayudaremos de algunos lemas.
Lema 31 I (x) = 0 si y sold si x = ¢+ A(y), lo cual ocurre si y sélo si
v = Yo, ademds I'(x) < 0 sic— A(y) <z < c+ A(y) y, finalmente, para

— / — ; e . —
v = "0, I} (x) = 0 solamente tiene una solucion real: x = c.

Demostracién. Esto sucede pues I/ (z) = 32° — 6cz 4 3¢ — 1 + % =0<<=

—6e+ \/3602 ~@)B)Be—1+1

6
1 1
= ci\/02—0+———
3 3y

1 /1 1

3\ 7

= c+ A(y)

la conclusion del lema se sigue sin dificultad m

Lema 32 La funcion A(y), definida para v > o tiene las siquientes propie-
dades

1
a) lim A = =
) lim A(v) Bon

b)A(7) = 0; A(y) = 0 <= v = 0,

A

O)A(Y) < Ase Y Tnin = ¢ — Ao < c— A7)0 < ¢+ A(7) < ¢+ Ao = Tinaas

dA 1
=== -
>d7 672A(y)

Demostracién. Las demostraciones de a), b),c) se siguen del hecho de que

A(y)=4/3 <7—10 — %) y el d) se obtiene solo de un sencillo cédlculo m

Por los lemas anteriores para tales valores de x se tiene I’ (x) < 0. Si el
determinante de la linealizacion en el equilibrio es negativo, entonces éste es
una silla, de donde el teorema se sigue del siguiente lema.
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Lema 33 detDF = byl (x)

Demostracién. La linealizacién en un equilibrio (z*,2*/v) de FHN es el
sistema lineal

r = —fl(z)r—y
y = blz—y).

DF = ( _fz;(x) _—617 ) (3.11)

para determinar el tipo de equilibrio se calculan la traza y el determinante

Recordando que

trDF = —f'(x)—by (3.12)
detDF = b(yf'(z)+1).
Como
v (v) = 7 f" (2) + 1,
detDF = b(yf'(x) + 1) = by L} (x).
]

Se sigue también de los lemas 31 y 32 que si v > 7, existen valores del
parametro [ para los cuales existen dos o tres equilibrios.

Demostraremos ahora que para a;(vy) < z* < [o(y), (z*,2*/7) es un
nodo o un foco, la demostracion para el otro equilibrio es completamente
semejante. Si z* < z,,;, entonces f'(x*) > 0 y entonces obviamente DF' > 0,
de donde o es un nodo o es un foco, ademéas como trDF < —vb < 0, este
equilibrio es asintoticamente estable, luego es o un nodo o un foco estable

Supongamos ahora z,,;, < z*; como f’ es una funcién decreciente para

r<cy A7) <,y como [(By(7)) = —1/7, entonces
0> f'(z") > =1/,
de donde
v (@) +1>0

lo cual implica, también en este caso, que el determinante de la matriz de
linealizacién de FHN en (z*,z*/7) es positivo y. por tanto, o un nodo o un
foco (que puede o no ser asintéticamente estable). Todo esto demuestra el
teorema 28.
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El siguiente teorema describe la forma de las graficas de las funciones
I; e I, que, juntas, forman la curva de bifurcaciones silla-nodo en el plano
paramétrico v — [

Teorema 34 a) Las funciones I e Iy son estrictamente decrecientes cum-
pliéndose ademds: I,(y) < Iy(7y) para toda v > v
b)lim I(y) = Iy — 3cA?, — 2A3,

y—00
lim Ih(y) = Iy — 3cA?% + 2A3. = f(ZTmin)
~y—00
donde a, = lim A(7y)

’Y—)OO

c)Sea:
entonces I (1) =0

B 4
N a1

Demostracién. Por lema (32)

dA dl
— > 0 siy > v como =1 = —6AA(A+¢c) <0y
d, d,
dls
.

tenemos que [; e I, son estrictamente decrecientes. La desigualdad es obvia.
Del lema (32)
lim A(y) = A, por lo tanto

y—>00

lim I;(y) = Iy — 3cA% — 243,
y—00

Y—00

(1.16). Si I =0
p(r) == {:ﬁ —(a+ 1)z + <a+ %)}

de donde, si (a + 1)* = 4(a + %) el polinomio tendra una raiz doble. Resol-
viendo esta tltima ecuacién para v tenemos:

v = ﬁ, Se puede comprobar ficilmente que 7, > 7. Como Ir(vy) >
f(xmin) > 0 para toda v debemos de tener que es I; quien se hace cero en

~1 en efecto:
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Por lo tar(lto 1)3 ( 1)3 2 1)3

a+ a+ a+
I = — — =0
1) 27 36 216 "

Figura 3.1: En la figura se muestran las funciones Iy, I y1s.

3.4. Bifurcacién de Hopf

Esta bifurcacién se da cuando, entre otras cosas, la traza de la matriz de
linealizacion es igual a cero:

—f'(x) =by =0

Si esta ecuacién no tiene solucion, no se da la bifurcacion de Hopf y, como
f'(x) > f'(c), se tiene solucién si y sélo si by < % =—f'(c)
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Calculamos ahora los valores de estas soluciones usando que f'(x) =
32% — 2(a + 1)z + a, entonces

fll@)+by = 0

372 —2(a+ 1z +a+by = 0
1 by

2_9 ——+2 =0

T cT + ¢ 3+3 )

recordando que ¢ = (a + 1) /3. Las raices reales del polinomio cuadrético son:

2c + 402—4(c—l+b1)
&(r) = v R

1
= ci\/§(302—3c+1—b’y)

" 1(1 b)
= C —_] — —
3\ !

= ¢+ B(v),
pues 7o = 1/ (3¢* — 3¢ + 1) en donde vemos claramente que éstas existen sélo
, 1

siy < —

b”}/o.

Para v < — definimos :
bvo
J1(y) = L [§+ ()]

y

Jo(7) = L, [§-(7)]

Para estos valores de [ en el equilibrio (£4(7), £+ (7)) la traza de la linea-
lizacion es cero, por lo tanto en J;(7),7 = 1,2, el equilibrio no es hiperbélico.
Para b fijo, tenemos dos curvas en el plano paramétrico v — I, de éstas se
forma la curva de bifurcacion de Hopf.

1

Teorema 35 Si~y < min {'yo, b_} entonces J;(7v),1 = 1,2, se da una bi-
70

furcacion de Hopf.
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Demostracién. Del lema (31) si v < 7, la derivada de I (z) = I,(x)

flz) + S no se anula y es positiva, por lo tanto es invertible: z = x (I);

derivando implicitamente:
dz [, 1
— _— p— 1
i (1) =1,
dx

como vy < 7o, f'(z) > f(c) = —%0 > —%/ por lo tanto 57 > 0.
1

Notemos ahora que B(y) # 0 para 7 < min {'yo, b—}, se demostrara que al
f}/

0
cruzar la curva I = J;(),i = 1,2 la derivada de la funcién traza

T(I) = = f'(=(I)) = by

es distinta de cero.

Consideremos primero la funcién Tr(x) = —f/(xz) — by, la cual alcanza su
méaximo en z = ¢ (al igual que — f/(x)), como v < ﬁ entonces Tr(c) = %—bv
por lo tanto T7'(z) = —f"(x) = 6x — 6¢c = 0, sélo si © = ¢. De donde

Tr(x) =0 implica que x # ¢, y entonces la derivada de T'r(z) no se anula en
z = &4 (7). Como para vy < vy, T(I) = Tr(xz(l)) entonces,

dlI'  dTr dx

dl ~ dx dI
distinta de cero para I = J;(v),7 = 1,2. Por el teorema de bifurcacién de
Hopf (referencia [1]) se tiene demostrado el teorema. m

Teorema 36 a)Si, v < 7o, J2(y) < J1(7),
b)para i =1,2, lim J;(y) = o0
v—0

c)Ji (L) = Jp (L) :Ii(c):2c3+3c2—c+i

b% b’YO b’)/ 0 ’
bo

d)Si vo < 1/(byo) existe : v0 < 71 < 1/(byo) tal que Jo(v1) = Ji(m1) ¥
Ja(m1) > Ji(m)
para v <y < 1/(byo)

dJ,

e)y < Y, e <0.
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1
Demostracion. Si v < vy entonces — — — > 0, ademés
Yo
1 (1 , (1
J(7) = L+=—(=)e+ (BO)?*+ (=) BH) (3.13)
Y Y0 Yo

Jo(v) = Ip+ % — (%) c+ (3(7)3 T (%) B(V))

se tiene el inciso a.
El b se sigue de

lim J;(y) = UmI[¢(7)]

v—0 v—0

— lim {FIEON +

= o0

£0)
gl

Como B[1/(by)] = 0 y lim B(y) = lim B(y) = A y usando Ty = ¢ —
v—0 b—0

Ao, Timae = ¢+ Ay se tiene
1 1
| — ] = — | =c
: <b%) = <b%>

il_rf(l) (V) = Tuin, %13(1) £+ (V) = Tinge-

Por (3.13) tenemos

1 1
) (W) =k (W)

= C3—303+362—C+i.
byo

A partir de (3.13), la ecuacién Ji(y) = Ja(7y) tiene tres soluciones, una de
ellas es 1/(by) ya contemplada en el inciso ¢, otra y la tercera es

V14+30E -1

bvo

"=
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por lo que podemos obtener vy < vy <

. bvo
8117:170 1 1 1 b 2
———<0yc0moB(7)—|————:———7——
Y Y Y % v 3 3%

entonces —byg + 27 — 379 < 0 si v > 71; la desigualdad se obtiene de (3.13).

Finalmente, la funcién B(v), definida para v < 1/(byo) tiene las siguien-
tes propiedades
a) lim B(y) = Ac

1
b"}/(] ’
=&(7) = e+ B(y) < et Aw = Tinas

b)B(7y) > 0; B(y) = 0 siy sélo si y =
C)xmin =C— Aoo < c— B(f)/) — 67("}/)

dB  —b
= 7
dy  6B(y)
S1
d.J, 1 b b 1/1 1
& - _2(B “(=-=))>o0
- 2( () 3(7 7))
sty <. ®
1/ byg =3.62 }p=3.94 Yo=3.94 ¥ =41 1/ (byg) = 5.06

Figura 3.2: En la figura se muestran las funciones J; yJs.
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Conclusiones

Este trabajo se baso en el sistema de Fitz-Hung-Nagumo. Si bien este
sistema es una representacién del modelo de la neurona, encontrar estas bi-
furcaciones en el campo experimental requiere de un ambiente controlado
para poder asi observarlas; ademas de esto, al momentos de reproducir di-
chos parametros puede que no se logren los obtenidos en este trabajo, ya sea
por la fisiologia de la misma neurona o del voltaje requerido. Por otro lado,
seria bastante interesante cuando se cumplen los parametros, pues con esto
observariamos como al aplicar una voltaje moderado, la reaccién de la neu-
rona seria primero mandar mas carga a la siguiente mediante las dendritas,
pero al cabo de un cierto tiempo esta reaccion cesaria, lo que representaria
la bifurcacion silla-nodo. Sin embargo al aplicar un voltaje dentro de los
parametros que obtuvimos la reaccion deberia de ser de enviar mas carga a
la siguiente neurona y mantener este cambio permanentemente, lo que nos
mostraria la bifurcacién de Hopf.

Todo lo anterior lo podemos justificar de forma analitica, por ejemplo, en
una forma mas especifica, en el caso de la bifurcaciéon de Hopf si vy > ﬁ
entonces, para ﬁ < v < 7 fijo, y al variar el pardmetro I, no se tiene
bifurcacién de Hopf, pues el tinico equilibrio existente no cambia su tipo de
estabilidad.

Lo anterior fisiolégicamente lo podemos ver en la neurona gracias a la in-
teraccion de algunas substancias que una vez iniciada la propagacién axonal
del impulso nervioso, pueden modificar la cantidad de neurotransmisores li-
berada por el axén terminal. Por ejemplo la toxina botulinica que bloquea la
liberacion de acetilcolina, lo cual afectaria a nuestro parametro I, de manera

que nos acercaria a resultados mas relevantes a nivel fisiolégico.
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