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Resumen

En la presente Tesis realizamos un estudio sobre los espacios topológicos
que no pueden ser metrizables, la carencia de esta propiedad trae como con-
secuencia nuevas propiedades en estos espacios. Es el objetivo de esta Tesis
analizar dichas propiedades y observar las estrechas relaciones de espacios
dotados con ellas y sus hiperespacios. Al mismo tiempo buscamos generalizar
aquellos espacios que aseguran tener hiperespacios sobrios o hiperespacios
con axiomas de separación bajos.
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Introducción

Existen propiedades topológicas propias de un espacio topológico no me-
trizable. Un ejemplo importante es la sobriedad. Partiendo de la construcción
de uno de los espacios sobrios más importantes en áreas como la Topoloǵıa
o el Álgebra, el Espectro de un Anillo, realizamos un análisis profundo y ge-
neralizado a espacios topológicos dotados de esta propiedad llegando hasta
ver como es reflejada en sus hiperespacios; por otro lado buscamos la carac-
terización de espacios topológicos con hiperespacios sobrios. Este análisis es
extendido no sólo a otras propiedades propias de los espacios no metrizables
como los son la hiperconexidad o la anti-compacidad, también extendemos
este análisis a los mismos axiomas de separación encargados de que un es-
pacio no sea metrizable.
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Antecedentes

La teoŕıa de hiperespacios tuvo sus inicios alrededor de 1900 con los tra-
bajos de Hausdor↵ y Vietoris, durante los años 1920 y 1930 se determinó la
estructura fundamental de los hiperespacios. Teoremas que demuestran que
los hiperespacios son arco-conexos y retractos absolutos (cuando X es un
continuo localmente conexo), por mencionar algunos ejemplos, se demostra-
ron en años posteriores.

En 1942, Kelley realizó el primer estudio de hiperespacios de continuos he-
reditariamente indescomponibles. Fue hasta 1970 que apareció la teoŕıa de
hiperespacios de continuos. El trabajo de Kelley fue el primero en utilizar
funciones de Whitney en la investigación de hiperespacios.

En 1950, el art́ıculo básico de Michael sobre selecciones y su art́ıculo ”To-
pologies on spaces of subsets” aparecieron y en ellos se da un trato diferente
a los hiperespacios mediante el uso de otras topoloǵıas.

Por otro lado, el estudio de espacios no metrizables se observa en traba-
jos de topoloǵıa general realizados por Dontchev en el año 1998. Trabajo
que a su vez es consecuencia de estudios de topoloǵıa algebraica realizados
por Steiner en el año 1965, o de la topoloǵıa libre de puntos, trabajo de
Johnstone en 1983.

7
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Objetivos

La presente Tesis partió de la hipótesis:

No es posible analizar una propiedad topológica exclusiva de los espacios
no métricos en un hiperespacio en términos del espacio topológico original
dotado con dicha propiedad. Del mismo modo que no es posible analizar una
propiedad topológica exclusiva de los espacios no métricos en un espacio en
términos de alguno de sus hiperespacios dotado con dicha propiedad.

Para probar lo anterior se tuvieron los siguientes objetivos:

1. Estudiar algunas propiedades topológicas exclusivas de espacios no
métricos y observar el comportamiento de los hiperespacios en térmi-
nos de estas propiedades.

2. Estudiar axiomas de separación bajos, axiomas que impiden a un espa-
cio ser metrizable, y observar el comportamiento de los hiperespacios
en términos de dichos axiomas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En el presente caṕıtulo enunciamos conceptos básicos y generales que se
utilizaraán a lo largo de este trabajo.

1.1. Topoloǵıa

Esta sección contiene todos los conocimientos topológicos básicos que
utilizaremos en este trabajo, sus demostraciones y otras aplicaciones pueden
ser consultadas en [2], [5], [6], [9].

Definición 1.1.1. Una topoloǵıa para un conjunto X es una colección ⌧

de subconjuntos de X que cumple:

1. ;, X son elementos de ⌧ .

2. La unión de elementos de cualquier subcolección de ⌧ se encuentra en
⌧ .

3. La intersección de cualquier subcolección finita de ⌧ es elemento de ⌧ .

Al par ordenado (X, ⌧) lo conoceremos como espacio topológico. Si no causa
confusión, al conjunto X con topoloǵıa ⌧ , le llamaremos espacio topológi-
co.

Definición 1.1.2. Sean (X, ⌧) un espacio topológico y U un subconjunto
de X, decimos que U es un subconjunto abierto de X si U es elemento de
⌧ .

Ejemplo 1.1.3. Sea X un conjunto.

11



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1. La colección ⌧D de todos los subconjuntos de X es una topoloǵıa para
X, llamada topoloǵıa discreta.

2. La colección ⌧I que consta únicamente de ; y X es una topoloǵıa para
X llamada topoloǵıa indiscreta.

Definición 1.1.4. Sean ⌧ y ⌧
0 dos topoloǵıas para X. Si ⌧ se queda conte-

nida en ⌧
0 decimos que ⌧

0 es más fina que ⌧ .

Definición 1.1.5. Sea X un conjunto. Una colección de subconjuntos B de
X tal que:

(1) Para cada elemento de X existe un elemento de B que lo contiene.

(2) Si x, elemento de X, pertenece a la intersección de B1 y B2 elementos
de B, existe un elemento de B, B3 que contiene a x y además se queda
contenido en el conjunto B1 \B2.

le llamamos base para una topoloǵıa sobre X y a cada elemento de B le
llamamos básico.

Definición 1.1.6. Sean X un conjunto y B una colección de subconjuntos de
X que satisfacen (1) y (2) de la Definición 1.1.5. Definimos ⌧ , la topoloǵıa
generada por B sobre X, de la siguiente manera:
U , subconjunto de X, pertenece a ⌧ si U es unión de elementos de B.

Proposición 1.1.7. El conjunto ⌧ generado por B es, en efecto, una topo-
loǵıa.

Ejemplo 1.1.8. Sean X = R y B = {(a, b) | a, b 2 R}. La topoloǵıa genera-
da por B la conocemos como la topoloǵıa usual de R.

Definición 1.1.9. Una subbase � para alguna topoloǵıa ⌧ sobre X es una
colección de subconjuntos de X cuya unión es igual a X. La topoloǵıa
⌧ generada por la subbase � es la colección de todas las uniones de
intersecciones finitas de elementos de �.

Proposición 1.1.10. La colección ⌧ generada en la Definición 1.1.9 por
una subbase � es, en efecto, una topoloǵıa sobre X.

Demostración. Sea B la colección de intersecciones finitas de �. Como ⌧ se
genera a partir de uniones de B, basta ver que B es base para ⌧ .
Sea x elemento de X, entonces existe S elemento de � tal que x pertenece a
S, pues la unión de los elementos de � es igual a X.
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Sean B1 y B2 elementos de B, entonces B1 = S1\· · ·\Sn y B2 = S
0
1\· · ·\S0

m

con Si, S0
j
elementos de � para toda 1  i  n, 1  j  m.

Aśı, B1 \ B2 = (S1 \ · · · \ Sn) \ (S0
1 \ · · · \ S

0
m) la cual sigue siendo una

intersección finita de elementos de �, por lo que B1 \B2 es elemento de B.
Por lo tanto, B es base para la topoloǵıa ⌧ , es decir, la colección generada
por � es una topoloǵıa sobre X.

Definición 1.1.11. Sean (X, ⌧) un espacio topológico y F un subconjunto
de X. F es cerrado si su complemento es elemento de ⌧ .

Definición 1.1.12. Sean X un espacio con topoloǵıa ⌧ y Y un subconjunto
de X. La topoloǵıa de subespacio o relativa sobre Y es la colección
⌧Y = {Y \ U | U 2 ⌧}, con la cual Y se convierte en un espacio topológico
y recibe el nombre de subespacio topológico de X.

Definición 1.1.13. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X.
El interior de A es la unión de todos los conjuntos abiertos de X contenidos
en A. La cerradura de A es la intersección de todos los conjuntos cerrados
que contienen a A y las denotamos por IntX(A) y ClX(A), respectivamente.

Observación 1.1.14. Sea A un subconjunto de un espacio topológico X.
Entonces:

IntX(A) ✓ A ✓ ClX(A).

Notación: La cerradura de A también se escribe como ClX(A) = A.

Proposición 1.1.15. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de
X. Se tienen las siguientes propiedades:

1. ClX(A) es un conjunto cerrado.

2. ClX(A) = {x | Para todo U subconjunto abierto de X que contiene a
x, U intersecta a A}.

3. Si A es un conjunto cerrado, entonces A = ClX(A).

Definición 1.1.16. Sean X un espacio topológico y U un subconjunto de
X. Decimos que U es un abierto regular si U = IntX(ClX(U)).

Definición 1.1.17. Sean X y Y espacios topológicos con topoloǵıas ⌧X y
⌧Y respectivamente. Una función f : X �! Y es continua, si para todo
elemento U de ⌧Y , f�1(U) es un elemento de ⌧X .
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Definición 1.1.18. Sean X un espacio topológico y D un subconjunto de
X. Decimos que D es denso en X si y sólo si para todo conjunto abierto U

en X, existe un elemento x en D tal que x es elemento de U .

Ejemplo 1.1.19. 1. Si R está dotado con la topoloǵıa usual, entonces Q
es denso en R.

2. Sea X un espacio indiscreto. Todo D subconjunto de X es denso en
X.

3. Sean X un conjunto, x0 elemento de X y ⌧ = {U ✓ X | x0 2 U}.
Entonces {x0} es denso en (X, ⌧).

Definición 1.1.20. Sean (X, ⌧) un espacio topológico y P una propiedad
de ⌧ . Decimos que ⌧ es P minimal o ⌧ es la mı́nima topoloǵıa P, si para
cada topoloǵıa � de X tal que � ⇢ ⌧ , P no es propiedad de �.

Definición 1.1.21. Sea (X, ⌧) un espacio topológico y P una propiedad del
espacio topológico. Decimos que (X, ⌧) es espacio P minimal si para cada
topoloǵıa � de X tal que � ⇢ ⌧ , P no es propiedad del espacio (X,�).

Definición 1.1.22. Sean X un espacio topológico y F una familia no vaćıa
de subconjuntos de X. Decimos que F es un filtro sobre X si cumple con
las siguientes propiedades:

1. Para todo H 2 F , H es no vaćıo.

2. Para cualesquiera H y K elementos de F , H \K es elemento de F .

3. Para cada H 2 F y para todo K ✓ X tal que H ✓ K, se tiene que K

es elemento de F .

Definición 1.1.23. Sean X un espacio topológico y F un filtro sobre X.
Decimos que F es un ultrafiltro si no existe un filtro E tal que F ( E.

Definición 1.1.24. Sean X un espacio topológico y y 2 X. Definimos el
filtro Fy = {U ⇢ X | y 2 U}.

1.2. Axiomas de separación bajos

Una forma de clasificar a los espacios topológicos es mediante los axio-
mas de separación. En esta sección definimos axiomas de separación bajos.
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Definición 1.2.1. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un es-
pacio T2 o de Hausdor↵ si y sólo si para cualesquiera dos puntos p, q de X

existen dos conjuntos abiertos ajenos U, V de X tales que p sea elemento de
U y q elemento de V .

Definición 1.2.2. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un es-
pacio T1 si y sólo si para cualesquiera dos puntos p, q de X existen dos
conjuntos abiertos U, V de X tales que p es elemento de U y este está con-
tenido en X \ {q} y q es elemento de V y este está contenido en X \ {p}.

Teorema 1.2.3. Sea X un espacio topológico. X es un espacio T1 si y sólo
si para cualquier punto x 2 X, {x} es un subconjunto cerrado de X.

Ejemplo 1.2.4. Sea X un conjunto. El espacio (X, ⌧cof ) es un espacio T1,
donde

⌧cof = {U ✓ X | X \ U es finito} [ {;}

a ⌧cof le llamamos topoloǵıa cofinita. ⌧cof es la mı́nima topoloǵıa T1.

Definición 1.2.5. Un espacio topológico X es un espacio T 3
4
si para cual-

quier punto x 2 X, {x} es un subconjunto abierto regular o cerrado de X.

Ejemplo 1.2.6. Sea X un conjunto y x 2 X. El espacio (X, E(x)) es un
espacio T 3

4
, donde

E(x) = {U ⇢ X | x /2 U} [ {X}.

E(x) es la topoloǵıa que excluye al punto x.

Definición 1.2.7. Un espacio topológico X es un espacio T 1
2
si para cual-

quier punto x 2 X, {x} es un subconjunto abierto o cerrado de X.

Ejemplo 1.2.8. Sea X un conjunto y x 2 X. El espacio (X, I(x)) es un
espacio T 1

2
, donde

I(x) = {U ✓ X | x 2 U} [ {;}.

I(x) es la topoloǵıa que incluye al punto x.

Definición 1.2.9. Un espacio topológico X es un espacio T 1
4
si para cual-

quier conjunto finito F ⇢ X y x 2 X \ F , existe Ax ⇢ X tal que F ⇢ Ax y
x /2 Ax, donde Ax puede ser un subconjunto abierto o cerrado de X.
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Ejemplo 1.2.10. (X, ⌧cof \ E(x)) es un espacio T 1
4
.

Definición 1.2.11. Un espacio topológico X es un espacio T0 si para cua-
lesquiera x, y elementos distintos de X, existe un subconjunto abierto de X,
U tal que x 2 U y y /2 U , o existe un subconjunto abierto de X, V tal que
y 2 V y x /2 V .

Proposición 1.2.12. Los axiomas de separación se implican de la siguiente
manera:

T2 ) T1 ) T 3
4
) T 1

2
) T 1

4
) T0.

En el presente trabajo trataremos con espacios que no cumplen con axio-
mas de separación mayores a T1, a estos axiomas de separación los conoce-
remos como axiomas de separación bajos, de igual modo a cualquier axioma
de separación mayor o igual a T1 lo conoceremos como axioma de sepa-
ración alto. También nos referiremos a espacios exactamente Ti cuando
el espacio cumpla el axioma de seperación Ti pero no Tj , donde i < j y
i, j 2 {0, 14 ,

1
2 ,

3
4 , 1}.

1.3. Espacios Hiperconexos

Definición 1.3.1. Un espacio topológico X es hiperconexo si todo sub-
conjunto abierto no vaćıo de X es denso en X.

Teorema 1.3.2. Sea X un espacio topológico. X es hiperconexo si y sólo si
para cualesquiera conjuntos abiertos U y V no vaćıos de X, su intersección
es distinta del conjunto vaćıo.

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos de X. Por ser X hiperco-
nexo, U es un conjunto denso, entonces U \ V es distinta del vaćıo.
Ahora, sea U un subconjunto abierto de X. Mostraremos que U es un sub-
conjunto denso. Sea V un subconjunto abierto de X, entonces U \ V es un
conjunto no vaćıo. Por lo tanto, U es denso.

A continuación damos algunos ejemplos de espacios hiperconexos.

Ejemplo 1.3.3. 1. Todo espacio indiscreto es un espacio hiperconexo.

2. El espacio de Sierpinski, es decir, el conjunto X = {x, y} con topoloǵıa
⌧ = {;, {x}, X}, es hiperconexo.
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3. Sea X un conjunto infinito. El espacio topológico (X, ⌧cof ) es hiperco-
nexo.

4. Sea X un conjunto no numerable. El espacio topológico (X, ⌧con) es
hiperconexo, donde ⌧con es la topoloǵıa conumerable, es decir, ⌧con =
{U ✓ X | X \ U es numerable} [ {;}.

5. Sea ⌧ = {(�1, c) | c 2 R} una topoloǵıa sobre R. El espacio topológico
(R, ⌧) es hiperconexo.

6. (X, I(x)) es hiperconexo.

Proposición 1.3.4. 1. Sean ⌧1 y ⌧2 topoloǵıas para X tales que ⌧1 es
más fina que ⌧2. Si (X, ⌧1) es hiperconexo, entonces (X, ⌧2) es hiper-
conexo.

2. Sean (X, ⌧1) un espacio topológico hiperconexo y (X, ⌧2) un espacio
topológico. Entonces (X, ⌧1 \ ⌧2) es hiperconexo.

Demostración. 1.- Sean U, V 2 ⌧2. Por hipótesis U, V son elementos
de ⌧1, entonces su intersección es distinta del vaćıo.
Por lo tanto, (X, ⌧2) es hiperconexo.

2.- Sean U, V elementos de ⌧1 \ ⌧2, entonces U, V pertenecen a ⌧1.
Dado que (X, ⌧1) es hiperconexo, U \ V 6= ;, por lo que X, ⌧1 \ ⌧2) es
hiperconexo.

Proposición 1.3.5. Sea (X, ⌧) tal que |X| � 2. Si X es T2, entonces X no
es hiperconexo.

Demostración. Sean x, y elementos distintos de X. Como X es T2, existen
U, V conjuntos abiertos de X ajenos tales que x se encuentra en U e y en
V . Por lo tanto, X no es hiperconexo.

Definición 1.3.6. Sean X un espacio topológico y Y ✓ X. Decimos que Y

es hiperconexo si Y es un espacio hiperconexo con la topoloǵıa relativa.

Observación 1.3.7. Ser hiperconexo no es una propiedad hereditaria.

A continuación mostraremos un ejemplo con el que se demuestra la ob-
servación anterior.
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Ejemplo 1.3.8. Sean X = R y ⌧ = I(0). Notemos que X es hiperconexo,
pues para cualesquiera U, V conjuntos abiertos de X, {0} está contenido en
U \ V .
Sea Y = (1,1), entonces ⌧Y = {U \ Y | U 2 ⌧}.
Tomando ahora a U = {0, 3} y V = {0, 2}, por definición U, V son elementos
de ⌧ , aśı U 0 = U \ Y = {3} y V

0 = V \ Y = {2}. Podemos observar que U
0

y V
0 son conjuntos abiertos ajenos en Y . Por lo tanto, Y no es hiperconexo.

Proposición 1.3.9. Sea X hiperconexo. Si Y, Z ✓ X son hiperconexos,
entonces Y [ Z es hiperconexo.

Demostración. Sean U y V elementos de ⌧Y [Z , entonces existen A y B

abiertos en X tales que U = A\(Y [Z) y V = B\(Y [Z) respectivamente.
Aśı,

U \ V = [A \ (Y [ Z)] \ [B \ (Y [ Z)]

= [(A \B) \ Y ] [ [(A \B) \ Z] .

Pero Y y Z son hiperconexos, por lo cual (A \ B) \ Y y (A \ B) \ Z son
conjuntos no vaćıos. De esto se sigue que U \ V es distinto del vaćıo. Por lo
tanto, Y [ Z es hiperconexo.

Proposición 1.3.10. Si (X, ⌧) es hiperconexo y Y ⇢ X es denso, entonces
(Y, ⌧Y ) es hiperconexo.

Demostración. Sean U y V elementos de ⌧Y , entonces existen A y B abiertos
en X tales que U = A\Y y V = B\Y respectivamente. Notemos que A\B

es un subconjunto abierto no vaćıo de X pues X es hiperconexo. Como Y

es denso en X tenemos que

U \ V = (A \ Y ) \ (B \ Y )

= (A \B) \ Y

es un conjunto no vaćıo. Por lo tanto, Y es hiperconexo.

Teorema 1.3.11. Sean (X, ⌧) un espacio hiperconexo y Y ✓ X. Y es hi-
perconexo si y sólo si Y es hiperconexo.

Demostración. Sean U y V elementos de ⌧
Y

no vaćıos, entonces existen A

y B abiertos no vaćıos de X tales que U = A \ Y y V = B \ Y respectiva-
mente. Aśı U \ V = (A \B) \ Y .
Por otro lado, (A\ Y ), (B \ Y ) son elementos de ⌧Y y al ser Y hiperconexo
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(A \B) \ Y es no vaćıo.
Como Y está contenido en Y , entonces el conjunto no vaćıo (A \B) \ Y se
encuentra contenido en (A\B)\ Y = U \ V . Por lo que Y es hiperconexo.
Ahora, sean U y V abiertos no vaćıos en Y , entonces existen A y B elemen-
tos de ⌧ de no vaćıos tales que U = A \ Y y V = B \ Y respectivamente.
Aśı, U \ V = (A \B) \ Y .
Por otro lado, como A \B es un subconjunto abierto de X y Y es hiperco-
nexo, entonces (A\B)\ Y es no vaćıo. Sea x0 un elemento de Y \ (A\B).
Como A \B es un subconjunto abierto de X tal que x0 2 A \B y además
x0 2 Y , entonces U \ V = (A \ B) \ Y es no vaćıo. Por lo tanto, Y es
hiperconexo.

Proposición 1.3.12. Si X es un espacio topológico hiperconexo, entonces
X es conexo.

Demostración. Supongamos que X no es conexo, entonces existen U y V

dos abiertos ajenos no vaćıos de X tales que U [ V = X, sin embargo
esto contradice la hipótesis de que X es hiperconexo. Por lo tanto, X es
conexo.

Definición 1.3.13. Un conjunto maximal hiperconexo de X es un conjunto
hiperconexo Y contenido en X tal que si existe un conjunto hiperconexo Z ⇢
X, que contiene a Y , entonces Y = Z. A un conjunto maximal hiperconexo
de X lo llamaremos componente hiperconexa de X.

Ejemplo 1.3.14. Sean (X1, ⌧1) un espacio topológico hiperconexo y (X2, ⌧2)
un espacio topológico. Entonces X1 es una componente hiperconexa en
X = X1

L
X2 con la topoloǵıa de la unión ajena de espacios topológicos.

Teorema 1.3.15. Sea X un espacio hiperconexo. Toda componente hiper-
conexa de X es cerrada.

Demostración. Sea Y una componente hiperconexa de X. Por el Teorema
1.3.11 Y es hiperconexo. Como Y es un conjunto maximal y Y ✓ Y ⇢ X,
entonces Y = Y . Por lo tanto, Y es cerrada.

Teorema 1.3.16. Todo subconjunto hiperconexo de un espacio X está con-
tenido en una componente hiperconexa de X.

Demostración. Sea Y0 ✓ X hiperconexo. Hacemos E = {Y ( X | Y es
hiperconexo y Y0 ✓ Y }.

1. E es no vaćıo, pues Y0 es elemento de E .
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2. Sea C ⇢ E una cadena.
Si Ỹ=

S
C2C

C, entonces Y0 está contenido en Ỹ, pues Y0 se encuentra

en C para todo elemento C de C. De esto se tiene que Ỹ es una cota
superior de C.
Entonces C está acotado superiormente.

Por el Lema de Zorn, E tiene un elemento maximal.
Es decir, existe Y

0 una componente hiperconexa maximal tal que Y0 está
contenido en Y

0.

Teorema 1.3.17. Sean X un espacio hiperconexo y E ✓ X hiperconexo.
Si f : X �! Y es una función continua, entonces f(E) es hiperconexo.

Demostración. Sean U y V elementos no vaćıos de ⌧f(E), entonces exis-
ten A y B abiertos en Y tales que U = A \ f(E) y V = B \ f(E). Aśı
U \ V = (A \B) \ f(E).
Como f es continua, f

�1(A) y f
�1(B) son abiertos en X. Sean U

0 =
f
�1(A) \ E y V

0 = f
�1(B) \ E, como E es hiperconexo, U 0 \ V

0 es no
vaćıo. Dado que

(f�1(A) \ f
�1(B)) \ E ⇢ (f�1(A) \ f

�1(B)) \ f
�1(f(E))

y

f
�1(U \ V ) = f

�1((A \B) \ f(E))

= f
�1(A \B) \ f

�1(f(E))

= (f�1(A) \ f
�1(B)) \ f

�1(f(E))

entonces ; 6= U
0 \ V

0 ⇢ f
�1(U \ V ). Por lo tanto, f(E) es hiperconexo.

Definición 1.3.18. Sean F ⇢ X cerrado y x 2 X. Decimos que F tiene
punto genérico x, si F = {x}. De igual modo, un punto x 2 X es genérico
si {x} es un conjunto hiperconexo.

Teorema 1.3.19. Sea (X, ⌧) un espacio hiperconexo y T1. Entonces todo
punto x 2 X es genérico.

Demostración. Por ser X un espacio T1, tenemos que para todo x elemento
de X, {x} es un subconjunto cerrado de X, es decir, {x} = {x}. Aśı, {x} se
vuelve un espacio indiscreto bajo la topoloǵıa relativa. Por lo tanto, {x} es
hiperconexo y x es genérico.
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Definición 1.3.20. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es sobrio
si todo conjunto cerrado hiperconexo tiene un único punto genérico.

Proposición 1.3.21. Si X es un espacio hiperconexo y x 2 X, entonces
{x} = X o IntX({x}) = ;.

Demostración. Supongamos que {x} 6= X e IntX({x}) es no vaćıo.
Notemos que X \ {x} es un conjunto subconjunto abierto de X tal que
(X \ {x}) \ (IntX({x})) es vaćıo. Lo cual es una contradicción pues X es
hiperconexo.
Por lo tanto, {x} = X o IntX({x}) = ;.

1.4. Espectro de un Anillo

La construcción y aplicación del espacio topológico estudiado en esta sec-
ción fueron consultadas en [7] y se incluyen en este trabajo con la intencion
de explicar a detalle el comportamiento de un espacio sobrio.

Definición 1.4.1. Sea A un anillo conmutativo. Definimos como el espec-
tro de A al conjunto Spec(A) = {p | p es un ideal primo de A y p 6= A}.

A continuación dotaremos a Spec(A) de una topoloǵıa.

Teorema 1.4.2. El conjunto Spec(A) es un espacio topológico con los con-
juntos cerrados dados por V (E) = {p | E ⇢ p} para cualquier ideal E ✓ A.

Demostración. 1. Mostraremos que Spec(A), ; son conjuntos cerrados.
a) Como A se queda contenido en A, entonces

V (A) = {p | A ⇢ p}
= ;

Por lo tanto, ; es un conjunto cerrado.
b) Como ; es ideal primo de A, entonces

V (;) = {p | ; ⇢ p}
= Spec(A)

Por lo tanto, Spec(A) es un conjunto cerrado.

2. Sean V (E1), V (E2) cerrados. Mostraremos que V (E1) [ V (E2) es un
subconjunto cerrado de Spec(A).
Afirmación: V (E1) [ V (E2) = V (E1E2).
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Sea p un elemento en V (E1) [ V (E2). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que p es un elemento de V (E1), aśı E1 se queda contenido
en p. De que E1 es ideal entonces E1E2 se queda contenido en E1 y, a
su vez, en p. Por lo cual p pertenece a V (E1E2).
Ahora, si p es elemento de V (E1E2), como p es ideal primo, E1 se
queda contenido en p o E2 se queda contenido en p, por lo que p es
elemento de V (E1) [ V (E2). Aśı, V (E1) [ V (E2) = V (E1E2). Por lo
tanto, V (E1) [ V (E2) es un subconjunto cerrado de Spec(A).

3. Sean I un conjunto de ı́ndices y E↵ ideal de A para todo ↵ en I.
Mostraremos que

T
↵2I

V (E↵) es un subconjunto cerrado de Spec(A).

Afirmación:
T
↵2I

V (E↵) = V (
S
↵2I

E↵)

Primero sea p elemento en
T
↵2I

V (E↵), entonces para toda ↵ 2 I, E↵

es subconjunto de p, aśı
S
↵2I

E↵ se queda contenido en p. Por lo tanto,

p es elemento de V (
S
↵2I

E↵).

Ahora, sean ↵
0 un elemento de I y p un elemento de V (

S
↵2I

E↵).

Por definición,
S
↵2I

E↵ se queda contenido en p. En particular E↵0

es subconjunto de
S
↵2I

E↵ ✓ p, entonces p es elemento de V (E↵0),

para toda ↵
0 2 I, y por consiguiente elemento de

T
↵2I

V (E↵). Aśı
T
↵2I

V (E↵) = V (
S
↵2I

E↵). Por lo tanto,
T
↵2I

V (E↵) es un subconjunto

cerrado de Spec(A).

Teorema 1.4.3. Sea f 2 A y Df = {p | p es ideal primo de A y f /2 p}.
Entonces B = {Df | f 2 A} es una base para una topoloǵıa sobre Spec(A).

Demostración. 1. Sea p en Spec(A), dado que p está contenido en A,
existe f0 en A tal que f0 no es elemento de p. Por lo tanto, p pertenece
a Df0 .

2. Sean Df , Dg elementos de B, mostraremos que Df \Dg = Dfg. Sea p

elemento de Df \Dg, aśı p pertenece a Df y Dg si y sólo si f y g no
son elementos de p, como p es ideal primo, fg no pertenece a p pero
esto se da si y sólo si p es elemento de Dfg. Por lo cual Df \Dg = Dfg.
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Por lo tanto, por 1. y 2. B es base para alguna topoloǵıa sobre Spec(A).

A continuación mostraremos que la topoloǵıa generada por la base B
dada en el Teorema 1.4.3 coincide con la topoloǵıa de Spec(A) dada en el
Teorema 1.4.2.

Teorema 1.4.4. Sean ⌧B la topoloǵıa generada por la base B = {Df | f 2 A}
y ⌧ la topoloǵıa cuyos cerrados son de la forma V (E) para todo ideal E ✓ A.
Entonces ⌧B = ⌧ .

Demostración. Sea U 2 ⌧B, entonces existe E un ideal de A tal que

U =
[

f2E
Df

= {p | p 2 Df , f 2 E}.

Dicho de otra manera

U = {p | E * p}.

Por otro lado, podemos ver que V (E) = {p | E ✓ p} es cerrado en la to-
poloǵıa ⌧ , pues E está contenido en A, por lo cual V (E)c es abierto en la
topoloǵıa ⌧ , es decir, V (E)c pertenece a ⌧ . Pero V (E)c = {p | E * p},
entonces V (E)c = U . Por lo tanto, U 2 ⌧ .

Ahora, sea U elemento de ⌧ , entonces U
c = V (E) para algún E ideal en

A. Aśı,

U = {p | E * p} = {p | f /2 p, para algún f 2 E}

entonces

U = {p | p 2 Df para algún f 2 E}.

Nótese que U =
S

f2E
Df y es aśı elemento de ⌧B. Por lo tanto, ⌧ = ⌧B.

Notación: Sea E subconjunto de Spec(A). Denotamos por J(E) a
T
p2E

p,

es decir, J(E) =
T
p2E

p.

Teorema 1.4.5. Sea E contenido en Spec(A). Entonces E = V (J(E)).
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Demostración. Sea p un elemento de E, notemos que p pertenece a V (J(E))
pues

T
p2E

p se queda contenido en p. Aśı E ✓ V (J(E)), por lo que E ✓

V (J(E)). Pero por ser V (J(E)) cerrado, V (J(E)) = V (J(E)). Aśı E ✓
V (J(E)).

Ahora, sea p elemento de V (J(E)), entonces J(E) se queda contenido en p.
Sea Df tal que p pertenezca a Df , por definición f no se encuentra en p. Aśı
f no es elemento de J(E), es decir, f no se encuentra en

T
p2E

p, por lo que

existe p0 en E tal que f no pertenece a p0. Entonces p0 pertenece a Df \E.
Aśı p es elemento de E. Por lo tanto, E = V (J(E)).

Teorema 1.4.6. Sea E ✓ Spec(A). E es hiperconexo si y sólo si J(E) es
un ideal primo.

Demostración. Sean f, g tales que no pertenezcan a J(E) no necesariamente
distintos, mostraremos que fg no se encuentran en J(E).
Notemos que f, g existen, pues de lo contrario J(E) = A, lo que implicaŕıa
que para todo p en E, p = A lo cual es una contradicción, pues p se encuen-
tra contenido propiamente en A para todo p en Spec(A).
Como f, g no son elementos de J(E) entonces existen p1, p2 elementos de E

tales que p1 está en Df y p2 en Dg. Hagamos cDf = Df \E y cDg = Dg \E,

nótese que cDf y cDg son distintos del vaćıo pues p1 2 Df \E y p2 2 Dg \E.

Dado que E es hiperconexo, se tiene que cDf \ cDg es no vaćıo.

Pero cDf \ cDg = dDfg = dDfg = Dfg \ E para el que fg no pertenece a p0,
lo que implica que fg no pertenzca a J(E). Por lo tanto, J(E) es ideal primo.

Ahora, sean cDf ,
cDg abiertos básicos no vaćıos de E, mostraremos que cDf \

cDg es no vaćıo. Como cDf = Df \ E es no vaćıo, existe p1 en cDf , es decir,
existe p1 elemento de E tal que f no pertenece a p1 y por esto f no pertenece
a J(E).

Análogamente, como cDg = Dg \ E es distinto del vaćıo, existe p2 elemento
de E tal que g no se encuentra en p2 y por consiguiente no se encuentra en
J(E).
Por ser J(E) ideal primo, fg no es elemento de J(E), aśı existe p0 en E tal
que fg no es elemento de p0, es decir, p0 está en Dfg.

Por lo tanto, p0 se encuentra en Dfg \ E = dDfg, y en conclusión, como
dDfg = cDf \ cDg es no vaćıo, entonces E es hiperconexo.
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Proposición 1.4.7. Sea E un subconjunto hiperconexo de Spec(A). Enton-
ces E = {J(E)}.

Demostración. Nótese que p es elemento de E si y sólo si para toda Df que
contenga a p se tiene que Df \ E es no vaćıo. Por otro lado, existe p0 en
E tal que f no se encuentra en p0 si y sólo si f no se encuentra en J(E).
Aśı J(E) es elemento de Df si y sólo si Df \ {J(E)} 6= ;, por lo que p es

elemento de {J(E)}.
Por lo tanto, E = {J(E)}.

Corolario 1.4.8. El espacio topológico Spec(A) es un espacio sobrio.

Demostración. En la proposición anterior hemos visto que todo conjunto ce-
rrado hiperconexo tiene un punto genérico, falta ver que este punto genérico
es único. Supongamos que {p} = E = {J(E)}, para algún p 2 Spec(A).
Sea f elemento de A, entonces f no pertenece a p si y sólo si p es elemento
de Df , es decir, Df \ {p} es no vaćıa, aśı p pertenece a {p} si y sólo si p

es elemento de E y de {J(E)}, entonces la intersección de Df con {J(E)}
es no vaćıa si y sólo si J(E) pertenece a Df , es decir, f no es elemento de
J(E). Por lo tanto, p = J(E).
En conclusión J(E) es el único punto genérico para todo conjunto cerrado
hiperconexo. Por lo tanto, Spec(A) es un espacio sobrio.

1.5. Teoŕıa de Hiperespacios

En esta sección incluimos conocimientos previos que sirven como punto
de partida al análisis realizado en este trabajo. En [3] se profundizan las
siguientes definiciones y proposiciones.

Definición 1.5.1. Sea X un espacio topológico con topoloǵıa ⌧ . Un hiper-
espacio de X es una colección de subconjuntos de X con alguna carac-
teŕıstica espećıfica dotada de alguna topoloǵıa.

Ejemplo 1.5.2. El hiperespacio más grande de X es

CL(X) = {H ✓ X | H es cerrado no vaćıo de X}

con la topoloǵıa de Vietoris que definimos a continuación.

Definición 1.5.3. Sea X es un espacio con topoloǵıa ⌧ . La topoloǵıa de
Vietoris ⌧V para el conjunto CL(X) es la colección de conjuntos generada
por la subbase {H 2 CL(X) | H ⇢ U} [ {H 2 CL(X) | H \ V 6= ;} donde
U, V 2 ⌧ .
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Por conveniencia consideramos los hiperespacios cuyos puntos son sub-
conjuntos cerrados no vaćıos de X.

Observación 1.5.4. El conjunto {H 2 CL(X) | H ⇢ K} es cerrado bajo
⌧V siempre que K es cerrado bajo ⌧ .

Notación: Sean n 2 N y U1, ..., Un conjuntos abiertos en un espacio
topológico X. Al conjunto denotado por

hU1, ..., Uni = {H 2 CL(X) | H \Ui 6= ; para todo 1  i  n y H ✓
nS

i=1
Ui}

le llamamos conjunto abierto básico de la topoloǵıa de Vietoris. La familia
de conjuntos abiertos básicos forma una base para esta topoloǵıa.

En ”Hyperspaces of Sets” de Sam B. Nadler Jr. [10] se estudian los hi-
perespacios de los espacios métricos, compactos y conexos (continuos), y sus
propiedades.

Los hiperespacios de un espacio topológico X más estudiados son:

1. C(X) = {A 2 CL(X) | A es conexo}.
Dado n un número natural.

2. Fn(X) = {A 2 CL(X) | A tiene a lo más n puntos}.

3. F (X) =
1S
n=1

Fn(X).

4. Cn(X) = {A 2 CL(X) | A tiene a lo más n componentes}.

5. K(X) = {A ⇢ X | A es compacto y no vaćıo}.

Para referirse de manera general a cualquiera de los hiperespacios anteriores
utilizaremos la notación H(X).

Algunas de las propiedades conocidas de un espacio topológico X y sus
hiperespacios son:

1. X es compacto si y sólo si 2X es compacto. [8, Teorema 4.2]

2. X es localmente compacto si y sólo si 2X es localmente compacto.
Además, si X es localmente compacto C(X) es un abierto en 2X . [8,
Teorema 4.4]
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3. X es separable si y sólo si 2X es separable. [8, Teorema 4.5]

4. X es regular si y sólo si 2X es de Hausdor↵. [8, Teorema 4.9.3]

5. X es de Hausdor↵ si y sólo si C(X) es de Hausdor↵. [8, Teorema 4.9.8]

6. X es metrizable si y sólo si C(X) es metrizable. [8, Teorema 4.9.13]

En conclusión, los hiperespacios cuentan con propiedades que permiten es-
tudiar a X desde otro punto de vista.

Teorema 1.5.5. Los hiperespacios de continuos son continuos.

Teorema 1.5.6. El hiperespacio de subcontinuos y el hiperespacio de sub-
conjuntos cerrados no vaćıos de un continuo resultan ser unicoherentes y
arco-conexos.
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Caṕıtulo 2

Hiperespacios de espacios no
métricos

2.1. Propiedades

Otras propiedades que ayudarán al estudio de los espacios no métricos
se enlistan a continuación.

Definición 2.1.1. Sea X un espacio topológico. El espacio X es un espacio
puerta si para todo A ⇢ X, A es un subconjunto cerrado o abierto de X.

Ejemplo 2.1.2. El espacio (X, E(x)) es un espacio puerta, donde E(x) es la
topoloǵıa que excluye al punto x, definida en el Ejemplo 1.2.6, pues para todo
A ✓ X, x 2 A o x /2 A, siendo A cerrado o abierto de X, respectivamente.

Steiner en ”The Lattice of Topologies: Structure and Complementation”
caracteriza a los espacios puerta a través de su topoloǵıa en dos tipos, véase
[11, Teorema 4.4]:

1. Si ⌧ está dada por un ultrafiltro.

2. Si ⌧ = E(x).

Definición 2.1.3. Sea X un espacio topológico. El espacio X es subma-
ximal si todo conjunto denso en X es un subconjunto abierto de X.

Definición 2.1.4. Sea X un espacio topológico. El espacio X es anti-
compacto si los conjuntos compactos en X son únicamente los conjuntos
finitos.

29
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Definición 2.1.5. Sea X un espacio topológico. Definimos como refina-
miento localmente compacto de una cubierta abierta para X, la colec-
ción de subconjuntos de X tales que para todo punto y un abierto de la
cubierta que lo contiene, el conjunto abierto de X intersecta sólo un número
finito de elementos de la colección.

Definición 2.1.6. Sea X un espacio topológico. El espacio X es paracom-
pacto si para toda cubierta abierta de X existe un refinamiento abierto
localmente finito.

Definición 2.1.7. Sea X un espacio topológico. El espacio X es anti-
paracompacto si los conjuntos paracompactos en X son únicamente los
conjuntos finitos.

Definición 2.1.8. Sean X un conjunto, S ⇢ X y F un filtro sobre X.
Definimos ⌧F ,S = F [ {U ⇢ X | U \ S = ;}.

Sean S ⇢ X y F un filtro sobre X. El conjunto ⌧F ,S es, en efecto, una
topoloǵıa sobre X pues:

1. Mostraremos que X y ; son elementos de ⌧F ,S .
Al ser F un filtro, existe U 2 F no vaćıo. Como U ✓ X, entonces
X 2 F . Aśı X 2 ⌧F ,S .
Por otro lado, ; ⇢ X, además ;\S = ; para todo S. De esto se implica
que ; 2 {U ⇢ X | U \ S = ;}. Aśı ; 2 ⌧F ,S .

2. Sean I un conjunto de ı́ndices y U↵ 2 ⌧F ,S para toda ↵ 2 I, mostrare-
mos que

S
↵2I

U↵ 2 ⌧F ,S .

Supongamos que {U↵}↵2I ⇢ {U ⇢ X | U\S = ;}, entonces S\U↵ = ;

para toda ↵ 2 I. Aśı S \
✓ S

↵2I
U↵

◆
= ;, por lo cual

S
↵2I

U↵ 2 {U ⇢ X | U \ S = ;} y, finalmente,
S
↵2I

U↵ 2 ⌧F ,S .

Ahora supongamos que existe ↵0 2 I tal que U↵0 2 F .
Como U↵0 ⇢

S
↵2I

U↵, al ser F un filtro,
S
↵2I

U↵ 2 F . Aśı
S
↵2I

U↵ 2 ⌧F ,S .

3. Sean U, V 2 ⌧F ,S , mostraremos que U \ V 2 ⌧F ,S .
Supongamos que U, V 2 F , entonces U \ V 2 F , por lo cual
U \ V 2 ⌧F ,S .
Por otro lado, supongamos, sin pérdida de generalidad, que U \S = ;,
entonces (U \ V ) \ S = ;, por lo cual U \ V 2 {U ⇢ X | U \ S = ;}
y aśı U \ V 2 ⌧F ,S .
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Por lo tanto, ⌧F ,S es una topoloǵıa sobre X.

Proposición 2.1.9. Sean X un conjunto, S, S1, S2 ⇢ X y, F , F1 y F2

filtros sobre X. Entonces:

1. Si S1 ⇢ S2, ⌧F ,S2 ⇢ ⌧F ,S1.

2. Si F1 ⇢ F2, ⌧F1,S ⇢ ⌧F2,S.

3. Si S = ;, ⌧F ,; es la topoloǵıa discreta.

4. Si S = X, ⌧F ,X = F [ {;}.

5. Si F = {X}, ⌧F ,S = {X} [ {U ⇢ X | U \ S = ;}.

Demostración. 1. Sea U 2 ⌧F ,S2 , si U 2 F entonces U 2 ⌧F ,S1 . Si U /2 F ,
se tiene que U \ S2 = ;. Como S1 ⇢ S2, se implica que U \ S1 = ;.
Por lo tanto, U 2 ⌧F ,S1 .

2. Sea U 2 ⌧F1,S , si U \ S = ;, entonces U 2 ⌧F2,S . Por otro lado si
U 2 F1, por hipótesis, U 2 F2. Por lo tanto, U 2 ⌧F2,S .

3. Sea F ⇢ X. Entonces F \ S = ;. Por lo tanto, F 2 ⌧F ,;.

4. Si S = X, se implica que no existe F 6= ; tal que F \X = ;. Por lo
tanto, ⌧F ,X = F [ {;}.

5. Al ser F = {X}, entonces, por definición

⌧F ,S = F [ {U ⇢ X | U \ S = ;}
= {X} [ {U ⇢ X | U \ S = ;}.

Simplificaremos la notación de la topoloǵıa usada en la Proposición 2.1.9
punto 4, haciendo ⌧F ,X = ⌧F .

Proposición 2.1.10. Sea (X, ⌧) un espacio topológico. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. (X, ⌧) es un espacio puerta minimal.

2. (X, ⌧) es un espacio puerta conexo.

3. (X, ⌧) es un espacio puerta minimal submaximal.
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4. (X, ⌧) es un espacio puerta hiperconexo o ⌧ = E(x) para algún x 2 X.

5. ⌧ = F [ {;}, donde F es un ultrafiltro, o ⌧ = E(x) para algún x 2 X.

Demostración. (1) , (5) Resultado de Steiner en [11, Teorema 4.4].

(1) ) (3) Sea A un conjunto denso en X. Basta probar que A es un sub-
conjunto abierto de X. Dado que X es un espacio puerta podemos suponer
que A es un subconjunto cerrado de X. Entonces A = A = X de donde A

es un subconjunto abierto de X. Por lo tanto, X es submaximal.

(3) ) (1) Es una consecuencia inmediata de la hipótesis.

(1) ) (2) Al ser (X, ⌧) un espacio puerta minimal, por (5), ⌧ = F [ {;},
donde F es un ultrafiltro, o ⌧ es una topoloǵıa con un punto excluido. Sean
U, V abiertos ajenos de X tales que U [ V = X.

a) Supongamos que ⌧ es una topoloǵıa con un punto excluido.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que el punto excluido x0 2 U ,
como V \ U = ;, entonces V = ; y U = X.

b) Supongamos que ⌧ está generada por un ultrafiltro. Supongamos que
X no es conexo. Entonces existen U, V 2 ⌧ ajenos distintos del vaćıo
tales que U [V = X. Pero U, V 2 F , por lo que U \V 2 F , lo cual es
una contradicción pues U \ V = ;.

(2) ) (1) Supongamos que existe (X,�) un espacio topológico puerta tal
que � ( ⌧ . Existe U 2 ⌧ no vaćıo tal que U /2 �, nótese que U 6= X. Por ser
(X,�) puerta, U es cerrado en (X,�). Aśı X \ U 2 �, entonces X \ U 2 ⌧ .
Pero (X \ U) [ U = X, por lo tanto, (X, ⌧) no es conexo.

(4) ) (2) Si X es un espacio puerta hiperconexo, por la Proposición 1.3.12,
X es un espacio puerta conexo.
Por otro lado, si ⌧ = E(x), por el Ejemplo 2.1.2, X es puerta. Nótese que
para cualesquiera U, V abiertos no vaćıos tales que X = U [ V se tiene que
X = U o X = V , supongamos sin pérdida de generalidad que U = X, de
este modo, V ✓ U . Aśı, X es conexo bajo ⌧ .

(5) ) (4) Basta ver que un espacio X con una topoloǵıa dada por un
ultrafiltro F es hiperconexo. Sean U, V 2 ⌧ no vaćıos, entonces U, V 2 F .
Aśı, U \ V 2 F . Por lo tanto, U \ V 6= ;.
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Las demostraciones de la Proposición 2.1.11 y el Corolario 2.1.12 pueden
ser consultadas en [1, Proposición 2.1] y [1, Corolario 2.2]

Proposición 2.1.11. Sea un espacio topológico (X, ⌧) infinito tal que cada
subespacio infinito contiene un subespacio cerrado infinito discreto. Entonces
X es anti-compacto y no es anti-paracompacto.

Corolario 2.1.12. Un espacio submaximal (X, ⌧) infinito tal que cada subes-
pacio infinito contiene un subconjunto denso infinito no cofinito es anti-
compacto pero no anti-paracompacto.

Ejemplo 2.1.13. Los espacios puerta hiperconexos infinitos son anti-com-
pactos pero no son anti-paracompactos.

Definición 2.1.14. Sea X un espacio topológico y x 2 X. Definimos una
vecindad mı́nima de x como el abierto de menor cardinalidad que contiene
a x.

La siguiente definición fue introducida por Steiner en [11].

Definición 2.1.15. Sean (X, ⌧) un espacio topológico, Fy = {H ✓ X | y 2
H} y G = {⌧Fy ,{x} | ⌧ ✓ ⌧Fy ,{x}, x, y 2 X distintos}. Decimos que (X, ⌧) es
principal si

⌧ =
T

⌧Fy,{x}2G
⌧Fy ,{x}.

Proposición 2.1.16. Un espacio principal es anti-compacto si y sólo si las
vecindades mı́nimas de cada punto son finitas.

Demostración. Sea X anti-compacto principal. Sea V una vecindad mı́nima
de y 2 X. Entonces ⌧V ⇢ EV (y), donde EV (y) es la topoloǵıa que excluye
a y heredada a V como subespacio. Por lo tanto, (V, ⌧V ) es compacto y finito.

Ahora, sea A un subespacio infinito de X. Para cada a 2 A sea Va una
vecindad mı́nima, entonces {Ua}a2A es una cubierta abierta para A, la cual
no tiene subcubiertas finitas pues cada vecindad mı́nima intersecta a A en,
a lo más, un número finito de puntos. Por lo tanto, A no es compacto.

Proposición 2.1.17. Sean (X, ⌧) un espacio topológico, V un subconjunto
abierto de X y �

0 = {U 2 ⌧ | U \ V = V o U \ V = ;}. Entonces �
0 es una

topoloǵıa.

Demostración. 1. X y ; son elementos de �
0, por definición de �

0.
Pues X \ V = V y ; \ V = ;.
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2. Sean I un conjunto de ı́ndices y U↵ un elemento de �
0 para toda

↵ 2 I. Si para toda ↵ 2 I, U↵ \ V = ;, entonces (
S
↵2I

U↵) \ V = ;.

Aśı
S
↵2I

U↵ 2 �
0. Por otro lado, si existe ↵ 2 I tal que U↵ \ V = V ,

entonces

✓ S
↵2I

U↵

◆
\ V = V . Por lo cual

S
↵2I

U↵ 2 �
0.

3. Sean U yW elementos de �0, supongamos que U\V = V yW\V = V ,
entonces (U \W )\V = V . Aśı U \W 2 �

0. Por otro lado, sin pérdida
de generalidad, supongamos que U \ V = ; entonces

(U \W ) \ V = (U \ V ) \W

= ; \W

= ;

Aśı U \W 2 �
0.

Por lo tanto, �0 es una topoloǵıa.

Teorema 2.1.18. Sea (X, ⌧) un espacio T 1
2
principal. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

1. (X, ⌧) es anti-compacto minimal.

2. (X, ⌧) es no compacto minimal.

3. Sean A el conjunto de los puntos aislados de X, Vy la vecindad mı́nima
para cada y 2 X \ A y {Vyi

| 1  i  n} una familia de vecindades
mı́nimas de puntos en X \A. Entonces (X, ⌧) es anti-compacto y para

cada a 2 A, a 2 X \ (
S

y2X\A
Vy) o {a} =

nT
i=1

Vyi
.

Demostración. La demostración de (3) ) (2) se puede consultar en [1, Teo-
rema 2.4].

(2) ) (1) Supongamos que existe A un conjunto infinito compacto, por
la Proposición 2.1.16, existe al menos un punto con vecindad mı́nima infinita
V . Si X \ V es finito o compacto para toda cubierta abierta de X, existe
un elemento de la cubierta U , tal que V ✓ U , entonces X es compacto . Lo
cual es una contradicción.
Si X \ V es infinito y no compacto, como X \ V no es compacto bajo ⌧ ,
X \ V no es compacto bajo �

0 definida en la Proposición 2.1.17. Aśı X no
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es compacto bajo �
0, pues toda cubierta de X debe cubrir a X \ V y como

�
0 ⇢ ⌧ , (X, ⌧) no es no compacto minimal. Lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, no existe A infinito compacto, es decir, X es anti-compacto.

(1) ) (3) Sea a0 2 A tal que a0 /2 X \ (
S

y2X\A
Vy) y {a0} 6=

nT
i=1

Vyi
pa-

ra cada familia de vecindades mı́nimas de puntos en X \A. Entonces existe
y0 2 X \A tal que a0 2 Vy0 . Sea � la topoloǵıa con subbase:

{;, {ai}, Vyi
, X : ai 2 A\{a0}, yi 2 X \A y Vyi

es la mı́nima vecindad de yi}.

Entonces � es una topoloǵıa principal donde cada vecindad es finita, pues
a0 2 V0. Por la Proposición 2.1.16, � es anti-compacta, es decir, (X, ⌧) no
es anti-compacto minimal. Lo cual es una contradicción.

Proposición 2.1.19. Espacios puerta minimales no satisfacen axiomas al-
tos de separación.

Demostración. Por la Proposición 2.1.10 un espacio puerta minimal es puer-
ta hiperconexo o tiene la topoloǵıa que excluye a un punto. Del Ejemplo
1.2.6, la topoloǵıa E(x) es T 3

4
. Por otro lado, por la Proposición 1.3.5 un

espacio puerta hiperconexo no es T2.

Proposición 2.1.20. Sea (X, ⌧F ) un espacio topológico, donde F es un
ultrafiltro sobre X. Entonces todo subconjunto abierto de X, U no degene-
rado es la unión de dos subconjuntos arbitrarios ajenos A,B donde A es un
subconjunto abierto de X o B es un subconjunto abierto de X.

Demostración. Sea U un subconjunto abierto no degenerado de X. Consi-
deremos A un subconjunto propio de U y B el complemento de A en U .
Supongamos que A no es un subconjunto abierto de X, entonces (X \ A)
es un subconjunto abierto de X, al ser U abierto de X, U \ (X \ A) es
un subconjunto abierto de X. Como B = U \ (X \ A), entonces B es un
conjunto subconjunto abierto de X.

Proposición 2.1.21. Todo espacio puerta hiperconexo es anti-compacto.

Demostración. Sea (X, ⌧) un espacio puerta hiperconexo y A un subconjun-
to infinito de X, entonces, por la Proposición 1.2 de [1], ⌧ está dada por un
ultrafiltro F . Consideremos dos casos: Primero, si A es un subconjunto ce-
rrado de X, entonces X \A es un subconjunto abierto de X. Aśı, X \A 2 F .
Para cada elemento x de A hacemos Ux = (X \ A) [ {x}, nótese que Ux es
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un elemento del ultrafiltro F . Por lo tanto, {Ux}x2A es una cubierta abierta
de A sin subcubiertas finitas.

En otro caso, supongamos que A es un subconjunto abierto de X. Afir-
mamos que existe U un subconjunto abierto no vaćıo de X, tal que U está
contenido en A y A\U es infinito. Supongamos que para todo U subconjunto
abierto no vaćıo deX tal que U ⇢ A, A\U es finito. Por la Proposición 2.1.20
podemos considerar dos subconjuntos infinitos B y C, tales que U = B [C

donde, sin pérdida de generalidad, B es un subconjunto abierto de X. Lo
cual es una contradicción. Por lo tanto, la afirmación es cierta.
Entonces para todo x elemento de A \ U sea Ux = U [ {x}, nótese que Ux

es un elemento del ultrafiltro F . Aśı, {Ux}x2A\U es una cubierta abierta de
A sin subcubiertas finitas. Por lo tanto, A no es compacto.

De ambos casos, X es anti-compacto.

2.2. Hiperespacios de Espacios no Métricos

Proposición 2.2.1. Sea X un espacio hiperconexo tal que para cualesquiera
dos abiertos no vaćıos existe un cerrado no vaćıo contenido en su intersec-
ción. Entonces CL(X) es hiperconexo.

Demostración. Sean U = hU1, ..., Uni y V = hV1, ..., Vmi dos abiertos básicos
en CL(X), por hipótesis, existen conjuntos cerrados no vaćıos contenidos en
nT

i=1
Ui y

mT
i=1

Vi, entonces U y V son abiertos no vaćıos en CL(X), del mismo

modo existe F un cerrado no vaćıo contenido en

✓
nT

i=1
Ui

◆
\
✓

mT
i=1

Vi

◆
. Aśı,

F 2 U \ V . Por lo tanto, CL(X) es hiperconexo.

Proposición 2.2.2. Sea (X, ⌧) un espacio topológico tal que H(X) es hiper-
conexo y para todo U abierto no vaćıo en X, hUi

H(X)
es no vaćıo. Entonces

X es hiperconexo.

Demostración. Sean U, V abiertos no vaćıos en X, entonces hUi 6= ; 6= hV i,
aśı por ser H(X) hiperconexo existe F 2 H(X) tal que F 2 hUi \ hV i, es
decir, F ⇢ (U \ V ). Aśı, U \ V 6= ;. Por lo tanto, X es hiperconexo.

Corolario 2.2.3. Sea X un espacio T1. Entonces X es hiperconexo si y sólo
si H(X) es hiperconexo.
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Corolario 2.2.4. Sea X un espacio topológico. Si
S
(F1(X) \ CL(X)) es

denso en X, entonces X es hiperconexo si y sólo si H(X) es hiperconexo.

Proposición 2.2.5. Sea X un espacio topológico anti-compacto. Entonces
Fn(X) es anti-compacto

Demostración. Sea A ⇢ Fn(X) compacto, nótese que
S

A es compacto en
X, pues dada {U↵}↵2I una cubierta abierta que cubre a

S
A, la familia

{hU↵1 , ..., U↵m
i | ↵i 2 I,m 2 N} es una cubierta abierta que cubre a A, para

la cual podemos encontrar una subcubierta finita {hUi1 , ..., Uij
i} que cubre a

A, donde 1  i  m y 1  j  mi para algunos m y mi números naturales,
aśı la subcubierta {Uij

} donde 1  i  m y 1  j  mi es una subcubierta
finita que cubre a

S
A. Aśı

S
A es compacto. Dado que X es anti-compacto,S

A es finito. Finalmente como la cantidad de posibles combinaciones de a
lo más n elementos de un conjunto finito es finita, A es finito. Por lo tanto,
Fn(X) es anti-compacto.

Corolario 2.2.6. Si X es un espacio puerta hiperconexo, entonces Fn(X)
es anti-compacto.

2.3. Espacios Sobrios y sus Hiperespacios

Recordemos que definimos la sobriedad de un espacio como la propiedad
de tener un único punto génerico para cada subconjunto cerrado hipercone-
xo. La sobriedad es independiente de los axiomas de separación que satisface
el espacio.

Ejemplo 2.3.1. Sea X1 un espacio topológico con la topoloǵıa cofinita ⌧cof y
X2 un espacio topológico con la topoloǵıa del punto incluido I(x0). El espacio
X = X1

L
X2 con la topoloǵıa de la unión ajena de espacios topológicos es

un espacio a lo más T 1
2
pues para todo x 2 X1, {x} es un subconjunto

cerrado de X; para todo x 2 X2 \ {x0}, {x} es un subconjunto cerrado de
X y, finalmente, {x0} es un subconjunto abierto de X. Sin embargo X no
es sobrio pues X1 ⇢ X es un conjunto cerrado hiperconexo para el que no
existe x 2 X tal que {x} = X1.

Proposición 2.3.2. Sea X un espacio sobrio. Entonces para todo x 2 X,
{x} es un cerrado hiperconexo. Además para cualesquiera x, y 2 X distintos
{x} 6= {y}

Demostración. Sea x 2 X, por definición {x} es un subconjunto cerrado de
X y para todo U 2 ⌧ tal que U \ {x} 6= ; se tiene que x 2 U . Aśı para
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cualesquiera V,W abiertos en {x} como subespacio, V \ W 6= ;. De este
modo, al ser X sobrio, para cualesquiera x, y 2 X distintos tenemos que
{x} 6= {y}.

Corolario 2.3.3. Sea X un espacio sobrio. Entonces X es T0.

Demostración. Sean x, y 2 X distintos, entonces por la Proposición 2.3.2
{x} 6= {y}, sin pérdida de generalidad, supongamos que existe z 2 {x} tal
que z /2 {y}, notemos que se puede tener z = x. Aśı, existe U subconjunto
abierto de X tal que z 2 U y y /2 U , como z 2 {x}, x 2 U . Por lo tanto, X
es T0.

2.3.1. Hiperespacios de espacios sobrios

La sobriedad no es una propiedad que se preserve naturalmente entre
un espacio y sus hiperespacios. A continuación presentamos a detalle dos
ejemplos donde la sobriedad no es preservada.

Ejemplo 1

Sea (X, ⌧) un espacio topológico infinito donde ⌧ = ⌧cof \ E(x0). En las
siguientes proposiciones y corolarios entendemos X como este espacio to-
pológico.
Nótese que X es un espacio T 1

4
pero no T 1

2
, pues para todo x 6= x0, {x} no

es un subconjunto abierto o cerrado de X.

Proposición 2.3.4. X es hiperconexo y no sobrio.

Demostración. 1. Veamos que X es hiperconexo.
Sean U, V conjuntos abiertos no vaćıos, entonces X \ U y X \ V son
finitos. Al ser X infinito, existe x elemento de X tal que x /2 X \ U y
x /2 X \ V , entonces x 2 U \ V . Aśı U \ V es no vaćıo. Por lo tanto,
X es hiperconexo.

2. Ahora, veamos que X no es sobrio.
Nótese que no existe x 2 X tal que X = {x} pues {x} = {x, x0} para
toda x 2 X. Por lo tanto, X es un conjunto cerrado hiperconexo sin
punto genérico.
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Ahora sea CL(X) el hiperespacio de todos los subconjuntos cerrados no
vaćıos de X, entonces CL(X) = {H ⇢ X | H es finito y x0 2 H} [ {X}.
Además la siguiente igualdad se sigue:

CL(X) = K(X).

Proposición 2.3.5. Los conjuntos abiertos de CL(X), hUi son vaćıos para
todo subconjunto abierto de X, U distinto a X. Además, si el abierto básico
hU1, ..., Uni es no vaćıo, entonces existe j 2 {1, 2, ..., n} tal que Uj = X.

Demostración. Es inmediato ya que no existen K un conjunto cerrado y U

un conjunto abierto distinto a X tales que K ⇢ U , pues x0 2 K y x0 /2 U .
Por otro lado, si hU1, ..., Uni 6= ;, existe K 2 hU1, ..., Uni no vaćıo, como
x0 2 K entonces existe j 2 {1, 2, ..., n} tal que x0 2 Uj pero esto ocurre si y
sólo si Uj = X.

Proposición 2.3.6. El hiperespacio CL(X) es exactamente T0.

Demostración. Sean K y H dos subconjuntos cerrados distintos no vaćıos
donde, sin pérdida de generalidad, existe x 6= x0 tal que x 2 K y x /2 H, aśı
K es un elemento de hX,X \Hi pues x 2 X \H. Aśı CL(X) es T0. Ahora
sean H = {x0, x, y} y A = {{x0, x}, {x0, x, y, z}} donde y y z son elementos
distintos a x y x0. Para todo básico U = hU1, ..., Uni en CL(X) tal que

H 2 U , se tiene que {x0, x, y, z} 2 U , pues H ⇢
nS

i=1
Ui, entonces existe

j0 2 {1, ..., n} tal que Uj0 = X, aśı
nS

i=1
Ui = X, entonces {x0, x, y, z} ⇢ X =

nS
i=1

Ui, por otro lado comoH\Ui 6= ; para toda 1  i  n, {x0, x, y, z}\Ui 6=

; para toda 1  i  n, por lo tanto, {x0, x, y, z} 2 U . De igual modo para
todo básico V en CL(X) tal que {x0, x} 2 V , se tiene que H 2 V . Por lo
tanto, CL(X) no es T 1

4
.

Corolario 2.3.7. CL(X) = {X}.

Proposición 2.3.8. El hiperespacio CL(X) es un espacio hiperconexo.

Demostración. Sean U = hU1, ..., Uni y V = hV1, ..., Vmi dos abiertos bási-
cos. Por la Proposición 2.3.5, X 2 U y X 2 V . Por lo tanto, CL(X) es
hiperconexo.

Proposición 2.3.9. Sea L ⇢ X \ {x0} finito. El conjunto A = {{x0}[L
0 |

L
0 ✓ L} es un cerrado hiperconexo en CL(X) tal que A = {L [ {x0}}.
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Además, los conjuntos de esta forma son los únicos conjuntos cerrados hi-
perconexos contenidos propiamente en el hiperespacio CL(X).

Demostración. De la demostración de la Proposición 2.3.6 se sigue que A
es un cerrado hiperconexo tal que A = {L [ {x0}}. Basta ver que los con-
juntos construidos de la forma A son los únicos cerrados hiperconexos del
hiperespacio CL(X). Es suficiente ver que la familia de los conjuntos de la
forma A es una subbase para los conjuntos cerrados de CL(X) pues de esta
forma se demuestra que todos los conjuntos cerrados resultan ser hiperco-
nexos. Dado L ⇢ X \ {x0} finito, el conjunto A = {{x0} [ L

0 | L0 ✓ L} =
CL(X) \ hX,X \ (L [ {x0})i.
H 2 A si y sólo H \ (X \ (L [ {x0})) = ; si y sólo si H /2 hX,X \ (L [
{x0})i.

Corolario 2.3.10. CL(X) es sobrio.

Ejemplo 2

Sea (X, ⌧) un espacio topológico infinito donde ⌧ = ⌧cof \ I(x0). En la
siguiente proposición entendemos X como este espacio topológico. Nótese
que X es un espacio hiperconexo, sobrio y exactamente T 1

4
.

Proposición 2.3.11. CL(X) es hiperconexo.

Demostración. Por la Proposición 2.2.1 basta ver que para todo U conjunto
abierto en X, el conjunto hUi es no vaćıo. Como X es infinito, existe x 6= x0

tal que x 2 U , aśı {x} 2 hUi. Por lo tanto, CL(X) es hiperconexo.

Sin embargo no existe H 2 CL(X) tal que CL(X) = {H}. Por lo tanto,
CL(X) no es sobrio.

Aśı, con los dos Ejemplos anteriores demostramos que la sobriedad no se
preserva de manera natural entre un espacio y su hiperespacio.

2.3.2. Propiedades de hiperespacios sobrios

Proposición 2.3.12. Sean X un espacio topológico y H,K 2 CL(X) tales
que H 6= K. Entonces {H} 6= {K}.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe x 2 H

tal que x /2 K, entonces H 2 hX,X \Ki. Como K /2 hX,X \Ki, entonces
H /2 {K}. Por lo tanto, {H} 6= {K}.
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Corolario 2.3.13. Sea X un espacio topológico. El hiperespacio CL(X) no
es sobrio si y sólo si existe A ✓ CL(X) un conjunto cerrado hiperconexo tal
que A 6= {H} para toda H 2 CL(X).

Demostración. Por definición de espacio sobrio y la Proposición 2.3.12, CL(X)
no es sobrio si y sólo si existe A ✓ CL(X) un conjunto cerrado hiperconexo
tal que A 6= {H} para toda H 2 CL(X).

Sea A ✓ CL(X) un conjunto cerrado hiperconexo. Para todo B ✓ A
definimos:

TB =
S

H2B
H.

Proposición 2.3.14. Sea A ✓ CL(X) un conjunto cerrado hiperconexo.
Para todo B ✓ A, TB 2 A. Además TB /2 {H} para toda H 2 B \ {TB}.

Demostración. Nótese que TB 2 CL(X). Sea hU1, ..., Uni tal que TB 2
hU1, ..., Uni. Entonces TB ⇢ U donde U =

nS
i=1

Ui y TB \ Ui 6= ; para to-

da 1  i  n. Aśı para toda 1  i  n, existe Ki 2 A tal que Ui \Ki 6= ;.
Entonces Ki 2 hU,Uii para toda 1  i  n. Al ser A hiperconexo y cada

hU,Uii\A 6= ;, hU,Uii\A es denso en A y por lo tanto, (
nT

i=1
hU,Uii)\A 6= ;,

es decir, existe K 2 A tal que K \ Ui 6= ; para toda 1  i  n y K ⇢ U ,
aśı K 2 hU1, ..., Uni y por ello hU1, ..., Uni\A 6= ;. Por lo tanto, TB 2 A = A.

Supongamos que existe K 2 B tal que TB 2 {K}. Notemos que si U ⇢ X es
un subconjunto abierto de X y TB 2 hX,Ui entonces K 2 hX,Ui. Suponga-
mos queK ( TB entonces TB\(X\K) 6= ;. Lo cual es una contradicción.

Proposición 2.3.15. Sea X un espacio topológico. El hiperespacio CL(X)
no es sobrio si y sólo si existe A ✓ CL(X) un conjunto cerrado hiperconexo
tal que para algún H 2 A existe x 2

S
K2A

K tal que H \ {x} = ;.

Demostración. Si CL(X) es un hiperespacio no sobrio, por el Corolario
2.3.13 existe A ✓ CL(X) un conjunto cerrado hiperconexo tal que A 6= {K}
para todo K 2 CL(X). Por Proposición 2.3.14, TA =

S
K2A

K 2 A, como

A 6= {TA}, existe H 2 A tal que H /2 {TA}. Dado que para todo abierto
U ⇢ X tal que H \ U 6= ;, TA \ U 6= ;, entonces existe V abierto tal que
H ⇢ V y TA * V , es decir, existe x 2 TA tal que x /2 V . Aśı para toda

y 2 H, y /2 {x}. Por lo tanto, H \ {x} = ;.
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Por otro lado, supongamos que existe A ✓ CL(X) un conjunto cerrado hi-
perconexo tal que para algún H 2 A existe x 2

S
K2A

K tal que H \ {x} = ;.

Para cualquier K 2 A \ {TA}, por la Proposición 2.3.14, TA /2 {K}, aśı
A 6= {K}. Como existe H 2 A para la que existe x 2

S
K2A

K y H \ {x} = ;,

entonces H 2 hX \{x}i y TA /2 hX \{x}i, es decir, H /2 {TA}. Aśı A 6= {K}
para toda K 2 A, más aún, A 6= {K} para toda K 2 CL(X). Por lo tanto,
CL(X) no es sobrio.

2.4. Axiomas de separación en hiperespacios

Observación 2.4.1. Sea X un espacio T 1
2
(T 3

4
). Entonces CL(X) no nece-

sariamente es T 1
2
(T 3

4
). Basta observar que los espacios (X, I(x)), (X, E(x))

cumplen axiomas de separaćıon que sus respectivos hiperespacios no cum-
plen.

Proposición 2.4.2. Sea X un espacio topológico T1. Entonces CL(X) es
T1.

Demostración. Sean H y K dos subconjuntos cerrados no vaćıos distintos
de X. Mostraremos que existen U, V abiertos en CL(X) tales que H 2 U ,
K 2 V , H /2 V y K /2 U . Consideremos tres casos:

1. Si H \K = ; entonces H 2 hX \Ki y K 2 hX \Hi.

2. Si H \ K 6= ;, H * K y K * H entonces H 2 hX,X \ Ki y K 2
hX,X \Hi.

3. Si H ⇢ K entonces K 2 hX,X \Hi.
Como H ⇢ K entonces existe x 2 K tal que x /2 H. Para cada
y 2 H existe Uy abierto tal que y 2 Uy y x /2 Uy, pues X es T1. Aśı
H ⇢

S
y2H

Uy y x /2
S

y2H
Uy. Entonces H 2 h

S
y2H

Uyi.

Por lo tanto, CL(X) es T1.

Existen espacios topológicos con axiomas de separación bajos cuyos hi-
perespacios con la topoloǵıa de Vietoris no cumplen los mismos axiomas de
separación, algunos ejemplos de estos son los espacios topológicos vistos en
la Sección 2.3.1.
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Ejemplo 2.4.3. Sea (X, ⌧) el espacio de Sierpinski donde X = {x, y} y
⌧ = {;, {x}, X}. Notemos que X es un espacio exactamente T 1

2
. Por otro

lado, CL(X) = {{y}, X} y ⌧V = {;, {X}, CL(X)}, es decir, (CL(X), ⌧V ) es
homeomorfo al espacio de Sierpinski y por lo tanto, un espacio exactamente
T 1

2
.

Proposición 2.4.4. Si X es un espacio topológico tal que CL(X) no es T1,
entonces existen dos subconjuntos cerrados H y K no vaćıos de X tales que
H 2 {K} y más aún, H ( K.

Demostración. Al ser CL(X) un espacio no T1 existen H,K 2 CL(X) tales
que, sin pérdida de generalidad, se tiene:

1. Para todo U abierto en X tal que H ⇢ U , entonces K ⇢ U .

2. Para todo U abierto en X tal que H \ U 6= ;, entonces K \ U 6= ;.

Entonces H 2 {K}. De (2) notamos que H \ (X \ K) = ;. Por lo tanto,
H ⇢ K.

Teorema 2.4.5. Sea X un espacio topológico y CL(X) un espacio T 1
2
pe-

ro no T1. Entonces existen U subconjunto abierto de X y K0 subconjunto
cerrado no vaćıo de X tales que K0 ( U para los cuales existe un único K

subconjunto cerrado no vaćıo de X de que cumple K0 ( K ✓ U y que para
todo V subconjunto abierto de X que contiene a K0, K ⇢ V .

Demostración. Como CL(X) no es un espacio T1, de la Proposición 2.4.4,
existen H0 y K subconjuntos cerrados no vaćıos de X tales que H0 2 {K}
y H0 ( K. Al ser CL(X) un espacio T 1

2
y {K} un conjunto no cerrado,

entonces {K} es un subconjunto abierto de CL(X). Al ser un punto ais-
lado existen U1, ..., Un abiertos en X tales que hU1, ..., Uni = {K}. Como

H0 ⇢ K ⇢
nS

i=1
Ui, existe 1  j1  n tal que H0 \ Uj1 = ;.

Sea K1 = (X \ Uj1) \ K, como K \ Uj1 6= ;, K1 ( K. Notemos que si
existe H1 2 CL(X) tal que K1 ( H1 ( K, entonces H1 \ Uj1 6= ;. Por
lo tanto, existe 1  j2  n, j1 6= j2, tal que H1 \ Uj2 = ; y hacemos
K2 = (X \ Uj2) \ K. De manera análoga y finita podemos llegar a K0 el
cerrado más grande contenido propiamente en K.

Por otro lado, sea U =
nS

i=1
Ui, supongamos que existe H 2 CL(X) tal

que H ⇢ U pero H * K. Entonces K [ H ⇢ U y (K [ H) \ Ui 6= ;
para toda 1  i  n, por lo tanto, (K [ H) 2 hU1, ..., Uni, sin embargo



44 CAPÍTULO 2. HIPERESPACIOS DE ESPACIOS NO MÉTRICOS

hU1, ..., Uni = {K}. Lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, K es el único conjunto cerrado tal que K0 ( K ⇢ U .

Finalmente, supongamos que existe V un abierto en X tal que K0 ✓ V

y K * V , entonces F = K \ (X \ V ) es un cerrado no vaćıo en X, por
construcción K0 2 hX \ F i y K /2 hX \ F i. Lo cual es una contradicción.

Teorema 2.4.6. Sea X un espacio topológico tal que CL(X) un espacio T 3
4

pero no T1. Entonces existen U subconjunto abierto de X y K0 subconjunto
cerrado no vaćıo de X tal que K0 ( U para los cuales existe un único K

cerrado no vaćıo que cumple K0 ( K ✓ U y que para todo V subconjunto
abierto de X que contiene a K0, K ⇢ V . Además para todo V subconjunto
abierto de X, si K0\V 6= ; y K0\V 6= ; entonces existen KV ( K0 cerrado
tal que KV \ V 6= ; y WV abierto tal que KV ✓ WV pero K0 * WV .

Demostración. La existencia de U,K y K0 tales que K0 ( K ✓ U son con-
secuencia directa del Teorema 2.4.5, sin embargo, al ser CL(X) un espacio
T 3

4
, {K} es un abierto regular, es decir, {K} =Int(Cl({K})).

Supongamos que para todo abierto V en X tal que K0 \ V 6= ; y K0 * V

no existen KV ( K0 cerrado tal que KV \ V 6= ; y WV abierto tal que
KV ✓ WV pero K0 * WV .
Sea V un abierto en X tal que K0 \ V 6= ; y K0 * V . Si H 2 hU, (V \ U)i
tal que K0 6= H 6= K, entonces H ( K0 y para todo W abierto tal que
H ✓ W , K0 ✓ W y por lo tanto, K ✓ W .
Aśı H 2 {K} y K0 2 hU, (V \U)i ✓ {K}. Lo cual es una contradicción. Por
lo tanto, para todo V subconjunto abierto de X, si K0 * V y K0 \ V 6= ;
entonces existen KV ( K0 cerrado tal que KV \ V 6= ; y WV abierto tal
que KV ✓ WV pero K0 * WV .

2.5. Funciones continuas

Proposición 2.5.1. Sean X un espacio hiperconexo, Y un espacio topológi-
co y f : X ! Y continua y suprayectiva. Entonces Y es hiperconexo.

Demostración. Sean U y V dos abiertos no vaćıos en Y , por continuidad y
suprayectividad de f , f�1(U) y f

�1(V ) son abiertos no vaćıos en X, por lo
que f�1(U)\f�1(V ) 6= ;, es decir, existe x 2 f

�1(U)\f�1(V ). Aśı f(x) 2 U

y f(x) 2 V , entonces U \ V 6= ;. Por lo tanto, Y es hiperconexo.
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Proposición 2.5.2. Sean X un espacio hiperconexo, Y un espacio topológi-
co y f : Y ! X continua, inyectiva y abierta. Entonces Y es hiperconexo.

Demostración. Sean U y V dos abiertos no vaćıos en Y , entonces f(U) y
f(V ) son abiertos no vaćıos en X, aśı f(U)\f(V ) 6= ;. Sea x 2 f(U)\f(V ),
entonces f�1(x) 2 U \ V . Por lo tanto, Y es hiperconexo.

Proposición 2.5.3. Sean X un espacio anti-compacto, Y un espacio to-
pológico y f : X ! Y un homeomorfismo. Entonces Y es anti-compacto.

Demostración. Sea A ⇢ Y infinito. Mostraremos que existe una cubierta
abierta de A que no tiene subcubiertas finitas.
Al ser A infinito, f�1(A) es infinito, por lo cual f�1(A) no es compacto, es
decir, existe una cubierta {U↵}↵2I que cubre a f

�1(A) tal que no contiene
subcubiertas finitas que cubren a f

�1(A). Aśı {f(U↵)}↵2I es una cubier-
ta abierta de A. Supongamos que existen U1, ..., Un 2 {U↵}↵2I tales que
{f(Ui)}ni=1 es una cubierta de A, entonces {Ui}ni=1 es una cubierta finita para
f
�1(A). Lo cual es una contradicción. Por lo tanto, Y es anti-compacto.

Proposición 2.5.4. Sean X un espacio puerta, Y un espacio topológico
y f : X ! Y una función abierta, cerrada y sobreyectiva. Entonces Y es
puerta.

Demostración. Sea A ⇢ Y , al ser X un espacio puerta, f�1(A) es un sub-
conjunto abierto o cerrado de X. Como f es una función abierta y cerrada,
A es un subconjunto abierto o cerrado de Y . Por lo tanto, Y es puerta.
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Conclusiones

Como conclusión se prueba cierta la hipótesis planteada por la presen-
te Tesis. Propiedades tales como hiperconexidad, anti-compacidad y, prin-
cipalmente, sobriedad no pueden ser preservadas al hablar de espacios o
hiperespacios que cuentan con ellas. Las relaciones entre un espacio y sus
hiperespacios en términos de una de estas propiedades se tornan muy depen-
dientes de las topoloǵıas que las dotan de ellas. De igual modo, al estudiar
un hiperespacio no metrizable podemos observar que el comportamiento en
el espacio original da indicios de topoloǵıas muy espećıficas. Sin embargo,
del presente trabajo se derivan las siguientes preguntas:

Pregunta 2.5.5. ¿Qué relación existe entre el hiperespacio de un espacio
sobrio y su reflejo de soberificación?

Pregunta 2.5.6. ¿Qué propiedades de un espacio no métrico pueden ser
preservadas de tal modo que se pueda estudiar dicha propiedad del mismo
modo en el espacio que en su hiperespacio?

47
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