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Notacion

R? es el plano cartesiano.

R™ es el producto cartesiano de dimension n.

||(z,y)|| es la norma del vector (z,vy).

0 = (0,0) € R? es el origen del plano cartesiano.

D(p,r) € R™ es el disco abierto con centro en p y radio r € R™.

0A < R" es el conjunto frontera de A.

d((z1,31), (22, 92)) es la distancia del punto (z1,y;) al punto (z2,ys).
T, es la topologia usual de R™.

Ts es la topologia inducida en S < R" por la 7,.

7. es la topologia cociente de algiin espacio cociente X /~, con ~ una
relacion de equivalencia.

u = (uy,u3),v = (vi,v3),w = (wy, ws) son vectores en R?.
po = (Zo,%0),p1 = (x1,41), pi = (24, y;) son puntos en R?.
T,,R? es el espacio tangente a R? en el punto py.

(po,u) es un vector tangente en el espacio tangente TPORQ.

Proyyw = <“‘:;|V‘V2>u es la proyecciéon del vector w sobre el vector u.




Introduccion

En matematicas es natural el estudio de las transformaciones del plano en
sf mismo. Por transformacién del plano entendemos una aplicacién biyectiva
de clase C'!, es decir, una aplicacién continua con primeras derivadas parciales
continuas. El hecho de que una transformacién sea biyectiva, nos permite
hablar de su transformacion inversa.

Los conceptos iniciales de esta tesis son:

i) dngulos,

ii) drea,

iii) orientacidn,

iv) rectas y

v) distancia.

Estos cinco conceptos matematicos son bien conocidos, todos ellos se estudian
en la geometria euclidiana.

En este trabajo brindamos un estudio de dos objetos abstractos, estos
son:
e grupos de transformaciones de R? y
e superficies topoldgicas con o sin frontera.

En primer lugar, recordamos que un conjunto GG de transformaciones del
plano en si mismo posee una estructura de grupo con la operacion compo-
sicion si cada vez que hacemos la composicion de dos transformaciones en
(G, obtenemos una transformacién que también esta en GG y la inversa de
cualquier transformacion de G, también esta en G. Esta estructura de grupo,
obliga a la transformacion identidad estar en G.

Podemos pensar en un grupo de transformaciones de R? como un “objeto
abstracto cerrado”, esto es, podemos realizar operaciones con sus elementos
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(bajo la composicién ) y nunca salirnos de él.
El grupo de transformaciones afines de R? es

Afin(R?*) = {¢ : R* — R* | ¢(z,y) = A(}) + v, Ae GL(2,R), veR?*}.
De este grupo distinguimos el siguiente resultado.

Teorema 2.7.4 Las transformaciones afines mandan tridngulos de drea no
cero, en tridngulos de drea no cero.

En segundo lugar, recordamos que un conjunto S con una topologia es
un espacio topoldgico. Para construir la definicién de superficie topoldgica,
introducimos los siguientes tres conceptos:

i) espacio topolégico de Hausdorft,

ii) base numerable de abiertos para una topologia y

iii) espacio topoldgico localmente homeomorfo a R2.

Estos tres conceptos son bastante conocidos en topologia. Es importante
resaltar dos cosas.

Primera. Para construir la definicién de superficie topoldgica con frontera,
pedimos que el espacio topologico que consideremos sea localmente homeo-
morfo a R? o a

H* = {(z,y) |0 <y} < R?

este ultimo es el semiplano superior.
Sequnda. Construimos superficies topoldgicas con o sin frontera “ensamblan-
do” triangulos. Ello se precisa con los siguientes dos resultados.

Lema 3.4.2 De ensambladura para aristas. Consideramos dos triangulos
A1, Ay en R? y una relacién de equivalencia ~ que identifica dos aristas,
ao, € Ay con ag < Ay. Entonces el conjunto de clases de equivalencia

A [[A

~

=S,

con la topologia cociente es una superficie topoldgica con frontera.

Lema 3.4.3 De ensambladura para vértices. Consideramos una colec-
cién de tridgngulos A, en R?, n > 3 y una relacién de equivalencia ~ que
identifica 2n aristas tal que el ensamblado de los n triangulos es como mues-
tra la Figura 1. Entonces el conjunto de clases de equivalencia

12,
a=1 -

=S,

~
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con la topologia cociente es una superficie topoldgica con frontera.

U1

Un,

Ap4+1 = a1

Figura 1: Ensamblado de n > 3 tridngulos.

Una aplicacion de las transformaciones afines es la construccion de super-
ficies topologicas ensamblando triangulos. El Teorema 2.7.4 es usado para
demostrar los dos lemas anteriores.

Estructura de la tesis.

En el Capitulo 1 estudiamos algunas propiedades necesarias para que una
transformacién de R? preserve dngulos, area, orientacién, rectas y/o distan-
cias.

Como resumen, el siguiente diagrama muestra que si una transformacion
preserva el producto punto, entonces T preserva dngulos, drea y distancia,
ello es consecuencia de la siguiente dependencia de los conceptos:
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Nocién de dngulo «x( , )
y de dngulo orientado A ( , )

Nocién de » ) )
Nocién de érea darea( )

producto punto { , )

Nocién de

distancia d( , ).

En el Capitulo 2 estudiamos los grupos de:
e transformaciones rigidas, también llamadas isometrias,
e transformaciones lineales y
e transformaciones afines.

Adicionalmente aparecen subgrupos de los tres grupos anteriores y reconoce-
mos algunos conjuntos de transformaciones de R? que no poseen la estructura
de grupo, por ejemplo el conjunto de reflexiones.

Como resumen, la siguiente tabla muestra todos los conjuntos estudiados en
el Capitulo 2 y las propiedades que cada uno de ellos satisface.
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Se preserva,
notacién | grupo/ | distan- | &ngulos | dreas | lineas el orienta-
conm. cias rectas | origen | cién

Trans(R?) | v /v v v v v X v
SO(2,R) | v /v v v v v v v
O_(2,R) | x/x v v v v v X

0O(2,R) v/ v v v v v X
Iso(2,R) | v//x v v v v X X

Iso,(2) V)% v v v v X v
Iso_(2,R) | x/x v v v v X X
GL(2,R) | v/x X X X v v X
GL,(2,R) | v/x X X X v v v
GL_(2,R) | x/x X X X v v X
Afin(R?) | v//x X X X v X X
Afin, (R?) | v/x X X x v X v
Afin_(R?) | x/x X X X v X X

Naturalmente, la “x” en la tabla significa que las transformaciones del
Y
conjunto no preservan dicha propiedad y “conm” es abreviacién de grupo

conmutativo.

Adicionalmente, el siguiente diagrama muestra las contenciones de los grupos
y conjuntos que aparecen en la tabla anterior. Para representar que G < H

en el diagrama, usamos que G — H.
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Afin, (R?)

GL.(2,R)

Iso, (R?)

SO(2,R)

GL(2,R)~—

11
Trans(R?)
Aﬂ:n (R?)~ Afin_(R?)
GL_(2,R)
Is0(R?) « T Iso_(R?)
0(2,@(

En el Capitulo 3 estudiamos algunas superficies topoldgicas con o sin
frontera. Mostramos algunos ejemplos de estos objetos, asi como también
damos algunos espacios topoldgicos que no satisfacen una de las propiedades
de la definicién de superficie topoldgica. Finalmente construimos superficies
topoldgicas a partir de un cuadrado, estas superficies topoldgicas son: el ci-
lindro, la banda de Mdbius, la esfera, el toro, el plano proyectivo y la botella

de Klein.



Capitulo 1

Geometria en el plano cartesiano

En este capitulo describimos cuando una transformacion del plano carte-
siano R? en si mismo preserva los siguientes conceptos mateméticos: dngulo,
darea, orientacion, recta 'y distancia.

1.1. Transformaciones del plano y su diferen-
cial

En todo el texto, u = (uy,us), v = (v1,v9), W = (wq,wy) denotan vectores
de R?. Adicionalmente, py = (z0,%), p1 = (z1,y1), pi = (24,%), 1 € Z un
conjunto de indices, denotan puntos de R?.

Una transformacion

TR — R?
(z,y) — 7(2,9)

(1.1)

es una aplicacién biyectiva. Por simplicidad supondremos que 7 es diferen-
ciable de clase C!, es decir, 7 es continua con primeras derivadas parciales
continuas.

Definicién 1.1.1. El espacio tangente a R? en el punto py es el conjunto de
vectores tangentes

Ty R* = {(po, u) | po es el punto base, u = (us,us)}. (1.2)

12
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Observacién 1.1.2. El conjunto de vectores tangentes ((1.2) con las opera-
ciones de adicion y multiplicacion por escalar

(po,u) + (po, w) = (po,u+w)

)\(p(), 11) = (po, )\ll) ANE R,
es un espacio vectorial real de dimension dos.

En nuestro trabajo, usamos dos posibilidades de interpretar vectores.
i) Los vectores u y w estdn en el espacio vectorial real R?, ambos anclados
en el origen 0 = (0,0).
ii) Los vectores (po, u), (po, w) estdn en el espacio tangente T, R? ambos an-
clados en el punto py = (2o, o), ver Figura Hay tantos espacios tangentes
como puntos py en el plano.

Figura 1.1: Planos tangentes.

Las transformaciones 7 como en (|1.1) envian puntos en puntos como sigue

7:R? — R?
(%JJO) — T(%JJO)'

Maés atn, su diferencial envia vectores tangentes en vectores tangentes como
sigue
: 2 2
Te : TpR® — TR

(Po, ) —> (7(po), J(7) p (W),

o 2
%(po) aiyl(l?o)

donde

J(T =
S P,
o p(]) dy (p())
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es la matriz Jacobiana de T(z,y) = (fl (,y), fo(z, y)) evaluada en el punto
Po ¥ fi, f2 son funciones con valores escalares de R? a R.

Ejemplo 1. Consideramos la transformacién
7:R* — R?
(z,y) — (=°.9°)
y el vector tangente ((1,2),(1,0)) € T(1 2R

La matriz Jacobiana de 7 es
5zt 0
‘](T) - ( O 3y2> .

Al evaluarla en el punto (1,2), obtenemos la matriz

5 0
J(T)|(1,2) = (O 12) .

Finalmente, 7 envia el vector tangente ((17 2), (1, O)) € T(1,2R? como sigue

T*:T(LQ)RQ — T(l’g)R2
((1,2),(1,0)) — ((1,8),(5,0)).

1.2. Breve estudio de angulos

El primer concepto que estudiamos es el de angulo entre vectores. Para
ello, recordamos los conceptos de producto punto y norma.

El producto punto entre dos vectores de R? es el ndmero real definido
como sigue
RZxR? — R
(u,w) — (u,w) = uw; + Uz, ws.
Extendemos el concepto de producto punto para vectores tangentes como

sigue
T, R*xT,R? — R

La siguiente proposicion muestra cuatro propiedades del producto punto.
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Proposicién 1.2.1. Si u, v, w son vectores en R? y X es un nimero real,
entonces

i) u, w) = <(w, ),

i) (u, (v+w)) = (u,v) + {u,w),

iii) Mu,w)y = Qu,wy = (u, \w),

iv) (u,u) = 0, la igualdad se cumple cuando u = 0.

Para la demostracién ver [1, Teorema 3.2.2, p. 136].

Las cuatro propiedades del producto punto se cumplen para vectores tangen-
tes (po, u), (po, w) en T, R?.

La norma de un vector u = (uy,uz) en R? es el nimero

lall = g/ui + 43 = /<, w).

En lo que sigue de este trabajo, algunas propiedades entre vectores de R?
las extendemos a vectores tangentes.

Definicién 1.2.2. El dngulo entre dos vectores u, w € R? es

¥(u, W) = arc cos (ﬂ) . (1.3)

[lal[[lwl|

Naturalmente, el 4ngulo entre dos vectores tangentes (po, u), (po, w) en T),, R
se define como sigue

¥ ((po, ), (po, w)) = x(u, w). (1.4)

Para el caso de angulos, como segunda posibilidad enunciamos el concepto
de angulo orientado.
Para esto, introducimos una rama de la funcién argumento definida como
sigue

arg, : RA\{0} — [y, +27)
angulo entre (1,0) y (z,v),
(x,y) — medido en radianes
y en sentido horario o antihorario,

donde —27 < 7 < 27 es un ntumero real. Consideramos también
i) un vector inicial u,
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ii) un vector final w,

iii) un sector angular S E], determinado por los vectores u y w,

iv) una rama de la funcién argumento arg,, que es continua en el interior del
sector angular S.

Definicién 1.2.3. El dngulo orientado entre dos vectores u, w € R? es
A(u,w) = arg,(w) — arg,(u). (1.5)

Naturalmente, el &ngulo orientado entre dos vectores tangentes (pg, u), (po, W)
en T, R? se define como sigue

4 ((po, w), (po, w)) = £ (u, w). (1.6)

Enfatizamos que la notacién usada para angulo ¥ y para dngulo orientado
XA no es la misma.

Observacién 1.2.4. Claramente es simétrica, esto es
¥(u,w) = x(w,u),

mientras que (1.5)) no lo es, ella es antisimétrica, esto es
£(u,w) = —Z(w,u).

Definicién 1.2.5. Consideramos dos vectores tangentes (pg,u), (po, W) en
T,,R?. Una transformacién 7 de clase C* preserva dngulos si

{(T*(po,U),T*(po,W>) = {<u7 W) (17>
y preserva angulos orientados si
4(T*(p0,U),T*(p0,W)) = A(U,W) (18>

Observaciéon 1.2.6. Si una transformacion T preserva dngulos orientados,
entonces T preserva dngulos.

'Dos vectores u, w en R? determinan dos sectores angulares, el sector angular deseado
S posee un angulo 0 < 0 < 7.
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Ejemplo 2. La transformacion

TR — R?
(z,y) — (z+1y)

preserva angulos y angulos orientados. Por la Observacion mostramos
Unicamente que 7 preserva angulos orientados. Consideramos los vectores
tangentes (po, u), (po, W) en T, R%. Por definicién

£ ((po, ), (po, w)) = £ (u, w).

La matriz Jacobiana de 7 es

J(r) = <(1) 2) —1d

Al evaluarla en el punto pgy, obtenemos la misma matriz

10 = (5 9)-

Las imagenes de los vectores tangentes, tomados anteriormente, son
T (p07 u) = (T(po), J(T)|Po(u)) = ((ZL‘O +1, y(])’ u),
T (pO,W) = (T(p[))’ J(T)|po (W)) = ((xO + 1, yo),W)-
Finalmente verificamos que los angulos orientados se preservan
4—(7—* (pO» 11) y T (pOa W) ) = 5—( ((:L‘O + 17 y0>a ll) ) ((5130 + 1a y0)7w) )
= 5_(11, W)
Ejemplo 3. La transformacién

7:R? — R?
(I’,y) - (_Ivy)

preserva angulos pero no angulos orientados.
Consideramos los vectores tangentes (pg, u 0, w) en T, R%. Por definicién
) ) ) po

%((po, ), (po, w)) = x(u, w).
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J(r) = (‘01 (1]) .

Al evaluarla en el punto pg, obtenemos la misma matriz

10k = (3 )

Las imagenes de los vectores tangentes, tomados anteriormente, son

7o (Po, ) = (7(po), J (7l (0)) = (=20, 50). (—u1, ua2)),

7o (o, W) = (7(po), J(7)|po (W) = (=0, 0), (—w1, w2)).

Notemos que

La matriz Jacobiana de 7 es

((=ug, ug), (mwy, we)) = uyw), [[(—uy, uwp)|| = [[ul] y [[(=w, wo)[| = [[w]].

Finalmente verificamos que los angulos se preservan
X (T* (pOJ U) » T <p07 W) ) = {( <<—I'0, 3/0)7 (_U‘la Ug)) ) ((_I()a y0)7 (_wly w2)) )

= arc cos (M)

[l l[Twl]
= ¥(u,w).

Ahora, verificamos el cambio de signo para angulos orientados. Consideramos
los vectores tangentes

(o w) = ((0.1), (V2/2,v2/2) ), (o, w) = ((0,1), (0, 1)) € Tyo .y R

El dngulo orientado que forman los vectores tangentes es

A ((po,0), (o, W)) = #(u, W) = arg_(w) — arg_(u) = }LW'

Las imagenes de los vectores tangentes son
T (0, W) = (7(p0), J(7)pa(w)) = ((0,1), (= v2/2.72/2)) |

Ts (po,W) = (T(p0)> ‘](T)|po(w)) = ((07 1)7 (07 1)) = ((07 1)7W)'
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Verificamos que el dangulo orientado no se preserva. Consideramos una rama
de la funcién argumento arg, que es continua en el interior del sector angular
S, recordemos que S es determinado por el vector inicial u = (—\/5/ 2,42/ 2)
y el vector final w = (1,0). Por simplicidad consideramos la rama arg_, y
verificamos que los angulos no se preservan, en efecto

X (T«(po,u), 7 (po, w)) = arg__(0,1) — arg_ ( — \@/2, \/5/2)

— 1
= 471'

T =% (u,w).

m™T=—

>

m —

= N

#

El siguiente ejemplo muestra que el concepto de preservar angulos, tiene
sentido unicamente utilizando vectores tangentes.

Ejemplo 4. Dada la transformacion

7:R? — R?
(z,y) — (2% —y? 21y),

la matriz Jacobiana de 7 es
2z 2y
J(1) = (Qy o ) .

Al evaluarla en el punto py = (g, yo), obtenemos la matriz

. 2[L‘0 —2y0
10 = (0 2.
Consideramos los vectores tangentes (po, (1,0)), (po, (0,1)) en T,,R?. Verifi-
camos que T preserva el angulo entre dichos vectores tangentes, en efecto

% (7 (po, (1,0)), 7 (po, (0,1)))
= % ((7(p0); J(1)po(1,0)), (T(p0), J(7)]ps (0,1)))

= x ((7(po), (2xo,2yo)) (7(po): (—2y0, 220)))
= x((220, 2y0), (—2y0, 21))

(
= arccos(0) = 37
(



CAPITULO 1. GEOMETRIA EN EL PLANO CARTESIANO 20

Ahora, consideramos tres puntos en R?
V2 V2 V2 V2 V2 V2
bo=\—7F>>—7 ) :P1= _+17_ y P2 = _7_+]— .
27 2 2 2 272
Tomamos los vectores en R?

u=p—po=(1,0) y w=p—po=(0,1),
ambos anclados en py. Notemos que
5 (uw) =
u,w) = —T.
’ 2

Verificamos que 7 no preserva el angulo entre dichos vectores. El angulo que
forman sus imagenes es

£(r(u), 7(w)) = %((1,0),(~1,0)) = .

Con ello concluimos que el concepto de preservar angulos tiene sentido tni-
camente utilizando vectores tangentes y no vectores en R2.

1.3. Breve estudio de area

Estudiamos ahora el concepto de drea para regiones en R2.
El siguiente cuadro muestra tres féormulas para determinar el drea de un
tridngulo A < R?. Cada férmula depende de los datos que se disponga.

’ \ dato \ formula ‘
1 a = altura,
b = base 1(b-a)
2 dos vectores en R?

u = (uy,ug), w=(wy,ws) 3

det <u1 w1>
U2 Wo

det Tr1 — 2o T2 — I
Y1—Y Y2 — Yo

(1.9)
como lados del triangulo

3 tres puntos en R?

N =

(ajOa yo)a (96’17 yl), (xz, y2)
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Probaremos tinicamente que la férmula 1) implica la férmula 2). Partimos
de que

area(A) = %b - a.

Consideramos b = ||u|| y a = ||proy,.w||, donde ut = (—us, u;) es un vector

normal a u de igual norma y proy,.w = <IF:L\VIVQ> ut.
Entonces
, [€at )]
drea(A) = 3][ul] - lproyaswl| = llull S ]| = 4t w)

= %K(_u?’ul)v (w1>w2)>‘ = 5 (_u2)w1 t ule‘

w1
Uy wao )|

Ahora, consideramos el caso de drea para cualquier poligono P < R2.
Particionamos el poligono P en triangulos A,. Ellos se traslapan en a lo més
vértices y aristas.

Si el poligono es

= L det

entonces su area es

area(P) = Z area(A,). (1.10)

Finalmente consideramos el drea de cualquier regién elemental R < R?
que a continuacién definimos.
Consideramos dos funciones reales 1, ¢ : [a,b] — R tales que ¥(z) < ¢(x)
para todo z € [a, b]. Una region elemental es el conjunto

R={(x.y) |velab] v v(z)<y<ol)} =R

A continuacién enunciamos el teorema de cambio de variable para integrales
dobles, el cual puede consultarse en [2, Teorema 2, p. 372].

Teorema 1.3.1. (De cambio de variable para integrales dobles.) Si dos re-
giones elementales R', R < R? estdn relacionadas por una transformacion
inyectiva de clase C', 7 : R — R, tal que T7(R') = R, entonces para toda
funcion integrable f : R — R

Jff x,y) dydx = f |det (J(7))| (f o) dydz. (1.11)



CAPITULO 1. GEOMETRIA EN EL PLANO CARTESIANO 29

El drea de una regién elemental R < R? es

drea(R) — ﬂ dydz.

Veamos como esta definicidn, tiene como caso particular a los triangulos.

Ejemplo 5. El drea del tridngulo A = {(0,0), (b,0), (¢,a)} = R* es Lab.
En efecto,

c a b
b [ 1
area(A) = area(Ay) + drea(Aq) = J Jb dydx —I—J f b ' dydz = 5ab_
c JO

Para ¢ = 0, tenemos que drea(A;) = 0, ver Figura inciso a) y para
¢ = b, tenemos que drea(Aq) = 0 ver Figura|l.2|inciso d). Los incisos b) y ¢)
muestran que el drea(Ay) # 0y drea(Ag) # 0 .

) A= AI\AQ d) A= A1

,o

Figura 1.2: Area de un triangulo con integrales.

Definicién 1.3.2. Una transformacién 7 diferenciable de clase C! preserva
drea si para cualquier regién R < R? se cumple que

area(r(R)) = drea(R).
Como consecuencia del Teorema tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.3.3. Si el determinante de la matriz Jacobiana de una trans-
formacion T es 1, entonces T preserva drea.
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Demostracion. Consideramos a f como la funcion constante 1. Usando el
Teorema obtenemos que

area(R) = ff dydx = Jf dydx = area(R').
R R

Ejemplo 6. Consideramos la transformacién

7:R?> — R?
(xay) — (ZL‘,y—{L‘2+1)

y el tridngulo A = {(—1,0), (0, 1), (0,1)}.
Este ejemplo muestra que la transformacion 7 no envia triangulos en trian-
gulos. Sin embargo ella preserva el area del triangulo A, es decir,

area(t(A)) = area(A).
Las imagenes de los tres vértices del triangulo A son
T(_LO) = (_170); T(O> _1) = (070)7 7—(170) = (17())

Los tres puntos son colineales. Esto quiere decir que 7 no envia tridangulos en
triangulos.
Usando la férmula tres del cuadro ((1.9) obtenemos

area(A) = 1.

Por otro lado, la matriz Jacobiana de 7 es

- (4 0)

Ella posee determinante uno. Por el Corolario [1.3.3] 7 preserva area. Asi,

area(r(A)) = 1.
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1.4. Breve estudio de orientacion

Mostramos ahora, cuando una transformacion preserva orientacion.

Definicién 1.4.1. Una transformacién 7 de clase C* preserva orientacion si
para cualquier par de vectores tangentes (po, u), (po, w) en T, R? linealmente
independientes, los determinantes

det ((po,u), (po,w)) y det (T*((po,ll)), T*((POaW)))

poseen el mismo signo.

Observacién 1.4.2. i) Si det (J(7)) > 0, entonces T preserva orientacion.
it) Si det (J(7)) < 0, entonces T invierte orientacion.

La transformacion del Ejemplo |3| invierte orientacion, det (J (7’)) =—-1<0.
La transformacién del Ejemplo |4 preserva orientacion, det (J 7‘)) = 42% +
49% > 0.

La transformacion del Ejemplo @preserva orientacion, det (J (7')) =1>0.

Observacién 1.4.3. Si una transformacion T preserva orientacion y dngu-
los, entonces T preserva dngulos orientados.

1.5. Breve estudio de rectas y distancias

Veamos ahora, cuando una transformacién preserva rectas.
Una recta parametrizada | en R? es un conjunto de la forma

l={po+tu|teR, ueR\{0}} cR%.

Nuestra expresion posee una parametrizacion

Definicién 1.5.1. Una transformacién 7 de clase C! preserva rectas para-
metrizadas (preservando parametrizacion) si

T(po + tu) = 7(po) + tJ(T)} (u),

Po

para toda recta [ y para todo t en R.
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Ejemplo 7. La transformacion
7:R? — R?
(ZL’, y) — (—QT, y)

preserva rectas.
Recordemos que la matriz Jacobiana de 7 evaluada en el punto py = (o, ¥o)

. 10k = (3 )

Verificamos que 7 preserva rectas, en efecto

T(po + tu) = 7(xg + tuy, yo + tus) = (—xo — tuy, yo + tus)

:(—xmyg+tpﬂhﬂm>:(_@b%)+t(zf g>(wﬁ

Uz
= 7(po) + tJ(7)| (n).
Ejemplo 8. La transformacion

7:R2 — R?
(Iay) — (l’,y—l‘2+1)

Po

no preserva rectas.

Tomamos la recta {(¢,0) | ¢ € R} como el eje z y eligiendo py = (0,0),
u = (1,0). Verificamos que en efecto 7 no preserva rectas.

Recordemos que la matriz Jacobiana de 7 es

(2 1)

Asi, al evaluarla en el origen tenemos la matriz identidad.

Notemos que
7(t,0) = (t, —t* + 1).

Por otro lado

ﬂam+u@mﬁn:mn+t6 3(2):&U+w

= (tuy,tug + 1)
# 7(t,0).

Con lo cual concluimos que 7 no preserva rectas.
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Finalmente estudiamos, cuando una transformacion preserva distancias.
La distancia entre dos puntos p; = (x1,41),p2 = (T2, y2) en R? es

d(p1,p2) = ||[p2 — p1l| = \/(5172 —21)% + (Y2 —y1)*

Definicién 1.5.2. Una transformacién 7 de clase C1 preserva distancias si
para cualesquiera dos puntos pi, p» en R?, se cumple que

d(T(pl)ﬂ'(pQ)) = d(p1,p2).

Ejemplo 9. La transformacion

preserva distancias.
En efecto,

d(7(z1, 1), 7(22,12)) = d((—21,11), (—22,92))

Ty —11)? + (Y2 — 11)?
= d( T1, % 7(95273/2))-
Ejemplo 10. La transformacion

7:R? — R?

(z,y) — (z,y—2”+1)

no preserva distancias. Consideramos los puntos pg = (—1,0) y p; = (0, —1)
en R?. La distancia entre dichos puntos es

d(p()apl) = V2.

Por otro lado,
d(T(pO)a T(pl)) = d((_17 0)7 (07 O)) =L

Como resumen, el siguiente diagrama muestra que si una transformacion
preserva el producto punto, entonces T preserva dngulos, drea y distancia,
ello es consecuencia de la siguiente dependencia de los conceptos:
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Nocién de dngulo «x( , )
y de dngulo orientado A ( , )

Nocioén de » ) )
Nocién de érea darea( )

producto punto { , )

Nocién de

distancia d( , )



Capitulo 2

Grupos de transformaciones

2.1. Traslaciones

Definicién 2.1.1. El conjunto de traslaciones de R? es

Trans(R?) = {Tv 'R? — R?*| Ty (2,9) = (2,9)+(v1,v), v = (v1,02) € ]R2}.
(2.1)

El vector v se llama vector de traslacion.

Proposicién 2.1.2. Las traslaciones envian vectores tangentes en vectores
tangentes.

Demostracion. Consideramos la traslacién

T,:R? — R?
(l’,y) I (ZE,y>+(U1,Ug)

y el vector tangente (po,u) en T, R2.
La matriz Jacobiana de T, es

I(Ty) = (é (1)) |

Al evaluarla en el punto py obtenemos la matriz

RIS )

28
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Por lo tanto
J(Ty)|py(n) = u.

En resumen, (7). envia el vector tangente (pg, u) en T,,R? como sigue

(Tv)«(po,u) = (Tv(po), J(TV>’po(u)) = (TV(p0)>u)‘

Ejemplo 11. Consideramos la traslacion

8
<
S—
=
|
\.P—‘
<
_l’_
=

4)
(
y el vector tangente ((3,1), (8, 2)) en T(31HR2.

Por la Proposicién [2.1.2] (7y). envia el vector tangente ((3,1),(8,2)) en
T(g}l)R2 como sigue

(Tv)* ZT(371)R2 —> T(275)R2
(3,1),(8,2)) — ((2,5),(8,2)).

Lema 2.1.3. EIl conjunto de traslaciones Trans(R?) es un grupo conmuta-
tivo.

Demostracion. La composicién de dos traslaciones es otra traslacion

TuoTly =Tyiu.
La propiedad asociativa se satisface

Tao (TyoTw) = Tiwiv)tu = Twiviu) = (TuoTy) 0 Ty.
La traslacion que cumple ser el elemento neutro es
Ty = Id.
La inversa de la traslacién T, es
(T,) ' =T_,.

La composicion de traslaciones es conmutativa

TyoTl, = Tv+u = Tu+v =T, 0Ty.
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Lema 2.1.4. Una traslacion T, es determinada de manera unica por un
punto (xo,%0) y su imagen (x1,y1) bajo ella.

Demostracion. Proponemos a
2
v = (21— 20,51 — o) €R
como el vector de traslacion que determina a 75,. Esto es

Ty(r,y)) = (z,y) + (21 — o, Y1 — Yo)-

Claramente
Tv(x(J?yO) = (9517191)-

Proposicién 2.1.5. Las traslaciones de R? preservan:
i) distancias,

ii) dreas,

ii1) angulos, dngulos orientados,

iv) rectas,

v) orientacion.

Demostracion. Mostramos tnicamente que las traslaciones preservan areas,
angulos y angulos orientados .

ii) El determinante de la matriz Jacobiana de una traslacién es uno. Por el
Corolario [1.3.3], las traslaciones preservan area.

iii) El Ejemplo [2[ es una traslacién. Cambiando el vector de traslacién (1,0)
por el vector (v1,v3), concluimos que las traslaciones preservan angulos y
angulos orientados. O

2.2. Rotaciones

Definicién 2.2.1. El conjunto de rotaciones de R? es

SO(2,R) = {Rog : R* — R? | Rog(z,y) = (=4 509) (§), b€ [0,272)}.>
2.2

El acréonimo “SO” proviene de “Special Orthogonal ”. Todas las rotaciones
en (2.2) son en torno al origen. El angulo orientado € se llama dngulo de
rotacion.
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Proposicién 2.2.2. Las rotaciones envian vectores tangentes en wvectores
tangentes.

Demostracion. Consideramos la rotacién

Rop: R? — RR?
(z,y) — (&0 ') ()

y el vector tangente (po, u) en T, R2.
La matriz Jacobiana de Rog es

J(Rog) = Rog.
Al evaluarla en el punto pg, obtenemos la matriz
J(Rog)|p, = Rog(po) = Roy.
Finalmente, Rog envia el vector tangente (po, u) en T,,R? como sigue

(Rog)«(po, u) = (Rog(po), J(Rog)|p,(n)) = (Rog(po), Rog(u)).

Ejemplo 12. Consideramos la rotacién

ROgZRQ —> R?
(z,y) — (Y3 (%),

y el vector tangente ((3,1),(8,2)) en T3 1HR2.
Por la Proposicién [2.2.2 (Roxz ), envia el vector tangente ((3,1),(8,2)) en
T(s,1)R? como
(ROE)* ZT(371)R2 I T(,Lg)R2
(3,1),(8,2) — ((~1,3),(~2,8)).

Lema 2.2.3. EIl conjunto de rotaciones SO(2,R) es un grupo conmutativo.

(2.3)

Demostracion. La composicién de dos rotaciones es otra rotacion
R092 9 in@1 = R091+92.
La propiedad asociativa se satisface

R093 © (R092 © R091) = R0(91+92)+93 = R091+(92+93) = (R093 © R092> © R091'
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La rotacién que cumple ser el elemento neutro es

ROO = <é (1)> = Id.

La inversa de la rotacion Rog es
(ROQ)_l = ROQW_Q = RO_Q.
La composicion de rotaciones es conmutativa
ROQL)2 o R091 = R091+92 = R092+91 = RO@1 o ROQQ.
O

Lema 2.2.4. Dados dos puntos (xo,Yo), (x1,y1) distintos del origen con mis-
ma norma. Una rotacion Rogy es determinada de manera unica por el punto
(x0,Y0) y su imagen (z1,y1) bajo ella.

Demostracion. Consideramos una rama de la funcién argumento arg,, ella
es continua en el sector angular, S, determinada por los vectores u = (g, yo)
y w = (z1,y1). Proponemos a

0= 4((513'0’%): (fﬁlayl)) = arg'y((xlayl)) - argw((wojyt)))

como el dangulo de rotacién que determina la rotacién Roy. Introducimos la
siguiente notacion

01 = arg,((z1,91)), 0o = arg,((zo,0))-
Como el conjunto de rotaciones es grupo tenemos que
Rog(z0,y0) = Rog, 6, (20, Y0) = Ro_g5+6,(T0,Y0) = Rop, © Ro_g, (0, Yo)
= Rog, (5, yo),

donde (x(,y,) es un punto en la parte positiva del eje = y ||(xf, y5)|| =
(20, ¥0)||- Finalmente reconocemos que

Rog, (x4, y5) = (21, 11).
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Ejemplo 13. Tomamos los puntos (zo,y0) = (—=1,1) y (z1,91) = (1,1).
Para v = 0, la rama argy es continua en el sector angular S. Notemos que
argo((zo, o)) = 27 y argo((w1,11)) = 17 La rotacién determinada por el
punto (g, yo) y su imagen (z1,y;) bajo ella es

0 1
RO,g = (_1 0) .

Finalmente verificamos que Ro_x (2o, ¥0) = (z1,%1). En efecto

Ro_z (w0, %0) = (_01 (1)> <_11> - G) '

Proposicién 2.2.5. Las rotaciones de R? preservan:
i) distancias,

ii) dreas,

iii) dngulos, dngulos orientados

iv) rectas,

v) orientacion,

vi) el origen.

Demostracion. Mostramos tnicamente que las rotaciones preservan areas,
angulos y dngulos orientados.
i1) La matriz Jacobiana de una rotacion es

J(RO@) — (0059 —sen9> )

senf cos@

Claramente
’det(J(Roe))‘ ~1.

Por el Corolario las rotaciones preservan area.

i11) Consideramos dos vectores u, w en R? tal que
0 = % (u,w) = arg, (w) — arg, (u),
para alguna 7. Notemos que
arg,(Rog(n)) = arg,(u) +6 'y

arg,(Rog(w)) = arg,(w) + 6.
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Entonces
£ (Rogu, Rogw) = (arg(w) + 6) — (arg(u) + 6) = £ (u, w).

Lo cual demuestra que las rotaciones preservan angulos orientados. Por la
Observacién [1.2.6], las rotaciones preservan angulos. m

2.3. Reflexiones

Definicién 2.3.1. El conjunto de refleviones de R? es

O(2,R)- = {Rey : R* — R? | Reg(z,y) = (5035 “0ssy) (3), O € [0727(T)}-)
2.4

Una reflexién Rey nos da un dngulo orientado 6 € [0, 7). Cada dngulo
orientado 6 determina una unica recta ly que pasa por el origen. Los puntos
(20, Y0) € lp cumplen que

Reg(z0,y0) = (0, Yo)-

A Iy le llamamos recta de reflexion.

Mostramos que ly no depende del angulo orientado
O =0+ km, ke 7.

Como
cos(20y) = cos(20 + 2km) = cos(20) y

sen(20y) = sen(20 + 2k7) = sen(20),
tenemos que Reg, = Rey.

La Figura ilustra tres reflexiones del tridngulo senalado en el primer
cuadrante.

Proposicion 2.3.2. Las reflexiones envian vectores tangentes en vectores
tangentes.

Demostracion. Consideramos la reflexion

Rey:R? — R?
(z,y) — (5530 =n2)(5)
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R
2

y
Re

“0

v

Lkl

3

Figura 2.1: Ejemplos de reflexiones.

y el vector tangente (pp, u) en T, R?.
La matriz Jacobiana de Regy es

J(Reg) = Rey.
Al evaluarla en el punto pg, obtenemos la misma matriz
J(Reg)|p, = Rep.
Finalmente, (Rey). envia el vector (pg,u) en T,,R? como sigue

(Reg)«(po,u) = (Reg(po), J(Reg)|p (u)) = (Reg(po), Reg(u)).

Ejemplo 14. Consideramos la reflexion

Res :R> — R’
(@y) — (16 (),

y el vector tangente ((3,1),(8,2)) en T(31)R%
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Por la Proposicién m (Rex), envia el vector tangente ((3,1),(8,2)) en
T(s,1)R? como sigue

(Re%)*:T(g’l)RQ I T(Lg)RQ
((3,1),(8,2)) — ((1,3),(2,8)).

Observacién 2.3.3. El conjunto de refleziones (2.4) no es grupo.

(2.5)

Notemos que la composicién de dos reflexiones no es una reflexion, de hecho,
es la rotacién
R692 o Regl = R0292_291.

La propiedad asociativa se satisface

(Reg, o Reg,) o Reg, = Roag,—20, © Reg, = Re(g,—0,)+0,
por otro lado

Reg, o (Reg, o Reg,) = Reg, 0 R0, 29, = Reg,—(9,—0,)-

No existe una reflexién que cumpla ser el elemento neutro. Esto se debe a lo
siguiente. Para todo 6 € [0, 27) sucede que

cos20 sen?20 1 0
Ftey = (Sen 20 — cos 29> # (0 1) = Id.

La inversa de una reflexion es ella misma
Re;' = Re
g = lLteg.
La composicién de reflexiones no es conmutativa
R€92 9 R@@l = R0292_291 #* R0291_292 = R@gl 9 R692.

Lema 2.3.4. Dados dos puntos (xg, yo), (x1,y1) no nulos con misma norma.
Una reflexion Rey es determinada de manera inica por el punto (xg,yo) y Su
imagen (x1,y1) bajo ella.

Demostracion. Consideramos una rama de la funcién argumento arg,, ella
es continua en el sector angular, S, determinada por los vectores u = (xg, ¥o)
y W = (z1,y1). Proponemos a

arg'y((xly yl)) + CM’g,y((%o, yo))
2

0=
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como el angulo de reflexién que determina la reflexion Rey. Claramente

Reg(x0,y0) = (21, %1)-
Il

Ejemplo 15. Tomamos los puntos (zo,y0) = (—1,1) y (z1,91) = (1,1).
Para v = 0, la rama argy es continua en el sector angular S. Notemos que
argo((xo, yo0)) = 3wy argo((z1,41)) = 7. La reflexién determinada es

:(—Ol ;’)

Finalmente verificamos que Reg(xo, Yo) = (z1,91). En efecto

Rez (20, y0) = (_()1 (1)> <_11> - G) .

Proposicién 2.3.5. El conjunto de reflexiones preserva:
i) distancias,

ii) dreas,

ii1) dngulos,

iv) rectas,

v) el origen.

Re

WP

Demostracion. Mostramos unicamente que las reflexiones preservan angulos.
i71) Hay que mostrar la siguiente igualdad

= arc cos (Reg(w), Reg(w)) \ _ ALC COS (u, w)
¥ (Reg(u), Reg(w)) = (|R€0(u>|Ree(W)!) <|U\W|>

= X(u,w).

Usando ) tenemos que
|Reg(u)[| = [[u]| vy [[Reg(w)[| = [Iw]].
Falta mostrar que las reflexiones preservan el producto punto, en efecto
B cos20 sen?26 Uy cos20 sen 26 Wy
(Reo(u), Reg(w)) = <<Sen 20 — cos 29) (uz) ’ (sen 20 —cos 29) (U)g)>
= {(cos(20)us + sen(20)us, sen(20)u; — cos(260)us),
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(cos(20)wy + sen(20)ws, sen(20)w; — cos(20)w,)

= cos?(20)uyw + cos(20) sen(20)uiw, + cos(20) sen(20)usw; + sen?(20)uswq+
sen?(20)uyw; — cos(20) sen(20)uwy — cos(26) sen(20)usw; + cos?(20)usws

= (uw; + ugwsy)(cos?(26) + sen?(26)).

= (u,w).

Con lo cual concluimos la prueba. O

2.4. Transformaciones ortogonales

Definicién 2.4.1. El conjunto de transformaciones ortogonales de R? es
O2,R)={A:R* —R?*| Ae SO(2,R) o Ae O(2,R)_}. (2.6)
El acrénimo “O” proviene de “Orthogonal”.

Lema 2.4.2. El conjunto de transformaciones ortogonales O(2,R) es un
grupo no conmutativo.

Demostracion. La composicién de dos transformaciones ortogonales es otra
transformacion ortogonal. Sabemos que para rotaciones

R092 o }3091 = R091+92 € O(Z,R)
y para reflexiones
R€92 o Regl = R092_91 € O(Q, R)
Ademsés
Regl o R092 = R€91,92 S O(2,R),
}%092 o R691 = R€92+91 € 0(2, ]R)
La propiedad asociativa se satisface para transformaciones ortogonales cua-
lesquiera.
La transformacion ortogonal que cumple ser el elemento neutro es la identidad
Id = ROD.
Cada A € O(2,R) posee una inversa A~' € O(2,R), hay dos casos.
e Si A = Rogy, entonces A~! = Ro_,.
e Si A = Rey, entonces A~ = A,
Por lo tanto O(2,R) es un grupo. Observamos en (2.7) que O(2,R) no es
conmutativo.

(2.7)

]
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Observaciéon 2.4.3. El conjunto de rotaciones SO(2,R) es un subgrupo de
O(2,R).

2.5. Isometrias

Definicién 2.5.1. El conjunto de isometrias de R? es
Iso(R?) = {J:R* — R*|J(z,y) = A(3)+v, Ac O(2,R), ve R*}, (2.8)
también llamadas transformaciones rigidas.

Una isometria de R? es la composicién de una transformacién ortogonal

Ay una traslacién T,
T, o A.

Mostramos que
Ty0A# AoT,. (2.9)

Para esto, consideramos a A = Roz y a Ty = T (o,1). Tomamos el punto
p = (1,0). La imagen del punto p bajo la transformacién T, o A es

(Ty 0 A)(1,0) = Ty (A(1,0)) = T,(0,1) = (0,1) — (0,1) = (0,0).
Por otro lado, la imagen del punto p bajo la transformacién A o Ty es
(Ao Ty)(1,0) = A(Tv(1,0)) = (§ 5") () = (1)-

Sin embargo, existe otra traslacion Ty, tal que

AoTy, =T, 0 A. (2.10)
Proponemos w = A~!(v)
AoTw(z,y) = A((y) +w) = A((3) + AT (v)) = A(y) +v = (Tyo A)(z,y).
Observamos que ([2.10) muestra dos formas de escribir una isometria.
Ejemplo 16. Las traslaciones, rotaciones y reflexiones son isometrias.

Las isometrias J(z,y) = A () + v envian vectores tangentes en vectores
tangentes como sigue
Ji 1 TpR? — Typ0)R?
(Po, ) — (3(po), A(u)).
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Lema 2.5.2. El conjunto de isometrias Iso(R?) es un grupo no conmutativo.
Demostracion. La composicién de dos isometrias es otra isometria. Si
Ji(z,y) = AL (§) +u, JTo(z,y) = Az (§) + w € Iso(R?),
entonces
(32031 (2, y) = T2(A1 () + 1) = (A241) (§) + Az(u) + w € Iso(R?).

La propiedad asociativa se satisface para isometrias cualesquiera.
La isometria que cumple ser el elemento neutro es la identidad J = Id.
La inversa de una isometria J(x,y) = A () + u € I'so(R?) es

I ay) = AT (5) — AT (w).

Con lo cual concluimos que Iso(IR?) es un grupo. Notemos que las reflexiones
hacen que dicho grupo no sea conmutativo. O

Lema 2.5.3. Las traslaciones, las transformaciones ortogonales y las isome-
trias preservan el producto punto.

Demostracion. Para traslaciones tenemos que
(1)« (po, w), (1)« (po, w)) = {(Tv(po), w), (T (po), w)) = (u, w)

= {(po, 0), (po, W))-

En la demostracion de la Proposicion [2.3.5] mostramos que las reflexiones
preservan el producto punto, es decir

((Req)«(po; w), (Rep)«(po, w)) = {(po, ), (po, W))-

Para las rotaciones la demostracion es similar. Asi,

{(Rog)«(po,u), (Rog)+(po, w)) = {(po, u), (po, w)).

Finalmente verificamos que toda isometria J = T, o A, con Ty, una traslacién
y A una transformacion ortogonal, preserva el producto punto

<j* <p07 u)7 Js (p07 W)> = <TV (A<p07 u)) Iy (A<p07 W))> = <A(p0, U_), A(p07 W)>

= {(po, ), (po, w)). ]
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Proposicién 2.5.4. Las isometrias de R? preservan:
i) distancias,

ii) dreas,

iii) dngulos,

iv) rectas.

Demostracion. Mostramos tnicamente que las isometrias preservan distan-
cias. En efecto, para u = (u1, us) w = (wy, wy) vectores en R? tenemos que

d(3(w),3(n)) = /(3(w) — I(u),I(w) — I(u))

— V(W —u,w—u)
=d(w,u). O

Proposicién 2.5.5. Una transformacion que preserva distancias es necesa-
riamente un elemento de Iso(R?).

La demostracion de esta proposicién se puede consultar en [3, Proposicién,
p. 34].

Lema 2.5.6. Una isometria J es determinada de manera unica por tres
puntos no colineales py = (x1,y1), p2 = (T2,Y2), p3 = (T3,y3) Yy sus imdgenes
pa(T4,9a), ps = (¥5,Ys5), ps = (¥6, Ys) respectivamente bajo ella.

Demostracion. Dividimos la prueba en los siguientes tres pasos.
Paso uno. Consideramos los tridangulos

Ay = {p1,p2, 03} v Az = {ps,p5, D6}

Supongamos que los tres lados del triangulo A; tienen longitudes distintas

d(p1,p2) = 015 d(p2,p3) = d2;  d(p3,p1) = .
Como la isometria J preserva distancias, entonces los tres lados del triangulo
Ay cumplen que

d(ps,ps) = 01;  d(ps,ps) = d2;  d(pe,ps) = I3.

Paso dos. Sin perdida de generalidad, seleccionamos en A; el lado de longitud
0;. La isometria

J,:R? — R2
(:U7y) — (R0—91 © T—m)(xvy)’ 91 = argo (T—p1 (pQ))>
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Ro_g y
e f

Figura 2.2: Isometria.

lleva el lado seleccionado en la parte positiva del eje x, donde
Ji(p1) = (0,0) 'y Tilp2) = (61,0),

ver Figura [2.2]

Adicionalmente, la isometria
J,:R? — R?
(m7 y) — (R0—92 © T—P4)(xv y)a Oy = argo (T—P4 (]95)),

lleva el lado de longitud d; del tridngulo A, en el eje x, donde

Ja2(ps) = (0,0) 'y Ta(ps) = (01,0).

Paso tres. Estudiamos las imagenes de los puntos p3 bajo la isometria J; y
pe bajo la isometria J,. Consideramos dos circulos, C de radio d3 con centro
en (0,0) y Cy de radio d2 con centro en (d1,0). La interseccién de los dos
circulos C y Cy son dos puntos, ver Figura [2.3] ademds

{J1(ps) v T1(ps)} = C1 N Cs.

Aparecen dos casos.
Caso uno. Los puntos J;(p3) v J1(ps) son iguales.
En este caso,

jl(Al) = jQ(AQ)

Asi, la isometria buscada es

J:R2 — R2
(z,y) — (35" 0T1)(z,y).
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Figura 2.3: Imagenes de los puntos p3 bajo la isometria J;.

Caso dos. Los puntos J1(p3) v J1(ps) son distintos.
En este caso aplicamos la reflexién

1 0
R69= <O _1>, 49=O,

al tridngulo A,, obteniendo
R€9(32(A2)) = jl(Al)
De esta manera, la isometria buscada es

jIIR2 — RQ
(z,y) > (J3' 0 RegoTy)(z,y), 6 =0.

O

Las propiedades de preservar e invertir orientacién descomponen al con-
junto Iso(R?) en dos subconjuntos.
i) El conjunto de isometrias de R? que preservan orientacion es

Iso (R*) = {J:R* —R* | J(z,y) = A(y) +v, Ae SO(2,R) ,v e R*}.
ii) El conjunto de isometrias de R? que invierten orientacion es

Iso_(R*) = {7:R*—R* | J(z,y) = A(}) +v, Ac O_(2,R) ,veR*}.
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Las rotaciones son isometrias que preservan orientacion y las reflexiones son
isometrias que invierten orientacion.

Lema 2.5.7. El conjunto Iso, (R?) es un subgrupo no conmutativo del grupo
Iso(2,R). O

Observacién 2.5.8. El conjunto Iso_(R?*) no es grupo.

2.6. Transformaciones lineales

Definicién 2.6.1. El conjunto de transformaciones lineales invertibles de

R? es

GL(2,R) = {A 'R — R* | A(5) = (22)(5), a,b,c,de R, det(A) # O}.
(2.11)

El acronimo “GL” proviene de “General Linear”.

Ejemplo 17. Las rotaciones y reflexiones son transformaciones lineales.

Las transformaciones lineales envian vectores tangentes en vectores tan-
gentes como sigue

A:TIDOR2 - TA(PO)R2
(po,u) — (A(po), A(u)).

Lema 2.6.2. El conjunto de transformaciones lineales GL(2,R) es un grupo
no conmutativo.

Demostracion. La composicién de dos transformaciones lineales invertibles es
otra transformacion lineal invertible. Si A, B € GL(2,R), entonces AB, BA €
GL(2,R) y ademds det(AB) = det(A) det(B) # 0.

La propiedad asociativa se satisface para transformaciones lineales invertibles
cualesquiera.

La transformacién lineal que cumple ser el elemento neutro es

A=Ide GL(2,R).

La inversa de una transformacion lineal A es

e () (4 2)

donde det(A) = ac — bd. Con lo cual concluimos que GL(2,R) es un grupo.
En (2.7) observamos que GL(2,R) no es conmutativo. O
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Observacion 2.6.3. El grupo O(2,R) es un subgrupo de GL(2,R).

Lema 2.6.4. Una transformacion lineal invertible A es determinada de ma-
nera unica por dos puntos linealmente independientes p1 = (x1,y1), p2 =
(x2,y2) y sus imdgenes ps = (x3,y3), pa = (x4,ys), también linealmente in-
dependientes, respectivamente bajo ella.

Demostracion. Consideramos las transformaciones lineales

Ty T2 xr3 T4
A = Ay = )
! (y1 92) Yo (ys y4)

La transformacién lineal A; lleva el tridngulo candénico

A. ={(0,0),(1,0),(0,1)}

en el triangulo
A1 = {(07 0)7 (xla yl)u (Jfg,yg)}

y la transformacién lineal As lleva el triangulo candnico en el tridngulo

AQ = {(07 0)7 (.173, y3)7 (ZL‘47 y4)}

Naturalmente la inversa de la transformacién lineal A; lleva el triangulo A
en el tridngulo canénico, ver Figura [2.4]
Asi, la transformacion buscada es

AR — R?

(z,y) — AATN(3).

]

Corolario 2.6.5. Fxisten exactamente dos transformaciones lineales inver-
tibles que llevan

Ay = {(O, 0)(x1,41), (932,y2)} en Ag = {(0,0), (23,93), (5174,94)}‘-

Demostracion. La primera trasformacion lineal es A, como se muestra en la

demostracion del Lema 2.6.4]
01
Fez = (1 0)

Aplicamos la reflexion
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' Al_l n A2
—_— —_—

Figura 2.4: Transformacién lineal.

al tridngulo A, = {(0,0), (1,0), (0, 1)}, ella intercambia (1,0) con (0,1). Asi,
la segunda transformacion lineal es

AR — R?

(0y) — AgRes A7 (5).

0

Observacién 2.6.6. Las transformaciones lineales invertibles de R? preser-
van:

i) rectas,

ii) el origen.

Las propiedades de preservar e invertir orientacién descomponen al con-
junto GL(2,R) en dos subconjuntos.
i) El conjunto de transformaciones lineales invertibles de R* que preservan
ortentacion es

GLi(2,R) = {A:R* — R*| Ae GL(2,R), det(4) > 0}.

ii) El conjunto de transformaciones lineales invertibles de R? que invierten
orientacion es

GL_(2,R) = {A:R* — R*| Ae GL(2,R), det(A4) < 0}.

Las rotaciones son transformaciones lineales que preservan orientacion, ellas
poseen determinante igual a 1. Las reflexiones son transformaciones lineales
que invierten orientacion, ellas poseen determinante igual a —1.

Lema 2.6.7. El conjunto GL,(2,R) es un subgrupo no conmutativo del grupo
GL(2,R). O

Observacion 2.6.8. El conjunto GL_(2,R) no es grupo.
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2.7. Transformaciones afines

Definicién 2.7.1. El conjunto de transformaciones afines de R? es

Afin(R?*) = {¢ : R* — R* | ¢(z,y) = A(y) + v, Ae GL(2,R), veR?*}.
(2.12)

Una transformacién afin de R? es la composicién de una transformacién
lineal invertible A y una traslacion T,

T, o A.
Mostramos que
Ty, 0A# AoT,. (2.13)

Para esto, consideramos a A = Roz y a T, = T_(g,1). Tomamos el punto
p = (1,0), ver el caso de isometrias. Sin embargo, existe otra traslacién Ty,
tal que

AoT, =T, 0A. (2.14)

Proponemos w = A~!(v)

AoTy(z,y) = A((y)+w) = A((3)+A7(v)) = A(y) +v = (Tyo A)(z,y).
Observamos que ([2.14) muestra dos formas de escribir una transformacién
afin.

Las transformaciones afines ¢(x,y) = A (y )+ v envian vectores tangentes
en vectores tangentes como sigue

¢:TP0R2 - T¢(po)R2
(po,u) = (¢(po), A(u)).

Lema 2.7.2. El conjunto de transformaciones afines Afin(R?) es un grupo
no conmutativo.

La demostracién es similar a la de isometrias, ver la demostracién del

Lema 2.5.2]

Lema 2.7.3. Consideramos dos triangulos con drea no cero

A = {<x17y1>7 ($27y2), (x37y3)} Yy A. = {(07())7 (170)7 (07 1)}

Ezxisten 6 transformaciones afines ¢, que llevan el triangulo Ay al tridngulo
A, es decir,
¢L(Al) :Ac, Le{l,...6}.
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Demostracion. Los siguientes tres pasos, proporcionan por parejas las seis
transformaciones afines.

Paso uno. Seleccionamos un vértice en A;. Sin perdida de generalidad supo-
nemos (x1,4:). Aplicamos la traslacién 1", ,,) al tridngulo A, obteniendo
el triangulo

T—(azl,yl)(Al) = {(07 0)7 (952 —T1,Y2 — ?Jl); ($3 —T1,Y3 — y1)}-
Paso dos. Las transformaciones lineales

A = (332—901 ﬂﬂs—xl) y Ay = (13—2?1 w2—271)

Y2—Y1 Y3—Y1 Y3—yi Yy2—y1
satisfacen que
Al_ll(T—(m,yl)(Al)) = A= AIQI(T—(xl,yl)(AI))'

Observamos que A # Ajy.

Paso tres. Aplicamos los pasos uno y dos a los vértices (xq,y2) v (z3,y3) en
Al.

Finalmente, las seis transformaciones afines que llevan el tridngulo A; al
triangulo A, son

¢, R — R?
2.15
(z,y) = (Aa. OT*(-’&)L,?J&))(x?y)’ ( )

ae{l,2,3}, ve{l,2}.

Las transformaciones afines mandan vértices en vértices. Cada transfor-
macién afin ¢, determina una permutaciéon de los vértices y viceversa, dados
tres puntos en el plano, hay seis permutaciones, ellas corresponden a las seis
transformaciones encontradas. [

Teorema 2.7.4. Las transformaciones afines mandan triangulos de drea no
cero, en tridngulos de drea no cero.

Demostracion. Consideramos dos tridngulos en el plano

A= {(951791)7 (72, Y2), ($37y3)} y Ag= {(954&4): (5, Ys), (%‘7%)}7

ambos con area no cero.
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De las seis transformaciones afines que llevan A; en A., como se muestran
en (2.15)), fijamos una de ellas, supongamos ¢;. Consideramos las seis trans-
formaciones afines 1! que llevan A, en A,. Las seis transformaciones afines

son
0, R? — R2

(IE,y) — <w;10¢1>($’y)7 Le{l?"'>6}'
]

Corolario 2.7.5. Una transformacion afin ¢ es determinada de manera
inica por tres puntos no colineales (x1,y1), (T2,Y2), (x3,y3) y sus imdgenes
(x4,y4), (x5,9s5), (x6,ys) respectivamente bajo ella. O

Observacién 2.7.6. Las transformaciones afines de R? preservan:
i) rectas.

Las propiedades de preservar e invertir orientacién descomponen al con-
junto Afin(R?) en dos subconjuntos.
i) El conjunto de transformaciones afines de R® que preservan orientacion
es

Afin,(B?) = {¢: B> — R?| §(z,y) = A() +v, Ac GL.(2R) ,veR?}.

i) El conjunto de transformaciones afines de R* que invierten orientacion
es

Afin_(R*) = {¢ : R* — R* | ¢(z,y) = A(y)+v, Ae GL_(2,R) ,v e R*}.

Las rotaciones son transformaciones afines que preservan orientacién y las
reflexiones son transformaciones afines que invierten orientacién.

Lema 2.7.7. El conjunto Afin, (R?) es un subgrupo no conmutativo del grupo
Afin(2,R). O

Observacién 2.7.8. El conjunto Afin_(R?) no es grupo.

Como resumen presentamos la siguiente tabla, que nos dice algunas pro-
piedades que satisfacen los conjuntos y grupos de transformaciones estudiados
en el Capitulo 2.
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Se preserva;
notacién | grupo/ | distan- | &ngulos | areas | lineas el orienta-
conm. cias rectas | origen | cién

Trans(R?) | v /v v v v v X v
SO(2,R) | v /v v v v v v v
0_(2,R) X /X v v v v v X

O(2,R) v /x v v v v v X
Iso(2,R) | v/x v v v v X X

Iso,(2) v/ v v v v X v
Iso_(2,R) | x/x v v v v X X
GL(2,R) | v/x X X X v v X
GL.(2,R) | v/x X X X v v v
GL_(2,R) | x/x X X X v v X
Afin(R?) | v//x X X X v X X
Afin, (R?) | v//x X X X v X v
Afin_(R?) | x/x X X X v X X

(2.16)

Naturalmente, la “x” en la tabla significa que no todas las transformaciones
del conjunto preservan dicha propiedad.

Debido a que los conjuntos O_(2,R), Iso_(R?),GL_(2,R) y Afin_(R?) no
son grupos, ellos no son comunes en la literatura. Sin embargo, consideramos
incluirlos con el fin de tener més claridad.

Finalmente, el siguiente diagrama muestra las contenciones de los con-
juntos y grupos estudiados en el Capitulo 2. Para representar que G < H en
el diagrama, usamos que G — H.
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Trans(R?)

Afz'n+(R2)4>Af2”n(R2)‘ Afin_(R?)

/ / | / ‘
GL; (2, R)—‘—GL(Z, R)«— GL (2,R)
Iso, (RZ)«’—[SO(RQ) - T Iso_(R?)

SO2,R)—— ~O(2,R)~—O_(2,R)




Capitulo 3

Superficies

Estudiamos superficies topoldgicas con y sin frontera. Exponemos ejem-
plos de espacios topoldgicos que poseen la propiedad de ser superficie topolé-
gica, como por ejemplo un cono de un manto. También mencionamos algunos
espacios topolégicos que no son superficies topoldgicas como por ejemplo el
cono de dos mantos.

3.1. Nociones elementales
El producto cartesiano n—dimensional R"™ provisto de la topologia usual

Ty €8 un espacio topologico.
El disco abierto de centro en pg € R y radio r € R es el conjunto

D(po,r) = {x ‘ ||z — pol| < r} < R™.
Una base para la topologia usual es
B = {D(po,r) | ppeR”, re ]Rﬂ» C Ty

Los abiertos de R™ son uniones arbitrarias de elementos de la base 5.
Una base numerable de abiertos para la topologia usual es

ﬁ/: {D(Q,T) ’ qun7 T'E@+} < Ty

Dos construcciones de topologias:

52
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Primera construccion. Dado un subconjunto S de R™. Una topologia para S

es
Tsz{UﬂS’UETu}.

Ella es la topologia inducida en S por la topologia usual de R".

Naturalmente, una base de abiertos numerable para la topologia inducida es

B"={D(g.r)n S| D(g,1) € f'}. (3.1)
El espacio topolégico (S, 7s) es un subespacio de (R™,7,).

Segunda construccion. Dado un subconjunto S de R" y una relacién de equi-

[43 7

valencia “ ~” en S, la funcién de proyeccion a clases de equivalencia
TS — S/~
p — [p]
existe por teoria de conjuntos, donde | | denotan las clases de equivalencia.
Una topologia para el conjunto de clases de equivalencia S/~ es

.={Uc S/~ |7 ' (U)ers}.

esto es, U S/ ~ es abierto si y solo si su preimagen bajo 7 es abierto en
S. La topologia 7. es la topologia cociente.
El espacio topolégico (S/~, 7.) es llamado espacio topoldgico cociente.

Definicién 3.1.1. Una funcién entre espacios topolégicos
T2 (X7 T) - <Y> T/)
p — »(p)

es continua si y solo si la imagen inversa de cualquier abierto U € Y es abierto
en X, es decir, si U € 7/, entonces ¢~ *(U) € 7.

Lema 3.1.2. 1. La funcion de proyeccion a clases de equivalencia,

w: (S, 1s) — (S/~,7)
p — [p],

es continua.

2. 8i B es una base para la topologia de S, entonces w([3) es base para la
topologia de S/~.

3. Si B es una base numerable de abiertos para la topologia de S, entonces
7(B) es base numerable de abiertos para la topologia de S/~.
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Demostracion. 1. Por definicién sabemos que U < S/~ es abierto si y sélo
si su preimagen bajo 7 es abierto en S, asi 7 es continua.

2. Consideramos un abierto U < S/~. Por la continuidad de 7 tenemos que
71 (U) < S es abierto, él es unién de abiertos de la base 3

~'(U) =B

Bep

Aplicamos 7 a la igualdad anterior

w@lw»=w<UB>.

Beg

Como 7 es sobreyectiva, tenemos que

U= J=(B).

Bep

Por ello, 7(3) es base de S/~.
3. Recordamos la siguiente definicién. Un conjunto C' es numerable si y solo
st existe una funcion

fN — (C

n — f(n)
sobreyectiva. Como 3 es numerable, existe una funcién sobreyectiva

[N —

n — B,

donde B, es un abierto en la base 3. Sabemos que la funciéon de proyeccion
es sobreyectiva, por ello, la funcién composicién,

rof:N — 7()
n +—— w(By,),

es sobreyectiva. Por lo tanto 7(f) es numerable. O

Observacién 3.1.3. Todo subconjunto S de R? provisto de la topologia
inducida 7¢ posee las siguientes propiedades

i) (S, Ts) es espacio topoldgico,

ii)(S, 75) es de Hausdorff,

ili) 7¢ posee una base numerable de abiertos.
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Definicién 3.1.4. Un homeomorfismo entre dos espacios topolégicos (X, 11)
y (Y, 72) es una funcién,

p: X — Y
p — (p),
i) biyectiva,
ii) continua y
iii) con inversa, ¢!, continua.

Por simplicidad, escribimos a los espacios topolégicos (X, 1) y (Y, 72)
solamente como X e Y respectivamente, siempre y cuando no haya confusion
con la topologia que tenga cada uno.

Definicién 3.1.5. Un espacio topolégico (S, 7s) es localmente homeomorfo
a R? si para cada punto ¢ € S existen un abierto U < S que contiene a ¢y y
un homeomorfismo

p:UcS — D(py,r)c R?
p — ¢

tal que
©(q0) = po-

Ejemplo 18. Un anillo abierto
A ={(z,y)|r<2*+y* <R, r, ReR"} cR?

es localmente homeomorfo a R2.
Seleccionamos un punto ¢qp en A, g. Para ' € R* suficientemente pequena,
consideramos el disco abierto D(qo, ") < A, g. La funcién identidad

Id: D(qo,7") = A —> D(q,7") = R?
p > p

es un homeomorfismo. Por lo tanto A, g es localmente homeomorfo a R?.
Ejemplo 19. El disco abierto de centro en el origen y radio r € RT
D@O,r) ={(z,y) | 2* +y* <r} cR®

es homeomorfo a R2.
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Consideramos la funcion

¢:D0,r) — R?

(2,y) — e

r2—||(@y)l]2’

donde ||(z,y)|| = A/22? + y2 es la norma del punto (z,y) € R? y r(z,y) es el
producto por escalar. Su funcién inversa es

e 1:R? — D(0,r)
r(z,y)

(@.y) — SeaE

Verificamos que (¢! o ¢)(z,y) = (z,y), en efecto

(¢ o) (z,y) = eiel) iyl
) rg_”%Hz \/TZ_M
Ve +l@y)? P2+ ()2
2
— ) ().

De manera similar se verifica que (po¢™)(z,y) = (z,y). Observamos que ¢
v ¢! son continuas. Por ello ¢ es un homeomorfismo. Por lo tanto, D(0,r)
es homeomorfo a R2.

Haciendo uso de la traslacién T, € Trans(R?), cualquier disco abierto D(py, )
es homeomorfo a R?.

3.2. Superficies topolégicas
Definicién 3.2.1. Una superficie topologica
S =(5,7)
i) es un espacio topoldgico,
ii) es de Hausdorff,

iii) posee una base numerable de abiertos y
iv) es localmente homeomorfa a R?.
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Ejemplo 20. El anillo abierto del Ejemplo |18y el disco abierto del Ejemplo
son superficies topolégicas.

Ejemplo 21. Un cono de un manto
C={(z,y.2) 2" +y"=2" 220} R’

es una superficie topoldgica.

El cono de un manto C; provisto de la topologia inducida satisface i), ii) y
iii), esto es por la Observacién m Falta mostrar que C; es localmente ho-
meomorfo a R?. Consideramos un punto py = (o, yo, 20) en C;. Introducimos
la funcién de proyeccion sobre el plano xy, este lo denotamos como Riy,

TY”

Tomamos un disco abierto D(W(po), r) < R2 | ver Figura

zZ,

Figura 3.1: Cono de un manto.

Como 7 es continua, la imagen inversa del disco abierto bajo 7,
U =7""(D(r(py),r)) nCi < C,
es abierto en C;. La funcién

¢:UcC — D((zo, 1)) < R2,
p — ¢p)=7(p)
es un homeomorfismo. Por lo tanto, el cono de un manto es una superficie
topoldgica.
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El ejemplo anterior se puede generalizar como se muestra en el siguiente
corolario.

Corolario 3.2.2. La grafica de una funcion continua
f:DcR? — R
(z,y) — flz,y),
donde D es abierto, es una superficie topologica.

Demostracion. La demostracién es analoga en el ejemplo anterior. Conside-
ramos un punto (a:o,yo, f (a:o,yo)) en la grafica de la funcion f, denotada
por G. Tomamos un disco abierto de centro en el punto 7'('(1‘0, Yo, f (o, yo)) =
(w0, y0) € R? y radio r € RT suficientemente pequetio, es decir D((:co, Yo), 7’) -
D. Como la funcién de proyecciéon 7 es continua, tenemos que la interseccién,
de la imagen inversa del disco abierto D((wo, Yo), 7“) bajo m con G, es abierta
en (G. Finalmente,

7T37T71(D((170,yo)77“))ﬁ0 — D((ifo,yo)ﬂ’)
(x,y,2) — 7(2,9,2) = (z,9)

es un homeomorfismo y por la Observacién concluimos la demostracion.
[l

Para apreciar mejor el concepto de superficie topologica veamos los si-
guientes ejemplos negativos.

El siguiente ejemplo satisface 1), iii) y iv) pero no ii).

Ejemplo 22. Un espacio topolégico que no es de Hausdorff. Tomamos dos
copias del plano cartesiano, estas son

Pi={(rp.9) | 2=1} y P = {(z9.9) | == -1},
Consideramos la unién disjunta de dichos planos
X:PIHP_1C]R3.

Damos al conjunto X la topologia inducida 7x de la topologia usual R3.
Definimos una relacién de equivalencia “~” en X como sigue

(fﬂ,y,l) ~ (l'/,y/,—l) —— Y, y/ >0 y (x,y) = (xlay/)a
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P I[Py
. I
=TSy

I

Figura 3.2: Plano no Hausdorff.

en otro caso (z,y, z) en X es equivalente sélo con él mismo.
Introducimos la funcion de proyeccion a clases de equivalencia

X — X/~=Y
p —> [p] )
Por el Lema |3.1.2] inciso 3, el espacio cociente Y posee una base numerable
de abiertos. Claramente, Y es localmente homeomorfo a R?, ver Figura [3.2]

Finalmente mostramos que Y no es de Hausdorff. Seleccionamos dos puntos
distintos en Y

[QO] = [(0a07 1)] 7 [(Oa()? _1)] = [‘h]'

Consideramos los abiertos
U= {[(l’,y,l)] | $2+y2 <T%, 1 ER+} CYy
V={lz.y.-D] | 2* +y? <1}, meR*} Y.

Notemos que [qo] € U, [¢1] € V y su intersecciéon U n V' es no vacia, ver
Figura [3.2] Por lo tanto Y no es superficie topoldgica.

El siguiente ejemplo satisface i), ii) y iv) pero no iii).

Ejemplo 23. Un conjunto de planos con altura irracional. Para cada nimero
irracional 2z € I tomamos una copia del espacio topolégico (R?,7,), este es
denotado como P,,. Consideramos la unién disjunta de todos los planos P,
de la siguiente manera.

Xz]_[PZO = H{(x,y,zo) | 20 €I} < R®.

zo€ll zo€l
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Figura 3.3: Un conjunto de planos irracionales.

Cada elemento de la topologia de X es union de abiertos de cada plano P,.
Notemos que un disco abierto 2—-dimensional

l)(QO77) = {(1% yv'ZO) |:f2 + y2 <7, Z€ I ﬁJ()} C:-FLO

es abierto en X. Claramente X es espacio topologico, es de Hausdorff y es
localmente homeomorfo a R2.
Mostramos que X no posee una base numerable de abiertos. Consideramos
el abierto

U= L[D((xo,yo,zo)ar) c X,

zo€l

ver Figura[3.3] Como el conjunto de nimeros irracionales es no numerable, no
existe una colecciéon de abiertos numerable tal que su unién sea U. Por ello,
T no posee una base numerable de abiertos. Por lo tanto, X no es superficie
topoldgica.

El siguiente ejemplo satisface i), ii) y iii) pero no iv).
Ejemplo 24. Un cono de dos mantos

Co={(z,y,2) | 2°+y* =2} < R
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El cono de dos mantos provisto de la topologia inducida satisface i), ii) y
iii), esto es por la Observacién [3.1.3] Mostramos que Cy no es localmente
homeomorfo a R2. Por contradiccién. Supongamos que para el origen 0 € Cy
existe un abierto U < Cy que lo contiene y un homeomorfismo

p:UcCy —> D(py,r)c R?

tal que p(0) = po. Hacemos uso de una propiedad topolégic la conexi-
dad. Notemos que D((po), r)\{po} es conexo, pero U \{6} no es conexo, esto
produce la contradiccién. Por lo tanto, Cy no es superficie topologica.

3.3. Superficies topoldgicas con frontera

Denotamos un medio plano o semiplano superior con frontera como
H® = {(z,y) | 0 < y} = R*
La frontera de H? es
OH® = {(z,y) |y = 0} = R*.

El conjunto H? no es superficie topolégica, pero da origen a otra clase natural
de “superficies topoldgicas”.

Definiciéon 3.3.1. El medio disco abierto con didmetro es
D(0,7) n H

Observacién 3.3.2. El medio disco abierto con didmetro D(0,r) n H? es
homeomorfo a H?. Naturalmente, haciendo uso de una isometria, cualquier
medio disco abierto con didmetro es homeomorfo a H?. El homeomorfismo
es como en el Ejemplo[19

Definicién 3.3.3. Una superficie topologica con frontera
S =(57)

i) es un espacio topoldgico,

ii) es de Hausdorff,

iii) posee una base numerable de abiertos y
iv) es localmente homeomorfa a R? o a H?.

'Una propiedad topoldgica es aquella propiedad que se preserva bajo homeomorfismos.
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Con esta definicién, H? < R? es una superficie topolégica con frontera.

Ejemplo 25. El disco cerrado

DO,r) = {(z,y)|z* +y* <r} c R’

es una superficie topoldgica con frontera la circunferencia de radio r.

Para probar que D(0,r) es una superficie topoldgica con frontera introduci-
mos coordenadas polares. Consideramos el plano cartesiano menos un rayo

P=R*\{(z,0) | 2 <0} cR®
y el rectangulo
R={(p,0)|0<p, -7 <8 <7}cR?
como muestra la Figura

Y

Figura 3.4: Coordenadas polares

La funcién de coordenadas polares es

B:P — R

(z,y) F»(vﬁ+fmm4@wﬂ

con inversa
PR — P
(p.6) — (pcos(6), psen(6))

es un homeomorfismo.
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Para probar que el disco cerrado es superficie con frontera, mostramos tni-

camente que para todo punto g en su frontera, D(0, ) es localmente homeo-
morfo a HZ.

Aplicamos la rotacién Ro_g, 6 = argo(qo), al disco cerrado D(0,r), llevando
el punto ¢g a (r,0), ver Figura inciso a). Quitamos un rayo al disco cerrado

Ro_y (D(ﬁ, 7’)), esto es

P = Ro_y (D(G, 7“)) \{(2,0) | 2 <0} = R%.
Aplicamos al conjunto P la funcién 3, obteniendo el rectdangulo
R={(p,0)0<p<r —m<f<m}cR?

con B(r,0) = (r,0) € R ver Figura 3.5 inciso b).

R? P 0 R
Vs
) . . qs
—T
a) b)

Figura 3.5: a) rotacién Rop y b) la funcién de coordenadas polares B.

RQ

Consideramos el abierto
V= D((r, O),ro) NRc R,conrg<r, m

y su imagen inversa

(Rogo B~ 1) (V) = U.

La funcion

0:Uc D0,r) — VcR
(,y) — (PoRoy)(z,y)

es el homeomorfismo deseado. Por lo tanto, el disco cerrado D(0,r) es una
superficie topolédgica con frontera.
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Ejemplo 26. Un anillo cerrado
A ={(@y)|r <2’ +y* <R} c R

es una superficie topoldgica con frontera.
Usando coordenadas polares, el anillo menos un rayo

A p\{(2,0) | 2 <0} c R?
se puede transformar en un rectangulo
R={(p,0))r <p<R, —m<0<m}cR.
La prueba es similar al ejemplo anterior.

Ejemplo 27. Un triangulo
A c R?,

provisto de

i) tres vértices vy, vg, vs,

ii) tres aristas aj, as, as y

ii) una cara A con area positiva,

es una superficie topolégica con frontera 0A = vy U a; U vy U as U v3 U as.

Para probar que el tridngulo es superficie con frontera, mostramos tinicamente
que para cada vértice v,, A es localmente homeomorfo a H?2.

Consideramos el sector angular S = D (v, r)NA, donde r cumple que S < A,
notemos que S es abierto. Supongamos que el angulo del sector angular S
es . Aplicamos una isometria Z al abierto S, llevando un lado del sector
angular S en el eje x, como muestra la Figura [3.0]

Figura 3.6: Funcién composicién 81 o H o P o T.
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Hacemos un cambio de coordenadas rectangulares a coordenadas polares bajo
la funcién PB. La imagen del sector angular Z(S) bajo B es el rectangulo

R={(p,0)]p<r, 0<0<p}cR?
como muestra la Figura [3.6] él es abierto. A R le aplicamos la funcién

H:R — R ={(p0)lp<r, 0<0<n}cR?
(p,0) — (p.50),

para obtener el rectdngulo R’. Finalmente, bajo la funcién B! llevamos el
rectdangulo R’ al medio disco con frontera como muestra la Figura [3.6] De lo
anterior concluimos que A es superficie topoldgica con frontera.

De manera similar al ejemplo anterior, tenemos que un poligono P < R?
es una superficie topologica con frontera.

Figura 3.7: Regién poligonal.

También, una region poligonal construida de la siguiente manera un poligono
P, = R? menos otro poligono P, = R?, con 0P, n 0P, = ¢, como muestra la
Figura [3.7] es una superficie topoldgica con frontera.

Lema 3.3.4. Si S < R? una superficie topoldgica con frontera D, entonces
la grdfica de una funcion continua

f:ScR? — R
(z,y) — flz,9),
es una superficie topoldgica con frontera f(D), ver Figura .
La demostracién se sigue del Corolario [3.2.2]

Los siguientes ejemplos no satisfacen una condicién de la definicién de
superficie topolégica con frontera.
El siguiente ejemplo satisface i), iii) y iv) pero no ii).
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&>

Figura 3.8: Grafica de una funcién con frontera.

Ejemplo 28. Una banda no de Hausdorff.
Tomamos dos bandasen R* By = [—1,1]xRx {1}y B_; = [-1,1]xRx{—1}.
Consideramos la uniéon

X=BuB;=[-11] xRx {1}]_[[—1,1] x R x {~1} < R®.

113 2
~

Definimos una relacion de equivalencia en X como sigue

(m,y, ]-) ~ (:L'I)ylv _1) Y, yl >0 y (l‘,y) = (xlay/)a

en otro caso (x,y, z) en X es equivalente s6lo con él mismo. Introducimos la
funcion de proyeccion a clases de equivalencia

X — X/~=Y
p — |[p].

El espacio topoldgico Y no es una superficie topoldgica con frontera.
Basta seguir la idea del Ejemplo [22]

El siguiente ejemplo satisface i), ii) y iv) pero no iii).
Ejemplo 29. Un conjunto de bandas irracionales

X=H{(x,y,z0)]—1<:v<1, zel} cR®

zo€l

no es una superficie topologica con frontera. Basta seguir la idea del Ejemplo
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El siguiente ejemplo satisface i), ii) y iii) pero no iv).
Ejemplo 30. El mono
M = {zy <0} < R?,

(que es el segundo y cuarto cuadrante del plano, unién los ejes de coorde-
nadas) no es una superficie topoldgica con frontera. Basta seguir la idea del
Ejemplo

3.4. Ensamblado de triangulos

Conviene precisar que para nosotros pegar o ensamblar conjuntos significa
lo siguiente. Consideramos la union disjunta de n conjuntos

ﬁ UOZ?
a=1

introducimos en ella una relaciéon de equivalencia ~.
La proyeccion a clases de equivalencia

n ﬂUa

e HUa — =L
a=1

]

existe por teorfa elemental de conjuntos. El corchete [ | denota las clases de
equivalencia.
El conjunto de clases de equivalencia

pl—)

=)

con la topologia cociente es el pegado de los conjuntos U, bajo la relacion de
equivalencia ~.

Esto es a nivel de conjuntos, ahora vamos a extenderlo a nivel topoldgico.
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De ahora en adelante consideramos a un tridngulo como en el Ejemplo
Es indispensable considerar que las caras y las aristas de un triangulo
estan orientados. Una orientacion en la cara A de un tridngulo equivale a
una orientacion de las aristas de su frontera. Hay dos posibilidades.

= Una orientacién es positiva, si recorremos la frontera del tridngulo en
sentido contrario de las manecillas del reloj. En este caso las aristas
orientadas las denotamos por a,. La manera de etiquetar a los vértices
y a las aristas es como muestra la Figura inciso a).

= Una orientacion es negativa, si recorremos la frontera del tridngulo en
sentido a las manecillas del reloj. En este caso las aristas orientadas las
denotamos por a_!. La manera de etiquetar a los vértices y a las aristas
es como muestra la Figura [3.9] inciso b).

Figura 3.9: Orientaciones de un tridngulo.

Consideramos dos triangulos
Ay = {vy,v9,v3} Yy Ao = {vs, 05,06}

Senalamos dos aristas

e a, < A; con extremo inicial v, y con extremo final v,y 1 y

e ag C Ay con extremo inicial vg y con extremo final vg,.

Sia =3y =06, entonces definimos vo41 = V1 y Vg+1 = V4.

Hay cuatro posibilidades de ensamblar A; con A, lo largo de las aristsa a,

y ag, ver Figura [3.10]

Observaciéon 3.4.1. Si los triangulos no son orientados, entonces hay dos
posibilidades de ensamblar Ay con Ag lo largo de las aristas a, y ag.
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i) Los tridngulos poseen orientacién positiva, ver inciso a).

ii) El tridngulo A; posee orientacion positiva y Ay orientaciéon negativa, ver
inciso b).

iii) El tridngulo A; posee orientacién negativa y A, orientacién positiva, ver
inciso ¢).

iv) Los tridngulos poseen orientacién negativa, ver inciso d).

a,) Va+1 Up
b
Aoy ag
Vo V41

Va+1 Up+1

)
—1
(o Gg
Vo Uﬁ

Va+1 Up+1

Figura 3.10: Formas de pegar dos triangulos orientados.

Mostramos como ensamblar los tridngulos Ay y As.
i) Tomamos el caso en que los dos tridngulos poseen orientacién positiva.
Introducimos una funcién lineal

Iaﬁ:aa — dag
3.2
p — I.s(p), (32)

donde
]aﬁ(va) = 1)5+1 y Iag(va + 1) = ’Uﬁ.

Dicha funcién lineal 1,5 determina una relacién de equivalencia ~ en Ay [ [ Aq
como sigue. Dados p € a, y q € ag

p~q<=l.s(p) = q,
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en otro caso todo punto p € A; o ¢ € Ay es equivalente sélo con él mismo.
El conjunto de clases de equivalencia

A []A

es el ensamblado de los dos tridngulos a lo largo de una arista. Para el caso
iv) el ensamblado de los dos tridngulos es similar.
iii) Ahora tomamos el caso en que A; posee orientacién negativa y Ay orien-
tacion positiva.
Introducimos una funcién lineal
]oﬁlﬂ . a;l — dag
p [a_lﬁ(p)7
donde
In-15(va) =v8 ¥ In-15(va +1) = va41.
La funcién lineal I,-15 determina una relacién de equivalencia ~ en Ay [ [ Aq

como en el caso anterior.
El conjunto de clases de equivalencia

A []A

~

(3.3)

es el ensamblado de los dos triangulos a lo largo de una arista.

Lema 3.4.2. De ensambladura para aristas. El conjunto de clases de

equivalencia (3.3
A [TAs

~

= S’
con la topologia cociente es una superficie topologica con frontera.

Demostracion. Sin perdida de generalidad consideramos el caso en que los
dos tridngulos poseen orientacion positiva. La demostracion para los otros
tres casos es analoga.

Para el tridngulo A; existe una transformacién afin ¢;, ver Lema tal
que ¢1(A1) es el tridngulo A. = {(0,0), (0,1),(1,0)} ¥ ¢1(aq) es la arista de
(0,1) a (1,0).

Anélogamente, para el triangulo A, existe una transformacion afin ¢, tal que
¢2(As) es el tridngulo Az = {(O, 1),(1,0), (1, 1)} y ¢2(ap) es el segmento de
recta de (0,1) a (1,0).
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Ambas transformaciones afines satisfacen la igualdad de sus imégenes
¢1(aa) = ¢2(as).
Consideramos el siguiente diagrama
A [[A
D L -
[0,1] x [0, 1], (3.4)

donde la funcion ® estd determinada por ¢ y ¢o como sigue

™

S

O:AT]A — [0,1] x [0, 1]
{cbl(p) sipe Ay
p >

Pa(p) sipe Dy

y la funcién R, que la llamamos de reconocimiento, estd determinada como
sigue

R:[0,1] x [0,1]] — S
o) mod(ry) siy<-—z+1 (3.5)
l’jy >
Togy (z,y) siy>-—x+ 1.

Afirmamos que R es un homeomorfismo.

Observamos que para todo punto pg en la arista de (1,0) a (0,1), @' no es
funcién. Es claro observar que ®~!(py) posee dos imégenes ¢; ' (x,9) € A, y
¢7 (z,y) € Ay. Afortunadamente, al aplicarles 7 obtenemos que

m(01(w0, 90)) = m(P2(70, Yo))-

Asi, R estd bien definida.

Haciendo un razonamiento andlogo a R, su inversa R~!, estd bien definida.
Consideramos un abierto U < S. Para mostrar que R es continua considera-
mos dos casos.

Caso uno : Supongamos sin pérdida de generalidad que U esta en el interior de
7(Ay). Recordemos que U es abierto siy s6lo si 1 (U) es abierto en Ay [ [ As.
Como ¢1 y ¢y son homeomorfismos, tenemos que ® (7~ 1(U)) = R™YU) es
abierto en [0, 1] x [0, 1].
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Caso dos: Si U intersecta a m(a,) = 7(ag), entonces 7~ (U) es unién de dos
abiertos disjuntos V < A; y W < A,, es decir

T U) =V]][W
Finalmente ®(V ][ [W) = &(7~1(U)) = R~ (U) es abierto en [0, 1] x [0, 1].

De lo anterior, R es un homeomorfismo. Como [0,1] x [0,1] es superficie

topoldgica con frontera, concluimos que S también lo es.
]

En el resto de este trabajo, la mayor parte es ensamblar triangulos a lo
largo de una arista. A priori las etiquetas para las aristas y vértices de dos
triangulos A; y As no son las mismas. Por simplicidad, dos aristas ensam-
bladas las etiquetamos con la misma letra a,. Recordemos que hay dos casos
principales:

1. Identificar a,, con a,.
2. Identificar a,, con a_'.

Ahora vamos a ensamblar mas de dos triangulos.
Consideramos una coleccién finita de triangulos orientados

{Al,...,Aa,Aa+1,...,An} n = 3.

De cada triangulo A, seleccionamos un vértice y las dos aristas que inciden
en él.

Etiquetamos el vértice seleccionado como v, y las aristas como a, y @41 €n
A,. Si a = n, entonces definimos a,,1 = a;. La arista a,, se ubica recorriendo
la frontera del triangulo A, en sentido antihorario. La Figura [3.11] ilustra
como etiquetar la dos aristas a, v Gqy1-

Ensamblamos por parejas las 2n aristas seleccionadas. Las funciones lineales

.ol +1
Iot1a+41 tas” — ag

p — Laiaa(p), (3.6)

determinan una relacion de equivalencia ~. El indice £1 depende de la orien-
tacion de cada triangulo. La relacién de equivalencia es
1) Todos los vértices seleccionados vy, . .., v, se identifican en un sélo punto

q.
2) La arista a, < A, que tiene extremo v, se identifica con con la arista
ao © Apy1 que tiene extremo v 1.
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U1

a2
U2
as
a1
a2 Aa+1 an
Ver
Qo
v

Unt1 = a1 n

Figura 3.11: Etiquetacién de las dos aristas a,, a,+1 que inciden en el vértice
Vg

3) Se realiza esta identificaciéon de manera ciclica, es decir, la arista a,, .1 < A,
que tiene extremo v, se identifica con la arista a; < A; que tiene extremo
V1.

El conjunto de clases de equivalencia

[1a.
o=l (3.7)

~

es el ensamblado de los n > 3 tridngulos, ver Figura [3.12]

Lema 3.4.3. De ensambladura para vértices. El conjunto de clases de

equivalencia ([3.7)

con la topologia cociente es una superficie topologica con frontera.

Demostracion. Seguimos la idea de la demostracién del Lema [3.4.2]

Como los tridngulos Ay, ..., A, no son del mismo tamano, procedemos
de la siguiente manera. Para cada tridngulo A, existe una transformacion
afin ¢, ver Lema tal que ¢1(A,) es el tridngulo isdsceles de vértices
en el circulo unitario, estos son

{(0,0), (cos(2m (v — 1)/n),sen(2m(ov — 1)/n)), (cos(2mar/n), sen(2ma/n)) }.

Consideramos el siguiente diagrama
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Un

Ap4+1 = a1

Figura 3.12: Ensamblado de n < 3 tridngulos.

]jAa il S

a=1

¢ R

P (3.8)

donde P es un poligono regular en R? con centro en el origen y un vértice en
(1,0).
La funcién ® usa a ¢, paratoda 1< a<n

fI):L[lAa — P
T Pu(r) sirel,.

La funcion de reconocimiento
R:P — S
p — (o' (p) pela

esta bien definida y es biyeccion.
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Para mostrar la continuidad de R, basta con tomar un abierto U < S tal
que ge U.

Es claro que, 7~1(U) es unién de abiertos disjuntos V,, = A, para toda
ae{l,...,n}, por ello

' U) =] ]Va
es abierto. Asf, ®([[V,) = ®(71(U)) = R™}(U) es abierto en P.

Finalmente, como P es superficie topoldgica con frontera, concluimos que S
también lo es, con lo cual queda terminada la prueba. O

3.5. Construccion de superficies topolégicas
a partir de un cuadrado

Finalmente probamos dos lemas que nos ayudan a construir nuevas su-
perficies topoldgicas con y sin frontera, como por ejemplo un cilindro, una
banda de Mobius, una esfera, un toro, un plano proyectivo y una botella de
Klein.

Usamos los dos lemas anteriores y para construir nuevas super-
ficies topolodgicas con o sin frontera. Consideramos el cuadrado con frontera
[0,1] x [0,1] = R?, obtenido de ensamblar dos tridngulos orientados, él es
una superficie topoldgica con frontera. En detalle [0, 1] x [0, 1] posee
e una cara (0,1) x (0,1)
¢ una frontera

2([0,1] x [0,1]) = [0,1] x {0} U [0,1] x {1} U {0} x [0,1] U {1} x [0,1].

Existen varias maneras de pegar la frontera para obtener diferentes superficies
topoldgicas con o sin frontera.
La notacién (a,b) ~ (c,d) significa que los puntos (a,b) y (c,d) en la fron-
tera de [0,1] x [0,1] son equivalentes y un punto (z,y) € (0,1) x (0,1) es
equivalente sélo con él mismo.

Definicién 3.5.1. Una superficie triangulada es un espacio cociente

]2

e — (3.10)

~
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donde en la unién disjunta de los triangulos, la relacién de equivalencia pro-
viene del ensamblado de las aristas

p € 0, esta identificado con ¢ € 0Az

~qge=1 "
b~ { i.e. Ing(p) = q.

en otro caso p esta relacionada sélo con él mismo.
Por abuso de notacion los conceptos de superficie topoldgica y superficie
triangulada son usados como equivalentes.

Ejemplo 31. FEl toro. Consideramos en [0, 1] x [0, 1] la relacién de equiva-
lencia

(x,O) ~ (56,1), (07y) ~ (17y)7 O<zy<l
La superficie topolédgica que obtemos es el toro
0,11 [0.1] _ g

~

ver Figura [3.13]

Figura 3.13: Construccién del toro.

El conjunto [0,1] x [0,1]/~ es un espacio topolégico de Hausdorff con base
numerable de abiertos.

Para [p] = [(xo,v0)] € [0,1] x [0,1]/~, xo,yo # 0,1, consideremos el abier-
to U que contenga a [p] de tal manera que 7= '(U) = D(p,r), r = min{
distancias de p a cada arista }. Claramente en el punto [p], el espacio
[0,1] x [0,1]/~ es localmente homeomorfo a R?.

Para [p] = [(0,y)], 0 < y < 1. La imagen inversa de un abierto que contenga
a p bajo m, serd la unién de dos medios discos en el cuadrado. Por el lema de
ensambladura para aristas, [0, 1] x [0, 1]/~ es localmente homeomorfo a R?.
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Si tomamos [p] = [(0, 1)], entonces por el lema de ensambladura para vérti-
ces, [0,1] x [0,1]/~ es localmente homeomorfo a R?.
De lo anterior, [0,1] x [0,1]/~ es una superficie topoldgica. La frontera de
T? es vacia.

Los siguientes ejemplos también son superficies topoldgicas, algunas con
frontera.

Ejemplo 32. El cilindro. Consideramos en [0, 1] x [0, 1] la relacién de equi-
valencia

0,9) ~ (1, y), 0<y<l

La superficie topolégica que obtenemos es el cilindro, ver Figura [3.14] La
frontera de S' x [0, 1] es homeomorfo a la unién de dos circulos.

Figura 3.14: Construccién del cilindro.

Ejemplo 33. La banda de Mébius. Consideramos en [0, 1] x [0, 1] la relacién
de equivalencia

0,9) ~ (1,1 —y), 0<y<l
La superficie topolégica que obtenemos es la banda de Mobius.

[0,1] x [0,1]

~

= BM,
ver Figura Su frontera es homeomorfo a un circulo S!.

Ejemplo 34. La esfera. Consideramos en [0, 1] x [0, 1] la relacién de equi-
valencia

('I’O) ~ (O’y)7 (17y) ~ (x7 1)7 0 < I7y < 1'
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i [ B

Figura 3.15: Construccién de la banda de Mobius.

La superficie topolégica que obtenemos es la esfera

[0,1] x [0,1]

~

=52

ver Figura La frontera de S? es vacia.

-0

Figura 3.16: Construccion de la esfera.

Ejemplo 35. El plano proyectivo real. Consideramos en [0,1] x [0,1] la
relacion de equivalencia

(07y)~(171_y)7 (07m)~(1_‘r71)7 0<x7y<1‘
La superficie que obtenemos es el plano proyectivo real.

[0,1] x [0,1]

~

— RP?,

ver Figura La frontera de RP? es vacia.
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B é®

Figura 3.17: Construccién del plano proyectivo real.

Ejemplo 36. La botella de Klein. Consideramos en [0, 1] x [0, 1] la relacién
de equivalencia

O,9) ~ 1, 1-y), (2,0)~ (2,1), O<zy<L
La superficie topolégica que obtenemos es la botella de Klein.

[0,1] x [0,1]

~

= BK,

ver Figura La frontera de BK es vacia.

Figura 3.18: Construccién de la botella de Klein.

Definicién 3.5.2. Consideramos una superficie triangulada S.

= S es sin frontera si todos los lados de los triangulos que la forman estan
identificados.

= S tiene frontera si algin lado de un tridangulo no fue identificado.
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S es compacta si posee un numero finito de triangulos.

= S es no compacta si posee un numero infinito de triangulos.

S es orientable si no contiene una banda de Mobius como sub-superficie
triangulada.

S es no orientable si contiene una banda de Mobius como sub-superficie
triangulada.

Ejemplo 37. s Fl cilindro es una superficie topolégica con frontera, com-
pacta y orientable.

s La banda de Mdbius es una superficie topoldgica con frontera, compacta
y no orientable.

s La esfera es una superficie topologica sin frontera, compacta y orienta-
ble.

= Fl toro es una superficie topoldgica sin frontera, compacta y orientable.

= Fl plano proyectivo es una superficie topologica sin frontera, compacta
y no orientable.

s La botella de Klein es una superficie topoldgica sin frontera, compacta
y no orientable.
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