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Introduccion

La oferta y la demanda son los factores que determinan los precios en una
economia de mercado. Los precios estan determinados por los mercados de
manera tal que la oferta de bienes de los productores es igual a la demanda
de bienes por los consumidores. Tal estado de equilibrio es conocido como un
equilibrio de mercado.

Suponiendo que es posible clasificar todos los diferentes productos y servicios
del mundo en un numero finito de bienes, digamos m, los cuales estan dispo-
nibles en unidades infinitamente divisibles. El espacio de bienes es entonces
R™. Un vector de bienes x es un vector en R™ que especifica una lista de can-
tidades de cada bien y estos vectores son cambiados, fabricados y consumidos
en el transcurso de una actividad econémica, no los productos individuales.
Un wvector de precios p enlista el valor de una unidad de cada bien, asi que
también pertenece a R™. De aqui que el valor del vector de bienes z a los

precios p es
m
E pixi=p-T.
i=1

Los principales participantes en una economia son los consumidores. El pro-
posito esencial de la organizacion econémica es proporcionar vectores de bie-
nes para el consumo final de los consumidores. Vamos a suponer que hay un
nimero finito de consumidores. No todos los vectores de bienes son admisi-
bles como consumo final para un consumidor. El conjunto X; C R™ de los
vectores de bienes admisibles por el consumidor i es su conjunto de consumo.
Hay una variedad de restricciones que se podrian incorporar al conjunto Xj.
Una posible restriccion que puede ser puesta a los vectores de consumo admi-
sible es que sean no negativos. Una restriccion alternativa es que el conjunto
X; esté acotado inferiormente. Bajo esta interpretacion, cantidades negati-
vas de un bien en un vector de consumo final significan que el consumidor
estd ofreciendo el bien. La cota inferior pone un limite en los bienes que un
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consumidor puede adquirir.

Los proveedores estan motivados por las ganancias. Cada proveedor j tiene
un conjunto de produccion Y;. Un vector de oferta enlista las cantidades de
cada bien ofertado. La ganancia o ingreso neto asociado con el vector de

oferta y a los pecios p es
Zpiyi =Py
i=1

El problema de los proveedores es entonces elegir un y del conjunto de vec-
tores de oferta que maximicen la ganancia.
El conjunto de las sumas de los vectores de demanda menos las sumas de los
vectores de oferta es el conjunto de exceso de demanda, E(p). El precio p es
un precio de equilibrio de libre disposicion si existe algin z € E(p) tal que
z < 0 y siempre que z; < 0 entonces p; = 0.

La hipotesis en esta tesis es:

En una economia de mercado debe existir al menos un vector de precios
de equilibrio de libre disposicion.

Los teoremas del punto fijo han sido una herramienta importante para
mostrar la existencia de soluciones en la economia. Recordemos que, dado
un espacio topologico K y una funcién continua f : K — K decimos que
z € K es un punto fijo de f si f(z) = z. En este trabajo usaremos el teore-
ma del punto fijo de Brouwer y el teorema del punto fijo de Kakutani para
mostrar la existencia de precios de equilibrio de libre disposicion.

Esta tesis consta de tres capitulos. En el Capitulo 1 recordaremos conceptos
topologicos que se usaran a lo largo de este trabajo, también incluye una sec-
cion dedicada a conos y conos duales los cuales nos proporcionan una serie
de requisitos para poder asegurar la existencia de un precio de equilibrio de
libre disposicion.

En el Capitulo 2 hablaremos entre otras cosas de simplejos y subsimplejos
completamente etiquetados, enunciamos y demostramos uno de los teoremas
mas importantes en este trabajo que es el Teorema de Sperner, la importan-
cia de este teorema es que es un teorema de existencia.

En el tultimo capitulo incluimos conceptos econémicos y topoldgicos como
el de funciones conjunto valuadas y los teoremas que necesitamos para lle-
gar al teorema de Gale-Debreu-Nikaido el cual nos indica que bajo ciertas
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condiciones debe existir al menos un vector de precios de equilibrio de libre
disposicion.

Este trabajo esta basado en el libro: Fixed point theorems with applications
to economics and game theory [1].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a introducir conceptos y algunos resultados bési-
cos de la topologia que utilizaremos a lo largo de este trabajo, utilizaremos
la notacion estandar para los nimeros reales y los nimeros naturales, R, N
respectivamente, I denota al intervalo [0, 1] y el conjunto de nimeros reales
no negativos lo denotaremos por R*. Los elementos del espacio euclidiano R™
los denotaremos con letras minusculas, asi si x € R™ este se ve de la forma
(x1,9,...,2y). Los vectores unitarios en R™ estan denotados por ey, . .., €.
Dado un subconjunto A C R™, Cl (A) e Int (A) denotan la cerradura y el
interior de A respectivamente.

1.1. Conceptos Basicos en R”
Definicién 1.1. Definimos los siguientes ordenes parciales en R™. Decimos
que x >y St x; > y; para todot = 1,...,m yx >y st x; > y; para todo

1=1,...,m. En este contexto, si y es el vector cero entonces decimos que x
es no negativo. El producto interior de dos vectores x,p € R™ estd dado

por
m

pb-Tr= szl‘z
i=1

La norma euclidiana de x € R™ es




Dado € € RT definimos la bola de radio £ centrada en x como
Be(x) ={y e R™ : [[z —yl| <e}.

La nube de radio ¢ centrada en F (F € R™) es

N.(F) = ] B:(x).

zeF

Definicién 1.2. Sean x,y € R™, definimos la distancia de x a y como
dist(z,y) = ||z — yl|.

Definicién 1.3. Sean K C R™ y f una funcion continua de K en si mismo.
Un punto fijo de f es un punto z € K tal que f(z) = z.

Ejemplo 1.1. Si f : [0,1] — [0,1] es una funcién continua, entonces f
tiene un punto fijo. En efecto, si f(0) =0, entonces 0 es un punto fijo de f
y si f(1) =1 entonces 1 es un punto fijo de f.
Si f(0) #0 y f(1) # 1 entonces f(0) >0y f(1) < 1. Sea g : [0,1] — [0, 1]
dada por

g(x) = f(z) -
entonces g es continua y g(1) < 0 < ¢(0). Asi, por el Teorema del valor
intermedio (véase [4, Teorema 4, p. 266]), existe x € (0,1) tal que g(x) =0
y por lo tanto f(x) = x.

Definicién 1.4. Un conjunto C C R™ es convexo si para cualesquiera
z,y € C y X €l setiene que Ax + (1 — N)y € C. Véase la Figura 1.1. Para

los vectores x1, 2, ..., T, y los escalares no negativos Ay, Aa, ..., \, tales que
n n

E N = 1 el vector E Aix; se llama combinacion convexa finita.
i=1 i=1
Una combinacion convexa estrictamente positiva es aquella combi-

nacion conveza finita donde \; > 0 para cada i € {1,...,n}.

Definicién 1.5. Sea A C R™, el casco convexo de A denotado por Co (A)
es el conjunto de todas las combinaciones convexas finitas de A, es decir,
Co (A) es el conjunto de todos los vectores x de la forma

n
=1
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s

x
Conjunto convexo Conjunto no convexo

Figura 1.1: Conjunto convexo

para algun n, donde cada x; € A, M\i,..., A\, € RT g Z)‘i = 1. Véase la
i=1

Figura 1.2.

Figura 1.2: Casco convexo

Teorema 1.1. (Teorema de Caratheodory).

Sea E C R™. Six € Co(E), entonces x se puede escribir como una combina-
cion conveza de a lo mds m+1 puntos en E. Es decir, existen zg, ..., 2y, € E

Y Ny A € RT con

=0

tales que
m
i=0
Demostracion. Seax € Co (E). Entonces existen 21, ...,z € Ey Aq,..

Rt con S2F A = 1 tales que

k
=1

3
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Supongamos sin pérdida de generalidad que \; # 0 para todo i € {1,...,k},
esto debido a que si A\; = 0 para algin j, entonces x seria combinacion
convexa de k — 1 vectores.

Si k < m + 1 hemos terminado.

Supongamos que k£ > m + 1. Dado que la dimensién del espacio es m, los

k — 1 vectores x5 — x1,...,x, — o1 son linealmente dependientes, es decir,
existen po, ..., pur € R no todos nulos tales que
k
=2
k
Haciendo p; = — Z 1t; obtenemos que
i=2
k k k
Z/M(% - 951) = Zﬂixi - Z,Ui$1
=2 i=2 =2
k k
= Zﬂixi - $1ZM1‘
i=2 i=2

k
= Z Wi + p1xq
i=2

k
i=1

k

Por la definicién de uq nétese que Z w; = 0, de aqui se sigue que para todo
i=1

aeR

k
T = E Aix; — a0
i=1
k k
= E At — E M T
i=1 i=1

k
- Z()\z‘ — o) ;.
1=1



De la definicién de p; se deduce que p; > 0 para al menos un i € {1,...,k}
pues

= Si gy > 0 habremos terminado.

k
= Si gy < 0 entonces Z,ui > 0 y dado que no todos los p; son nulos
i=2
existe al menos un i € {2,...,k} tal que u; > 0.

Luego, podemos elegir

Ai

a = min{— : y; > 0},

i

supongamos que o = 2—J para algun j. Notemos que a > 0y que \; —ap; > 0
J

para todo i € {1,...,k}, pues si y; < 0 entonces dado que \; > 0 tendriamos
que \; — ap; > 0y si pu; > 0 entonces \; — ap; = ,ul(% —a)>0.
En particular A\; — ap; = 0.
Asi

k
T = Z()" — ;)T
i=1

donde Zle()\i —ap;) =1y N —ap; > 0paratodoi € {1,...,k}, dado que
el coeficiente j-ésimo es nulo se obtiene que x es combinacion convexa de a
lo més k — 1 vectores.

Repitiendo este argumento k — (m+ 1) veces se obtiene que x es combinacién
convexa de a lo més m + 1 puntos. [

Ejemplo 1.2. FEl casco convexo de F' puede no ser cerrado si F' no es com-
pacto, incluso si F' es cerrado. Por ejemplo, sea

1
F = {(r1,72) € R* : 75 > ‘x—‘ y |z > 1}
1
Entonces F es cerrado pero Co (F) = {(x1,x9) € R*: 25 > 0} no es cerrado.
Véase la Figura 1.5.

Si una sucesion {x, },en converge a x lo denotaremos por x,, — .

Proposicién 1.1. Sean E,F C R™. Definimos g : E — R™ por g(x) =
dist(zx, F'). Entonces



Co(F)

-1 1

Figura 1.3: Ejemplo de casco convexo de un cerrado

a) g es continua.

b) Si F' es compacto, entonces eziste y € F' tal que g(z) = ||z — y|.

c) Si F' también es convexo entonces y es unico.

Demostracion. a) Dado que la funcién distancia siempre es continua enton-

b)

ces g es continua.

Por definicién dist(z, F') = inf{dist(z,y) : y € F}. Para todo n € N
existe y, € F tal que |dist(x, F') — dist(z, y,,)| < —. Como F' es compacto
n

entonces {y, tnen — ¥ para algun y € F.

Dado que g es continua tenemos que dist(z,y,) — dist(z,y). Asi dado
e > 0 existe N € N tal que [dist(z,y,) — dist(z,y)| < § y |dist(z, F) —
dist(z,yn)| < § para todo n > N entonces |dist(z, F') — dist(z,y)| <

|dist(x, F') — dist(x, y,,)| + |dist(z, y,) — dist(z, y)| < g + g =e.

Como ¢ es arbitraria concluimos que dist(z, ') = dist(z, y).

Supongamos que existen y,y’ € F tales que g(z) = ||z —y|| v g(z) =
||z —¢/||. Como F es convexo entonces \y + (1 — )y’ € F para A € [0, 1].
Dado que la distancia de un punto a una recta esta determinada de forma
unica por la longitud del segmento perpendicular a la recta dada que pasa
por x entonces y = v’

O

Observacion 1.1. En la proposicion anterior la funcion h : E — F dada
por ||x — h(z)|| = g(x) es continua y si x € ENF, entonces g(x) = 0 por lo
que h es la funcion identidad para todo x € E N F.

Definicién 1.6. Un hiperplano en R™ es un conjunto de la forma

{reR":p-x=c}

6



donde 0 #p € R™ y c € R.
Definicién 1.7. Un conjunto de la forma
{reR":p-x<c}
{x € R™:p-x <c}) es llamado semi espacio cerrado (abierto).

Definicién 1.8. Dos conjuntos A y B se dice que estin estrictamente
separados por un hiperplano si existe algin p € R™ con p # 0 y algin
c € R tales que para cada v € A yy e B

pr<c<p-y.

Esto es, A y B estan en distintos semi espacios abiertos. En este trabajo
escribiremos esto como p- A < c < p-B. Véase la Figura 1.4.

Nétese que el hiperplano de la definiciéon anterior estd generado por p €
R™ y ¢ € R de la Definicién 1.6.

Figura 1.4: Dos conjuntos estrictamente separados

Teorema 1.2. (Teorema de separacion del hiperplano).
Sean C, K C R™ convexos, no vacios y disjuntos con C' cerrado y K com-
pacto. Entonces C' y K estdn estrictamente separados por un hiperplano.

Demostracion. Sea f: K — R la funcién distancia dada por
f(z) = dist(x,C) = inf{||x — ¢|| paratodo ce€ C},

7



Figura 1.5: Teorema de separacién del hiperplano

la cual es continua y dado que K es compacto alcanza su minimo sobre K
digamos en el punto 7.

Sea 7y un punto en C tal que f(Z) = ||T — ¥||. Si p = T — 7 entonces 0 <
Ilpl>=p-p=p- (T —7) de aqui que p-T > p- 7. (Véase la Figura 1.5).
Necesitamos mostrar que p-y > p-y para todoy € C'y p-T < p-x para
todo z € K. Sea y € C'y para todo A € R hagamos yy = (1 — \)y + Ay el
cual pertenece a C' si A € [0,1] pues C es convexo, de aqui que

T ((L=Ng+ )] [T — (1 =Ny + Ay)]
=\N+T-XT—(1-Ny— )] - [\T+T—I\T— (1 =Ny — \y)]
=Mz-y)+A-NE-7)]- Nz -y + 1 -NFZ—-7)]
= (1= N[z =9I + 201 = N[@ - 7) - (@ — )] + V|[7 - y[]*.
Diferenciando con respecto de A y evaluando en A = 0 tenemos que
=277 +2@ -9 @ -y) = -2 (T -7)+2p(T —y)
=2 (—T4+y+7T—y)
=2p- (Y —y)
Como ¥ es punto minimo de f sobre C entoces su derivada debe ser mayor
o igual a cero, asi

17— l* =

<
v

p- p-y.

Anélogamente

S
IA

p- p-x.
Entonces
pTr2pT>p-Yy=p-y

para todo x € K y para todo y € C.



1.2. Conos y conos duales

Definicion 1.9. Un cono es un subconjunto no vacio de R™ cerrado bajo
la multiplicacion por escalares no negativos. Es decir, C' es un cono si para
todo x € C y A € R™ tenemos que Az € C. (Véase la Figura 1.6)

Figura 1.6: Cono

Nétese que el conjunto que consta sélo del cero (el cual denotaremos por
0) en R™ es un cono. (Véase la Figura 1.7)

Figura 1.7: Cono 0

Proposicion 1.2. La interseccion de conos es un cono. Véase la Figura 1.8.
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Demostracion. Supongamos que {C,}aes es una familia indizada de conos.

Sean z € ﬂ C, y A € RT. Dado que z, Az € C, para todo a € J tenemos
acJ
que z,\z € ﬂ Cy O

acd

Figura 1.8: Interseccién de conos

Proposicién 1.3. Si C' es un cono, entonces 0 € C.

Demostracion. Sea x € C. Como \x € C para todo A € RT, en particular
para A = 0 se tiene que 0 € C. O

Proposicién 1.4. Cualquier conjunto E C R™ genera un cono, {\z : © €
E, )\ € RT}. El cono generado por E es la interseccion de todos los conos que
contienen a E. Véase la Figura 1.9.

Demostracion. Sea Cp = {Az :x € E,\ € R"}, veamos primero que Cf es
un cono. Para esto, sean A\xg € Cr y N € R para algiin zp € Ey A € RT.
Como N\ € RT tenemos que N'Azg € Cg. Por lo tanto N (A\xg) € C.
Ahora sea C = {C' : C es un cono y E C C}. Mostraremos que Cg = () C.
Dado que Cg es un cono que contiene a E tenemos que [|C C Ckg.
Notemos que Cr C [)C pues E C (C y como (| C es un cono por la Propo-
sicion 1.2 entonces contiene elementos que se ven de la forma Ax para algin
x € Fyalgin A\ € RT. ]

Proposicion 1.5. Un cono es convexo si y solo si es cerrado bajo la adicion,
es decir, el cono C' es convexo si y solo si x +y € C para todo x,y € C.
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Figura 1.9: Cono generado por un conjunto E

Demostracion. Supongamos que C' es convexo. Sean x,y € C. Dado que C
es un cono, tenemos que %x, ﬁy € C para A € (0,1). Como C' es convexo
tenemos que

A(%@+(1—A)( J—a+yeC.

1
-2
Ahora supongamos que C' es cerrado bajo la suma. Para ver que C' es convexo,
sean z,y € C'y A € I. Como C es un cono entonces Az € C'y (1 — Ny € C
de aqui que Az + (1 — A\)y € C. Por lo tanto C' es convexo. (Véase la Figura
1.10) O

-
-
-
-
-

Figura 1.10: Suma de vectores

Definicién 1.10. Sea C' C R™. El cono dual de C, denotado por C*, es

{peR™:p-2x <0, para todo x € C'}.

11



Ejemplo 1.3. 50 C C R™ consta de un solo punto digamos q, entonces
C*={peR™:p-q <0},

es decir, C* es el semi espacio cerrado acotado por el hiperplano {p € R™ :
p-q =0} el cual contiene al origen. Véase la Figura 1.11.

Figura 1.11: Cono dual de un punto

Proposicion 1.6. Si A un conjunto de indices y M, C R™ para todo o € A,
entonces

Demostracion. Sea p € (U Ma> . Por la definiciéon de cono dual tenemos
acA

que p-x < 0 para todo = € U M,. Entonces p-x < 0 para todo z € M,

acA
y para cada o € A. De aqui que p € M} para todo o € A. Por lo tanto

pE ﬂ M.
acA
Notese que las implicaciones inversas también se cumplen, por lo tanto

<U Ma>*: () M.

acA acA

12



Proposicién 1.7. Sean M, N C R™. §i M C N entonces N* C M*.

Demostracion. Sea p € N*. Por la definicién de cono dual tenemos que p-z <
0 para todo x € N, en particular para todo € M se cumple que p -z < 0.
Por lo tanto p € M*. O

El regreso de la proposicién anterior no siempre se cumple como se mues-
tra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4. Sea M = {p} C R™ y sea N = {q} C R™ donde q es un
punto en el rayo que parte desde 0 € R™ y pasa por p tal que p # q entonces

M* = N*

pero Mno es subconjunto de N. Véase la Figura 1.12.

Figura 1.12: Dual de dos puntos

Proposicién 1.8. 5i M C R™ entonces

M* = (C1(M))*.
Demostracion. Dado que M C Cl (M) tenemos por la Proposicién 1.7 que
(CL(M))* € M*.

Probaremos que M* C (Cl(M))*, para esto, sea p € M*. Por la definicién de
cono dual tenemos que p-x < 0 para todo x € M. Dado un punto arbitrario

13



yo € CL(M), sea {yn}neny una sucesién en M que converge a y, entonces
P -y, < 0 para todo n, por la continuidad del producto punto tenemos que

p-yo= lim[p-y,] <O0.

n—oo
Por lo tanto p € (C1(M))*. Asi concluimos que M* = (Cl(M))*. O

Proposicion 1.9. Si M C R™ entonces
M* = (Co(M))*.

Demostracion. Dado que M C Co (M), tenemos por la Proposicién 1.7 que
(Co(M))* C M*.

Probaremos que M* C (Co (M))*, para esto, sea p € M*. Por la definicién de
cono dual tenemos que p - x < 0 para todo x € M. Si y € Co (M), entonces
por el Teorema de Caratheodory podemos escribir

k
Yy = Z il
i=1

donde k <m+1, y; € M para todo i € {1,...,k} y Ao,..., \x € RT tales
que

=0
Se sigue que
k k
pry=> Xp-y) <Y Ai0=0
i=1 i=1
Entonces p € (Co (M))*. Por lo tanto M* = (Co (M))*. O

Proposicion 1.10. Si C' es un cono, entonces C* es un cono convexo y

cerrado y (C*)* = Cl(Co (C)).

Demostracion. El cono dual de un punto es un semi-espacio cerrado y acota-
do por un hiperplano, el cual es un cono cerrado y convexo. Por la Proposicion
1.2 tenemos que C* es la interseccién de tales semi-espacios, por tanto C' es
un cono cerrado y convexo.

Sea p € Cl(Co(C)) entonces p-x < 0 para todo z € (Cl(Co(C)))* =
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(Co (C))* = C*. Por lo tanto p € (C*)*.
Si xzg ¢ Cl(Co(C)), por el Teorema 1.2 existe p € R™ distinto de cero, tal
que

p-y<0<p-xzo

para todo y € Cl(Co(C)). De la primer desigualdad tenemos que p €
(CL(Co (C)))" y mo & (C7)". [

Proposicién 1.11. (R™")* = {z € R™: 2 < 0}.
Demostracion. Por definicion

(R™)* ={z € R™:p-2 <0 paratodo pe R""}
={x eR™:2 <0}

]

Proposicién 1.12. Si el cono C' pertenece al semi espacio abierto {x €
R™ : p-x < ¢}, entonces ¢ > 0 y C de hecho pertenece al semi espacio
{r eR™:p-2z <0}

Demostracion. Dado que C' C {z € R™ : p-x < ¢} se tiene que para todo
r€e€C,p-x<c, como C esun cono, en particular para 0 € C' se cumple, asi
que ¢ > 0y haciendo variar a ¢ entonces C C {x € R™ : p-x < 0}. ]
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Capitulo 2

Teoremas Principales

En este capitulo enunciaremos algunos teoremas importantes los cuales
utilizaremos para la demostracién del teorema principal 3.11.

2.1. Particiones de la Unidad

Proposicion 2.1. Sea C' C R™ un cono convexo y cerrado y sea K C R™
compacto y convezo. Entonces KNC* # () si y sdlo si para todo p € C, existe
z € K tal que

p-z<0.

Demostracion. Supongamos que K N C* = (). Por el Teorema 1.2 podemos
separar a K y C* estrictamente por un hiperplano. Es decir, existen ¢ € R™
y ¢ € R tales que

q-C"<c<q-K.

Dado que C* es un cono, por la Proposicion 1.12, tenemos que ¢ > 0y
q - C* < 0. Asi por la Proposicién 1.10 y el hecho de que C' es compacto
y convexo se concluye que ¢ € (C*)* = C'y ¢- K > 0, contadiciendo que
p-z<0.

Por otro lado, sea z € K N C*. Dado que C es un cono convexo y cerrado,
por la Proposicion 1.10 tenemos que p - z < 0 para todo p € C. ]

Definicién 2.1. Sea J un conjunto de indices. Una coleccion {Uy}tacs e€s
una cubterta abierta de K C R™ si U, es abierto para cada o € J vy
K C UaGJ Ua'
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Una particion de la unidad subordinada a la cubierta abierta {U,}acy
es un conjunto finito de funciones continuas fi,..., fr : K — R, tales que
k

d fi=1,

i=1
y para cada i existe algiun U, tal que f; se anula fuera de U,.
Una coleccion de funciones continuas {f, : K — R*} es una particion
de la unidad localmente finita si cada punto tiene una vecindad sobre la
cual todas excepto una cantidad finita de f, se anulan y

Zfa =1.
acJ

Teorema 2.1. Sean J un conjunto de indices, K C R™ compacto y {U,}acs
una cubierta abierta de K por abiertos en R™. Entonces existe una particion
de la unidad subordinada a {Uy}acy-

Demostracion. Como K es compacto, {U,}acs tiene una subcubierta finita
Ui, ...,Ux que cubre a K. Para cada i € {1,...,k} definimos g; : K — R*
por g;(z) = min{||z — z|| : z € Uf}, la cual es continua y se anula fuera de
U;. Ademas, no todos los g; se anulan simultdneamente ya que los U;s son
una cubierta de K. Para cada i € {1,...,k}, sea

Gi
Ji

-
> g;
j=1

Dado que g; es continua para todo i € {1,...k} y no todas las g; se anulan

simultdneamente entonces f; es continua para todo ¢ € {1,...,k}, ademéds
k
d fi=1
i=1
Entonces {fi,..., fx} es la particién de la unidad deseada. ]

El teorema anterior es més general, una variante la enunciamos a conti-
nuacion y el teorema maés general se puede consultar en [1, Teorema 41.7, p.
295].

Teorema 2.2. Sean J un conjunto de indices, E C R™ y {Uy}taes una
cubierta abierta de E, entonces existe una particion de la unidad localmente
finita subordinada a {Uy }acy-
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2.2. Teorema de Sperner y sus consecuencias.

Definicién 2.2. Un n-sitmplejo es el conjunto de todas las combinaciones
convexas estrictamente positivas de un conjunto afinmente independiente de
n—+1 elementos. Un n-stmplejo cerrado es el casco convexo de un conjunto
afinmente independiente de n + 1 vectores. Véase la Figura 2.1.

° 0-simplejo

o— o 1-simplejo

2-simplejo

Figura 2.1: Ejemplos de simplejos cerrados

Definicién 2.3. Un conjunto {xq,...,x,} C R™ es afinmente indepen-
diente si

n

=0
y > oA =0 implica que \g = --- =\, = 0.

Dado un conjunto afinmente independiente {xo, ..., x,} C R™ denotamos
por xg---x, al simplejo de todas las combinaciones convexas estrictamente
positivas de los vectores x;, i € {0,...,n} es decir,

n n
Ty Ty = {Z)\sz : A\; > 0, para todo 1 = 07---,7%2)\@' = 1}.
i=0 i=0

Cada x; es un vértice de zy-- -z, y cada k-simplejo x;, - - - x;,, donde i; €
{0,...,n} paracada j € {0,...,k}, es una cara de zg - - - z,,. De esta manera,
cada vértice es una cara y xg- - - x, es una cara de él mismo.

Para y = """  N\z; € Co({zo,...,z,}), definimos

X(y)={i: X\ >0}
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Si x(y) = {io,.-.,ix}, entonces y € x;, - - - x;,. Esta cara es llamada el por-
tador de y en el simplejo zq - - - x,,. Se sigue que la unién de todas las caras
de zg- - -z, es la cerradura de él mismo.

Proposicién 2.2. Sean z,...,z, € R"™ afinmente independientes enton-
ces
Cl (l’o e xn) = Co <{x07 s >$n}>

Demostracion. Sea y € Cl(xg---x,).

» Si y = z; para algin i € {0,...,n} entonces y = Z)\jxj donde
=0
Ai =1y X =0paraj € {0,...,n} donde i # j. Por lo tanto y €
Co ({zo, ..., xn}).

» Siy+# x; para todo i € {0,...,n}, entonces y pertenece a alguna cara

de z¢ - - - x,, supongamos sin pérdida de generalidad que y € xq - - - xy
k

donde k € {0,...,n}. Por la Definicién 2.2 tenemos que y = Z Ai;

i—0
k

donde Z)‘i =1y A\ > 0 para todo i € {0,...,k}. Haciendo \; = 0
i=0

para todo i € {k 4+ 1,...,n} tenemos que y se puede escribir como

combinacién convexa de xo, . .., x, y por lo tanto y € Co ({zg,...,x,}).

Por otro lado, si y € Co ({zo,...,x,}) entonces y = Z)\i:vi donde A\; > 0
i~0

para todo i € {0,...,n} yZ)\i =1.Si
i=0

x(y)=4{i€{0,...,n}: N\, >0} ={io,..., 0},
entonces x;, - - - x;, es el portador de y, por lo tanto y € Cl (zg - - - xy,). ]

Definicién 2.4. El n-stmplejo estandar es
eoen={y R 1y, >0,i:0,...,n;2yi: 1}.
=0
A, denotard la cerradura del n-simplejo estandar la cual llamamos el n-

simplejo estandar cerrado. Escribiremos simplemente A cuando n sea
claro en el contexto.
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Ejemplo 2.1. Dados x,z € A. Si x < z entonces x = z. En efecto, su-
pongamos que x = (xg,...,Tyn) Y 2 = (20,...,2n) Y SuUpongamos que r < z

n
entonces Zmz < Z z; esto contradice la definicion de A.

i=0 i=0
Definicién 2.5. Sean xg,...,z, € R"™ afinmente independientes, J un
conjunto de indices y T = xq---x, el n-simplejo generado por xg,...,x,.

Una subdivision simplicial de C1(T) es una coleccion finita de simplejos
{T; :i € J} que satisface que

Uz =)

y tales que para cualesquiera i,j € J se tiene que C1(T;) N CL(T;) es vacia o
wgual a la cerradura de una cara comun.

Notese que los vértices de T; no son necesariamente los vértices de T. La
medida de una subdivision es el diametro del subsimplejo mds grande.

Ejemplo 2.2. La coleccion
{Toxomy, T12223, T1T324, ToT2, ToTy, T1T2,

XT1X3, X1X4, T2X3, T3L4, Lo, L1, T2, T3, :U4}

indicada con lineas solidas en la Figura 2.2 no es una subdivision simplicial
de Cl(zox1x9) pues Cl(zozozy) N Cl(z12923) = Cl(2223) N0 es la cerradura
de una cara de Cl(xoxaxy). Reemplazando xoxaxy por roTaoks, ToxsTy Y Toxs
como lo indica la linea punteada en la misma figura, tenemos 136 intersec-
ciones dos a dos las cuales son vacias o bien es la cerradura de una cara
comun, por ejemplo

Cl (IQIQIg) N Cl (.I'lflfgxg) =Cl (ZL’Q(L’g)

Cl (.Tol’gxg) N Cl (I1I3$4) =Cl ($3)
Cl(zoxox3) NCl(zy) =0

por lo tanto, esta si es una subdivision simplicial.
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Xo X4 X1

Figura 2.2: Subdivisién simplicial

Definicién 2.6. Sean zg,...,x, € R"™ afinmente independientes, T =
xg - Ty, supongamos que Cl(T) estd subdividido simplicialmente. Sea V' la
coleccion de todos los vértices de todos los subsimplejos, notemos que cada
x; € V. Una funcion

AV —{0,...,n}

tal que A\(v) € x(v) es llamada un etiquetado propio de la subdivision.
Lo llamamos un subsimplejo completamente etiquetado st X toma todos los
valores 0, ...,n sobre su conjunto de vértices.

Teorema 2.3. (Teorema de Sperner).

Sean xg,...,x, € R" afinmente independientes, T = zo---x, y CL(T)
subdividido simplicialmente y propiamente etiquetado por la funcion A. En-
tonces existe un numero impar de subsimplejos completamente etiquetados
en la subdivision.

Demostracion. Por induccién matematica sobre n.

Para n = 0 el n-simplejo T' consiste de un solo punto xg, el cual debe tener la
etiqueta 0, y asi existe un subsimplejo completamente etiquetado, él mismo.
Ahora, supongamos que el enunciado es cierto para n — 1 y lo probaremos
para n.

Definamos los siguientes conjuntos:

= A el conjunto de todos los n-simplejos de T' completamente etiquetados.

= B el conjunto de todos los n-simplejos de T' tal que la imagen de \ es
exactamente {0,...,n — 1}.
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= (' el conjunto de los (n — 1)-simplejos sobre la frontera de 7" los cuales
tienen todas las etiquetas {0,...,n — 1}y

= D el conjunto de todos los (n — 1)-simplejos de T' que tienen todas la
etiquetas {0,...,n — 1}.

Nétese que C' C D y que los conjuntos A, B, C'y D no todos son vacios dado
que CI(T') estd propiamente etiquetado por la funcién A.

Notemos que un (n — 1)-simplejo estd en la frontera y es la cara de un solo
n-simplejo en la subdivision, o bien, es la cara comun de dos n-simplejos. Po-
demos ver esta situacién como una gréfica, es decir, una coleccién de vértices
y aristas donde D es el conjunto de aristas y £ = AU B U C el conjunto de
vértices. Decimos que la arista d € D y el vértice e € E inciden siempre que:

m c€ AUB ydesuna caradeeo
mc=deC.

Véase la Figura 2.3 para un ejemplo.

Figura 2.3: Teorema de Sperner

Sea e € F, el grado de e, denotado por d(e) es el numero de aristas que
inciden en él. Si e € B entonces una etiqueta estd repetida en exactamente
dos caras de e por lo tanto, el grado de e € B es 2. El gradodee € AUC
es 1. Por otro lado, cada lado es incidente en exactamente dos vértices. Si
un (n — 1)-simplejo estd en la frontera y tiene las etiquetas {0,...,n — 1}
entonces es incidente en si mismo y en un n-simplejo que puede ser un vértice
en Aoen B .Siun (n— 1)-simplejo es una cara comun de dos n-simplejos
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entonces cada n-simplejo esta ya sea en A o en B.

Asi
5(6):{ 1 sieec AUC,

2 siee€e B.

Un argumento de teorfa de gréficas nos dice que ) . d(e) = 2|D| esto es
porque cada lado une exactamente dos vértices, contando el nimero de lados
que inciden en cada vértice y sumandolos contamos cada vértice dos veces.
Por la definicion de 4,

> 6(e) = |A| + 2B +C|.

ecE

Asi 2|D| = |A| + 2|B| + |C| de modo que |A| + |C] es par. Por la hiétesis de
induccién |C| es impar, por lo tanto |A| debe ser impar. O

Teorema 2.4. (Teorema de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewics).
Sean A C R™ y {Fy, ..., F,} una familia de subconjuntos cerrados de A
tal que para cada A C {0,...,m} tenemos que

Co({e;:ie A}) C UE

Entonces ﬂ F; es compacto y no vacio.
=0

Demostracion. La interseccion es compacta pues es un subconjunto cerrado
de un conjunto compacto, véase [2, Teoremas 26.2 y 26.3, pp. 187-188].

Sea € > 0, subdividimos A en subsimplejos de didmetro menor o igual a ¢.
Sea v un vértice de la subdivisién y supongamos sin pérdida de generalidad
que v pertenece a la cara eq - - - e, para algin k € {0,...,m} entonces existe
algin i € {0,...,k} tal que v € Fj.

Si etiquetamos todos los vértices de esta manera entonces el etiquetado satis-
face la hipotesis del Teorema de Sperner, asi, existe un subsimplejo completa-
mente etiquetado digamos p., - - pe,, con p., € F; para cada i € {0,...,m}.
Si € tiende a 0 podemos elegir una subsucesion p., que converge a algin z € A
pues el diametro de cada subsimplejo es menor o igual a €. Como F; es un

cerrado y p., € F; para cada i € {0,...,m}, tenemos que z € ﬂ E;. O
i=0
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Lema 2.1. Sean ay, .. .,a, € R™ K = Co({ag,...,amn}) y {Fo, ..., Fn}
una familia de conjuntos cerrados tal que para cada A C {0,...,m} tenemos
que
Co({a; e R™ :i€ A}) | Fu.
icA

m
Entonces K N ﬂ F; es compacto y no vacio.
i=0

Demostracion. Nuevamente por [2, Teoremas 26.2 y 26.3, pp. 187-188] la
compacidad es inmediata. Definimos la funcién ¢ : A — K por

m
o(z) = Z 2.
i=0

Si {ag, ..., an} no es un conjunto afinmente independiente entonces o no es
inyectiva pero sin embargo si es continua pues es una transformacién lineal.
Sea E; = o~ '[F; N K] para todo i € {0,...,m}.

Dado que o es continua, para todo i € {0,...,m} se tiene que E; es un
subconjunto cerrado de A.
Tenemos que {Ej,...,E,} satisface el Teorema de Knaster-Kuratowski-

Mazurkiewics (Teorema 2.4), asi que existe

m

S ﬂEz

=0

Entonces
m

o(2) EKﬂﬂE.

1=0

Corolario 2.1. (Corolario de Fan).
Sea X C R™ y para cada x € X sea F(x) CR™ cerrado. Supongamos que:

» Para cualquier subconjunto finito {xy,...,xx} C X,

k

Co ({z1,...,a}) € | F(w).

=1
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» F(z9) es compacto para algin zo € X.

Entonces ﬂ F(zx) es compacto y no vacio.
zeX

Demostracion. Sean z1,...,x; C X, por hipdtesis tenemos que

Co({z1,...,z}) c UL, F(xy).
Por el Lema 2.1

k
Co ({xb s Jxk}) N m F<xl)
i=1
k
es compacto y no vacio, asi ﬂF(ml) es no vacio, por lo tanto {F(z)}.ex
i=1

tiene la propiedad de la interseccién finita. De aqui que por [2, Teorema

26.9, p. 193] ﬂ F(z) es cerrado y no vacio. Dado que F'(zy) es compacto y
reX

ﬂ F(z) C F(x) entonces ﬂ F(z) es compacto y no vacio. O

zeX zeX

Teorema 2.5. (Teorema del punto fijo de Brouwer).
Sea f: A, — A, continua. Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Sean f; con i € {1,2,...,m}, las funciones coordenadas de f,
e > 0, subdividimos A,, simplicialmente en subsimplejos de didmetro menor
o igual a e.

Sea V' el conjunto de vértices de la subdivision y definimos una funcion de
etiquetado A : V. — {0, ..., m} como sigue:

para v € x;, - - - x;, elegimos

AW) € {ig, ... ik} N {i € {ig, ... ix}: fi(v) < i}

notemos que la interseccién es no vacia, pues si f;(v) > v; para todo i €

{io, ..., i} dado que v € zy, - - - z;, tendriamos que
m k m
1:Zf1(1))> vl-j:Zvizl
i=0 =0 =0

lo cual es una contradiccion.
De esta manera A\ satisface la hipotesis del Teorema de Sperner, entonces
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existe un subsimplejo completamente etiquetado, es decir, existe un subsim-
plejo po . .. pm tal que fi(p;) < p; para cada ¢ € {0,...,m}.

Si € tiende a 0 y dado que A,, es compacto podemos elegir una subsucesion
convergente de simpejos tal que p; tiende a z pues el diametro de cada sub-

simplejo es menor o igual a € para todo i = 0,...,m y para algin z € A,,.
Dado que f es continua debemos tener que f;(z) < z; para todoi =0,...,m
asi, por el Ejemplo 2.1 se tiene que f(z) = z. ]

Teorema 2.6. Sea K C R™ convexo y compacto y sea f : K — K continua.
Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Dado que K es compacto, estda contenido en algin simplejo
suficientemente grande 7. Definimos h : Cl(T) — K por h(z) igual al
punto en K més cercano a x. Por la Observacion 1.1 h es continua y es igual
a la identidad sobre K. Asi foh : CI(T) — K C CI(T) tiene un punto
fijo digamos z. Tal punto no puede pertenecer a Cl(7T) \ K debido a que la
imagen de Cl(T') bajo f o h estd en K. Por lo tanto z € Ky foh(z) = z
pero h(z) =z, y asi f(z) = z. O

2.3. Teorema de Sonnenschein.

Definicién 2.7. Una relaciéon binaria U sobre un conjunto K asocia
a cada x € K un conjunto U(x) C K que puede ser interpretado como el
conjunto de aquellos objetos en K que son “mejores que”, “mas grandes que”
o bien “que estin despues de” z. Definimos U (z) = {y € K : x € U(y)}.
Un elemento x € K es U-maximal si U(z) = 0. El conjunto U-maximal
es{r € K:U(x)=0}. La grdfica de U esGr(U) ={(z,y) e KxK :y €

Teorema 2.7. (Teorema de Sonnenschein).
Sea K C R™ compacto y convexo y sea U una relacion sobre K tal que:

w o ¢ Co(U(x)) para todo x € K y

» siy € Ul (x), entonces eriste algin ¥’ € K posiblemente ¥’ = z tal
que y € Int(U~1 ().

Entonces K tiene un elemento U-mazimal y el conjunto U-maximal es com-
pacto.
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Demostracion. Notemos que {x € K : U(z) = 0} es justamente
(Y EN\U (@)
zeK
Por hipétesis,
EN\NU (@) = () (K \Int(U ().
zeK r’eK

Esta ultima interseccién es compacta ya que es interseccion de conjuntos
compactos.

Para cada z € K, hacemos F(z) = K \ Int(U~!(z)), como se indicé ante-
riormente, cada F'(x) es compacto. Mostraremos que si y € Co ({z1,...,2,})
entonces

yEUF@)

Supongamos que ¥y F(z;) entonces y € U~ '(z;) para todo i = 0,...,n
g

=1
asi, ; € U(y) para todo i € {0,...,n} pero entonces y € Co({z;}) C
Co (U(y)) lo cual contradice la hipétesis. Se sigue del Corolario 2.1 que

rzeK

]

Corolario 2.2. Sea K C R™ compacto y sea U una relacion sobre K tal
que:

» z ¢ U(x) para todo z € K.
» U(x) es convezo para todo x € K.

» {(z,y) e K x K :y€U(x)} es abierto en K X K.
Entonces el conjunto U—mazimal es compacto y no vacio.

Demostracion. Dado que U(x) es convexo y = ¢ U(x) para todo z € K
tenemos que x ¢ Co (U(z)) para todo z € K. Seay € U~ !(x), como {(z,y) €
KxK :y e U(x)} es abierto en K x K existe 2’ € K tal quey € Int(U~1(z)).
Asi por el Teorema 2.7 tenemos que el conjunto U—maximal es compacto y
no vacio. ]
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Capitulo 3

Aplicacién a la Teoria
Econémica

En este capitulo hablaremos de algunos conceptos dentro de la teoria
econémica y de algunos teoremas que son importantes para la demostracion
del teorema principal que es el Teorema 3.11.

3.1. Conceptos Econémicos

Definicién 3.1. Un bien o servicio es un elemento tangible o material
destinado a satisfacer necesidades de un consumidor o grupos de consumido-
res que lo demandan o necesitan.

Definicién 3.2. El precio es la cantidad de dinero que permite la adquisi-
cion o uso de un bien o servicio.

Definicién 3.3. Un proveedor es una persona o empresa que proporciona
bienes o servicios a otras personas o empresas.

Definicién 3.4. Un consumidor es la persona o empresa que adquiere o
utiliza un bien o servicio que los proveedores ponen a su disposicion.

Definicién 3.5. Una transaccion es el convenio por el cual dos partes
llegan a un acuerdo comercial, generalmente de compra-venta.

Definicién 3.6. Un mercado es un conjunto de transacciones o intercam-
bios de bienes o servicios entre individuos (proveedores y consumidores).
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Definicién 3.7. La demanda es la cantidad de bienes y servicios que pue-
den ser adquiridos por consumidores a diferentes precios.

Definicién 3.8. La oferta es aquella cantidad de bienes o servicios que los
proveedores estdn dispuestos a vender a los consumidores bajo determinadas
condiciones de mercado.

En este trabajo supondremos que es posible clasificar todos los bienes
y servicios en un numero finito, digamos m € N, los cuales estan dispo-
nibles en unidades infinitamente divisibles (kilos, litros, metros o unidades
de tiempo) en este sentido, a lo largo de este trabajo R™ podra represen-
tar el espacio de bienes y servicios que lo llamaremos solamente como
espacio de bienes. A partir de este momento supondremos que hay un
conjunto finito de consumidores los cuales han sido previamente numerados.

Definicién 3.9. Un vector x € R™ que indica en cada coordenada una can-
tidad de cada bien es llamado un vector de bienes.

Estos vectores son intercambiados, manufacturados y consumidos en el
curso de una actividad economica, no bienes individuales, aunque un inter-
cambio tipico involucra cantidades cero de varios bienes.

Definicién 3.10. Un vector p € R™ que indica en cada coordenada el valor
de una unidad de cada bien es llamado un vector de precios. Asi, el valor
del vector de bienes x € R™ a los precios p es

p-x= szxz
i=1

El propésito principal de una actividad econémica es proveer vectores de
bienes para el consumo final de los consumidores. Obviamente no todos los
vectores de bienes son admisibles como consumo final para un consumidor,
es decir, no puede comprar todo.

Definicién 3.11. FEl conjunto de consumo de un consumidor i es el

conjunto de vectores de consumo admisibles para este, y lo denotaremos como
X;.

Definicién 3.12. Sea A C R™ un conjunto no vacio, decimos que A estd
acotado inferiormente si existe v € R™ tal que x <y para todo y € A.

30



Observemos que el conjunto de consumo es un conjunto de vectores no
negativos y acotado inferiormente ya que cantidades negativas de un bien en
un consumo final significan que el consumidor estaria ofertando el bien. La
cota inferior pone un limite en los servicios que un consumidor puede adquirir
y también puede ser un requerimiento minimo de algunos bienes por parte
del consumidor. En una economia de propiedad privada los consumidores
también se caracterizan parcialmente por su dotacion inicial de bienes. Esto
se representa como un punto en el espacio de bienes w; € R™, estos son los
recursos que poseé el consumidor i.

Definicién 3.13. Sean i € N, p € R™ un vector de precios, X; C R™ y M; €
R* el conjunto de consumo y el ingreso del consumidor i respectivamente,
entonces el conjunto de vectores de bienes que el consumidor i puede adquirir
a los precios p dado su ingreso M; es llamado su conjunto de presupuesto
y es justamente

Obsérvese que el conjunto de presupuesto podria ser vacio.

Debido a que el producto punto saca escalares se concluye que una ca-
racteristica importante del conjunto de presupuesto es que se mantine sin
cambios si el vector de precios y el ingreso son multiplicamos por el mismo
nimero positivo.

Proposicién 3.1. Si X; = R™" y p > 0 entonces el conjunto de presupuesto
es compacto.

Demostracion. Definimos h, : R™ — R como hy(z) = p - x la cual es
continua y dado que p > 0 entonces h'([0,M;]) = {z € X; :p-a < M} es
cerrado. Por otro lado, supongamos que A = {x € X; : p-ax < M;} no es
acotado inferiormente, entonces existe en una sucesién {x, },en en A tal que
||zn|| — oo de aqui que la norma de la proyeccion de los vectores x,, sobre
p también tiende a infinito, pero

Millpll _ M
lIpl> [l

DTy
|Ip[|?

|[Proy,zn|| = [Ipl] <

para todo n, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto {x € X; : p-z < M;}
es acotado. O
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Un problema importante en la economia de un consumidor.
El problema enfrentado por un consumidor en una economia de mercado es
elegir un vector de consumo o un conjunto de ellos del conjunto de presu-
puesto. Para esto, el consumidor debe tener algin criterio de elecciéon. Una
manera de formalizar el criterio es asumir que el consumidor ¢ tiene un indice
de utilidad, es decir, una funciéon con valores reales u; : X; — R definida
sobre el conjunto de vectores de consumo. La idea es que el consumidor pre-
fiere adquirir el vector x que el vector y si w;(x) > u;(y) y es indiferente si

wi(®) = ui(y).

Definicién 3.14. Sean t € N, x € R™ un vector de bienes y u; : X; — R
una funcion de utilidad entonces

Ui(x) ={y € X : ui(y) > u;(x)}

es el conjunto de vectores de consumo que el consumidor i prefiere estricta-
mente que el vector de consumo x.

Definiciéon 3.15. Sean i € N y X; C R™ el conjunto de consumo del consu-
mador i. El conjunto de vectores maximales en el conjunto de presupuesto es
llamado el conjunto de demanda del consumaidor 1.

Los proveedores estan motivados por ganancias, cada proveedor j tiene
un conjunto de produccién Y; de vectores de suministro tecnologicamente
factibles.

Definicién 3.16. Un vector de bienes y € R™ que especifica en cada coor-
denada la cantidad de cada bien ofertado es un vector de oferta. Las en-
tradas (o inversiones) estan denotadas por cantidades negativas y las salidas
(0 ventas) por cantidades positivas.

Definicién 3.17. Sean y € R™ un vector de oferta y p € R™ un vector de

precios entonces
m
Py =Y pivi
=1

es la ganancia asociada con el vector de oferta y a los precios p.

El problema de los proveedores es entonces elegir un y del conjunto de
vectores de oferta que maximicen la ganancia asociada.
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Definicién 3.18. El conjunto de wectores de oferta que maximizan la ga-
nancia es llamado el conjunto de oferta.

Definicién 3.19. El conjunto de sumas de vectores de demanda menos las
sumas de vectores de oferta es el conjunto de exceso de demanda y lo
denotamos por E(p).

Ley de Walras.
Dado un vector de precios p € R™ existe un vector f(p) € R™ de exceso
de demanda para cada bien. Asumimos que f es una funcién continua de p.
El enunciado matematico de la ley de Walras puede tomar cualquiera de las
siguientes dos formas:

= La forma fuerte de la ley de Walras es

p-flp) =0
para todo p € R™.

= La forma débil de la ley de Walras es

p-f(p) <0
para todo p € R™.

El significado econémico de la ley de Walras es que en una economia cerrada,
cada consumidor se gasta casi todos sus ingresos, es decir, no tienen endeuda-
mientos. El i-ésimo consumidor llega al mercado y se encuentra con un vector
de oferta w; y se va con un vector de bienes z;. Si todos los consumidores
se enfrentan al vector de precios p entonces sus presupuestos individuales
requieren que p-x; < p-w;, es decir, no pueden gastar mas de lo que ganan.
En este caso el vector de exceso de demanda f(p) es

% %

la suma del total de demandas menos el total de oferta. Sumando los presu-
puestos individuales y reorganizando en términos de rendimientos p- f(p) < 0
que es la forma débil de la ley de Walras. La forma fuerte se obtiene si cada
consumidor gasta todo su ingreso.

El caso de una producciéon econémica es similar, el j-ésimo proveedor pro-
duce un vector de salida neta y; que produce un ingreso neto de p - y;. En
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una economia de propiedad privada este ingreso neto es redistribuido a los
consumidores. La nueva restricciéon presupuestaria de un consumidor es que

p'%Sp'wi—Z&z‘j(P'yi),
J

donde ay; es la aportacion del consumidor 7 al ingreso neto del proveedor j.

Asi,
ZOQ’]. =1

para cada j. Por lo tanto el exceso de demanda f(p) es justamente
YD SIS
i i j

Definicién 3.20. Sea p € R™ un vector de precios. Decimos que p es un
vector de precios de equilibrio Walrasiano si alguna combinacion de

sumas de vectores de oferta menos sumas de vectores de demanda es cero, es
decir, 0 € E(p).

Definicién 3.21. Un equilibrio Walrasiano de libre disposicion su-
cede cuando algunos bienes exceden la oferta en el equilibrio siempre que sus
precios sean cero.

Definicién 3.22. Sea p € R™ un vector de precios. Decimos que p es un
precio de equilibrio de libre disposicion si existe algin z € E(p) tal
que z <0 y st z; < 0 entonces p; = 0.

Teorema 3.1. (Teorema de Hartman y Stampacchia).
Sea K C R™ compacto y convexo y sea f: K — R™ continua. Entonces

{eeK:q- flqg) >p- f(q) para todop € K}

es compacto y no vacio.

Demostracion. Definimos la relacién U sobre K por g € U(p) si y sélo si

q-f(p)>p- f(p).

Dado que f es continua y el producto punto es una funcién continua, entonces
Gr(U) ={(p,q) € K x K : q € U(p)}, véase Definicion 2.7, es un conjunto
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abierto. Ademaés, por la misma continuidad de f, U(p) es convexoy p ¢ U(p)
para cada p € K. Asi por el Corolario 2.2 existe un gy € K tal que U(qg) = 0,
es decir, para cada p € K no es cierto que p- f(qo) > qo- f(qo). Entonces para
todo p € K, qo- f(q) > p- f(qo). Por el contrario, cualquiera de tales gy es
U—maximal, asi por el mismo corolario el conjunto U —maximal es compacto
y no vacio. ]

Teorema 3.2. Sea [ : A,, — R™" continua y tal que

p-f(p) <0

para todo p € A,,. Entonces el conjunto, de precios de equilibrio de libre
disposicion, {p € A, : f(p) < 0} es compacto y no vacio.

Demostracién. Sea H = {x € R™"! : x < 0}, notemos que

fHH)={peAn: f(p) <0}

Como f es continua y H es cerrado, entonces f~!(H) es un cerrado en A,,
y dado que A,, es compacto entonces f~'(H) es compacto. Por el Teorema
3.1 y la Ley de Walras existe un ¢ € A,, tal que p- f(q) < ¢q- f(q) <0 para
todo p € A,,. Asi por la Proposicién 1.11, f(q) < 0. ]

El teorema anterior nos indica que si el dominio de f es el simplejo unitario
cerrado en R™*! vy si f es continua y satisface la forma débil de la ley de
Walras, entonces existe un vector de precios de equilibrio de libre disposicion.
Es decir, existe algin p € R™ tal que f(p) < 0. Dado que solo estamos
considerando precios no negativos si f(p) < 0y p- f(p) < 0 entonces si la
funcién coordenada f;(p) < 0 se debe tener que p; = 0. Recordemos que en
un equilibrio de libre disposicion si un bien esta en exceso de oferta este debe
ser gratuito, véase la Definicién 3.21. De esta manera el teorema anterior
nos asegura que debe existir al menos una lista que indica el precio de cada
bien de tal forma que la demanda de un bien es menor o igual a la oferta de
ese bien y como estamos considerando que todos los precios son mayores o
iguales a cero, si un proveedor estd ofreciendo mas cantidad de un bien que
la que los consumidores desean adquirir entonces el precio de ese bien debe
ser cero, por ejemplo cuando ofrecen 2 x 1.
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3.2. Funciones conjunto valuadas.

Dado un conjunto Y C R™ denotamos por 2¥ a la familia de subconjutos
de Y que son no vacios.

Definicién 3.23. Sean X,Y C R™, una funcion conjunto valuada = de
X enY es una funcion de X a la familia de subconjuntos de Y la cual vamos
a denotar por v : X — 2V,

La grdfica de v es

Gry={(z,y) e X xY 1y € y(x)}.

Definicién 3.24. Sean X, Y C R™, v : X — 2Y una funcion conjunto
valuada, ¥ C X y F CY.
La tmagen de E bajo v estd definida por

zeE

La tnversa superior de F' bajo v estd definida por

Y [F] = {z € X : y(z) C F}.

La inversa inferior de F' bajo v estd definida por
Y IF)={z € X :y(z)NF # 0}.

Definicién 3.25. Sean X C R™, Y C R* y v : X — 2Y wuna funcion
conjunto valuada, decimos que vy es semi-continua superiormente en x
st cada que x pertenece a la inversa superior bajo v de un conjunto abierto
en Y entonces esta es una vecindad de x.

La funcion conjunto valuada v es semi-continua superiormente si es
semi-continua superiormente en x para todo r € X.

Definicién 3.26. Sean X C R™, Y C R¥ y v : X — 2Y wuna funcion
conjunto valuada, decimos que v es semi-continua inferiormente en x
st cada que x pertenece a la inversa inferior bajo v de un conjunto abierto
en'Y entonces esta es una vecindad de x.

La funcion conjunto valuada v es semi-continua inferiormente si es
semi-continua inferiormente en x para todo x € X.
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Definicién 3.27. Sean X C R™, Y C R*¥ y v : X — 2V wuna funcion
conjunto valuada. Decimos que v es continua si es semi-continua Superior
e inferiormente.

Definicién 3.28. Sean E C R™, FF C R* y~ : E — 2F wuna funcion
conjunto valuada, decimos que 7y es cerrada en x si para cada sucesion
Ty —> T Y Yy —> Y cOn Yy, € y(x,) se tiene que y € y(x).

Decimos que v es cerrada si es cerrada en x para todo x € F, es decir, si
Gr~ es cerrada en E x F.

Definicién 3.29. Sean E C R™, F C R¥ y~ : E — 2F wuna funcion
conjunto valuada, decimos que v es abierta si Gry es abierta en ' x F.

Definicién 3.30. Sean E C R™, F C R* y~ : E — 2F wuna funcion
conjunto valuada decimos que v tiene secciones abiertas (cerradas) si
para cada x € E, vy(x) es abierto (cerrado) en F, y para caday € F, v~ [{y}]
es abierto (cerrado) en E.

Proposicién 3.2. Sean E,F C R™, v : E — 2F wuna funcién compacto
valuada, es decir, con valores compactos. Entonces,

v es semi-continua superiormente en x sty solo si para cada sucesion x, —
T Y Yo € Y(x,) existe una subsucesion convergente de {yy, }nen con limite en
().

Demostracion. Supongamos que 7 es semi continua superiormente en =,
T, — Ty Yo € Y(x,). Dado que 7 es compacto-valuada, y(x) tiene una
vecindad acotada U. Como v es semi-continua superiormente, existe una ve-
cindad V de z tal que y(V) C U. Asi {y,}nen estda eventualmente en U,
por tanto esta acotada, y asi tiene una subsucesion convergente. Dado que
los conjuntos compactos son cerrados, tenemos que y(x) es cerrado y por lo
tanto este limite pertenece a 7(z).

Ahora, supongamos que para cada sucesién x,, — x, ¥, € y(z,), existe una
subsucesion de {y, },en con limite en y(x). Supongamos que 7 no es semi-
continua superiormente; entonces existe una vecindad U de x y una sucesion
Zp — x con Yy, € Y(z,) y yn ¢ U. La sucesién {y,}neny no puede tener
subsucesiones con limite en y(x), lo cual es una contradiccién. O

Proposicién 3.3. Sean E, Fy,F, C R™ yv; : B — 25 wna funcion con-
Junto valuada semi continua inferiormente para cada i € {1,2}. Entonces

Y1 XY B — 9F Xy

dada por (71 X Y2)(x) = (1 (x),v2(z))es semi continua inferiormente.
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Demostracion. Sea W C Iy x Fy abierto. Mostraremos que (v, X 72)~ [W] es
abierto.

Sea p € (7; X 7o)~ [W], entonces (7; X 2)(p) "W # 0, sea q € (v X y2)(p) "W
y como W es abierto existen U C Fy vy V C Fy talesque g e U xV C W C
F} x F5, entonces U x V es abierto en F} x Fy y dado que y; y 7 son semi
continuas inferiormente tenemos que 7, [U] = {& € E : y1(x) NU # 0} y
Y V] ={z € E: v(x) NV # 0} son abiertos. Ademds,

(mx) [UxV]={zeE:(nxy)(z)n({UxV)#£0}
={reE:yn@)NU#0yr() NV #£0}
={zeE:n@)NU#0Nn{zr e E:ywnx)NV £0}

Dado que interseccién finita de abiertos es abierto tenemos que (1 X7y2)~ [U x
V] es abierto. Nétese que p € (71 X y2) " [U x V] C (1 X 72)~ [W] por lo tanto
Y1 X 72 es semi continua inferiormente. O

Teorema 3.3. (Teorema de Cellina).

Sean E C R™ compacto, F C R¥ convero y v : E — 2F una funcién
conjunto valuada, semi continua superiormente y con wvalores compactos y
convezxos. Para 6 > 0 definimos vs como

w(z)=Co( |J (2)).

2€N;(x)
Entonces para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que
Grvys C No(Gry).
Notemos que esto no dice que vys(x) C N.(vy(z)) para todo x.

Demostracion. Supongamos que el lema no se cumple. Entonces dado € > 0
existe una sucesion (z,, y,) con (z,,y,) € Gry1 tal que dist((x,, y,), Gry) >
e. Ahora, si (2, y,) € Gry:1 entonces y,, € y1(z,), asi

meCo( |J 22

2€EN1 (zn)
Por el Teorema de Caratheodory existen

Yoy« Ykn S U 7(2)
ZGN%(Q:TL)
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tales que
k
Yn = Z )\i,nyi,n
i=0

con Nin >0, N =15 Yin € ¥(2in) con |z, —x,| < % Dado que E es
compacto y 7 es semi-continua superiormente, la Proposicién 3.2 implica que
podemos encontrar sucesiones convergentes {Zy fnen, {¥intnen, {Nintnen ¥
{zin}nen tales que z,, — =, Vi — Yis Ain — Niy Zin —> @ para todo i

donde .
Yy = Z AiYi
i=0

y (z,y;) € Gry para todo i. Como 7 es convexo valuada, (z,y) € Grvy.
Por otro lado, la condicion dist((x,,y,), Gry) > e para todo n implica que
dist((x,y), Grvy) > € lo cual es una contradiccion. O

Teorema 3.4. (Teorema de aprozimacion de von Neumann,).

Sean E C R™ compacto, F C R* convexo y v : E — 2F una funcién
conjunto valuada, semi continua superiormente y con valores compactos y
convezos. Entonces para cualquier € > 0 existe una funcion continua f tal

que Grf C N.(Grv).

Demostracion. Por el Teorema 3.3 existe un § > 0 tal que la funcién conjunto
valuada ~s satisface que Grvys C N.(Grv). Dado que E es compacto, exis-
ten z1,...,x, tales que {Ns(x;)}, es una cubierta abierta de E. Elegimos
y; € y(x;). Por el Teorema 2.2, existe fi,..., f,, una particién de la unidad
subordinada a esta cubierta y sea

f(fl?) = Zfz(ﬂf) “Yi-

Entonces f es continua y como f; se anula fuera de Ns(x;), fi(z) > 0 implica
que |z; — x| < 9§ asi f(z) € y5(z). O

Definicién 3.31. Sean E C R™, F C R*¥ y v : E — 2/ una funcion
conjunto valuada. Decimos que v es cerrada en x si cada que x, — T,
Yn € Y(Tn) Y Yy —> y entonces y € y(x). Una funcion conjunto valuada es
cerrada si es cerrada en cada punto de su dominio, es decir, si su grafica es
cerrada.
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Teorema 3.5. (Teorema de Browder).

Sean E C R™" y~v: E — 2B una funcion conjunto valuada con valores
convezos tal que v~ *({y}) es abierto para cada y € R*. Entonces existe una
funcion continua f: E — R* tal que f(x) € y(x) para cada .

Demostracion. Por el Teorema 2.2 existe una particion de la unidad local-

mente finita {f,},cgs subordinada a {y"'({y})},crr, asi f(z) = Z fy(@)-y
y

es continua. Si f,(z) > 0 entonces y € y(x). Dado que 7 tiene valores conve-
xos, f(x) € vy(z). O

Teorema 3.6. Sean ¢ > 0, E C R™ compacto y v : F — 28" una funcion
conjunto valuada con valores converos y semi continua inferiormente. FEn-
tonces existe un funcion continua f : E — R* tal que f(x) € N.(v(x)) para
cada x € E.

Demostracion. Para cada y € R* sea W, = {x € E : y € N.(v(z))}. En-
tonces © € vy~ [N:(v(x))] C W,. Dado que 7 es semi continua inferiormente
y que cada W, es abierto. Entonces {W,},cg+ es una cubierta abierta de £.
Por lo tanto, por el Teorema 2.2 existe una particién de la unidad fy,..., f,
subordinada a una cubierta finita {W),,...,W,, } para E. Sea

flz) = Zfi(fﬁ) " Yi-
i=1
Dado que N.(y(z)) es convexa y f;(z) > 0 tenemos que y; € N.(v(z)), por

lo tanto f(z) € N.(v(x)) para cada = € E. O

Recordemos que una sucesion {z, }n,en de puntos en R™ es una sucesién
de Cauchy si dado € > 0 existe un entero NV tal que

l|zn — xml|| <€
para todo n,m > N.

Teorema 3.7. Sea E C R™ compacto y v : E — 28" una funcion con-
Jgunto valuada semi continua inferiormente con valores cerrados y convexos.
Entonces existe f : E — R* una funcién continua tal que f(x) € ~(z) para
cada x € E.
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Demostracion. Construimos una sucesién de funciones f, : £ — R tal que
para cada x € F

= ful@) € By (fami(2)) v
= ful2) € N1 (7(2)).

La sucesion {f, }nen se construye por induccién. Por el Teorema 3.6 existe
una funcién f; tal que fi(z) € N1 (v(x)). Dadas fi,..., f, construimos f, 1
definiendo primero 7,41 como Y,41(x) = y(z) N 32%( fn(x)). Por la hipétesis
de induccién 7,41(x) es no vacio. Hacemos p(z) = B%(fn(x)) Dado que
cada f,, es continua entonces i es semi continua inferiormente. Luego, por la
Proposicién 3.3 la correspondencia v X p es semi continua inferiormente. Sea
W C R* abierto. Entonces

Yot W] =Az 0 9(2) VW £ 0 p(z) VW # 0}
= {z 1y x p(z) N[N (v(2)) 0 (RY x W)] # 0}

2

= (v x 1)~ [N, (v(2)) N (R x W)]

el cual es abierto, ya que v X p es semi continua inferiormente. Por lo tan-

t0 Vi1 es semi continua inferiormente. Aplicando el Teorema 3.5 a 7,41

obtenemos fuy1 con fui1(x) € B_1_(n+1(x)) para cada z. Pero entonces
277.

B_1 (fulx))-

fora(x) € B_s (fu(x)) C

Por lo anterior { f,, }nen es una sucesién de Cauchy y dado que F es compacto
entonces converge uniformemente a una funcién f la cual debe ser continua,
esto por [3, Teorema 7.12, p. 150]. Ademds, dado que y(x) es cerrado para
cada = € E tenemos f(z) € v(z). O

Definicién 3.32. Sean K C R™ y ~ : K — 25X wna funcion conjunto
valuada. Decimos que z € K es un punto fijo de v si z € v(z).

Proposicién 3.4. Sean E C R™, F C R* y v : E — 2F una funcién con-
gunto valuada. St F' es compacto y -y es cerrada entonces 7y es semi-continua
supertormente.

Demostracion. Supongamos que la proposicion no se cumple. Entonces existe
algin z € E y una vecindad abierta U de v(x) tal que para cada vecindad V'
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de z existe un z € V tal que y(z) no esté contenido en U. Asi que podemos
encontrar sucesiones {2z, tnen ¥V {Un tnen tales que z, — = y y, € vy(2,) con
yn ¢ U. Dado que F es compacto, {y, }nen tiene una subsucesion convergente
ay ¢ U. Pero como 7 es cerrada, (z,y) pertenece a la grafica de ~, por lo
tanto « € y(z) C U lo cual es una contradiccion. O

Teorema 3.8. Sean K C R™ compacto, convexo y no vacio, F C RF com-
pacto y convexo y 1 K — 25 una funcion conjunto valuada. Supongamos
que existe una funcién conjunto valuada cerrada v : K — 2F con valores
compactos y convexos y una funcion continua f : K X F' — K tal que para
cada x € K

p(z) = {f(z,y) 1y € v(2)}.
Entonces p tiene un punto fijo, es decir, existe algin x € K tal que x € p(x).

Demostracion. Por la Proposicién 3.4 y el Teorema 3.4 existe una sucesion de
funciones g, : K — F' tal que Grg, € Ni(Grv). Definimos h, : K — K
por hy,(x) = f(z,gn(x)). Por el Teorema de Brouwer, cada h, tiene un punto
fijo x,, es decir, x, = f(zn, gn(x,)). Como K y F son compactos podemos
extraer una subsucesion convergente; asi, sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que T, — Ty gn(x,) —> 7. Entonces (T,7) € Gry pues 7 es cerrada
y asi T = f(Z,7y) € u(T). ]
Teorema 3.9. (Teorema de Kakutani).

Sean K C R™ compacto, convexo y no vacio yv : K — 25 una funcion con-
Junto valuada cerrada o semi-continua superiormente con valores compactos
y convexos. Entonces v tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea f : Kx K — K dadapor f(x,y) = y la cual es continua.
Obsérvese que

v(@) ={f(z,y) € K :y € y(z)},
y que f cumple las hipdtesis del teorema anterior, por lo tanto v tiene un
punto fijo. O]

Teorema 3.10. Sean K C R™ compacto y convexo y v : K — 25 una
funcion conjunto valuada semi-continua inferiormente con valores cerrados
y convexos. Entonces vy tiene un punto fijo.

Demostracion. Por el Teorema 3.7 existe una funcion continua f : K — K
tal que f(z) € v(x) para cada = € K y por el Teorema 2.6 f tiene un punto
fijo digamos = € K, entonces x = f(z) € v(x) por lo tanto v tiene un punto
fijo. [
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El siguiente teorema es fundamental para probar la existencia de un equi-
librio de mercado en una economia y generaliza el Teorema 3.2 al caso de
funciones conjunto valuadas de exceso de demanda. En este caso si v es una
funcién conjunto valuada que asocia a cada vector de precios p su conjunto
de exceso de demanda entonces p es un precio de equilibrio si 0 € v(p). El
precio p es un precio de equilibrio de libre disposicién si existe z € (p) tal
que z < 0. Es decir, el siguiente teorema nos asegura que existe una lista de
precios de todos los bienes de tal manera que la cantidad de cada bien que
desea adquirir un consumidor en menor o igual que la cantidad de cada bien
que ofrece el proveedor. Dada la importancia del siguiente teorema daremos
dos demostraciones encontradas en la literatura.

Teorema 3.11. (Teorema de Gale-Debreu-Nikaido).
Sea v : A — 28" una funcion conjunto valuada semi continua superior-
mente con valores compactos y convexos tal que para todo p € A

p-z<0

para cada z € y(p). Si N = {x € R™ : z; < 0}, entonces el conjunto de
precios de equilibrio de libre disposicion

{ped:Nnyp) # 0}

es compacto y no vacio.

Demostracion. Para cada p € A sea

U(p) ={q:q-z> 0 para todo z € y(p)}.

Entonces U(p) es convexo y p ¢ U(p) para cada p, y si ¢ € U71(p) tenemos
que p -z > 0 para todo z € 7(q). Entonces, dado que 7 es semi-continua
superiormente, y"[{z : p-x > 0}] es una vecindad de ¢ en U~(p). Por lo
tanto U~!(p) es abierto para cada p.

Ahora, p es U-maximal si y sélo si para cada ¢ € A existe z € y(p) con
q-z<0.

Por lo tanto, por la Proposicién 2.1 p es U-maximal si y sélo si y(p) NN # ().
Asi por el Teorema 2.7 {p : v(p) N N # (0} es compacto y no vacio. O

A continuacion damos una demostracion del Teorema de Gale-Debreu-
Nikaido (Teorema 3.11) basado en el Teorema 3.8.
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Demostracién. Recordemos que v : A — 28" satisface que p - z < 0 para
todo z € ~y(p) donde 7 es semi-continua superiormente, con valores compactos
y convexos. Por lo tanto v es cerrada.

Dado que A es compacto y v es semi-continua superiormente y con valores
compactos entonces y(A) es compacto, asi F' = Co (7(A)) es compacto.
Definimos la funcién de ajuste de precios f: A x F — A por

p+z"
fp,2) =
1+E 25
donde z = max{z;,0} 27 = (27,...,2,7).

Notemos que f es continua y su rango es A. Definimos la funcién conjunto

valuada p : A — 22 por p(p) = {f(p,2) : z € v(p)}.
Entonces por el Teorema 3.8 i tiene un punto fijo, digamos p.

p+zt
1—1—2 Z;“

Dado que p- z < 0 para algin j debemos tener que p; > 0y z; <0 (pues de
otro modo p - z > 0).

Asip = para algin z € v(p).

=4t
z
Pt debemos tener que 5 zh =0

1—1—sz ;

pero esto implica que z < 0. O

C o+ o
Paraesta j, z;7 = 0y dadoquep =

Intuitivamente, si z; > 0 para algin ¢ entonces el bien 7 esta en exceso de
demanda, asi que queremos elevar p; y esto es lo que hace f.
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Conclusiones

Recordemos que la hipdtesis de este trabajo fue que:

En una economia de mercado debe existir al menos un vector de precios
de equilibrio de libre disposicién.

Una vez concluida la investigacién nos dimos cuenta que en efecto los
teoremas del punto fijo como el de Brouwer y el de Kakutani nos ayuda-
ron a demostrar el teorema de Gale-Debreu-Nikaido el cual nos asegura que
bajo ciertas suposiciones como el hecho de que todos los bienes se pueden
clasificar en un ntimero finito de bienes que estan disponibles en cantidades
infinitamente divisibles y que existe un numero numerable de consumidores,
existe al menos un vector de precios de equilibrio de libre disposicién.

En este trabajo se muestra la existencia de al menos un vector de precios de
equilibrio de libre disposicién, una investigacién a futuro podria ser enfocada
a encontrar y desarrollar técnicas para determinar esos vectores.
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